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RESUMO

FORMULAGAO COMPUTACIONAL E ANALISE COMPARATIVA ELASTICO-
LINEAR DE VIGAS UTILIZANDO O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

AUTOR: Efraim Soares Bernardes
ORIENTADOR: Elias Calixto Carrijo

Este trabalho fundamenta-se na andlise estrutural elastico-linear de vigas a partir de
métodos numeéricos com vistas a comparagcdo com as soluc¢des obtidas com as teorias
classicas. Nesse sentido, teve como objetivo o desenvolvimento de uma rotina
computacional de calculo de esforgos e deslocamentos em vigas continuas de Euler-
Bernoulli, baseando-se no Método dos Elementos Finitos (MEF). Em face da
formulacdo numérica desenvolvida segundo a teoria da elasticidade e através do
MEF, o estudo da linha elastica foi realizado segundo a aproximagdao em funcao
polinomial de grau trés, considerando a analise energética por meio do conceito da
minima energia potencial total e do principio de minimiza¢des de funcionais do célculo
variacional. Logo, foram estabelecidas as relagbes matriciais entre a rigidez da
estrutura, seu carregamento e os deslocamentos por estes causadas, podendo, a
partir dos resultados de deslocamento nodais, obter os valores de esforgos internos e
reacdes nos vinculos das vigas. A partir desta formulacdo numérica e matematica foi
realizada a implementagdo computacional em linguagem de alto nivel procedural,
montando-se as matrizes de rigidez global e local, bem como os vetores de cargas
equivalentes global e local. O sistema principal em que as incégnitas sdo o0s
deslocamentos nodais fora resolvido segundo o método de Gauss-Jordan e o0s
esforgcos internos e as reacdes de apoio obtidos com sub-rotinas baseadas no
principio da rigidez. Aplicou-se o programa em 3 casos que totalizaram 10 exemplos
de vigas em situacdes diferentes de vinculos, carregamento externo, rigidez a flexao
e materiais. Com base nos resultados, evidenciou acuracia e validacao dentre a
aplicagdo da rotina aos exemplos analisados, tendo como base comparativa
resultados analiticos e/ou valores advindos de outros autores e softwares de analise
estrutural. Os resultados nodais de esforgos, reacéo de apoio e deslocamentos foram
consistentes em termos de vigas isostaticas e hiperestaticas. Por fim, verificou-se,
ainda que os valores de esforgos e deslocamentos foram obtidos de forma discreta
(nodais), tornar-se possivel a obtencdo aproximada dos diagramas de esforgos
internos e da linha elastica de uma viga segundo um maior refinamento da matriz de
elementos.

Palavras-chave: Vigas de Euler-Bernoulli. Método dos Elementos Finitos. Andlise
computacional.



ABSTRACT

COMPUTER FORMULATION AND ELASTIC-LINEAR COMPARATIVE ANALYSIS
OF BEAMS USING THE FINITE ELEMENT METHOD

AUTHOR: Efraim Soares Bernardes
ADVISOR: Elias Calixto Carrijo

This work is based on the elastic-linear structural analysis of beams using numerical
methods to compare with the solutions obtained with the classical theories. In this
sense, it aimed to develop a computational routine for calculating stress and
displacement in continuous beams by Euler-Bernoulli, based on the Finite Element
Method (FEM). Given the numerical formulation developed according to the theory of
elasticity and through the MEF, the study of the elastic line was performed according
to the approximation in degree three polynomial function, considering the energy
analysis through the concept of the minimum total potential energy and the principle of
functional minimizations of variational calculus. Thus, the matrix relations between the
structure stiffness, its loading and the displacements caused by them were
established. From the results of nodal displacement, the values of internal stresses
and reactions in the beams can be obtained. From this numerical and mathematical
formulation, the computational implementation was performed in high procedural
language, assembling the global and local stiffness matrices, as well as the global and
local equivalent load vectors. The main system whose unknowns are the nodal
displacements had been solved by the Gauss-Jordan method and the internal efforts
and support reactions obtained with stiffness-based subroutines. The program was
applied in 3 cases totaling 10 examples of beams in different situations of bonds,
external loading, flexural stiffness and materials. Based on the results, it showed
accuracy and validation between the routine application to the analyzed examples,
based on comparative analytical results and / or values from other authors and
structural analysis software. The nodal results of efforts, support reaction and
dislocations were consistent in terms of isostatic and hyperstatic beams. Finally, it was
verified that, although the values of efforts and displacements were obtained discreetly
(nodal), it is possible to obtain the approximation of the internal stress diagrams and
the elastic line of a beam according to a greater refinement of the stress matrix.
Elements.

Keywords: Euler-Bernoulli Beams. Finite Element Method. Computational analysis.
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1 INTRODUGCAO

O estudo de estruturas € um campo de conhecimento importante a
humanidade, sendo essencial ao seu desenvolvimento. Contribuindo a esse aspecto,
ver-se-a nas proximas seg¢des uma breve abordagem acerca da andlise de vigas e 0s

fundamentos deste trabalho.
1.1 Contextualizacao

Os conceitos da mecanica dos sélidos deformaveis e da analise de estruturas
sdo fundamentais no processo de producao do que se conhece atualmente na
humanidade. Assim, sado desenvolvidos atualmente projetos desde a escala
macroscopica como automéveis e avides, arranha-céus e pontes; como também
estruturas microscopicas semelhantes a circuitos integrados e microprocessadores
computacionais, até a recente atuacao no campo da analise em escala nanométrica
(ARRUDA, 2001; BEER, 2009).

O dimensionamento dos elementos de suporte a edificagdo € um dos principais
objetivos do célculo de estruturas na engenharia civil, garantindo seguranca,
viabilidade técnica e economia no empreendimento (CAMPOS, 2015; SELIS
RODRIGUES, 2016).

Conforme Leal (2015), iniciam-se as etapas da concepcao estrutural de um
edificio com a correta escolha do arranjo dos elementos estruturais, avaliando a
finalidade e funcionalidade da edificacdo, conforme o projeto de arquitetura. Assim,
em vista de uma maior demanda por agilidade e dinamizacdo do ato de projetar,
atualmente, escritorios de calculo cotidianamente utilizam-se de recursos
computacionais para a racionalizagdo de projetos, destinando maior tempo no
estabelecimento daqueles parametros pelo projetista.

Até o inicio do século XX, devido a ndo existéncia dos sofisticados mecanismos
computacionais atuais (ainda surgiriam algumas maquinas de célculo de maior
acessibilidade), os pesquisadores viam-se obrigados a desenvolverem formulagbes
matematicas complexas a resolugcdo de equacdes diferenciais relacionadas aos
diversos tipos de estruturas, como o caso de placas delgadas e vigas sobre condicdes
especificas de carregamento e vinculagdo. (AMPOLINI et al, 2012; NIRSHL, 2008).

Tais solugbes analiticas podem ser de dificil resolugéo, recorrendo-se, entdo, ao uso
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de métodos numéricos que discretizam o continuo para, entdo, aproximar uma
solugao para os campos incégnitos associados ao problema a se analisar. (ASSAN,
2003; LEAL, 2015).

O desenvolvimento da computacao e dos recursos de programacao trouxeram
as ciéncias exatas a possibilidade de aplicacdo de métodos numéricos de forma mais
precisa e satisfatoria na andlise estrutural, utilizados nas diversas areas do
conhecimento. Desenvolveram-se, portanto, varias metodologias das quais citam-se:
o Método dos elementos Finitos (MEF), Métodos dos elementos de Contorno (MEC),
utilizacdo de Diferencas Finitas para resolucdo das equagbes da teoria elastica
classica, entre outros métodos aproximados. (CARVALHO et al, 2013; CARVALHO et
al, 2014).

Soriano (2009 apud LEAL, 2015) e Mesquita (1998) abordam acerca da
aplicacdo do MEF na resolucao de equacgdes diferenciais com condi¢ées de contorno
iniciais, dividindo o continuo em subdominios chamados elementos finitos. Ja
Campillo (2012 apud MONZINI ROTTA, 2014) e Moraes (2015 apud MONZINI
ROTTA, 2014) dispdem sobre o surgimento de diversos autores e estudiosos acerca
do MEF, bem como da existéncia de diversos softwares de analise estrutural
baseados neste método, os quais citam-se 0 ©ANSYS, o ©ONASTRAN (desenvolvido
pela NASA), o SAP2000®, o Ftool (PUC-RIo0), o Insane (UFMG), o Frame 3DD (Duky
University), entre outros.

No entanto, existem ainda hoje restricobes aos diversos profissionais e
estudantes da area das ciéncias exatas ao acesso as rotinas de calculo disponiveis
comercialmente, visto que apresentam elevado valor de venda. Portanto, o
desenvolvimento de programas livres e de codigo aberto estimularia de forma
substancial o desenvolvimento da pesquisa na instituicado de desenvolvimento deste
trabalho, bem como um maior interesse pela analise numérica por parte daqueles
profissionais. (AMPOLINI et al, 2012; LEAL, 2015; MESQUITA, 1998).

A norma brasileira da Associac¢ao Brasileira de Normas Técnicas (ABNT) ABNT
NBR 6118:2014 também aborda a analise linear de vigas-parede ou pilares-parede
com o emprego de métodos numéricos e como uma das sugestbes de estudo a

utilizacédo do MEF.
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1.2 Objetivos

Discorre-se acerca dos objetivos do trabalho a seguir, dividindo-os em geral e

especificos.

1.2.1 Objetivo geral

O presente trabalho trata-se da elaboracdo e implementacdo de uma
formulagdo computacional com base no MEF para a avaliagdo numérica linear elastica
de vigas de Euler-Bernoulli, estabelecendo esforcos e deslocamentos a estas

relacionados.

1.2.2 Objetivos especificos

Citam-se os objetivos especificos do trabalho:

e Apresentar e desenvolver a modelagem matematica que embasa o Método dos
Elementos Finitos no estudo de vigas com base no modelo de Euler — Bernoulli

(modelo numérico);

e Implementar uma rotina computacional (Linguagem Fortran) a partir do Método
dos Elementos Finitos para o calculo de estruturas unidimensionais lineares

(barras/vigas);

e Analisar casos distintos de vigas segundo as diversas alternativas de

carregamento, geometria, rigidez e vinculagées.
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2 REFERENCIAL TEORICO

A fim de se fundamentar o estudo deste trabalho, apresentou-se uma
retrospectiva histérica dos principais nomes e acontecimentos dentro da evolucéo da
mecanica dos materiais e do MEF, além do posicionamento acerca dos conceitos de
métodos energéticos de andlise estrutural, de resisténcia dos materiais e sobre o
MEF. E nesse capitulo que se fez quase toda formulacdo matematica utilizada no
trabalho.

2.1 Revisao historica

Relata-se, entdo, acerca dos pensadores e desenvolvedores desta area do

conhecimento, abordando o desenvolvimento deste tema ao longo do tempo.
2.1.1 Contexto histérico da mecéanica dos sélidos

Historicamente situa-se o inicio dos estudos da mecénica na filosofia Grega,
embora ja se houvessem desenvolvido a escrita e conceitos matematicos no Egito e
Mesopotamia entre 4000 a.C. e 1650 a.C. Assim, pensadores como Mileto (570 - 500
a.C.), Arquimedes (287 - 212 a.C.) e Euclides (cerca de 300 a.C.) legaram a
humanidade varios dos conhecimentos e conceitos dentre a matematica, fisica e
resisténcia dos materiais. (ARRUDA, 2001; HIBBELER, 2005).

Ap6s a hegemonia helénica, a dominagdo romana nado trouxe muitas
contribuicées ao estudo de mecéanica dos materiais, o que também fora a realidade
na ldade Média.

No entanto, o renascimento representou a retomada de todo o conhecimento
na area de estudos da mecéanica dos materiais. Leonardo da Vinci (1452 - 1519) se
destacara no estudo de resisténcia de fios metalicos e ensaios que contribuiram para
estética e mecénica dos sélidos. (ARRUDA, 2001).

Galileu Galilei (1564 — 1642), com sua obra Duas Novas Ciéncias, em 1638, é
tido como o precursor da mecanica a partir de uma abordagem cientifica, iniciando
todo o desenvolvimento cientifico nessa area do conhecimento. (MARTHA, 2010;
SORIANO, 2014).
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A partir da segunda metade do século XVII, a renascenga tem sua expansao
com a criagao das sociedades cientificas da modernidade como a Royal Society em
Londres e a Académie des Sciences de Paris. (ARRUDA, 2001).

Robert Hooke (1635 -1703) tem participacdo inicial na Royal Society,
contribuindo com o desenvolvimento do estudo da mecénica dos sélidos. Seu principal
trabalho para a ciéncia fora “De Potentia Restitutiva”’, o qual enuncia a Lei de Hooke
que estabelece a relagdo da elasticidade dos materiais. (FRANCA FILHO;
LINDENBERG NETO, 2004).

Posteriormente, tem-se a contribuicdo de Isaac Newton (1642 - 1727) a
mecanica, sendo conhecido pelas trés leis que regem a dindmica e o movimento de
corpos e a lei da gravitacao universal, além de contribui¢cdes na estatica. (HIBBELER,
2005).

No século XVIII, os irmaos Jacques Bernoulli (1654 — 1705) e Jean Bernoulli
(1667 — 1748) trouxeram um grande desenvolvimento para a mecanica dos sélidos,
tendo Jacques se dedicado ao eixo de rotacédo de vigas e Jean no desenvolvimento
do Principio dos Trabalhos Virtuais. (ARRUDA, 2001).

Leonard Euler (1707 — 1783) desenvolveu varios conceitos dentro da mecanica
dos sdlidos, racionalizando-a e sendo um dos mais importantes nomes para a
resisténcia dos materiais. Destaca-se o calculo da carga critica de colunas em 1744 e
a decomposicdo de forcas e de movimentos dos corpos. Afirma-se que Daniel
Bernoulli (1700 — 1782), filho de Jean, tenha sugerido a Euler principios que chegariam
a formulagdo da teoria de vigas, denominada atualmente por Euler-Bernoulli.
(ARRUDA, 2001; ASSAN, 1996).

Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) fora apontado como quem formulou
formalmente os Principios do Trabalho Virtual desenvolvidos por Jean Bernoulli e
também racionalizou os conceitos da mecanica dos sdlidos de Leonard Euler.
(ASSAN, 1996).

Claude-Louis Navier (1785 — 1836) e Cauchy (1789 — 1857) desenvolveram as
formulacbes acerca das equagdes de campo elastico em 1821 e 1822,
respectivamente. (ARRUDA, 2001).

Outros nomes expressivos que contribuiram ao estudo e aperfeicoamento da
mecanica dos sélidos podem ser citados, a saber, Thomas Young (1773 — 1829), Saint
- Venant (1707 — 1783), Coulomb (1736 — 1806), Kirchhoff (1824 — 1887), Maxwell
(1831 — 1879), Mohr (1835 — 1918), entre outros. (HIBBELER, 2005; MARTHA, 2010).



23

2.1.2 Contexto histérico do estudo energético de vigas e do MEF

Remonta-se o inicio do desenvolvimento do MEF ao final do século XVIII, com
Gauss (1777 — 1855) propondo a utilizagao de func¢des de aproximagéo para solucao
de questdes matematicas. (OLIVEIRA, 2000 apud LOTTI, 2006).

Um grande avango da analise estrutural fora em 1877, com as contribui¢cdes de
John Willian Strutt (1842 — 1919), conhecido como Lord Rayleigh, e Walter Ritz (1878
—1909), em 1908, com a qual utilizaram de principios de energia para obter solucoes
aproximadas de problemas da mecéanica dos soélidos, sendo desenvolvido entdo o
método de Rayleigh-Ritz. Tem-se nesse método a base e o inicio para o
desenvolvimento do MEF. (ASSAN, 1996; CAIXETA; OLIVEIRA, 2018).

A continuacao do desenvolvimento do MEF se deu apenas na década de 1940,
devido as limitagbes do processamento de equacgdes algébricas. Foi, entdo, em 1943
que Richard Courant (1888 — 1972) ampliou os trabalhos de Walter Ritz, utilizando da
interpolagédo por partes, a fim de se obter as solugdes numéricas do problema.
(MORAES, 2015; SELIS, 2016).

Foi, entretanto, em 1960, estabelecida a nomenclatura como a conhecemos
(MEF), pelo entao professor de Engenharia Estrutural da Universidade da Califérnia,
Ray. W. Clough (1920 — 2016). Clough estava trabalhando em um projeto de
aeronaves para a Boeing e publicara um artigo em coautoria a outros engenheiros e
matematicos em 1956, onde propéem um método de analise estrutural, definindo-o
em 1960, sendo tal referéncia uma das mais antigas no estudo do MEF. (CAIXETA;
OLIVEIRA, 2018; LOTTI, 2006).

Com o desenvolvimento computacional nas décadas subsequentes a 1960,
houve um acelerado desenvolvimento do método, surgindo varias publicagdes e
softwares de andlise estrutural com base no MEF, dentre os quais alguns ja foram
citados nesse trabalho.

2.2 Vigas de Euler-Bernoulli
Vigas sdo elementos estruturais lineares unidimensionais (barras) cujo o

comprimento longitudinal € bem maior que as dimensdes da secéo transversal, de
forma que a flexao é a solicitacdo preponderante, atuando os esforgos de momento
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fletor, forca cortante e normal e momento torsor. (ABNT, 2014; SELIS RODRIGUES,
2016).

Segundo o modelo da teoria de Euler-Bernoulli, desprezam-se os efeitos devido
ao cisalhamento, considerando as deformacdes originadas em funcéao dos esforcos
de momento fletor, sendo valida em termos de vigas com uma grande relagéo
vao/altura. (CASTRO, 2009).

A norma brasileira ABNT NBR 6118:2014 dispde da divisdo da analise de vigas
segundo dois agrupamentos em funcdo da relacdo vao/altura dessas estruturas.
Assim, segundo dispde a norma, consistiriam as vigas-paredes em “[...] vigas altas em
que a relacao entre o vao e altura [/h € inferior a 2 em vigas biapoiadas e inferior a 3
em vigas continuas. [...]”. As recomendacdes, portanto, em relagdo as estruturas
lineares que sejam superiores a estes intervalos — [/h > 2 para estuturas isostaticas
ou l/h > 3 para elementos em continuidade — estariam enquadradas como vigas, de
forma que [ é o comprimento do vao tedrico (ou o dobro do vao teérico em balancos)
e h sua altura. (ABNT, 2014).

Assim, diferente ao modelo de Timoshenko mais adequado ao estudo de vigas
altas, neste trabalho focou-se a andlise de vigas com maiores relagdes vao/altura de
forma que nao houvesse prejuizo nos resultados segundo essas consideragdes.

Estes elementos podem estar dispostos na posi¢ao horizontal ou inclinados em
relacdo a essa direcdo, devendo sempre garantir, a0 minimo, a condicdo de vigas
isostaticas. Podem ser constituidas de diferentes materiais, dentre os quais destacam-
se o0 concreto armado, 0 aco, a madeira, o aluminio e o ferro fundido. (CAMPQOS,
2015).

Em solugdes de concreto armado, por exemplo, os pavimentos de edificios
constituem-se de lajes que transmitem os esforcos as vigas as quais carregam 0s
pilares e, por fim, estes a fundagdo, sendo assim massivamente utilizados em
solugdes estruturais no ambito da construgao civil no Brasil. (CARVALHO et al, 2014;
LEAL, 2015).

As condic¢oes de vinculagao relacionadas aos seus nds podem situar-se entre
apoio rotulado mével ou do primeiro género, apoio rotulado fixo ou do segundo género
e apoio engastado, sendo os outros tipos de vinculacao relacionados a combinagéao
entre essas trés formas, variando segundo a analise bidimensional ou tridimensional.
As situagGes bidimensionais descritas podem ser observadas na Figura 1. (SORIANO,
2014).
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Figura 1 — Tipos de carregamentos e vinculagdes em vigas.

a(z) P

§ Ay

NN

m(z)

Fonte — Propria.

As acgbes externas ativas sobre as vigas podem ser descritas conforme
permanentes, acidentais e excepcionais; e 0s carregamentos descritos segundo
forcas ou momentos distribuidos e/ou forgas ou momentos pontuais. A Figura 1
também demostra esta situacao. (CARVALHO et al, 2014; SORIANO, 2014).

2.2.1 Conceitos fundamentais

Considera-se uma secao de um sélido contido no espaco representado dentre
as direcdes x, y e z. Por hipbtese, o corpo sera composto de um material continuo e
coeso, apresentando uniformidade de massa e matéria, bem como de suas
propriedades fisicas. (BEER, 1995; HIBBELER, 2004).

Seja um segmento de reta cujos pontos de inicio e fim sejam A e B,
respectivamente, e que estes estejam contidos na reta n a qual também pertence o
segmento AB.

Define-se por deformacdo normal ao alongamento ou contracdo de um
segmento de reta contido em uma sec¢ao de um sélido, por unidade de comprimento,
variando de um valor inicial AS até um valor AS’ apés a deformagéo. (BEER, 1995).

Assim, a deformag&o normal podera ser definida como:

_ I AS’ — AS 1
&= B—>Alrglixon AS ( )
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Dessa forma, verifica-se que a deformagdo normal € em obtida quando da
aproximagao do ponto A ao ponto B na reta n , 0 que implica em valores cada vez
menores para 0 comprimento AS.

No estado geral de deformagdes representam-se os deslocamentos dos pontos
de um corpo rigido deformavel através das funcdes u, v e w, nas direcbes x, y € z
respectivamente. Assim, segundo Bitencourt (2010), para um sélido deformavel, os
deslocamentos de um ponto nas trés direcoes sao funcdo de suas coordenadas no

espaco:
u=u(x,y,z) (2)
v=v(xy,2) (3)
w=w(x,y,z) (4

Considera-se um elemento infinitesimal de um sélido deformavel cujo volume é
dado por dV = dx .dy .dz.

Na Figura 2 esta representado o plano xy deste elemento, podendo-se
identificar os pontos A, B, C e D pertencentes a configuracao original da seg¢éao e os

pontos A’, B’, C’ e D’ contidos na se¢ao deformada.

Figura 2 — Deformacgéo no elemento infinitesimal e seus deslocamentos no plano xy.

A
i ﬁ
o o .D ]

Ay Iy

y A

l— =— A Ay

By

Fonte - Adaptado de Bettencourt (2010).
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Considerando-se os deslocamentos na dire¢éo x, chega-se a:

Au = u.Ax (2)
ou = u.0x 3)
Au = ou A 4
u=—— Ax (4)
Da Figura 2 € obtido:
Ax' = (Ax+u+ Au) —u = A4x + Au (5)

De forma equivalente a Equacéao (1), sendo a reta n representada pelo eixo
cartesiano x, chega-se a deformacao nessa direcdo, segundo Hibbeler (2004) e
Bitencourt (2010), dada por:

- 0 Ax' — Ax 6
&= fim— (6)

Substituindo as Equacgbes (5) e (4) na Equacao (6) chega-se a:

Ju Ju

&x :Alﬂ%a: ox )

De forma equivalente, também nas direcbes y e z chega-se a:

-5 dv  Ov g
gy‘Aﬂéay_ay ®)
-5 ow  dw 9
2= 5000z oz )

Uma vez considerando neste problema o estudo de elementos estruturais
lineares (vigas) em flexdo pura cuja segao transversal € constante ao longo do eixo x
e cujos deslocamentos transversais de todos os pontos sdo constantes (hipbtese
apresentada na préxima se¢édo) os deslocamentos dos pontos do corpo deformavel
poderdo ser representados através das funcées u e v nas diregcbes x e vy,
respectivamente, ambas em fungéo da coordenada x do eixo x (BITENCOURT, 2010,
BEER, 1995).
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Logo o vetor de deslocamentos de um ponto no eixo da viga pode ser dado por:

u u(x)
u=lvl= [v(x)] (10)
w 0

E novamente as deformagdes sdo dadas por:

o = ) du an
X 9x  dx

dv(x)

ow
e = =—=0 (13)

A lei de Hooke enuncia a proporcionalidade entre tensdes e deformagdes no
estado de deformacao linear elastica do material. (HIBBELER, 2004; TIMOSHENKO,
1983).

Assim, para um elemento submetido a tensao o, tem-se:
o= E.€ (14)

A constante E na Equacgao (14) representa a proporcionalidade entre tensao e
deformacdo no regime elastico que € o adotado neste trabalho, conhecida como
maddulo de elasticidade longitudinal ou modulo de Young.

Dessa forma, a tensdo axial em uma viga devido as deformagdes na direcéo x

pode ser expressa por:

du
asz.EzE.ex (15)

2.2.2 Hipotese de Euler-Bernoulli

A teoria classica de vigas de Euler-Bernoulli é representante do modelo de
deflexdes de vigas em que se descreve o deslocamento transversal ou linha elastica
da viga fletida submetida a um certo carregamento, seja distribuido ou localizado
(SELIS RODRIGUES, 2016).
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Nessa hip6tese sao abordados alguns parametros e consideragdes, a fim de

se obter a equacdo da linha elastica viga. Logo, descrevem-se as suposicoes,
segundo Beer (1995), Hibbeler (2004) e Migotto (2011, p. 25):

Considera-se a forma prismatica da viga cujo eixo central da secao (baricentro)
coincide com seu eixo na dire¢ao x;

As dimensdes das secOes transversais sao pequenas em relagcdo ao seu
comprimento;

Presenca de uma linha neutra, ndo havendo nem tracdo nem compressao
nessa regiao;

As sec¢des inicialmente planas permanecem planas ap6s a deflexao de seu eixo
central e a curvatura de deflexdo € considerada pequena;

O material constituinte da viga é elastico-linear e homogéneo e nao se
consideram as deformacgdes por cisalhamento.

A figura 3 contém a representacao e indicagbes de alguns desses parametros

abordados.

Figura 3 - Modelo teérico de viga de Euler-Bernoulli.

Se¢do transversal

lL:rl
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Centro de gravidade: (0
Area: 4
Inércia: 1

Fonte - Ofate (1992 apud SELIS RODRIGUES, 2016).
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2.2.3 Consideracdes sobre o Método dos Deslocamentos

Frequentemente no célculo estrutural sdo estabelecidas situagbes em que as
equagOes basicas do equilibrio estatico das pecas ndo sdo suficientes para a
resolugdo das incégnitas associadas ao problema, indeterminando os deslocamentos
e/ou esforgos atuantes na estrutura devido ao carregamento externo. A essas pecas
estruturais denominam-se hiperestaticas. Logo, processos de resolugéo a este tipo de
estruturas, como o Método dos Deslocamentos (MD), tornam-se importantes.
(SORIANO, 2006; SUSSEKIND, 1987).

Além do MD, existem outros processos de calculo de estruturas hiperestéticas,
determinando-se esforcos a essas submetidas, os quais se destacam o Método das
Forcas com base no Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) e os métodos energéticos
de analise estrutural como o Principio da Energia Potencial Total e os teoremas de
Castigliano. Tais métodos sao bem descritos em Assan (1996), Sussekind (1980,
1981, 1987) e Timoshenko (1987).

De forma oposta ao Método das Forgas, as incognitas do problema pelo MD
sdo os deslocamentos que as estruturas apresentam segundo as dire¢cées de
liberdade ao movimento, ao passo que aquele as variaveis a se determinar sao as
forcas nodais associadas a esses respectivos deslocamentos. Assim, em ambos
métodos se resolve um sistema de equacdes de compatibilidade que, a partir da
identificacdo dos valores das incognitas, torna-se possivel obter os deslocamentos e
esforcos dos elementos estruturais. (MARTHA, 2010; SORIANO, 2006).

Uma estrutura pode apresentar diferentes tipos de liberdade que a possibilite
deslocar. O grau de liberdade de um elemento estrutural pode ser quantizado por sua
indeterminacdo cinematica que, por sua vez, consiste nas consideracdes de
deslocabilidade interna e externa do mesmo. A deslocabilidade interna de uma
estrutura refere-se as condi¢des de nédo restricdo a rotacao ou deformacao de seus
nds, passivel de ser quantizada pelos numeros de ndés rigidos nelas existente,
excluindo-se as rétulas e logicamente os engastes. Ja a deslocabilidade externa
compreende as possibilidades de deslocamentos dos nés e dos elementos estruturais,
também sendo possivel ser quantizada pelo numero de apoios de primeiro género a
acrescentar na estrutura para que impeca tais liberdades. (SOREANO, 2006;
SUSSEKIND, 1987).
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Conforme Timoskenko (1984), a aplicacdo do MD constitui de duas principais
situacdes de calculo: a determinacdo de esforcos nos nés das barras segundo a
atuacao dos carregamentos externos, representada pelas agdes de engastamento
existentes nas barras consideradas biengastadas; e a definicdo de esforgos
(rigidezes) devido a deslocamentos ou deformacgdes unitarias em barras biengastadas
nos sentidos de liberdade existentes na estrutura. Portanto, o método consiste antes
de qualquer consideracdo, na restricio das liberdades as deformacbes e
deslocamentos existentes na estrutura original através do acréscimo de engastes ou
apoios de primeiro género.

Tanto as acdes de engastamento quanto as rigidezes sdo determinadas
antecipadamente por outros processos como o Método das Forcas — também
denominado Método da Flexibilidade por Timoshenko (1984) — ou pelo Processo de
Mohr, descrito em Sussekind (1980).

O MD baseia-se em situac¢oes diferentes de calculo, correspondentes a efeitos
de carregamentos e deformagdes ou deslocamentos analisados separadamente de
forma que da atuacdo simultanea destas situacoes, pelo principio da superposicao,
configurem o cenario de calculo original da estrutura. (SUSSEKIND, 1987).

Assim, obtém-se as equagdes de compatibilidade de esforcos em cada nd,
somando-se as agdes de angastamento ao produto das rigidezes com os respectivos
deslocamentos reais nestes noés, 0s quais sao as incégnitas do problema. A esta soma
igualam-se os carregamentos concentrados existentes neste né na situacao original.
Com os valores de deslocamentos, sao obtidos os diagramas de esforcos das
situagdes individuais e da configuracdo original. (SOREANO, 2006; SUSSEKIND,
1987)

Considere as agbes de engastamento f;, atuantes em um n6 i de uma barra
hipotética existente em uma estrutura sujeita a deslocabilidade interna e externa e p;
as forgas atuantes no no6 i da estrutura na configuragédo original. Seja p; ; a rigidez
existente no nd i devido ao deslocamento ou deformagéo unitarios no n6 j e A; o
deslocamento ou deformacéo real do né i da estrutura/barra.

As situagdes de calculo configuram estados: E, original da estrutura; E,, devido
as acdes de engastamento; e E;, devido as rigidezes, com i =1,...,n € n 0 grau de

indeterminacao cinematica da estrutura ou numero de situagdes de calculo.
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O sistema de compatibilidade de esforcos nos nés i, em um grau de
indeterminacao cinematica n, segundo Soriano (2006) e Sussekind (1987), pode ser

dado por:

n
Bio +z:8i,j Aj=p;, i=1,..,n (16)
=1

Matricialmente o sistema fica:

Bo+B.A=p (17a)

Ou explicitando as matrizes:

IB%,O + B?,l ﬁ?,z ..:. ﬁzz,n A:Z (17b)

B1,0 P11 Biz - Pin A P1
_ P2
ﬁn,o ﬁn,l ﬁn,z o ﬁn,n An Pn

De posse dos valores dos deslocamentos A; dos n nés obtidos com a resolucao
do sistema apresentado pelas Equagbes (17), chega-se aos valores de esforgcos da

situagéo original E;, segundo Soriano (2006) e Sussekind (1987), pela relagao:

n
Eszj,O+zEj,k.Ak, j=1,..,m (18)
k=1

onde Ej, e E;, sao os esforgos devido as situagOes de agbes de engastamento e
devido as rigidezes, respectivamente e j definido segundo o numero de tipos de
esforcos a se analisar: cortante, momento fletor, normal ou até mesmo a reacao de

apoio.
2.2.4 Principio da Energia Potencial Total na analise de vigas e o célculo variacional

Conforme Timoshenko (1984), o conceito em torno da energia potencial € de
fundamental importancia em mecéanica estrutural, visto que se aplica no estudo
analitico estrutural e no célculo aproximado de estruturas, sendo este ultimo realizado

nesse trabalho.
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Tal principio é estabelecido conforme a definicdo de energia potencial de um
sistema estrutural, conceituada como o trabalho realizado pelos esforgos atuantes no
sistema, levando-o de uma situacao deformada a posi¢éo inicial (sem carregamento).
Entende-se aqui os esforcos como cargas externas e esforcos internos. (ASSAN,
1996).

A energia de deformacao é constituida entdo por duas parcelas: a equivalente
as cargas externas e a energia de deformacao interna armazenada na estrutura. A
energia devido as cargas externas € dada pelo produto de suas respectivas
intensidades com seus deslocamentos. Ja as energias de deformagéao interna séo
dadas pelos métodos convencionais da mecanica dos solidos.

Do célculo variacional, expressa-se um funcional como funcéo de variaveis, de
funcées e de suas derivadas, admitindo solucbes que representem a resolucéao
diferencial das equacdes formados por esses mesmos funcionais. Atenta-se para a
distingdo do operador diferencial e variacional utilizados. A energia potencial total de
um sistema estrutural é considerada como um funcional que é funcdo dos
deslocamentos verticais ou axiais bem como da coordenada dimensional no eixo x e
suas derivadas. (ASSAN, 2003).

Expressa-se, entdo, o principio da minima energia potencial total, ou de
Kirchhoff, através da condi¢do de extremo do funcional, tornando-o estacionario e com
o valor minimo da energia potencial total, tendo assim condicao de equilibrio do
sistema. (ASSAN, 1996).

2.2.5 Energia potencial total para viga de Euler-Bernoulli

Conforme abordado, a energia potencial total de um sistema estrutural é a
soma das parcelas de energia devido ao trabalho das forcas externas com a energia
de deformacéo interna.

Conforme Assan (1996) a energia potencial devido ao trabalho das cargas
externas é dada por:

n
.QZ—ZPL U (19)
i=1

com P; os carregamentos genéricos e v; seus respectivos deslocamentos.
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O sinal negativo na expressao anterior representa o trabalho negativo que certo
carregamento ira realizar ao voltar da configuracdo deformada para configuragéo
inicial sem carregamento. Nessa expressao nao se tem o valor de "2 devido a forca
estar atuando em sua totalidade durante todo o percurso de deformacgao desde o inicio
do carregamento.

Seja U a energia de deformacao interna e considerando o estado uniaxial de

tensao, conforme Assan (1996) e Hibbeler (2004) tem-se:

1
szzax.ede (20)
4

Substituindo a Equacéo (15) na Equacéao (20) a chega-se a:
1
U= —j (0,)?/E av (21)
2 14

Da mecanica dos sélidos, conforme Beer (1995), Hibbeler (2004) e Timoshenko

(1984) é estabelecida a relagao:

M d?v
E.l dx?

D=

A Figura 4 ilustra a relagcdo do momento com o raio da curvatura p, o modulo

de elasticidade E, momento de inércial e o momento fletor M.

Figura 4 - Representacao da secao da viga de Euler-Bernoulli.

0’

~~—~ do
P P

Antes da Apos a
deformagio deformagio

Fonte —Hibbeler (2004).
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A relacao da deflexao v da viga na direcao do eixo y com a curvatura expressa
anteriormente pode ser visualizada pela literatura definida como em Hibbeler (2004),
Beer (1995) ou Timoshenko (1984).

Também, a relagdo da tens&o axial com o momento fletor atuante na se¢do em

flexdo e a distancia do elemento até da linha neutra € dada por Hibbeler (2004):

M.
o =——2 (23)
I
Unindo-se as Equacgdes (22a) e (23), chega-se a:
d*v
O, = _yEW (24)

Assim, a energia de deformacao interna, a partir da Equacéo (24), sera dada

por:

1
U= EJ;, E.(y.v")%2dV (25)

Considerando um elemento de volume dV = dA.dx contido na secao da viga
(ver Figura 4) e redefinindo a integral no volume V nas integrais na superficie A da
area da secao da viga e no comprimento [ do elemento, a energia de deformacgéao sera

dada por:

1 l
U= —J E.(v'")? dxjy2 dA (26)
2Jo A

Sendo a segunda integral da Equacéo (26) equivalente ao momento de inércia
da secdo em relagédo ao eixo z, tem-se para a energia interna de deformagéo:

1 l
U= Ef E.I(w")?dx (27)
0

A energia potencial total € entdo dada pela soma das Equacgdes (19) e (27):

1 C
N=U+0Q= Ef E.I1 (W'")?dx —ZPivi (28)
0 i=1
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Se o carregamento na viga for distribuido o trabalho realizado pelas cargas
externas sera dado por:

dtp = dP.v(x) = q(x).v(x) dx (29)

Assim, pelo teorema do trabalho da forca resultante e pela conservagéo da

energia:

l l
AU=U-Uy,= —1p = —f dP.v(x) = —f q(x).v(x)dx (30)
0 0

Como a energia inicial das cargas externas € nula (estado sem carregamento):

l

U=Q= —1p = —j q(x).v(x)dx (31)
0

Para o estado genérico de uma viga carregada uniformemente a energia
potencial total sera dada, entao, por:

! !
M= %J;) E.I1 (v")?dx —j;q(x).v(x)dx (32)

Adotando, porém a coordenada adimensional ¢ = x/I:

1 l ) l
M=o fo E.1 (") dE — 1 fo 4(©). v(§)dé (330)

2.3 Método dos elementos finitos

O inicio da analise de estruturas apresentou-se como problema, uma vez que
as variaveis e equagbes envolvidas nos casos mais complexos demostram-se de
dificil resolugdo, passiveis de poucas solugbes analiticas ou de exaustiva
manipulagéo, havendo, além disso, situacoes de geometria especifica que necessitem
de hipéteses simplificadoras. (MESQUITA, 1998).

A computacdo e os recursos de programacao trouxeram as ciéncias exatas a
possibilidade de aplicagdo de métodos numéricos de forma mais precisa e satisfatéria,
com a qual sugiram novas metodologias de analise estrutural nas diversas areas do
conhecimento. Dentre os mais fundamentados métodos numéricos, destaca-se o
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Método dos Elementos Finitos (MEF), originado inicialmente dos meétodos de
Rayleigh-Ritz e de Galerkin e formulado basicamente em meados da década de 50
do século XX. (ASSAN, 2003).

Soriano (2009 apud LEAL, 2015) disp6e sobre sua aplicagdo na resolucao de
equacgles diferenciais com condigées de contorno naturais e iniciais, dividindo o
continuo em subdominios chamados elementos finitos para, entdo, aproximar uma
solugao para os campos incognitos associados ao problema a se analisar. Em resumo

tem-se:

Este [MEF] consiste ndo apenas em transformar o sélido continuo em uma
associagdo de elementos discretos e escrever as equagbes de
compatibilidade e equilibrio entre eles, mas admitir fungdes continuas que
representam, por exemplo, o0 campo de deslocamentos no dominio de um
elemento e, a partir dai, obter o estado de deformacgdes correspondentes que
associado as relagoes constitutivas do material, permitem definir o estado de
tensGes em todo o elemento. (ASSAN, 2003, p. 15).

Tendo como base a utilizacdo das agdes equivalentes nodais e as rigidezes
definidas no MD, sdo obtidas entdo as matrizes de rigidez local e global da estrutura,
como também os vetores de esforgos nodais local e global da estrutura. A principal
diferenca advém da origem dos parametros de acdes de engastamento e de rigidez
que no MD provém do Método das Forcas (embutido o PTV) ou pelo Processo de
Mohr de forma analitica; ao passo que pelo MEF da aproximacéo feita pelo método
de Rayleigh-Ritz e pelo Principio da Energia Potencial Total (MESQUITA, 1998;
MONZINI ROTTA, 2014).

Nesse trabalho serd utilizado um elemento finito de geometria linear com dois
pontos nodais, cada qual apresenta dois graus de liberdade para deformagéo. Este
elemento é descrito por Assan (2003) e foi também representado neste trabalho.

Diante da aplicacdo do método numérico dos elementos finitos, compatibilizara-
se a modelagem matematica em termos das caracteristicas geométricas e de rigidez
dos elementos, indicando suas deformacdes e esforgcos para, a partir da discretizacao,
obtencdo de uma solucdo aproximada refinada de todo o continuo. Portanto, se
estabeleceu uma discretizacdo de pontos, definindo elementos que analisados em
conjunto constituiram uma malha cuja densidade (refinamento do continuo)

determinara a precisao dos resultados. (SELIS, 2016).
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2.3.1 Método de Rayleigh-Ritz e principio da minima energia potencial total aplicados

ao estudo do MEF

Dado o funcional representado pela Equacao (28), a derivada parcial da energia

potencial total em relacao aos deslocamentos v; sera dada, segundo Assan (1996):

ol au p 34
avi N avi ‘ ( )
O primeiro teorema de Castigliano enuncia que:
ou =P 35
Logo, conclui-se:
on =0 36
avi - ( )

A Equacéo (36) representa o sistema de equacgdes cujas incognitas sdo os
deslocamentos.
Agora de forma genérica, ver-se-a a implicacao de tal constatacao a qualquer
funcional.
Seja o seguinte funcional:
X2

Y=J F(x,y,y")dx (37)

X1
Conforme o calculo variacional é condicdo para que o funcional se torne
estacionario a nulidade da sua primeira variagao.

A variacdo do funcional é dada por:

X2 X2 aF
5Y = j S5F(x,y,y') dx = f (— Sy + —8y'> dx =0 (384)
xl x1 ay y

Seja a aproximacdo para a fungao y(x):

y() = v(@) = ) buth () (39
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A funcao v(x) é denominada admissivel a medida que se aproxima de y(x) e
ambas representam a solugédo para a condicdo de minimo do funcional, ou seja, a
fungéo que resolve o problema de contorno estabelecida pelo estudo.

As funcdes ;(x) sdo denominadas funcbes de forma e satisfazem as
condicdes de contorno ¥;(x;) = ¥;(x,) = 0, sendo x; € x, o0s limites de integragéo do
funcional. Os coeficientes b; sdo parametros de deslocamento. (ASSAN, 2003).

Substituindo a aproximacao v(x) no funcional F(x,y,y') € minimizando Y,
segundo Assan (2003) e Bathe (2014), chega-se a:

6Y—ay6b +ay5b+ +0Y5b =0 38b
T 9b, ' ob, * da, " (38b)

Como a equacao se anula qualquer que seja os valores de 6b;, tem-se:

oy

—=0, =12, .., 40

que é a relagao anteriormente estabelecida.
2.3.2 Elemento finito de viga

A aplicagéo do método fundamenta-se na subdivisdo do dominio de integracao
do funcional que define o problema, estabelecendo uma rede de regides denominadas
elemento finitos. As intersecdes entre os dominios dessa rede denominam-se nés
(ASSAN, 2003; BATHE, 2014).

Figura 5 — Deslocamentos positivos nos nés do elemento.

l
Fonte — Adaptado de Assan (2003).
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Na Figura 5 contém a representacéo do elemento finito utilizado neste trabalho,
caracterizado pela condigdo unidimensional e apresentando dois pontos nodais por
elemento, bem, como dois graus de liberdade por né, totalizando o numero de quatro
parametros nodais, a saber, duas rotacdes em torno do eixo z e duas translacdes ao
longo do eixo y.

Os nés 1 e 2 deslocam-se de valores v; € 6; quanto aos deslocamentos vertical
e rotacional respectivamente assumindo a deformada cujos ponto de inicio e fim da

nova configuracao do elemento estédo representados pelos novos pontos 1’ e 2'.

Figura 6 — Esforgos positivos nos nds do elemento.

2' M,
A
M1 1 1
1 2
A A
Vi : V,

Fonte — Adaptado de Assan (2003).

A deformagéo do elemento e os deslocamentos de seus nds estao relacionados
com os carregamentos presentes, gerando esforcos em toda estrutura e inclusive nos
pontos nodais. Na Figura 6 estdo representados os esforcos de momento e cortante
nos pontos nodais analisados, relacionados respectivamente as rotacbes e
deslocamentos nesse elemento finito. Atenta-se ao sentido considerado positivo tanto
aos deslocamentos quanto esforgos nodais.

2.3.3 Método dos elementos finitos no estudo de vigas de Euler-Bernoulli
O desenvolvimento do método inicia-se pelo estudo de apenas um elemento

para, entdo, apds demostrar o caso particular, expandir a analise a toda a estrutura.

Nesse sentido, se aplicara a teoria de analise energética de estruturas pelo principio



41

da energia potencial total ao estudo do elemento finito, tendo por base o célculo
variacional e o método de Rayleigh-Ritz.

Aplicando-se o método de Rayleigh-Ritz, toma-se uma funcdo admissivel v(x)
como solucao aproximada para os deslocamentos dos nés do elemento, substituindo-
a ao funcional energia potencial total.

Conforme Assan (2003), Bathe (2014) e Timoshenko (1984) e outros literaturas
acerca do tema, fungdes polinomiais apresentam resultados satisfatérios em termos
de aproximacao ao campo de incégnitas do problema, havendo também alternativas
para funcdes trigonomeétricas, por exemplo, entre outras. Citam-se os trabalhos de
Monzini Rotta (2014) e Sélis (2016) em que se utilizaram de polinbmios de grau 3 e 5
respectivamente em suas formulagdes e obtiveram boa aproximacao.

Considere o elemento finito conforme a Figura 5 com dois pontos nodais e dois
graus de liberdade por né. Suponha inicialmente o elemento carregado com carga
uniformemente distribuida. Sabe-se o comprimento [ do elemento, o mddulo de
elasticidade do material utilizado, e 0 momento de inércia da se¢ao da viga.

Assim, adotando uma fungao admissivel polinomial de grau 3 tem-se:

v(x) = by + by.x + b3.x% + b,. x3 (41a)

E a sua primeira derivada dada por:
v'(x) = by + 2.b3.x + 3.b,. x? (42)

As condicdes de contorno sdo dadas pela prépria configuracdo do elemento
finito, a saber:

{V(O) =vy; v() = v,
v'(0) =0;; v' (D) =6,

Impondo as condigdes de contorno e resolvendo o sistema chega-se a:

v(x) =v, +60,.x+ [3(172[2_ o) — ©; ; 91)] x% + lz(vll; V) _ (6,

; 02)] x3 (41b)

Rearranjando em termos dos parametros nodais:

3x%  2x3 2x%  x3 3x%  2x3 x3 x?
'U(X)= 1—l—z+l—3 v+ x_T+l_2 91+ 1—2—1—3 v, + l—Z—T 92 (41C)
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Substituindo a coordenada x pela variavel adimensional ¢ = x/L:

v(§) = (1 =382+ 287wy + (§ — 262 + £)16; + (382 — 28%)v, + (8% — §9)16,

Ou simplificadamente:

V() = Y101 +2.01 + P31, + 4. 6,

Matricialmente pode se escrever:

v =[Y1 Y2 Y3 Y4 v, Y.v
0,

sendo W a matriz das fungdes de forma e v o vetor dos parametros nodais.

A segunda derivada de v(¢) € dada por:
v''(§) =B.v

com B a matriz das derivadas segundas das fungdes de forma.

Seja o funcional estabelecido pela Equagéao (33a):

1
e NIRRT RGO

Nele substituindo as Equacdes (43a) e (44a), tem-se:

2l3f (B.v)T.E.I.(B.v) dé —lf q(&).Wdé.v

(43a)

(43b)

(43¢)

(44a)

(33a)

(33b)

Minimizando o funcional, segundo Assan (2003), sua variagao sera dada por:'

8= &vT <ll3leT. (E.I).Bdf)v —&vT <lj; lPT_q(f)dE> =

(45)

1SeY = AT.D.A e D é simétrica entdo §Y = 2.5AT.D.A, com Y e &Y escalares. Ver Assan (2003, p.65).



43

Sendo &vT de valor variavel (arbitrario), chega-se a:

1 1
<zl3f BT.(E.]).B dE)v - (lf ‘PT.q(E)d€> =0 (46a)

k r

Denotando a primeira integral entre parénteses por k e a segunda por r, chega-

se a:

kv=r (46b)

A matriz k € denominada matriz de rigidez do elemento e representa as
caracteristicas do material e da se¢do do elemento de viga analisado; r o vetor de
cargas nodais equivalentes, representando o carregamento existente na extremidade
do elemento finito estudado (equivalente nodal ao carregamento distribuido).

A formulacdo matricial existente nas Equacgdes (46) representa um sistema
linear cuja solucao fornece os valores dos parametros nodais do problema que séo os
deslocamentos nos nés do elemento em questao.

A resolucéao das integrais apresentadas pela Equacéao (46a) conduz ao sistema

kii kiz kiz Kia U1 41
k21 k22 k23 k24- 91 — 2 (46C)

do tipo:

k31 k32 k33 k34—
k41 k4-2 k4-3 k44-

A representagcdo numérica desse sistema considerando-se um carregamento

uniformemente distribuido pode ser dada por:

12 6l —-12 6l 1[N 1/2

EI|l 61 42 -6 212||6:1]_ 1/12

Bl-12 —e1 12 -6 ||v| T 1/12 (47)
61 212 —6l 412116 —1/12

em que os parametros nodais v,, 6;, v, € 6, sdo as incognitas do sistema de equacgdes

e 0s respectivos deslocamentos nodais do elemento em anélise.
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2.3.4 Vetor de cargas nodais equivalentes para diferentes carregamentos

Até aqui considerou-se o elemento carregado por uma distribuicdo uniforme

linear conforme se dispdem nas Equacbes (31) e (47). O vetor de cargas nodais

equivalentes para esse caso é dado pela segunda integral da equacao (46a).

Assim, para uma distribuigdo uniforme linear sobre o elemento de comprimento

[, tem-se:

1
r= lf $T g(8)dE
0

(48)

Seja agora a distribuicao trapezoidal sobre o elemento conforme Figura 7. A

partir dessa configuracao de carregamento, tem-se a seguinte relacao:

B ou q=q".§+q.(1-%)

Representando matricialmente:

!

1©=10-9 ¢1|%| o @=nNg

onde N e q' sdo matrizes.

Figura 7 — Carregamento distribuido trapezoidal sobre o elemento.

v(E) A
a(¢)
g
”
1 _ * 2 T
4

Fonte — Propria.

(49)

(50)
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Substituindo-se a Equacao (50) na Equacéao (48) chega-se a:

1
r=1 f wT N.qldé (51a)
0

Resolvendo a integral chega-se ao seguinte vetor de cargas nodais
equivalentes:
7q'1/20 4+ 3q"'1/20
q'12/20 +q"'1?/30
3q'1/20 +7q""1/20
—q'1?/30 — q""1%/20

(51b)

Suponha agora um carregamento concentrado presente nos nds dos
elementos. A Figura 8 dispdes do carregamento de uma forga e momento pontuais
atuantes no no 2 (intersecédo dos elementos) pertencente aos dois elementos finitos
que compdem a viga.

Se junto a carga P atuar também um momento M no né do elemento e havendo
neste ponto uma rotagdo 6 e um deslocamento v, o trabalho realizado por esse

carregamento nessa deformacéao, conforme Hibbeler (2004), € dado por:
TM=Mtg95M0 e TP=PU (52)

A Equacao (52) em termos de momento € valida para angulos pequenos.

Figura 8 — Carregamentos concentrados sobre os elementos.

v(E)

=]
M

~y

1 : ]
| 2] |

[ 1 [ 1 |

Fonte — Propria.

A energia potencial total em um elemento finito pode ser escrita como se dispde
na Equacao (28). Assim, para uma carga pontual P e um momento M, segundo as
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respectivas deformacdes de rotacao v'(1) = 6(1) e deslocamento v(1), conforme a
Figura 8, a energia potencial total para o elemento 1 (forca e 0 momento localizam-se

na posicao ¢ = 1 para esse elemento) é dada por:

1 1
M=— f E.1(v")? dE — P.v(1) — M.O(1) (53a)

Substituindo é =1 (ponto aplicagdo da carga P considerando a analise do

elemento 1) na funcdo admissivel v(¢) dada pela Equacéo (18), chega-se a:
v(l) = v, (54)
A primeira derivada de v(§) em relagédo a ¢ é dada por:
V(&) = (=6 + 6E2)v; + (1 — 48 + 3ED)16; + (68 — 682)v, + (382 —28)16,  (43a)

Porém, a rotacao 6 é definida em:

_ dv ce
- dx ( a)
E pela regra da cadeia, com ¢ = x /I, chega-se a:
dv dvdé 1dv
== = (55b)

Tdx  dédx  ld¢
Logo, a rotacao da linha elastica em fungao de ¢ sera:

0(8) = —[(—6& + 6§*)vy + (1 — 4¢ + 382)16, + (6§ — 6E2)v, + (382 — 28)16,] (55¢)

~| =

Realizando a substituicdo ¢ = 1 em 6(¢), tem-se:

0(1) = 6, (56)
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Portanto:

1 1
1= ﬁf E.l(w")?dE —P.v, — M.6, (53b)
0

Matricialmente pode-se escrever:

V1
0
Pv(1)+M.6(1)=P.v,+M.6,=[0 0 P M] U; =Lv (57)
6,
E a energia potencial total fica:
1 1
= ﬁf (B.v)T.E.I(B.v)dé — Lv (53¢)
0
A minimizacao da energia potencial total sera dada por:
1 1
8l = &vT <l—3 f BT.(E.I).B df) v-&viIT=0 (58a)
0
Assim, arbitrando-se ao valor de §v', tem-se:
1 1
l_3f BT.(E.).Bdév=1T (58b)
0
Ou, de forma simplificada:
kv=r (58¢)

Para esse carregamento, entdo, o vetor de esfor¢cos nodais equivalentes para
o elemento 1 seré:

r=1T= (59)

0
0
p
M

Suponha, porém, a existéncia tanto do carregamento distribuido quanto
concentrado no elemento. Conforme explicitado nas relagdes anteriores, pode-se
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notar que o vetor de cargas nodais para o carregamento localizado tem sua
construgcao de forma semelhante ao carregamento distribuido, conforme se observa
nas formulacdes em (47), (51b) e (59).

Assim, para a situacao hipotética de carregamento distribuido trapezoidal como
apresentado na Figura 7 em conjunto a um momento e for¢a aplicada no segundo né
do elemento 1 conforme Figura 8 e pelo principio da superposicao, pode-se se
escrever o vetor de esfor¢os nodais equivalentes dessa situagcdo como:

1
r=1T+ lf PT N.q'd¢ (60a)
0

Ou explicitando as matrizes:

0 7q'1/20 + 3q"'1/20 7q'1/20 + 3q"'1/20

o]0 q'1?/20 +q"'1?/30 _ q'12/20 +q"'1?/30 (60b)
P 3¢'1/20 + 7¢"'1/20 3¢'1/20 + 7¢"'1/20 + P
M —q'1?/30 — q""1%/20 —q'1?/30 —q"1?/20+ M

Por fim, as Equacdes (60) resumem 0 processo de consideracao das cargas
sobre o elemento. Nesse sentido, para um carregamento concentrado, verifica-se
somar seus valores aos demais carregamentos diretamente no vetor de cargas nodais
do elemento na posicao referente ao né6 em que esteja aplicado, chegando-se as
cargas que de fato atuam em cada n6 do elemento.

Para tanto, o posicionamento de tais esfor¢cos no vetor de cargas nodais refere-
se ao tipo de carga pontual aplicada (momento ou forca) relacionando-a a respectiva
deformacgéao (translacdo ou rotacao). A exemplo, a forca e o momento aplicados no
elemento 1 da viga da Figura 8 serdo colocados na posicéao 3 e 4 do vetor de cargas
nodais do elemento devido estarem no segundo né desse elemento, relacionados aos

deslocamentos de translagao e rotagao desse né (v, e 8,).
2.3.5 Esforcos nodais do elemento
Viu-se que a solucédo do sistema local apresentada pela condicao de minima

energia potencial total resulta nos valores dos parédmetros nodais do problema
conforme se dispde nas Equacdes (46a) e (46b).
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Porém, a determinacdo dos esforgos nodais no elemento devido ao
carregamento externo também é foco do trabalho e pode ser obtido através dos
valores dos deslocamentos nos noés do elemento (pardmetros nodais).
(BITENCOURT, 2010).

Para tanto, seja a energia potencial de deformagao do elemento dada por:

1 l
U= — | E.1@"?dé¢ (61)

= o3
com E o0 modulo de elasticidade do material e I 0 momento de inércia da secao em
relacao ao eixo z.

A segunda derivada de v(¢) em relacao a ¢ é dada por:
V"' = (=6 + 128, + (4 + 68)10; + (6 — 128)v, + (6§ — 2)16, (44b)

Pelo primeiro teorema de Castigliano, conforme ja visto neste trabalho,
escreve-se o0s valores dos esfor¢os no elemento como fungao da derivada primeira da
energia potencial de deformacéo interna em relacdo aos deslocamentos nodais. Tais
deslocamentos sdo representantes substitutos dos respectivos esforcos que atuam
nesses no6s quando da situacdo de vinculacdo real ou solidariedade com a
continuidade da estrutura.

Assim, dada a relagdo de equivaléncia conceitual mecanica entre os esforgos
e deslocamentos, pode-se determinar as solicitacdes internas no elemento a partir dos
parametros nodais obtidos com o equacionamento do método. (ASSAN, 2003).

Dessa forma, o esfor¢co no n6 i devido a deformacgéo v; neste nd sera:

oU E.I r dv"d _ 5 62
PR ER N (62)

com v; 0s parametros nodais vy, 6,, v, € 8, (deslocamentos) no elemento finito e E;
os esforgos existentes nos nés no elemento finito V;, My, V, € M,.

Substituindo a segunda derivada da fungdo admissivel v’ (§) dada pela
Equacdo (44b) na Equacdo (62), chega-se ao sistema, que representado
matricialmente, é dado pela Equagao (63a).
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12 6l -12 6l 1[n A

EIl 6 42 -6l 212||61]|_ |M,

Bl-12 -6 12 -6l ||lv]|T| W (63a)
6l 212 —6l 412]16; M,

Nesse sentido, pela Expressao (63a), observa-se que cada coluna da matriz de
rigidez representa o proprio esforgo nodal do elemento caso imponha o valor unitério
ao deslocamento na diregcdao do grau de liberdade v; cuja posicao no vetor de
parametros nodais tenha numero igual ao da coluna que representa tal esforgo,
mantendo-se os demais impedidos. Em tese, obtém-se o esforco de determinado né
com a imposicdo de um deslocamento unitario nesse nd, mantendo-se as restricoes
nos demais.

Havendo liberdade em todos os nds do elemento, os esforgos corresponderiam
aos respectivos valores de carregamento do elemento presentes no vetor de cargas
nodais equivalentes.

Os resultados dados pelo sistema linear apresentado pela Equacao (46b)
fornecem os valores dos parametros nodais do elemento, representados por vy, 84, v,
e 6,. Liberando-se a apenas um grau de liberdade no elemento finito e considerando
os valores obtidos dos parametros nodais v; da Equacao (46b) e restringindo aos
demais deslocamentos (anulando-os), chega-se ao produto (vetor de cargas nodais)
(k.v),, representante do esforco que surgem em todos os nés do elemento devido a
respectiva deformacao ocorrida no né liberado. (ASSAN, 2003).

Um exemplo do vetor de cargas nodais (k.v), para a liberdade do né 1 em
relacdo a translagao vertical v; ja conhecida, restringindo-se os demais, pode ser

representado por:

(k.v), = (63b)

0
B|-12 -6l 12 —61]]|0
61 212 —e6l 412]lo0

12 6l —-12 6l |1n
EIl 61 412 -6l 20 ‘ l ]

Como ja visto, o vetor de cargas nodais equivalentes r, representado pela
Equagéo (51b), indica o préprio carregamento a que se submete os nés do elemento
finito. Pelo principio da superposicao e considerando o método da rigidez, os esforgos
finais nos nds do elemento podera ser dado pela subtracdo do vetor de cargas nodais
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(k.v). ao vetor de cargas nodais equivalentes, desconsiderando-se os carregamentos
concentrados nos nos dos elementos. (ASSAN, 2003).

A necessidade de ndo considerar os valores de carregamento concentrado nos
ndés dos elementos no calculo de esforcos deve-se aqueles representarem a
descontinuidade nos valores de esforcos entre a transicdo de um elemento e seu
adjacente, sendo ja contemplada nos valores de esforgos obtidos com o produto entre
as rigidezes dos elementos e seus respectivos deslocamentos. Logo, tem-se valores
limites de esforcos antes e ap6s a descontinuidade que em diferenca absoluta torna-
se numericamente iguais as cargas locais.

Assim, os esfor¢cos nodais, para um certo carregamento, podem ser obtidos

com:

f=(kv)—r+IT (64a)

O vetor IT tem o mesmo significado quando utilizado na Equacéo (59), sendo
representante dos carregamentos concentrados nos nés do elemento.
Assim, de forma geral pode-se definir o vetor de cargas nodais equivalentes

parcial r* = r — IT de forma que:

f=(kv),— r' (64b)

2.3.6 Equacgles globais para a rede de elemento finitos

Foi feito agora o estudo ndo s6 a um elemento finito, mas para toda rede de
elementos finitos que comporao o sélido deformavel. Como o objetivo do trabalho € o
estudo de vigas como elementos estruturais e a ideia do método é a discretizacdo do
continuo, foram abordadas as equacdes globais de resolucdo do problema,
perfazendo o dominio total de integracédo do funcional.

Dividindo-se o0 corpo em subdominios, apresentam-se solucées aproximadas
segundo as condi¢cdes de contorno nos limites do elemento finito, estabelecendo
funcdes admissiveis segundo o dominio de cada elemento, inclusive um sistema
individual de coordenadas. Assim, uma subdivisdo representaria uma parcela da
rigidez de todo o corpo. (BITENCOURT, 2010; ASSAN, 2003).
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Seja o elemento i cujo funcional I1; € montado em seu préprio dominio tal que,

para todo o corpo é estabelecido, segundo o intervalo de integracao:

M= Z I, (65)

n
i=1
A fungéo admissivel para cada elemento pode ser expressa conforme:
m
= z b Vi (39)
k=1

Logo, colocando o funcional IT em termos de b, tem-se:
n
(b = ) M (by) (65b)
i=1

Da minimizagao do funcional:

n

e O (by)
8T1(by) = 16ni<bk>=; kz =0 (66)

i=

Assim, a solugcdo desse sistema de equacdes fornece os valores dos
parametros nodais b; que podem ser os deslocamentos caso seja utilizado o modelo
da rigidez do método dos elementos finitos. (ASSAN, 2003). Nesse trabalho sera
utilizado tal modelo conforme se explicita no desenvolvimento para um elemento finito,
especialmente no vetor de parametros nodais representados pelos deslocamentos v,
6,, v, € 6,.

Seja inicialmente a divisdo de uma viga em dois elementos finitos conforme a
figura 8. Cada elemento finito tera sistema proprio de coordenadas e caracteristicas
especificas de rigidez e se¢éo E.I e comprimento préprio ;.

Seré feita uma analise genérica da viga de forma que o interesse principal sera
o estudo de interacdo entre as matrizes de rigidez individuais dos elementos finitos,
constituindo uma matriz global de rigidez e um sistema global de equagdes. Assim,
independente dos carregamentos e vinculacbes das extremidades das vigas,
representam-se as matrizes de rigidez e os vetores de cargas equivalentes dos
elementos finitos conforme as formulagdes das Equacdes (46).
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Logo, para um elemento finito, tem-se:
kv=r (46b)

Ou explicitando as matrizes:

ki1 kiz kiz k[ V1 n
ka1 koy kas ko 01 T

= 46¢
Koy kap ks ks (46¢)

k41 k4-2 k4-3 k4-4-

As parcelas correspondentes as energias potenciais de deformagdo dos
elementos 1 e 2 serdo U, e U, e relativas as energias potenciais das cargas seréo
eqn,.

Segundo a formulacao para um elemento finito, a variacao da energia potencial
total sera dada por:

1 1
8 = &vT <l13 f BT.(E.I).B df)v —&vT <l f WT.q(f)d§> (67a)
0 0

A primeira parcela da soma anterior representa a variagao da energia potencial
de deformacao do elemento 6U e a segunda parcela a variagao da energia potencial
de cargas do elemento 8Q. Conforme abordado anteriormente tais integrais
representam respectivamente as matrizes de rigidez do elemento k e o vetor de
cargas nodais equivalentes r explicitados na Equagéao (46a).

Logo, a primeira variagdo da energia potencial total para um elemento podera

ser rescrita como:

8= dvi.k.v —&vl.r =8U—8Q (67b)

Portanto, as variacdes das energias de deformacéao para cada elemento serdo

expressas por:

8U1 = 8V1T. kl- Vi (6861)

8U2 = SVZT. kz. Vo (690,)
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Ou matricialmente:

1 1 1 1

kis kiz kis kia %]
1 1 1 1

ky1 ki, kaz kas || 61

68U, =[6v, 66, Obv, 66 68b
1 [ 1 1 2 2] k%l k%z k%g k§4 v, ( )
K ki, ki ki ILO2
k%1 k%z k%s kf4 U2
k3, k3, ki; kZ,||6-
8U, = [6v, 660, &vs 60 a1 ez 23 24 69b
2 =[6v; 2 OVs 3] K2, k2, k% k% || vs (69D)
K k3 ki kL%
As variagOes energias potenciais de carga para cada elemento serao:
80, = —6vyt.ry (70a)
80, = —6v,I.1, (71a)
Em representacao matricial:
£y
T'1
6.0.1 = —[ 5171 501 6172 692 ] 21 (70b)
r3
Ty
rZ
s
692 = —[61)2 692 6173 693] 2 (71b
r3
7

Os indices acima dos elementos das matrizes indicam a que elementos finitos
se referem.

Tem-se agora seis incognitas vy, 04, v,, 6,, V3 € 83, representantes do vetor de
parametros nodais. Nota-se que o numero de deslocamentos € equivalente ao dobro
do numero de pontos nodais presentes na viga analisada.
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Devido a nova compatibilizagdo do problema, define-se o novo vetor de
parametros nodais v e sua variagcao 6v dados por:

v=I[v; 6, v, 6, v3 63]" (72)

6‘7 == [6171 661 6172 602 67.73 693 ]T (73)

Agora, expandindo-se as expressdes das variacoes de energia potencial de

deformacao e de cargas para cada elemento finito, tem-se:

_kh k%z k%3 kh 0 0]yv1q

k%1 k%z k%3 k%4 0 0]|6:
8U, = [6v, 86, 8v, 80, vy 865]| K31 Ks2 ki ks 0 0172 (g

kin ki, kiz ki 0 0] 2

o 0 0 0 o0 ofl"

Lo 0o o o o ollfs

00 0 0 0 07w
0 0 O 0 0 0 0,
0 0 kiy kiz kis kis||v,
6U2 = [5171 691 6172 662 6173 663 ] 0 O k%l k%z k%3 k§4_ 92 (69C)
0 0 ki ki kis Kkiuf|vs
L0 0 k21 kfz k23 ki}— 05
_Tf_
r
80, = —[6v, 86, Sv, 66, Ovs 865] T{ (70¢)
Ty
0
L0
_0_
0
i
6.0.1 = —[5171 501 57.72 692 5173 693] ,r,22 (71C)
s
[ 2 ]

Pela Expressao (65a), a energia potencial total para a viga sera dada por:

H:H1+H2: U1+QI+U2+92:U1+U2+91+QZ (65C)
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Conforme a minimizagao do funcional que expressa a energia potencial total da
Equacdo (65c) ou pela Equacdo (66), considerando os conceitos do calculo
variacional segundo Assan (2003), chega-se a:

Logo, pela Equacéo (74), tem-se:

_k%l k%z k%3 kh 0 0 oy ) T'11
k31 ki, ks ki, 0 0 ||e, rl
41 Raz K7 43 K22 42 k33 k3, r2 41
0 0 k??l k??z k§3 k§4 U3 T'32
| 0 0 kﬁl kz%z k£3 k2, ] 6] |

Denotando a nova matriz de rigidez global por k e ao vetor de cargas nodais

equivalentes r e minimizando o funcional, chega-se a:
8l =6vI.k.v—8Vi.r =0 (67d)

Sendo arbitrario os valores para a variacao do vetor de parametros nodais, tem-
se:
kv=r (75)

A matriz agora k é a matriz de rigidez global da estrutura e apresenta
caracteristicas de rigidez e secdo de ambos elementos da viga. O vetor de cargas
nodais equivalentes global r representa os carregamentos em todos os nés da viga,
nao apenas de cada elemento.

Considere agora uma viga com n elementos conforme esta indicado na Figura
9. De maneira analoga ao que foi desenvolvido para uma viga com dois elementos
finitos, chegando-se a matriz global de rigidez de ordem 2(n + 1), equivalente ao
dobro do numero de nds na viga. Nessa situacdo, tem-se que os vetores dos
parametros nodais e de cargas nodais equivalentes terdo 2(n + 1) elementos.

O elemento finito utilizado nesta etapa do trabalho apresenta uma translagao v
e uma rotacdo 6 por né e dois nds por elemento. Assim, apresenta 4 graus de
liberdade e uma matriz de rigidez de ordem 4, como representado pelas parcelas k; da
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matriz global de rigidez K. O sistema global de equacbes esta representado pela

Equagéo (79), fornecendo agora os valores dos deslocamentos dos (n+ 1) nés da
viga.

Figura 9 — Viga hipotética com n elementos finitos.

vfz)

Fonte — Propria.

A matriz de rigidez global da viga podera ser escrita como:

K= . (76)

O vetor de parametros nodais global podera ser dado por:
V=[vy 6 v, 6, v3 63 = Vpq Oy Uy Oy Vnyr Onpi ] (77)
E o vetor de cargas nodais equivalente global sera:

R=[r1 72 T3 Ty T5 Te ** Tpa Tz Tz Tho1 Tn Tner |7 (78)
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Finalmente, tem-se o sistema global de equagbes, para a viga com n

elementos, dado por:
K.V=R (79)

Nota-se que a matriz de rigidez global definida pela Equacéo (76) tem um
formato em banda formada pelas matrizes de rigidez locais sobrepostas a cada duas
linhas e dois elementos e cujos elementos abaixo e acima dessas diagonais
apresentam-se nulos, formando uma matriz triangular superior e inferior. De fato, pela
condicéo de simetria do produto BT. B presente na formulagéo das matrizes de rigidez
e segundo o teorema de Betti, demostra-se a simetria da matriz de rigidez global.
(ASSAN, 20083).

Voltando-se a formulacao de calculo dos esfor¢os para um elemento finito, tem-
se a determinacao dos esforcos cortantes e momentos a cada n6 do elemento a partir
da Equacao (64b), estabelecidos os valores dos parametros nodais segundo as
condicoes de contorno na Equacéo (63a).

Realizando a analise agora para a formulagéo global, calcula-se os valores dos
deslocamentos (parametros nodais) segundo as condicdes de contorno da viga e

substitui-os ao novo vetor de cargas nodais global (K.V), que representam os

esforgos originados devido aos deslocamentos ndo restringidos dos apoios e
considerando a matriz de rigidez global sem as condigdes de contorno.

Pode-se, entdo, chegar aos valores de todas as forcas nodais de toda a
estrutura (nos apoios representam as reac¢des de apoio e sdo nulas onde a estrutura
€ continua), subtraindo-se do vetor de cargas nodais global o vetor de esforcos nodais
equivalentes global.

Assim, para a escala global o vetor de for¢as nodais pode ser representado por:
F=(KV),—R (80)

No caso do calculo de esforgos no elemento finito isolado visto na secéo
anterior, também sao utilizados valores dos parametros nodais obtidos com a solugéo
do sistema global de equagdes, uma vez que os deslocamentos das extremidades
dos elementos devem garantir a continuidade da estrutura em nés compartilhados por
dois elementos. Para isso, conforme ja visto, subtrai-se do vetor local de cargas nodais
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(k.v),. 0 vetor local de cargas nodais equivalentes parcial r*, obtendo-se os esforcos

nas extremidades do elemento.
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3 METODOLOGIA

A partir do desenvolvimento matematico deste trabalho com base no MEF foi
realizada uma analise elastica linear de vigas de Euler-Bernoulli.

Para tanto, descreveu-se o roteiro computacional, indicando suas respectivas
sub-rotinas e processos de calculo. Além disso, foram utilizados processos analiticos
e classicos da resisténcia dos materiais e do MEF para andlise estrutural como via de
complementagao e comparagéo com a formulacao do trabalho.

3.1 Aspectos Computacionais

O estudo continuou com a implementagdo em logica computacional ao
desenvolvimento tedrico matematico deste trabalho, utilizando-se da linguagem
procedural FORTRAN (95). A estrutura da rotina foi definida em trés médulos: entrada
de dados, processamento das informagdes e consequente saida de resultados.

Os dados de entrada foram constituidos basicamente das caracteristicas dos
materiais, da geometria da estrutura, do carregamento externo e suas condigbes de
contorno. A interacédo entre o usuario e o software nesta etapa € feita por meio do
formato de arquivo de texto (“.txt”) elaborado antecipadamente pelo usuario segundo
um modelo estabelecido de leitura de dados o qual o programa é capaz de ler. Este
modelo pode ser observado nos Anexo C.

Ja o processamento de dados envolve questdes relativas a montagem e ao
calculo das matrizes e vetores utilizando-se do MEF de forma a resolver o sistema
global constituido através do método de eliminacdo de Gauss-Jordan, assim como
também incluir nas matrizes as definicdes acerca das condigdes de contorno.

Por fim, os resultados de esforgcos internos e deslocamentos nodais da viga
segundo seu carregamento e vinculagdo foram escritos no arquivo de saida em
formato (“.txt") construido pelo préprio programa, também indicado no Anexo C.

Ressalta-se 0 embasamento a construcao do algoritmo em outras fontes de
pesquisa com a qual se utilizou algumas sub-rotinas e particdbes de programas
relacionados ao tema, a saber: Campos (2015), Monzini Rotta (2014) e Sélis
Rodrigues (2016), cujos trabalhos produziram rotinas de anélise de vigas por meio do
MEF; também as notas de aula de disciplinas e rotinas publicadas pelo professor
Walter Savassi (1992,1996), além de outros trabalhos do Departamento de
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Engenharia de Estruturas (SET) da USP foram fontes para o estudo. O codigo fonte

principal, bem como as sub-rotinas especificas estéo listadas nos Anexos A e B.
3.1.1 Algoritmo base do programa

Cada etapa de progressao l6gica computacional do software desenvolvido
pode ser observada de forma simplificada na Figura 10.

Figura 10 — Fluxograma do algoritmo simplificado do programa.
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3.1.2 Sub-rotinas

Descrevem-se aqui de forma discriminada as particdbes do programa

implementado.
3.1.2.1 Declaragbes de variaveis

Nesta parte do programa, definem-se as caracteristicas das variaveis utilizadas
no programa, sejam internas (utilizadas apenas nos calculos internos) ou externas
(presentes tanto nos dados de entrada e saida dos arquivos em texto). Estas variaveis
sao definidas segundo sua natureza como, por exemplo, podera ser um vetor ou
matriz (array em FORTRAN) que armazene dados numéricos inteiros (integer em

FORTRAN). Utilizou-se da estrutura module para constru¢cao de um bloco comum.
3.1.2.2 Declaracao e abertura dos arquivos de entrada e saida

Nessa sub-rotina foi feita a abertura dos arquivos em formato (.txt), tanto de
leitura de dados como de saida.

O arquivo de leitura de informacdes devera ser pré-definido pelo usuério com
dados geométricos da viga, suas caracteristicas de rigidez (material) e as condi¢des
de apoio. Esse arquivo foi apresentado como anexo ao trabalho, devendo ser
construido conforme formatacéo especifica em que o programa fora definido, sendo
capaz de lé-lo. Ja o arquivo de saida é criado pelo programa, sendo necessario

apenas o0 nomear.
3.1.2.3 Leitura dos dados de entrada pelo programa

E feita a interpretacdo pelo programa dos dados contidos nos arquivos de
entrada, locando-os na meméria do computador segundo sua natureza de variavel.

3.1.2.4 Impressé&o dos dados no arquivo de saida

Nessa etapa se expde ao usuario os dados por ele adicionados ao programa,

permitindo verificar sua correta insergéo.
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3.1.2.5 Calculo do comprimento de cada elemento

Calcula-se, a partir das coordenadas dos nés dos elementos, o tamanho de

cada particao da viga (elemento).

3.1.2.6 Calculo e montagem da matriz de rigidez de cada elemento

Esta sub-rotina calcula a matriz de rigidez para cada elemento. Para tanto, séo
utilizadas outras incégnitas do problema como o comprimento do elemento e a ordem
da matriz de rigidez, ja calculados, montando-a. Tais matrizes sdo representadas pela
formulacao dada por pela Equacao (47).

3.1.2.7 Montagem da matriz de rigidez global

Aqui é montada a matriz de rigidez global K, definida na Equacao (76), a partir
das matrizes de rigidez de cada elemento, podendo ser escrita como a Equacgéao (81).

A matriz criada, portanto, terd ordem 2(n + 1), uma vez que se apresentam dois
graus de liberdade em cada n6 do elemento, com n 0 numero de elementos da viga.
Assim, serao definida uma matriz banda, formada pelas matrizes de rigidez de cada
elemento sobrepondo-se a cada duas linhas e colunas das respectivas matrizes.

(ki kiy kis kis 0 0 0]
k31 ki, ks K34 0 0 0
ki1 k3p ki +k3z ki, + k3, kis kis 0

K = kin ki, k3 +kiz k3, + ki, k3 k3, 0 (81)

0 0 k3 k3, ki +k3s ki, + k3, 0
0 0 ki1 k3> k31 +kiz k3, + ki, 0
P : : : : w0

[0 o 0 0 0 0 o KD

3.1.2.8 Calculo e montagem do vetor de cargas nodais equivalentes do elemento

Nessa sub-rotina s&o calculados os vetores de carga nodais equivalentes para
cada elemento, utilizando dos dados obtidos com o calculo do comprimento de cada
elemento e suas caracteristicas de rigidez e de geometria da se¢ao. Tal matriz sera
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dada conforme a Equacéao (60b), havendo carregamento distribuido e/ou concentrado

atuando no elemento.

3.1.2.9 Montagem do vetor de cargas nodais global

De forma equivalente a matriz global de rigidez, serd montado o vetor de cargas

nodais equivalentes R de ordem 2(n + 1), representado na Equagéao (78).

3.1.2.10 Estabelecimento das condi¢ées de contorno do sistema global

A fim de se impor condigbes que equivalem as reais vinculagdes dos nds que
constituem os apoios das vigas, torna-se necessario modificagdes na matriz de rigidez
global e no vetor de cargas equivalentes global.

Para tanto, foi definida uma légica de modificagcdo dos valores das matrizes
globais constituintes do sistema principal. Assim, matematicamente, se anulariam os
valores da linha numericamente igual a posi¢dao do deslocamento restrito no vetor de
parametros nodais, v; ou 8;, como também anulariam os valores da coluna referente

ao numero dessa mesma posigao. Entretanto, tomaria ao elemento K;; da matriz de

rigidez global igual a 1, correspondente a posi¢éo cujo numero da linha e coluna j seja
igual a posicéo do deslocamento restrito no vetor de parametros nodais.

Por fim, também se tornaria nulo o valor referente a posicao do deslocamento
a ser restrito no vetor de cargas nodais equivalentes.

Como exemplo, para a situacado de viga com o primeiro né do elemento 1
restrito quanto a rotacdo 6, em torno do eixo z, seria anulada a coluna e linha de
nimero 2 e atribuindo valor 1 ao elemento k}, da matriz global de rigidez K. Tal

modificacao resultaria na formulagédo apresentada na Equacgéao (82a).

KL 0 kL K, 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
k3 0 ki +kiz ki, +k3, ki ki 0
kKl 0 k2 kl, k2 kl k2 k2 -« 0
K = | 21 ‘|2‘ 43 K22 ‘|2‘ 44 . 23 . , 24 . (82a)

0 0 k3, k3, kii+kss  kip + k3, 0
0 0 ki, ki k3, + kis k3, + ki, 0
S : : : : w0

0 0 0 0 0 0 o KD,
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O vetor de carga nodais equivalente global R para esse caso sera dado

conforme a Equacao (83).
R=[r1 0 13 7 75 76 = Tynea Tz Tnz Tn-1 Tn Tner ' (83)

Por fim, a rotina entédo ira anular os valores da matriz de rigidez global e do
vetor de cargas nodais equivalentes global conforme os deslocamentos restringidos
informados nos dados iniciais de entrada presentes no arquivo de informagdes

inicialmente lido pelo programa. Constituem das vinculages dos nos.

3.1.2.11 Resolucio do sistema de equacbes

Nessa etapa soluciona-se o sistema global de equagdes ja com as condicdes
de apoio da viga, pelo método de eliminacao de Gauss — Jordan, através de pivds de
triangulacdo da matriz de rigidez. Os valores de deslocamentos serdo armazenados
no vetor (array) correspondente v indicado no coédigo computacional presente no
Anexo A deste trabalho.

Supondo-se o sistema dado pela Equacgao (79), a proposta de Gauss-Jordan
de resolucao das equacdes lineares com vistas a obtengao dos deslocamentos nodais
embasa-se em realizar operagdes elementares entre os elementos das linhas e
colunas com vistas a formacao de uma matriz diagonal equivalente a matriz original,
resultando em um vetor solugdo V que guarda os valores de deslocamentos nodais.

Explica-se com mais detalhes acerca desse processo no Apéndice A deste trabalho.

3.1.2.12 Calculo das reacbes de apoio

Nesta etapa, a partir da obtencéo dos valores dos parametros nodais, segundo
as condicdes de contorno no sistema global, representados no vetor de parametros
nodais global V, realiza-se seu produto com a matriz de rigidez global sem as
condigOes de contorno, obtendo-se o vetor de cargas nodais global (K. V).

Assim, as reacoes e as forcas nodais da estrutura (nulas onde a estrutura é
continua) serao dadas por:

F=(KV),-R (80)
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3.1.2.13 Calculo dos esforcos internos

Nesta sub-rotina se calculara os esforcos internos nas se¢des da estrutura nos
nds de cada elemento.

De forma equivalente as reacgdes de apoio, porém para cada elemento, a
obtencéo dos esforgos nodais sera dada pela subtragédo do vetor de cargas nodais
locais (k.v), o vetor de esforcos nodais locais equivalentes parciais r*, chegando a
formulacéo ja representada pela Equacao (64b). Conforme abordado, os parametros
nodais utilizados para o calculo do vetor de cargas nodais locais seréo obtidos com a
formulacao global, sem prejuizo dos resultados.

Assim, pode ser definido o vetor de esfor¢os nodais como:

f=®kv)—r" (64b)

com v o vetor que contém os parametros nodais relacionados apenas ao elemento

em analise, mas obtidos da formulag&o global.

3.1.2.14 Impressé&o dos resultados

Antecipadamente, imprime-se na tela de execugdo do programa os dados
acerca da viga adicionados, para fins de verificacao.

Conseguinte, segue-se a impressao (exportacdo) dos resultados de analise
(deformacdes, esforcos e reacdes de apoio) da viga no arquivo de saida em formato
(.txt) criado pelo programa segundo formatagao pré-definida internamente.

3.1.2.15 Fechamento dos arquivos de entrada e saida

Por fim, tem-se o fechamento dos arquivos de leitura e escrita utilizados pelo
programa, encerrando em seguida o algoritmo de analise estrutural.

Foi disponibilizado o codigo fonte do software desenvolvido passivel de
utilizacao no Anexo A, citando-se as fontes de base ao seu desenvolvimento.
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3.2 Métodos de analise de vigas

De forma a possibilitar 0 estudo comparativo entre os resultados do programa
implementado e valores obtidos com a formulag&o classica da mecéanica dos soélidos
e do MEF, como também com outros trabalhos e softwares de analise de vigas com
base neste método, foram imprescindiveis as definicbes dos processos basicos
analiticos de analise de estruturas. Também foram descritos os principais passos

seguidos pelo trabalho para efeito de comparacao de resultados.
3.2.1 Estruturas isostaticas e hiperestaticas: processos analiticos

Considere a viga genérica engastada representada na Figura 11, com
carregamentos genéricos concentrados e distribuidos. A origem das coordenadas

esta indicada nos respectivos apoios com sentido positivo para direita conforme a

figura.

Figura 11 — Esquema estatico, carregamento e esforgos na se¢do de uma viga biengastada.
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Fonte — Propria.

Para o equilibrio estatico de uma viga submetida a um certo carregamento,
segundo Beer (2009) e Soriano (2014), tem-se:

n n n
Z MA,i == 0 Z HA,i == O Z VA,i == O (84)
i=1 i=1 i=1
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sendo V, H e M os n carregamentos de atuacao vertical, horizontal e de momento fletor
em um ponto A de uma viga, respectivamente. O ponto A pode ser qualquer posi¢ao
da viga dentro de seu comprimento, inclusive 0s apoios.

E importante ressaltar que as Equagdes (84) fornecem os valores de reagdes
dos apoios 4,, A, e Ay de vigas isostaticas o que pode ser representada com a
substituicdo de um dos apoios da viga observada na Figura 11 por uma extremidade
livre.

A parte de uma secdo em corte da viga representada pela Figura 11, os
esforcos de momento fletor, cortante e normal nesta se¢cao podem ser obtidos com as
Equacdes (84), considerando-se os carregamentos externos em apenas um dos lados
da estrutura em corte. (HIBBELER, 2004; SORIANO, 2014; SUSSEKIND, 1981).

Logo, pela resisténcia dos materiais, segundo Hibbeler (2004), os esforcos em

um ponto P qualquer de uma viga podem ser dados por:

n n n
Mp = Z Mp ; Hp = Z Hy; Vp = Z Vai (85)
i=1 i=1 i=1

considerando todos os carregamentos existentes até o ponto P, inclusive as reacdes
de apoio. A coordenada de P varia dentro do dominio representado pelo comprimento
daviga, isto é, T = (0,1).

Sussekind (1981) dispbe das relacées entre as equacbes de esforgcos de
momento fletor e de cortante em uma viga como funcédo do carregamento a que se

submete, representando-as por:

dM(x)

V(x) = I (86)
Av(x)  d*M(x)

dx - dxz - q(x) (87)

Novamente, conforme a mecanica dos sélidos, segundo Beer (1995), Hibbeler
(2004) e Timoshenko (1984), € possivel aproximar a relagdo do momento fletor com
a rigidez da estrutura em uma secao a partir de:

M(x) d*v

E.I  dx? (22b)

E conforme as Equacdes (87) e (22b):
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at) _d'v

El ~ dx* (88)

com E.I arigidez a flexdao da viga em torno do eixo z na se¢ao considerada.

A partir da resolugcdo das equagbes diferenciais ordinarias (EDO)
representadas pelas Equacdes (22b) ou (88), pode-se chegar a funcédo da linha
elastica da viga v(x), definida no dominio formado pelas abcissas iniciais e finais da
viga e dado por T = (a,b) = (0,1) em caso da nao existéncia de descontinuidades do
carregamento, como uma forga concentrada.

No caso de estruturas com o numero de incognitas a serem determinadas maior
que o numero de equagbes de equilibrio existentes, apresentando-se uma
indeterminacao cinematica, torna-se necessario o uso de processos de resolucédo de
estruturas hiperestaticas.

A viga apresentada pela Figura 11, por exemplo, pode ter os deslocamentos ao
longo do vao e as reagdes nos apoios determinados pelo Método das Forgas, citado
no item 2.2.3 deste trabalho e também descrito detalhadamente em Soriano (2006),
Sussekind (1981) e Timoshenko (1984). Métodos energéticos de analise de vigas
poderiam também ser utilizados para a resolugdo analitica dessa viga, como por
exemplo, o processo de Mohr apresentado por Sussekind (1980) e os teoremas de
Castigliano, discutidos em Assan (1996) e Timoshenko (1984).

Estruturas hiperestaticas com maior complexidade também podem ser
resolvidas pelo MD definido no item 2.2.3 deste trabalho, especificando, a partir do
sistema definido pelas Equacdes (16) e (17), a compatibilidade de esforcos nodais
nos pontos em que haja deslocabilidade externa ou interna. As incdgnitas nesta
formulacdo sdo os deslocamentos. Por fim, com a resolugdo do sistema de
compatibilidade, dadas as situacdes de célculo, obtém-se os esforcos e reacées nos
apoios da estrutura pelo conjunto das Equacdes (18), considerando-se as acbes de
engastamento no estado com cargas (E,) € as rigidezes nos demais estados (E;).

3.2.2 Solugdes numéricas: formulagao classica do MEF e os erros locais
Conforme estabelecido na revisao bibliografica foi utilizado no trabalho uma

funcdo de aproximagdo polinomial de grau 3 para a equagdo da linha elastica,
obtendo-se assim os deslocamentos nodais da estrutura.
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A formulacdo matematica com base no MEF utilizada neste trabalho, a priori,
se diferenciou da formulagdo mais comumente utilizada do MEF, apresentada pela
literatura e utilizada por Castro (2009), devido a consideracao do célculo dos esforcos
nodais da estrutura por meio das relacées de equilibrio dos esforcos seccionais
representadas pelas Equagbes (22), ao passo que neste trabalho utilizou-se do
método da rigidez e do principio da superposi¢do. Logo, mesmo que os valores
obtidos em ambas formulacées se originam da analise numérica com auxilio
computacional, apresentam-se localmente diferentes (varidveis nodais) devido
aqueles parametros de calculo correlacionados.

A relagdo da curva eldstica com o momento atuante na secdo e sua inércia
pode ser obtida com a formulacdo da Equacao (22c¢). Assim, diferente ao apresentado
pelo trabalho, pode-se calcular os esforcos de momento e cortante diretamente a partir
da equacao da linha elastica da estrutura e de suas caracteristicas de rigidez, visto
em estudos como de Castro (2009) e Monzini Rotta (2014).

A funcao admissivel para o elemento de viga adotado, como ja visto, é dada

3x%2  2x3 2x%  x3 3x2  2x3 x3  x?
U(X)= 1_l—2+l_3 171+ X—T+l—2 91+ 1—2—1—3 172+ l—Z—T 92 (41C)
Novamente, chega-se a:

M(x) = i<d2”(x)> (22¢)

dx?

1 -6 12x —4 6x 6 12x 6x 2
M<">=ﬁ[(z—z+z—s)”1+(7+z—z)91+(rz‘z—s)”2+(z—z‘7>92] (89)

De forma equivalente, o cortante € dado por:

V(x)= —_ = l—3171+l—2 1—l—3‘l72+l—2 (90)

dM 1(12 6 12 69)
dx ~ EI 2

Os valores de parametros nodais na Equacgéo (41c) sdo os mesmos obtidos
com a resolucao do sistema global dado pela Equacéao (79).

De antemao, a utilizagdo de uma fungé@o aproximada polinomial de grau 3 para
deflexdo de vigas com base na teoria de Rayleigh-Ritz pode ndo corresponder ao
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verdadeiro grau polinomial a que a solugdo analitica para a deflexdo tera e
consequentemente também as equagbes de esforgcos ao longo da estrutura, a
depender do carregamento externo a que se submete a viga. (CASTRO, 2009;
MONZINI ROTTA, 2014).

Como exemplo, a Equacéao (89) do momento fletor constitui um polinbmio de
grau 1 e a Equacao (90) de esfor¢o cortante ao longo da estrutura representa um
polinbmio de grau 0. Na formulagéo analitica, um carregamento distribuido uniforme
proporcionaria, segundo a utilizacao da Equacéo (88), uma equacéo da linha elastica
da viga representada por um polinbmio de grau 4 e consequentemente, as equagdes
de momento fletor e esforco cortante com grau 2 e 1, respectivamente. E importante
ressaltar que essas equacdes definem nao sé os esforcos em aspectos locais, mas
também em todo o dominio do elemento.

Dessa forma, torna-se necessario o refinamento maior da matriz de elementos,
perfazendo intervalos menores de comprimento (subdominio) que originassem
resultados mais préximos aos analiticos, com desvios percentuais relativos menores,
tanto locais (parametros nodais) como no dominio do elemento (intervalo entre nés).
Tal quantificac&o € discutida por Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2005) e Gaspar (2018).

A andlise de convergéncia nesse caso foi qualitativa em termos de resultados
continuos em cada elemento (em seu dominio), desconsiderando-se estudos de
recuperacao a posteriori da solucao, especificados por autores como Gaspar (2018),
Cook et al (2002), Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2005) e Da Silva (2015), uma vez que
demandaria maior trabalho de estudo, sendo recomendado como objetivo de outros
trabalhos futuros. Portanto, a analise discreta local (nodal) foi baseada em desvios
percentuais simples locais e andlise da dispersdo de pontos com aproximacdes

lineares.
3.2.2 Desempenho computacional

A medicdo do desempenho computacional pode ser realizada com base na
afericdo do tempo de execucdo de uma determinada rotina computacional, variando,
entretanto, com as caracteristicas da execugao do software como as condices e tipos
de hardwares utilizados, bem como da andlise a ser verificada.

A medicdo de um processo computacional a partir da leitura de tempo de
processamento pode ser um bom método de medicédo dos esforcos computacionais,
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porém dependente de fatores como o numero de utilizadores de um sistema
operacional e o tipo de processador utilizado. (JOSE SANTANA, CARLUCCI
SANTANA, 2019).

Em suma, uma vez nao possivel a definicdo de condicbes razoaveis de
medi¢cdo computacional e visto a condicdo de ndo refinamento excessivo dos
exemplos utilizados — recaindo a um minimo esfor¢go computacional em sua analise —

nao fora realizado neste trabalho a medi¢do do desempenho da rotina implementada.
3.3 Casos de aplicacao do software implementado

A partir dos resultados obtidos com a rotina de andlise estrutural implementada,
foram feitos estudos comparativos com a formulacao classica da teoria das estruturas
e da mecanica dos sélidos apresentadas nos itens anteriores, como também com
trabalhos que utilizaram variagées do MEF para o calculo de esfor¢os de estruturas,
além de avaliar o desempenho computacional. Para tanto, dividiu-se o estudo em trés
casos de aplicacao da formulagao apresentada por este trabalho.

3.3.1 Caso 1

Neste caso, fez-se o teste do programa implementado em exemplos classicos
da resisténcia dos materiais ja calculados analiticamente em Beer (1995), Hibbeler
(2004), Timoshenko (1984), entre outros autores.

Os resultados originados a partir da aplicagdo numérica para os deslocamentos
transversais e rotacdes dos nds das estruturas sao, portanto, comparados aos valores
obtidos com a formulacao analitica. Calcula-se o erro segundo os resultados nodais
da estrutura, avaliando-se o desvio local dos valores, sendo, porém, esta analise
realizada de fato no préximo caso de aplicagéo.

Para tanto, analisou-se diferentes vigas com variados carregamentos e tipos
de vinculos de apoio. Foram consideradas, neste caso, as secdoes de todos os
elementos das vigas com inércia e modulo de elasticidade longitudinal constantes.

Os exemplos analisados nesta subsecédo estdo descritos nos diagramas de
esquemas estaticos definidos na figura 12 cujas caracteristicas geométricas dos
elementos e das vigas estdo genericamente estabelecidas.
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Nota-se que tais vigas sao configuradas como isostaticas, com exceg¢ao a viga
do exemplo 5 que € hiperestatica.

Figura 12 — Esquemas estaticos e carregamentos dos exemplos analisados no caso 1.
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Fonte — Propria.

No exemplo 5 deste caso, devido a viga ser hiperestatica, seus resultados
foram obtidos segundo a aplicacdo dos métodos dos deslocamentos e da rigidez,
cujos principios foram definidos no item 3.2 deste capitulo. Conforme a formulagao
analitica apresentada também neste item, a partir de todo o equacionamento
embasado na teoria das estruturas e pela mecanica dos sélidos, descrevem-se as
equacoes de deslocamentos e rotagdes existentes nas vigas observadas na Figura
12.

Assim, segue a seguir a descricdo dos exemplos que foram estudados neste
caso.
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e Exemplo 1
Pela mecéanica dos sdlidos, conforme Hibbeler (2004) e pelas Equagdes (22) e

(88), para este tipo de viga chega-se as expressoes para o deslocamento transversal

e a rotagdo do ponto B dados por:

6. — —P.1; 91
B =57 (91)
_ —P.i3 92
Up = 3E] (92)

De forma equivalente, a equacao da linha elastica pode ser definida por:
P G — 93

A Equacéo (93) foi definida no sentido positivo do eixo x como saindo do ponto
A em diregao ao ponto B, conforme se demostra na Figura 12, em metros.

e Exemplo 2

De forma semelhante ao exemplo anterior, os pontos A e B representam
respectivamente as extremidades engastada e livre da viga, conforme a Figura 12.
Timoshenko (1984), através da teoria da elasticidade, propde as deformacdoes

para viga em estudo em termos de suas caracteristicas e sua linha elastica:

—{o- lg
= 94
Up 8E] (94)

—{o- lg
= 95
% = oI (95)

—qp. x2 )

v(x) = (6ly — 4lyx + x°) (96)

24E]
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considerando na Equagéo (96) o sentido positivo do eixo x como saindo do ponto A

em direcao ao ponto B, conforme se demostra na figura 12, em metros.

e Exemplo 3

Conforme Hibbeler (2004), de forma equivalente aos exemplos anteriores, define

para este tipo de viga e carregamento a deformada da linha elastica e os
deslocamentos dos pontos A e B, segundo a origem das coordenadas indicada na

figura 12:
_ —Yo- I3
VB = T30E1 ©7)
_ —Yo- I3
O = Zag ©8)
v(0) = =B (101, — 100,%x + 5lox? — ) (100)
120EI. 1,

e Exemplo 4

A deformada da linha elastica e os deslocamentos dos pontos A, B e C desta
viga com carregamento concentrado, segundo Timoshenko (1984) e conforme as
Equacdes (22) e (88), sdo dados por:

—-P.I3
= 101
VB = 48EI (101)
—P.I2
=0 =—— 102
—P.x
v(x) = oo (31, — 4x?) (103)

sendo a Equacéao (103) definida no intervalo 0 < x < [,,/2.
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e Exemplo5
O deslocamento do ponto B e a deformada da linha elastica da viga do Exemplo

5 deste caso com carregamento distribuido, segundo Sussekind (1980) e Hibbeler
(2004) sao dados por:

v = oLy (104)
384E]
v(x) = (2 xly — lp* — x?) (105)

24EI

Este caso de carregamento e vinculagao representam uma viga com 6 graus
de restricbes, embora possa se desconsiderar os vinculos na diregdo axial, restando
ainda 4 restricbes de deslocamento ao passo que contamos com apenas 3 equacoes
de equilibrio estatico conforme as Equacdes (84), configurando-se em uma viga
hiperestatica.

Assim, o calculo dos esfor¢os nodais ndo podem ser obtidos diretamente com
as condicdes de equilibrio estatico, sendo necesséria a utilizacdo de métodos que
utilizam das propriedades de rigidez estrutural, isto é, incluem informagdes do material
e secao das vigas em andlise, a exemplo do Método das Forcas, como também o MD
que também é base ao MEF.

Logo, os esforgcos de momento e cortante nos pontos A e C, bem como o
momento fletor maximo no ponto B, conforme Sussekind (1980,1987) e Timoshenko
(1984) sao dados por:

M, = M, = ~0o-lo (106)
12
1
V,=—V, = q"z 0 (107)
—QO-Z(%
M, = 108
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3.3.2 Caso 2

Nos préximos exemplos foram analisadas vigas isostéticas e hiperestaticas
com carregamentos distribuidos e localizados, com diferentes vinculagdes,
enfatizando-se o estudo das linhas elasticas e dos diagramas de momento fletor e
cortante aquelas relacionados.

Para tanto, foram consideradas, neste caso, as secbes transversais das
estruturas com rigidez a flexdo constante nos elementos de uma mesma viga,
modificando este valor em cada exemplo. Assim, cada viga tera uma seg¢do com
inércia por area constante e constituida de um mesmo material.

A analise do primeiro exemplo foi fundamentada na comparacao entre valores
obtidos pelo programa proposto e solugdes analiticas, além de resultados advindos
de formulagbes diferentes do MEF como a teoria apresentada por Castro (2009) e
descrita no item 3.2.2 deste trabalho.

Como visto, a funcao utilizada como aproximacao para deflexdo da linha
elastica pode trazer resultados nao precisos de esforcos nodais com base no MEF,
visto que estes dependem do tipo de carregamento a ser submetido a viga. Por isso,
foi necessario o maior refinamento da matriz de elementos no exemplo 1 deste caso.

Ao demais exemplos, foram analisadas vigas hiperestaticas, estabelecendo
valores nodais de esforcos cortante e de momento fletor, além das reacdes de apoio
das estruturas, e seus respectivos diagramas.

De forma equivalente ao caso anterior, explicitam-se as equacdes das
deformadas da linha elastica das vigas deste exemplo a seguir, como também seus

deslocamentos maximos nodais.

e Exemplo 1

A viga a ser analisada neste exemplo pode ser observada na Figura 13. Nota-

se configurar uma viga isostatica com carregamento distribuido, cujas vinculagdes

extremas sao apoios de primeiro género.
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Figura 13 — Esquema estatico e carregamento da viga do exemplo 1 — Caso 2.
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Fonte — Propria.

A equacao da linha elastica e os deslocamentos dos pontos A, B e C desta viga
com carregamento uniformemente distribuido, conforme Hibbeler (2004) e pelas
Equacdes (22) e (88), podem ser dados por:

_5%13
= 109
VB = 384E] (109)
_CIOIS
= —0. = 11
—goX
v(x) = 2421 (x3 = 20,x% + 1) (111)

Aplicando-se a teoria apresentada pelas Equacdes (89) e (90) e segundo
desenvolvimento de Castro (2009), chegam-se aos resultados de esforcos com auxilio
de rotinas aplicadas a esta teoria, definidas por autores como Savassi (1992, 1996) e
também apresentadas em anexo ao trabalho. Ressalta-se a mudanga apenas da sub-
rotina para o céalculo de esforgcos, mantendo-se a mesma estrutura do cddigo relativo
até ao calculo das deformacdes nodais. Tais modificacées podem ser observadas nos
cédigos e informacgdes contidos nos anexos A e B.

e Exemplo 2

Este exemplo fundamenta-se no estudo de uma viga hiperestatica continua,

resolvida também em Sussenkind (1987) através do MD, definido nos itens 2.2.3 e
3.2.1 deste trabalho.
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A viga constitui de dois apoios de primeiro género e um apoio de engaste além
de um balangco com comprimento [;, em cujo extremo livre atua um carregamento
concentrado P. O comprimento entre apoios foram de [; =1, =1 com um
carregamento uniformemente distribuido q(x) = q,. As informacbes acerca das
configuragbes estaticas e de carregamento genérico desta viga estdo contidas na
Figura 14.

Figura 14 — Esquema estatico e carregamento da estrutura do exemplo 2 — Caso 2.

— P

a(z)=qp

Fonte — Adaptado de Sussekind (1987).

A partir dos resultados obtidos com o autor e com o0 programa implementado
neste trabalho, foram avaliados comparativamente os esforcos nodais e as reacoes
de apoio da estrutura, além da analise de diagramas de esforcos.

e Exemplo 3

Nesta viga também se analisou o estudo hiperestatico e da continuidade da
estrutura, resolvido em Timoshenko (1984) com distintos carregamentos e
vinculacoes, enfatizando-se também ao calculo das reacdes de apoio por processos
energéticos definidos por esse autor e que serdo comparados aos resultados obtidos
com a rotina neste trabalho implementada.

A viga constitui de 4 apoios, sendo os dois extremos engastados e dois
intermediarios de primeiro género. Os vaos e carregamentos genéricos, bem como
essas condicdes de vinculacao estao representadas na Figura 15, a partir de seu

esquema estatico.
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Figura 15 — Esquema estético e carregamento da estrutura do exemplo 3 — Caso 2.

P ] Q(x): T35 M,
! q g(z)=qz

oy TRRRERRINNY

Fonte — Adaptado de Timoshenko (1984).

A partir do calculo por meio dos métodos energéticos como o principio da
energia potencial total ou pelos Método da rigidez e Método das Forcas, apresentam-
se as expressdes para o calculo das reac¢des de apoio nos nés A, B, C e D, disposta

em Timoshenko (1984) como:

( 39pP 39P
V, = Gal e My = Gal
Vo= 39P
Reacdes | v eal (112)
39P
VC = m
39P 39P
L Mp = Gal e Vp= Gal

3.3.3Caso 3

Neste caso foram avaliadas vigas hiperestaticas com carregamentos
distribuidos e localizados, com diferentes vinculacées e rigidezes das secdes,
apresentando-se variacoes tanto de materiais constituintes, quanto das inércias da
secao transversal.

Outro ponto de analise foi a comparacao entre os resultados de esforcos e
deformagdes obtidos com a rotina apresentada pelo trabalho e o software Ftool
desenvolvido na PUC-Rio.

Em seguida foi descrita em pormenores a andlise dos exemplos.
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e Exemplo 1
Esta viga hiperestatica continua fora resolvida em Soriano (2006), com

diferentes inércias entre as barras que a constitui, apresentando-se trés apoios de

primeiro género como € demostrado genericamente na Figura 16.

Figura 16 — Esquema estatico e carregamento da estrutura do exemplo 1 — Caso 3.

—
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Fonte — Adaptado de Soriano (2006).

De forma semelhante, serdo construidos os diagramas de esforcos da viga
segundo os resultados obtidos com o programa desenvolvido no trabalho e também
pelo Software Ftool. Para efeito de construcao dos diagramas, houve necessidade da
construcao grafica das fungdes que representam os esfor¢os ao longo dos elementos,
obtidas a partir das Equacdes (85).

Neste caso, foram obtidas também as funcbes que representam a linha elastica
da viga cada qual no subdominio definido pelos elementos, obtidas segundo as
relacoes definidas pelas Equacodes (22) e plotadas com o auxilio do software grafico
Microsoft® Office Excel.

e Exemplo 2

Para este exemplo foi analisada uma viga continua hiperestatica com 4 apoios,

cujas configuracdes de carregamento e condicdes de contorno apresentam-se
conforme a Figura 17.
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Neste exemplo, destaca-se a utilizacao de modulos de elasticidade longitudinal
e momentos de inércia com valores diferentes dentre os elementos e a comparagéao

dos resultados também entre a rotina implementada e o software de célculo Ftool.

Figura 17 — Esquema estético e carregamento da estrutura do exemplo 2 — Caso 3.

Py
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Fonte — Propria.

Foram, portanto, avaliados os resultados de reacbes de apoio por ambos
métodos e os resultados nodais de esforgos da estrutura. Os diagramas resultantes
obtidos com os valores de esforcos e reacdes de apoio calculados pelo programa
implementado foram obtidos com o auxilio das Equacbes (85), plotando-se
graficamente as fungdes assim obtidas com auxilio do software de representacéo
gréafica Microsoft® Office Excel.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Descrevem-se neste capitulo resultados obtidos com a analise de vigas a partir
da rotina implementada segundo o elemento de viga utilizado. Serdo abordados casos

de aplicagéo conforme definido pela metodologia de estudo apresentada no trabalho.

4.1 Caso 1

Foram aqui avaliados os exemplos discriminados nos esquemas presentes na
Figura 12. A rigidez a flexdo das vigas foi considerada de valor igual a E.I =
7.087,5 KN.m? (aproximadamente uma se¢do 15 cm x 30 cm com Modulo de
Elasticidade de 21,0 GPa), sendo utilizada esta rigidez em todos os exemplos. Tais
observacgdes estao resumidas no Quadro 1.

Quadro 1 — Resumo das caracteristicas das vigas do exemplo 1.

QUADRO RESUMO DAS VIGAS DO CASO 1
Viga Tipo Carregamento Inércia da secdo Mod. de elasticidade
1 Balango P = 10 KN (concentrada) 0,000375 m* 21,0 GPa
2 Balanco g = 10 KN/m (uniforme) 0,000375 m* 21,0 GPa
3 Balanco q = 10 KN/m (trapezoidal) 0,000375 m* 21,0 GPa
4 Biapoiada P = 10 KN (concentrada) 0,000375 m* 21,0 GPa
5 Biengastada g = 10 KN/m (uniforme) 0,000375 m* 21,0 GPa

Fonte - Propria.

4.1.1 Exemplo 1

A primeira aplicacao foi em uma viga engastada em um lado e livre em outro,
carregada com uma forga localizada de valor P = 10KN e cujo comprimento foi [, =
2,0 m.

O diagrama de corpo livre contido na figura 18 indica as caracteristicas
estaticas e geométricas da viga, além do carregamento.
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Figura 18 —Condicdes estéticas de viga engastada submetida a carga concentrada.

10 KN

Ay 20m i

7

Fonte — Propria.

Utilizou-se, entdo, de uma malha com apenas um elemento finito e dois nés,
coincidentes com as extremidades da viga, ou seja, os pontos A e B.

Pelas condicbes de vinculagdo desta viga engastada em apenas uma das
extremidades e livre na outra, sabe-se da existéncia de trés reacdes de apoio no
engaste no ponto A para que se verifique a condicao de equilibrio estatico, obtidas
com as Equacgdes (84) e observados os valores na Tabela 1. Também os resultados

de reacgdes no apoio A obtidas com programa implementado sdo dados na tabela 1.

Tabela 1 — Resultados de reacbes de apoio para viga do exemplo 1 — Caso 1.

Reacéo
Solucao Nome do Apoio M (KN.m) F, (KN) Fi (KN)
Analitica A 20,000000 10,000000 0,000000
Programa A 20,000000 10,000000 0,000000

Fonte: Prépria

Os resultados analiticos das deformacodes obtidos com as Equacdes (91) e (92),
bem como os esforgos de forga cortante e momento fletor expressos com base nas
reacdes de apoio obtidas com as Equacgdes (85) estdo presentes na segunda linha da
Tabela 2.

Verificam-se na primeira linha da Tabela 2 os resultados de deslocamento e
rotacdo do ponto B da viga, como também os valores de esforgos de forca cortante e
momento fletor no ponto A, obtidos com a aplicacdo do programa implementado e

utilizando-se de apenas um elemento.
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Tabela 2 — Resultados analiticos e pelo programa dos deslocamentos, rotagdes e esfor¢os para viga
do exemplo 1 — Caso 1.

Solucao Deslocamento emB (m) Rotacdo emB (rad) Momento em A(KN.m) Cortante em A (KN)
Programa -0,003762493 -0,002821869 -20,000000 10,000001
Analitica -0,003762493 -0,002821869 -20,000000 10,000000
Erro (%) 0,00000 0,00000 0,00000 0,00001

Fonte: Propria

Nota-se que os resultados de deformacbes e de reacbes de apoio
apresentados seguem as convencoes de positividade do MEF, enquanto aos esforgos
a convencgao utilizada pela teoria das estruturas apresentadas por Soriano (2014) e
Sussekind (1981). Esta ultima convencéao estabelece forca e deslocamento com sinal
positivo quando do sentido ascendente, ao passo que 0 momento e rotacao positivos
quando ocorridos no sentido anti-horario.

A componente horizontal das rea¢des de apoio neste caso sera nula devido a
condicdo de carregamento da viga. Entretanto, os esforgos normais foram
desconsiderados neste trabalho, uma vez que o elemento de viga aqui utilizado ndo
apresenta grau de liberdade no sentido axial, sendo esse item uma limitagdo ao
programa. Em contrapartida, os exemplos de aplicagdo n&o houveram sido
prejudicados os resultados, visto que ndo foram carregados na horizontal.

Com bases nos resultados analiticos, verificou-se a convergéncia dos valores
obtidos com o programa ja com a definicao da primeira malha com 1 elemento, devido
a maior simplicidade das condicdes de vinculagao e carregamento.

Comparando-se os valores obtidos com a solucdo analitica e com a rotina
implementada, péde ser verificado o erro relativo a cada n6é analisado. Tais valores
estao apresentados na linha 3 da Tabela 2 para as deformagodes e esforgos.

Os erros percentuais nodais, portanto, apresentaram-se relativamente
pequenos, considerando precisdes especificas quanto as casas decimas definidas em
cada resultado. Assim, é verificada a validacao desta rotina e teoria na aplicagao deste
tipo de viga isostatica de carregamento pontual.

Ressalta-se ao fato da n&o utilizacdo neste trabalho de técnicas de pos-
processamento e controle de erros numéricos, tendo, porém, resultados pertinentes
ao estudo. Em suma, é possivel que em um maior grau de complexidade haja maiores
erros devido a um refinamento nao tao eficiente, necessitando maior quantidade de
elementos.
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Outro fator interessante € a analise nos pontos intermediarios aos nés dos
elementos, ou seja, até o momento foram obtidos resultados nodais, ndo se atentando
aos valores intermediarios maximos € minimos por nd, o que sera influenciado de
forma substancial pelo refinamento de trechos com carregamentos em cada elemento.
Tais constata¢des foram também analisadas nos proximos casos.

Observou-se também que os esforgcos nodais foram obtidos com base a
formulagéao local f = (k.v), — r*, conforme a solugao do sistema global K.V =R, ou
seja, a partir das deformacdes nodais da estrutura. Assim, a solucao analitica para os
valores de esforcos internos obtida com as equacdes de equilibrio aproxima-se dos
valores obtidos com o software implementado em que se aplica outro viés teorico,

ressaltando sua validade para esse tipo de estrutura isostatica.
4.1.2 Exemplo 2

Agora foi descrita a andlise para uma viga engastada com carregamento
uniformemente distribuido, cuja distribuicao equivale a g, = 10 KN/m e comprimento
igualal, = 2,0 m.

As informacdes presentes na figura 13 representam as condigdes estaticas e

de geometria da viga e seu carregamento.

Figura 19 — Condicoes estéaticas de viga engastada submetida a carga uniformemente distribuida.

2 g(z) = 10KN/m

Ma

-
HAK'

A B

2.0m

Fonte — Propria.

Uma vez que esta viga também se configura como isostatica conforme se
observa na figura 19, as situagdes de equilibrio estatico apresentadas nas Equacgdes
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(84) sao tambeém validas neste exemplo, de forma que foram obtidas as reagdes de
apoio ao longo da estrutura.

Tabela 3 — Resultados de reag6es de apoio pelo programa para viga do exemplo 2 — Caso 1.

Reacéo
Solucao Nome do Apoio M (KN.m) F, (KN) Fn (KN)
Analitica A 20,000000 20,000000 0,000000
Programa A 20,000002 20,000000 0,000000

Fonte: Propria

Os valores das reacbes de apoio obtidos com o programa e pelo equilibrio
estatico foram apresentados na Tabela 3. Ja os resultados de deformacdes e esforgos
nodais obtidos com as formulacdes analiticas definidas pelas Equacdes (85), (94) e
(95) e com a aplicacao do programa sao identificados na Tabela 4.

Tabela 4 — Resultados analiticos e pelo programa dos deslocamentos, rota¢des e esforgos para viga
do exemplo 2 — Caso 1.

Solucido Deslocamento em B (m) Rotacdao emB (rad) Momento em A(KN.m) Cortante em A (KN)
Programa -0,002821870 -0,001881246 -20,000002 20,000000
Analitica -0,002821869 -0,001881246 -20,000000 20,000000
Erro (%) 0,00001 0,00001 0,00001 0,00000

Fonte: Propria

Os resultados de deslocamento e rotacdo do ponto B e também dos esforcos
no ponto A obtido com o programa desenvolvido podem ser observados na primeira
linha da Tabela 4 e relativos a solucao analitica sdo observadas na segunda linha da
Tabela 4, sendo calculado o erro percentual local a cada valor de deformacéo e
esforgo, representado na terceira linha da mesma tabela.

As solucdes de esforgos e deformagdes obtidos com o programa neste exemplo
demostrou convergéncia com apenas 1 elemento novamente, considerando a
precisdo decimal utilizada e conforme o erro insurgente. Portanto, verifica-se a
validagéo da rotina para mais esse exemplo de viga de carregamento distribuido.

Novamente as variagdes percentuais de resultados mostraram-se em relativa
precisao tendo em vista as condicées de funcionamento do software em que nao ha
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controle na propagacado de erros nas operagbes e nao ha técnicas de pds-

processamento.

4.1.3 Exemplo 3

Neste exemplo foi analisada uma viga engastada com carregamento distribuido
trapezoidal cujo valores de carga sdo 10 KN/m no ponto A de engaste, anulando-se
na extremidade livre ou ponto B. O comprimento da viga permanece-se com [, =
2,0 m. Tais informacdes da viga presenciam-se na figura 14, além das condicdes

estaticas e de geometria da viga e seu carregamento.

Figura 20 —Condicbes estéaticas de viga engastada submetida a carga distribuida trapezoidal.

x
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Fonte — Propria.

Também sendo a viga deste exemplo isostatica conforme o diagrama presente
na Figura 20, a formulacao dada pelas Equacgdes (84) foi aqui retomada para fins de
consideracao do equilibrio estatico da estrutura.

Os valores das reagbes de apoio da estrutura obtidas com as condi¢des de
equilibrio e pelo programa sdo demostrados na Tabela 5.

Tabela 5 — Resultados de reagdes de apoio para viga do exemplo 3 — Caso 1.

Reacao
Solucao Nome do Apoio M (KN.m) F, (KN) F, (KN)
Analitica A 20,000000 20,000000 0,000000
Programa A 20,000002 20,000000 0,000000

Fonte: Propria
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A partir da formulagao analitica para o célculo de deformacdes e esforgos desta
viga pelas Equagbes (85), (97) e (98), apresentam-se tais resultados na Tabela 6,
considerando a precisao ja adotada.

Verifica-se que o erro percentual neste exemplo se apresentou proporcional
aos observados nos exemplos anteriores, validando-se tambéem a formulagao e
aplicacédo do programa para esse tipo de carregamento. As observagdes acerca dos
resultados com vistas ao MEF realizadas nos exemplos anteriores também se aplicam
neste tipo de viga.

Tabela 6 — Resultados analiticos e pelo programa dos deslocamentos, rotagdes e esforgos para viga
do exemplo 3 — Caso 1.

Solucao Deslocamento emB (m) Rotacdo emB (rad) Momento em A(KN.m) Cortante em A (KN)
Programa -0,000752499 -0,000470312 -6,666667 10,000000
Analitica -0,000752499 -0,000470312 -6,666667 10,000000
Erro (%) 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

Fonte: Propria

4.1.4 Exemplo 4

A viga em estudo agora apresenta-se biapoiada com carregamento
concentrado com valor P = 10KN, situado ao meio da viga cujo comprimento € [, =
4,0 m. Os apoios agora configuram os pontos A e C da esquerda e direita,
respectivamente conforme o diagrama contido na Figura 21, classificados em segundo

e primeiro género, respectivamente.

Figura 21 —Condiges estaticas de viga biapoiada com carregamento concentrado.
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Fonte — Propria.
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O equilibrio estatico da estrutura aqui também pode ser definido conforme as
Equacdes (84), obtendo-se as reagdes de apoio e consequentemente os esforgos
nodais, podendo observar tais valores na Tabela 7. Também os resultados de reagbes

obtidos pelo programa estao contidos nas informacdes da Tabela 7.

Tabela 7 — Resultados de reagdes de apoio para viga do exemplo 4 — Caso 1.

Reacao
Solucao Nome do Apoio M (KN.m) F, (KN) F, (KN)
Analitica A 0,000000 5,000000 0,000000
C 0,000000 5,000000 0,000000
Programa A 0,000000 5,000000 0,000000
C 0,000000 5,000000 0,000000

Fonte: Propria

Através das formulacdes dadas pelas Equagdes (101) e (102) foram obtidos
resultados respectivos a deformacao vertical no ponto médio da viga B e de rotacao

dos pontos A e C, extremos da viga.

Tabela 8 — Resultados analiticos e pelo programa dos deslocamentos e rota¢des para viga do
exemplo 4 — Caso 1.

Solucao Deslocamento em B (m) Rotacdaoem A (rad) Rotacao em C (rad)

Programa -0,001881246 -0,001410935 0,001410935
Analitica -0,001881246 -0,001410935 0,001410935
Erro (%) 0,00000 0,00000 0,00000

Fonte: Prépria

Os valores de deslocamento e rotacdo dos pontos A, B e C obtidos com o
programa desenvolvido podem ser observados na primeira linha da Tabela 8 e
relativos a solugdo analitica sdo observados na segunda linha da Tabela 8, sendo

calculado o respectivo erro percentual local.

Tabela 9 — Resultados analiticos e pelo programa dos esforgos para viga do exemplo 4 — Caso 1.

Momento em B (KN.m) Cortante em B (KN)
Solucdo A esquerda A direita A esquerda A direita
Programa 10,000000 10,000000 5,000000 -5,000000
Analitica 10,000000 10,000000 5,000000 -5,000000
Erro (%) 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

Fonte: Propria
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Os esforgcos nodais da viga em analise podem ser observados da Tabela 9,
comparando-se o0s resultados do programa com as solugbes analiticas e
apresentando o erro relativo percentual relacionado.

Neste caso, utilizou-se de uma malha com 2 elementos, visto que houve a
descontinuidade do carregamento quando da aplicagao da for¢ca concentrada ao meio
da viga, necessitando neste ponto, devido a aplicacdo do MEF, da utilizacdo de um
ponto nodal compartilhado pelos elementos 1 e 2.

Portanto, houve assim a convergéncia dos resultados mesmo com um
refinamento tdo pequeno da matriz de elementos, validando também para esse tipo
de viga e carregamento a formulagéo apresentada no trabalho.

Novamente, os esfor¢os horizontais neste caso sao nulos e as convengoes de

resultados adotada segue conforme os exemplos anteriores.
4.1.5 Exemplo 5

Neste exemplo é apresentada uma viga biengastada com carregamento
distribuido cujo valor é q, = 10 KN /m ao longo de comprimento [, = 4,0 m. Os apoios

sao os pontos A e C, conforme o diagrama contido na Figura 22.

Figura 22 —Condicoes estaticas de viga bi engastada com carregamento uniformemente distribuido.
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Através da Equacado (104) foi obtido o resultado da deformacéao vertical no
ponto médio B da viga deste exemplo.
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Com as formula¢des dadas pelas Equagdes (106), (107) e (108) chegou-se aos
esforgos da viga em andlise.

Devido a viga deste exemplo apresentar-se hiperestatica, as reacdes de apoio
puderam ser obtidas analiticamente pelos métodos de analise hiperestatica como o
MD também descrito neste trabalho e expresso pelas Equagdes (16), (17) e (18).

Os resultados das reagdes de apoio da viga pela solugéo analitica e com o uso
da rotina adaptada neste trabalho estao descritos na Tabela 10.

Tabela 10 — Resultados das reag6es de apoio para viga do exemplo 5 — Caso 1.

Reacao
Solucao Nome do Apoio M (KN.m) F, (KN) Fn (KN)
Analitica A 13,333333 20,000000 0,000000
C -13,333333 20,000000 0,000000
Programa A 13,333333 20,000000 0,000000
C -13,333333 20,000000 0,000000

Fonte: Propria.

Os valores de deformacao e esforco de momento para o ponto B pela solugéao
analitica e pelo programa estao apresentados na Tabela 11, com o respectivo erro.
Pela Equacéo da linha elastica (81), a primeira derivada que representa a rotacdo da
secao € nula em x = /2, explicando os valores nulos de rotagdao do ponto médio B da

viga observados na Tabela 11.

Tabela 11 — Resultados analiticos e pelo programa do deslocamento e esforco de momento fletor no

ponto B para o exemplo 5 — Caso 1.

Deformacéo / Esfor¢o Programa Analitica Erro (%)
Deslocamento (m) -0,000940623 -0,000940623 0,00000
Rotagéo (rad) 0,000000000 0,000000000 0,00000
Momento (KN.m) 6,666667 6,666667 0,00000

Fonte: Prépria.

Como observado na Figura 22 e pela Equacao (108), o ponto médio B da viga
configura-se como o ponto de maior esforco de momento, sendo, portanto,
coordenada de maior deformacédo vertical dessa estrutura. Assim, para que se
quantificasse os valores de esforcos nesse ponto, a ele atribuiu-se um né
compartilhado pelos elementos 1 e 2 da viga.
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Os valores de esforgos de cortante e momento fletor nos pontos A e C podem
ser verificados na Tabela 12 com os respectivos erros percentuais em comparagao a

solucao analitica.

Tabela 12 — Resultados analiticos e pelo programa dos esfor¢os dos pontos A e C para viga do
exemplo 5 — Caso 1.

Momento (KN.m) Cortante (KN)
Solugéao N6 A N6 C No A N6 C
Programa -13,333333 -13,333333 20,000000 -20,000000
Analitica -13,333333 -13,333333 20,000000 -20,000000
Erro (%) 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

Fonte: Prépria

Os resultados de esforcos e deformagdes segundo os dados presentes nas
Tabelas 11 e 12 quanto a aplicacao do programa apresentaram-se em consisténcia
aos valores obtidos com a formulagdo analitica, uma vez que ndo houve variacao

pertinente percentual considerando a precisdo adotada.

4.2 Caso 2

Como ja definido, objetivou-se a obtencdo de resultados de esforcos e
deformacgdes de vigas isostaticas segundo um maior refinamento da matriz, como

também a avaliacao de estruturas hiperestaticas, conforme se observa no Quadro 2.

Quadro 2 — Resumo das caracteristicas das vigas do exemplo 1.

QUADRO RESUMO DAS VIGAS DO CASO 2
Caracteristicas/ Viga 1 2 3
Tipo Biapoiada Continua Continua
Numero de vaos 1 3 3
Inércia da secdo 0,0036 m* 0,00001 m*
10° KN/m2
Méd. de elasticidade 50 GPa 20.10° t/m?
Carga (concentrada) 0 4t Combinagoes
Carga ?Ilstrlbwda 100 KN/m 4 t/m Combinacgdes
(uniforme)

Fonte — Propria.
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4.2.1 Exemplo 1

A analise agora sera de uma viga simplesmente apoiada em suas
extremidades, com carregamento uniformemente distribuido com valor igual a q, =
100 KN/m e cujo comprimento tem valor [, = 4,0 m. Tais configuracbes podem ser
observadas na Figura 23.

A secao considerada tem as dimensdes 20 cm x 60 cm (4 = 1.200 cm?), cuja
inércia da area em relacdo ao eixo z tem valor I, = 360.000 cm* e o material
considerado tem mddulo de elasticidade longitudinal com valor E = 50 GPa,

resultando em uma rigidez a flexao E.I = 180.000 KN.m?2.

Figura 23 —Condicoes estaticas de viga biapoiada com carregamento uniformemente distribuido.
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Fonte - Propria.

Observe a presenca dos pontos A, B e C indicados na Figura 23, onde se
configuram maximas deformagdes da estrutura, também sendo estabelecidos
esforgos a estes pontos relacionados. Neste primeiro momento dividiu-se a estrutura

em dois elementos com trés nos.

Tabela 13 — Resultados de reacdes de apoio para viga do exemplo 1 — Caso 2.

Reacéao
Solucgao Nome do Apoio M (KN.m) F, (KN) F,, (KN)
Analitica A 0,000000 200,000000 0,000000
C 0,000000 200,000000 0,000000
Programa A 0,000000 200,000000 0,000000
C 0,000015 200,000000 0,000000

Fonte: Prépria
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Segundo o equilibrio estatico da estrutura aqui configurada isostatica, as
reagdes de apoio e esforgcos das sec¢des e nds podem ser obtidas com as Equacdes
(84). Os valores de reacdes de apoio podem ser observados na Tabela 13.

Tabela 14 — Resultados analiticos e pelo programa dos deslocamentos e rotagdes para viga do
exemplo 1 — Caso 2.

Solucao Deslocamentoem B (m) Rotacdaoem A (rad) Rotacao em C (rad)
Programa -0,001851852 -0,001481481 0,001481481
Analitica -0,001851852 -0,001481481 0,001481481
Erro (%) 0,00000 0,00000 0,00000

Fonte: Propria

Através das formulacdes dadas pelas Equacdes (109) e (110) foram obtidos
resultados respectivos a deformacao vertical no ponto médio B da viga e de rotagéao
dos pontos A e C, extremos da viga.

Os resultados de rotacao dos pontos A e C, bem como o deslocamento do
ponto B podem ser observados na Tabela 14, detalhando valores obtidos com o
programa e com a solug¢do analitica e o respectivo erro local.

Os esforgos nodais (pontos A, B e C) da viga em analise podem ser observados
da Tabela 15, comparando-se os resultados do programa com as solugdes analiticas
e apresentando o erro relativo local relacionado.

Verificou-se com a utilizagdo de dois elementos a convergéncia dos resultados

de deformacéao e esforgos nodais da estrutura, considerando a precisdo adotada.

Tabela 15 — Resultados analiticos e pelo programa dos esforgos para viga do exemplo 1 — Caso 2.

Momento n6 B (KN.m) Cortante (KN)
Solucido A esquerda A direita N6 A N6 C
Programa 200,000000 200,000000 200,000000 -200,000000
Analitica 200,000000 200,000000 200,000000 -200,000000
Erro (%) 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

Fonte: Prépria

A partir das formulacdes definidas pelas Equacdes (89) e (90) e observadas em
Castro (2009), foram obtidos os valores de cortante nos pontos A e C, bem como de
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momento fletor em B, apresentando-os na Tabela 16 como fungdo do numero de

elementos em que se dividiu a viga.

Tabela 16 — Resultados da andlise de esforgos segundo a formulacdo do MEF utilizada por Castro

(2015) para viga do exemplo 1 — Caso 2.

N2 de elementos Cortante em A (KN) Momento em B (KN.m) Cortante em C (KN)

1 0,000000 133,333328 0,000000

2 99,999992 233,333328 -99,999992
4 149,999939 208,333405 -150,000061
8 175,000061 202,084717 -175,000565
16 187,510544 200,534088 -187,520615
32 193,931763 200,330017 -193,746689
40 194,164139 199,311569 -194,819397
50 198,057098 202,982407 -197,572021
64 198,107956 201,247360 -198,365448

Fonte: Propria

Comparando-se os resultados de esforgcos da Tabela 16 com os valores
analiticos apresentados na Tabela 15, € possivel calcular o erro relativo local do nés
em analise segundo a quantidade de elementos.

Nota-se pelos resultados apresentados na Tabela 15 que os valores de
esforcos se aproximam dos resultados tedricos com base na solugcdo analitica,
apresentando-se acurados a medida que se refina a matriz de elementos.

A distribuicao do erro relativo local em termos percentuais pode ser observada
nos graficos contidos nas Figuras 24, representando curvas caracteristicas desse tipo
de analise por elementos finitos.

Observa-se que a convergéncia dos resultados de momento é mais adiantada
a acuracia quando do médio refinamento da matriz de elementos, ao passo que os
esforgos cortantes se aproximam do valor analitico apenas com um nimero bem maior
de elementos. Observe que o momento comecga a ter oscilagbes de valores ao
ultrapassar o numero de elementos necessarios a sua convergéncia, uma vez que,
pelo préprio processo de calculo com base em rotinas computacionais, propagam-se
erros numéricos nas operagdes elementares a medida que se aumentam o0s

processos de calculos iterativos como € o caso de um maior refinamento da matriz.
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Figura 24 — Representacao da variacao percentual local (erro) entre resultados analiticos de esforgos
na viga analisada no exemplo 1 - caso 2 de aplicacdo e os resultados dados pela
formulacdo com a MEF utilizando-se as derivadas da funcdo admissivel para os
deslocamentos transversais como demostrado por Castro (2009): a) cortante no ponto A;
b) momento fletor no ponto B; ¢) cortante no ponto C.
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Conforme os resultados, a utilizacdo das derivadas da fungdo admissivel
estabelecida como aproximacao a equacao da linha elastica da viga — Equacgdes (89)
e (90) — pode oferecer resultados ndo muitos proximos aos analiticos quando da
utilizacdo de poucos elementos e os erros relativos ainda consideravelmente altos
frente aos erros obtidos com a primeira solucéo apresentada.

As Figuras 25 e 26 contém os diagramas de esforgo cortante e momento fletor
para viga deste exemplo segundo a teoria classica do MEF apresentada por Castro
(2009), verificando-se fungdes polinomiais que satisfazem as condi¢des de contorno
dos nés e representam os esforcos de cortante e momento fletor no dominio do
elemento, respectivamente.

De certa forma, observa-se que utilizando-se da fun¢ao polinomial de grau 3
para a aproximacao da equacao da deflexdo da viga, como é feito por Castro (2009),

obtém-se funcdes polinomiais de grau 1 para representar a Equacao do momento (69)
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e de grau 0 para representacdo da Equagéao de esforgo cortante (70), o que difere do
que se espera a uma distribuicao uniforme de carga, com equagéao da linha elastica
representada por polinbmio de grau 4, momento em polindmio de grau 2 e esforgo
cortante em polinémio de grau 1.

Figura 25 — Representacdo dos diagramas de esforgo cortante da viga deste exemplo para as
formulacdes analitica e apresentada por Castro (2009), utilizando: a) 2 elementos; b) 4
elementos; c) 16 elementos; d) 50 elementos.
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Fonte — Propria.

Logo, a obtencdo de valores locais diretamente a partir dessas equacdes
configuram distorgdes de resultados segundo um dominio local de grande dimensao
(utilizando-se de poucos elementos), necessitando cada vez mais um maior
refinamento, conforme se explicita na Figura 25 com os diagramas de esforco cortante
segundo o refinamento em 2, 4, 16 e 50 elementos.
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Figura 26 — Representacdo dos diagramas de momento fletor da viga deste exemplo para as
formulacOes analitica e apresentada por Castro (2009), utilizando: a) 2 elementos; b) 4

elementos; c) 16 elementos; d) 50 elementos.
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Fonte — Propria.

A perda de precisdo dos resultados também se presencia nos pontos entre nds
dos elementos, conforme aborda Monzini Rotta (2014), realcando que os valores de
cortante serdo representados ao longo do elemento como um valor constante e os
valores de momento fletor por retas, correspondendo aos respectivos polindmios de
grau 0 e 1. Esta configuracéo presencia-se tanto nas formulagdes classicas do MEF
apresentadas por Castro (2009), quanto as definicdes utilizadas neste trabalho.

Conforme previsto, nota-se a convergéncia melhor do momento fletor em
relacdo aos valores analiticos em comparacao ao esforgo cortante, considerando-se
a utilizacdo de um mesmo numero de elementos, conforme as Figuras 25 e 26.

Na Figura 27 estao ilustrados os valores de esforco cortante para a simulacéao
segundo a formulacdo para o calculo de esforcos apresentada neste trabalho,
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indicada em linhas continuas. Os esforcos devido a formulacdo de Castro (2009)

apresentam-se em linhas tracejadas.

Figura 27 — Representacao dos diagramas de esforgo cortante da viga representada na Figura 23 com
os resultados do programa deste trabalho e pela formulagdo apresentada por Castro
(2009), utilizando: a) 1 elemento; b) 2 elementos; ¢) 4 elementos; d) 16 elementos.
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Fonte — Propria.

Ressalta-se que a dispersdo de resultados nodais obtidos com o programa
implementado no trabalho foi-lhe atribuida continuidade com a simples unido de
pontos por semirretas, de boa utilizagéo de utilizagdo uma vez que os resultados locais
se apresentaram relativamente precisos segundo a formulacdo proposta por Assan
(2003).

De forma equivalente, na Figura 28 se verifica a dispersao de resultados nodais
de esforco de momento fletor para a formulacdo dada pelo trabalho embasado em
Assan (2003) e os diagramas estabelecidos conforme a teoria desenvolvida em Castro



103

(2009), representados em linha tracejadas. Novamente uniu-se os resultados de
pontos nodais da dispersao por semirretas.

Figura 28 — Representagédo dos diagramas de momento fletor da viga representada na Figura 23 com
os resultados do programa deste trabalho e pela formulacdo apresentada por Castro
(2009), utilizando: a) 1 elemento; b) 2 elementos; c) 4 elementos; d) 16 elementos.
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Fonte — Propria.

Nota-se a semelhanca aos diagramas de esforco cortante segundo o0s
resultados obtidos com o programa e com a solucdo analitica, tendo em vista a
representacdo para esse esfor¢o devido ao carregamento uniformemente distribuido
conforme as Equacdes (86) e (87). Ja em relacdo ao esforgo de momento fletor, houve
a necessidade de maior refinamento da matriz de elementos para que a solucéao
aproximasse ao polinbmio de grau 2, também conforme as Equacdes (86) e (87),
conservando-se, entretanto, os resultados nodais. As Figuras 25, 26, 27 e 28 ilustram
estas observacgdes.
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Figura 29 — Representacdo dos deslocamentos verticais v(x) da viga representa pela Figura 23,
obtidos com a utilizacdo de 2, 4 e 16 elementos finitos pelo programa implementado,
como também da solu¢é@o analitica com base na Equagao (66).
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Fonte — Propria.

Em termos de deslocamentos nodais, foi representada na Figura 29 a linha
elastica da viga analisada neste exemplo segundo a utilizagédo de 2, 4 e 16 elementos,
plotando-se resultados obtidos com a rotina desenvolvida e com a formulagdo
analitica.

Observa-se que de forma equivalente ao esforco de momento fletor as
deformacdes de translagéo vertical convergem a solug¢do analitica muito rapidamente
quando de um pequeno refinamento da matriz de elementos, validando a aplicacao
do software ao calculo de deformacdes de estruturas isostaticas.

4.2.2 Exemplo 2

Nesta analise foi calculada uma viga hiperestatica cujo esquema estéatico esta
apresentado na Figura 30.

Conforme abordado, esta estrutura fora calculada por Sussenkind (1987)
utilizando o MD o qual obteve-se o diagrama de momento fletores dado pela Figura

31, com valores em [tm].
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Figura 30 — Configuragédo de carregamento e vinculagao da viga do exemplo 2 — Caso 2.

6,0m 6,0m

Ay

Fonte — Adaptado de Sussekind (1987).

Para efeito de utilizacdo da rotina, todos os elementos da viga constituiram
inércia de area em relagéo ao eixo zigual a I, = 1,0.10 ~* m* e méddulo de elasticidade

longitudinal com valor E = 20.10 5 t/m?2.

Figura 31 — Diagrama de momento fletor [t.m] para a viga do exemplo 2 — Caso 2 com a resolucao pelo
MD dada em Sussekind (1987).

13,14
1143 —_

18

tw e

Fonte — Adaptado de Sussekind (1987).

A partir dos valores de momento fletores observados no diagrama contido na
Figura 31 e utilizando-se das Equacées (84) e (85) de equilibrio estatico e de célculo
de esforgos, foram obtidas as reacdes de apoio e esforgos para viga.

Os resultados de reacdes nos apoios da viga podem ser observados na Tabela
17, sendo a solucao analitica referente a aplicacao do MD por Sussekind (1987) e o

programa relativo a aplicacao das rotinas implementadas neste trabalho.
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Tabela 17 — Resultados de reacdes de apoio para a viga do exemplo 2 — Caso 2.

Reacéo
Solucdo Nome do Apoio M (t.m) F, (1) Fy (1)
A 11,43 11,71 0,00
Analttica B 0,00 25,14 -
c 0,00 15,14 -
A 11,43 11,71 0,00
Programa B 0,00 25,14 -
C 0,00 15,14 -

Fonte - Propria.

Os esforcos ao longo da viga analisados antes e ap6s as sec¢des relativas aos
nds sdo apresentadas na Tabela 18, evidenciando também a solucéo por parte do

programa e pela solucdo analitica.

Tabela 18 — Resultados de reac6es de apoio para a viga do exemplo 2 — Caso 2.

Esforco No Analitica (MD) Programa
A 0,00 0,00
B -13,14 -13,14
M (tm) ] C -8,00 -8,00
D 0,00 0,00
A 0,00 0,00
V@) A esq. B -12,29 -12,29
C -11,14 -11,14
D 4,00 4,00
A 11,71 11,71
. B 12,86 12,86
V() A dir.
C 4,00 4,00
D 0,00 0,00

Fonte — Propria.

Adotando-se uma se¢ao no trecho entre os n6s A e B a uma distancia x da
origem das coordenadas em A no sentido estabelecido conforme a indicagcao na
Figura 30 e pautando-se nas Equacdes (85), (86) e (87), chegou-se as funcdes do
primeiro trecho.

No segundo trecho correspondido entre os nés B e C a diferenca se deu na
origem agora estabelecida no né B, como também no terceiro trecho entre os nés C e

D cuja origem fora o né C.
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Em resumo, definiu-se as fungdes:

M(x) = —11,428 + 11,714x — 2x2
Trecho1 (0 <x <6) { (113)
V(x) =11,714 — 4x

M(x) = —13,144 + 12,587x — 2x?
Trecho2 (0 < x <6) { (114)
V(x) = 12,857 — 4x

M(x) = -8+ 4x
Trecho3 (0 <x < 2) { (115)
V(x) =4

Atenta-se a utilizagdo de apenas 3 elementos para o célculo desta estrutura,
atribuindo-se nés apenas aos pontos de descontinuidade de carga ou com restricao

de liberdade, obtendo-se, ainda assim, os esforgos existentes na viga.

Figura 32 — Diagrama de esforgo cortante [t] para a viga do exemplo 2 — Caso 2 com os valores obtidos
com a rotina implementada.
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Fonte — Propria.

Plotando-se as funcdes definidas pelas Equacdes (113), (114) e (115), chegou-
se aos diagramas representados pelas Figuras 32 e 33, cujos maximos momentos

positivos equivalem as coordenadas de esforgo cortante nulo, como pode ser
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observados nestas figuras equivalentes as distancias de 2,93 m e 9,21 m relativas ao

primeiro e segundo trecho, respectivamente, em relagao ao ponto A.

Figura 33 — Diagrama de momento fletor [t.m] para a viga do exemplo 2 — Caso 2 com os valores

obtidos com a rotina implementada.
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Fonte — Propria.

Observa-se mais uma vez a validacao de resultados locais utilizando o MEF
segundo a proposta adotada por Assan (2003) para o célculo de esforcos agora
evidenciada em uma viga continua hiperestatica.

Nota-se que a partir da definicdo das reagdes de apoio e com os esforgos
nodais da estrutura calculados, ndo se apresenta grande dificuldade na determinagao

das equacoes de esforgos ao longo da viga e construgao dos respectivos diagramas.

4.2.3 Exemplo 3

Neste exemplo, conforme especificado na sequéncia de estudo do trabalho, foi
realizada a andlise da viga continua hiperestatica resolvida em Timoshenko (1984) a
partir das configuragdes de carregamento e tamanho de vaos definidas na Figura 34.

Como efeito de aplicacao da rotina implementada no trabalho, estabeleceu-se
a rigidez a flexao de todos os elementos equivalente a E.1 = 1.10° KN.m?.



Figura 34 — Representagao do esquema estatico da viga do exemplo 3 — Caso 2.
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Fonte — Adaptacédo de Timoshenko (1984).
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A Tabela 19 indica as diferentes combinagbes de valores utilizados para os

carregamentos na viga em analise.

Tabela 19 — Resultados de reacgdes de apoio para a viga do exemplo 2 — Caso 2.

Combinagcéo P [KN] L[m]  M[KN.m] q1=q2 [KN/m]
1 10,00 10,00 100,00 1,00
2 50,00 4,00 200,00 12,50
3 700,00 2,00 1400,00 1350,00

Fonte — Propria.

A partir do calculo das reacdes de apoio da viga por meio das Equagdes (112)

apresentadas em Timoshenko (1984), os resultados podem ser observados nas

Tabelas 20, 21 e 22, juntamente aos valores obtidos com o software desenvolvido

neste trabalho.

Tabela 20 — Reacbes de apoio para a combinacdo 1 a viga do exemplo 2 — Caso 2.

Reacées
Solucao Nome do Apoio M (KN.m) F, (KN) F,, (KN)
A 16,145833 6,093750 0,000000
B B 0,000000 18,211806 -
Analtica c 0,000000  7,413194 i
D -35,937500 13,281250 0,000000
A 16,145832 6,093750 0,000000
Programa B 0,000000 18,211803 -
C -0,000008 7,413194 -
D -35,937504 13,281251 0,000000

Fonte — Propria.
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Tabela 21 — Reagdes de apoio para a combinagéo 2 a viga do exemplo 2 — Caso 2.

Reacoes

Solucao Nomedo Apoio M (KN.m) F, (KN) F,, (KN)
A 32,291667 30,468750 0,000000

3 B 0,000000  91,059028 -

Analitica c 0,000000  37,065972 ;
D -71,875000 66,406250 0,000000
A 32,291668 30,468750 0,000000

B -0,000004 91,059029 -

Programa

C 0,000015 37,065975 -

D -71,874992 66,406250 0,000000

Fonte — Propria.

Observa-se que os dados extraidos das Tabelas 20, 21 e 22 configuram
novamente a compatibilidade de valores entre a solugdo analitica e os resultados
obtidos com o programa, apresentando-se desvios maximos de valores na ordem de

10~° nas combinagdes com menores carregamentos e de 1073 na Gltima combinacio

com maiores carregamentos.

Tabela 22 — Reacbes de apoio para a combinacéo 3 a viga do exemplo 2 — Caso 2.

Reacoes
Solucao Nome do Apoio M (KN.m) F, (KN) F,, (KN)
A 226,041667  426,562500 0,000000
N B 0,000000 1274,826389 -
Analttica
C 0,000000 518,923611 -
D -503,125000 929,687500 0,000000
A 226,041657 426,562470 0,000000
B 0,000000 1274,826416 -
Programa
C 0,000000 518,923645 -
D -503,124939  929,687439 0,000000

Fonte — Propria.

Todavia, os desvios de resultados apresentados nestas tabelas podem também
ser avaliados com base aos erros numeéricos e as respectivas propagacoes de erros
operacionais embutidos normalmente em rotinas de célculo.

Por fim, com este exemplo, consolida-se as consideracdes de analise de vigas
hiperestaticas continuas com a analise pelo MEF com base no processo de célculo

de esforgos definido em Assan (2003).
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4.3 Caso 3

Seguiu-se aqui o estudo de vigas continuas segundo a comparacdo de
diferentes inércias e materiais a constituir as estruturas, além da utilizacao do software
Ftool em paralelo aos resultados obtidos com a rotina de célculo neste trabalho

estabelecida. Assim, verifica-se no Quadro 3 as caracteristicas basicas das estruturas.

Quadro 3 — Resumo das caracteristicas das vigas do exemplo 3.

QUADRO RESUMO DAS VIGAS DO CASO 3

Caracteristicas/ Viga 1 2
Tipo Continua Continua

Numero de vaos 3 4
Inércia da secao Variavel Variavel
Maod. de elasticidade 21 GPa Variavel
Carga (concentrada) 20 KN/m; 50KN/m Variavel
Carga distribuida (uniforme) 20 KN/m Variavel

Fonte — Propria.

4.3.1 Exemplo 1

Uma vez estabelecido o arranjo geral desta viga no capitulo de metodologia,
descreve-se em exato aos valores de carregamento e vaos relativos a estrutura deste
exemplo, podendo-se observar tais valores na Figura 35.

Haja vista a disposicao dos carregamentos concentrados e das vinculacdes de
apoio, houve precisao da divisdo do continuo da estrutura em 4 elementos, expressos
pelos numeros 1 ao 4, conforme se verifica na Figura 35.

Toma-se neste exemplo o primeiro caso de variagcdo da secédo transversal das
barras, constituindo aos elementos 1, 2 e 3 inércia de area em relagdo ao eixo z
equivalente a I,; = 0,01m* e ao elemento 4 igual a I,, = 0,006 m*. Todos os
elementos apresentam maédulo de elasticidade E = 21 GPa.
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Figura 35 — Representacédo do esquema estatico da viga do exemplo 1 — Caso 3.
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Fonte — Adaptada de Soriano (2006).

A viga em estudo fora resolvida em Soriano (2006) pelo MD, cujos diagramas

de esforgos de cortante e momento fletor estao representados na Figura 36.

Figura 36 — Diagrama de esforcos de momento fletor (superior) e de cortante (inferior) segundo a

resolucao de Soriano (2006) pelo MD, em [KN.m] e [KN], respectivamente.
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Fonte — Adaptado de Soriano (2006).

Os valores de reacbes de apoio obtidas a partir dos esforgcos dados pela
solucao analitica através do MD em Soriano (2006) estao representados na Tabela
23, junto aos valores calculados pela rotina aqui neste trabalho implementada e pelo

software Ftool.
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Tabela 23 — Reacgdes de apoio para o exemplo 1 — Caso 3.

Reacao vertical (KN)
Solucao No B No D NO E
Analitica (MD)  122,000000 100,330000 47,670000
Programa 122,005261 100,321167 47,6736145
Ftool 122,005208 100,321181 47,673611

Fonte — Propria.

Os esforgos da estrutura em andlise calculados pelo software Ftool podem ser
verificados nos diagramas na Figura 37, juntamente a deformada da viga.

Figura 37 — Diagrama de esforcos de momento fletor (superior) e de cortante (intermediario) segundo
a resolugao do software Ftool, em [KN.m] e [KN], respectivamente, além da representacao

da linha eléstica da viga (inferior), em mm.
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Fonte - Ftool.
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Os diagramas de esforgos e a linha elastica da viga estudada obtidos por meio
da rotina implementada em termos de resultados nodais estao apresentados na Figura
38. As funcdes de momento fletor, esforco cortante e da linha elastica que constituem
os diagramas da Figura 38 foram obtidas pelas Equacbes (85), (86) e (22). Os

diagramas, portanto, foram a representacao gréafica dessas expressoes.

Figura 38 — Diagrama de esforcos de momento fletor (superior) e de cortante (intermediario) segundo
a resolugdo pela rotina implementada, em [KN.m] e [KN], respectivamente, além da

representacao da linha elastica da viga (inferior), em mm.
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Fonte — Propria.
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Nota-se pelos resultados obtidos que novamente os valores nodais de esforgos
convergiram conforme as trés metodologias de célculo, considerando-se as precisdes
de cada fonte consultada.

De forma geral, o desvio absoluto entre as solugdes obtidas com o MD e os
processos numéricos apresentaram-se quase nulos, considerando uma precisao dos
resultados da ordem de 1072 e com a maior variagdo absoluta quanto ao esforgo
cortante em torno de 0,01 KN ou 0,036% para o valor de cortante de 28 KN, fator
observados dentre os diagramas das Figuras 36, 37 e 38.

Comparando-se os resultados de deslocamentos nodais entre a solugéo pelo
software Ftool e pela rotina implementada, considerando-se a precisao da ordem de
1072, tem-se 0 maior desvio absoluto em 0,0008 mm relativo ao deslocamento vertical
do ponto médio do elemento 4 ou em termos percentuais de 0,0578% de variagdo em
relacéo ao valor obtido com o software Ftool.

Por fim, observa-se pelos gréaficos representativos dos diagramas de esforcos,
como também da linha elastica a compatibilidade do tracado e dos valores maximos
e minimos resultantes do calculo estrutural, validando também a utilizagcdo desta
metodologia defendida por este trabalho para esta configuracéo de viga.

4.3.2 Exemplo 2

Realizou-se aqui o estudo de uma viga hiperestatica continua com variados
carregamentos e condicdes de vinculagdes, conforme se demostra na Figura 39.

Ressalta-se ao fato deste exemplo utilizar se¢ées com diferentes inércias e
materiais. A estrutura foi composta por quatro vaos, sendo um engaste, dois apoios e
um balanco.

Os elementos 1, 2, 5, 6 e 7 apresentam inércia de area em relacdo ao eixo z
equivalente a um perfil I com altura com 50 cm e base 20 cm, espessura da alma em
3 cm e da mesa em 2 cm, resultando em um momento de inércia de areaiguala I, =
7,0441.10~* m*. Ja aos elementos 3 e 4, considerou-se uma segéo retangular com
50 cm de altura e 20 cm de base cuja inércia de &rea foi de I,, = 2,0833.1073 m*. A
inércia I,; foi associado um médulo de elasticidade longitudinal com o valor E =

200 GPa, enquanto a inércia I,, 0 médulo de elasticidade longitudinal E = 25 GPa.
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Figura 39 — Representagédo do esquema estatico da viga do exemplo 2 — Caso 3.
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Fonte — Propria.

A partir da resolucéao da estrutura, obteve-se os valores para as reacgdes de
apoio segundo a rotina implementada no trabalho e conforme o software Ftool,
expressas na Tabela 24.

Tabela 24 — Reagdes de apoio para o exemplo 2 — Caso 3.

Reacoes

Solucao Nome do Apoio M (KN.m) F, (KN) Fn (KN)
A 311,464953 230,549347 0,000000

C -0,000023 164,031586 -

Programa E 0000025  484,052521 :

G -0,000111 153,366486 -
A 311,465188 230,549446 0,000000

Fiool C 0,000000 164,031154 -

E 0,000000 484,053003 -

G 0,000000 153,366397 -

Fonte — Propria.

Os resultados de esforgos pelos dois processos, podem ser observados nas
Figuras 40 e 41 quanto ao Ftool e a rotina, respectivamente. Novamente, os dados
obtidos com a rotina foram locais e, através da obtencao das funcdes dos esforgos ao
longo dos elementos utilizando-se das Equacdes (85) e com auxilio do software
Microsoft® Office Excel, plotou-se os diagramas de esforcos.

Considerando-se a precisdo na ordem de 1072, os resultados de esforgos
apresentaram-se comparaveis aos valores obtidos com o Ftool, validando-se a

aplicacao da rotina. Em termos percentuais, houve a maior variacdo quanto ao valor
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de cortante de 212,929823 KN, comparado ao apresentado pelo Ftool em 212,930377
KN, apresentando um desvio absoluto de 0,0000554 KN ou 0,00026%.

Quanto as reacoes de apoio, observa-se também consisténcia nos resultados
da rotina, com desvios em torno da solu¢ao dada pelo Ftoll percentualmente baixos.

Figura 40 — Diagrama de esforcos de momento fletor (superior) e de cortante (inferior) segundo a
resolugéo do software Ftool, em [KN.m] e [KN], respectivamente.
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Fonte - Ftool.

Quanto ao tragado dos diagramas, observa-se consisténcia ao grau polinomial
exigido as funcdes de esforcos tendo em vista a distribuicées de carga. Assim devido
a presenca da carga distribuida trapezoidal nos elementos 3 e 4, pelas equagdes (22),
(86) e (87), chegou-se a funcao polinomial de grau 3, como se observa nas Figuras
40 e 41.

Nota-se novamente que a utilizagdo de uma funcao aproximadora polinomial

de grau 3 junto ao método de Rayleigh-Ritz, oferece resultados nodais precisos que,
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utilizados junto aos principios fundamentais da mecéanica dos sélidos, facilitam a
determinacdo dos esforcos no continuo entre tais nos.

A utilizacdo de diferentes materiais e geometria das secdes neste exemplo
ilustram a possibilidade de aplicacao da rotina em situacdes diferentes de projeto,
ampliando seu campo de validagéo.

Por fim, verifica-se a possibilidade de utilizagdo da rotina para vigas conforme

as configuragdes descritas neste exemplo.

Figura 41 — Diagrama de esforcos de momento fletor (superior) e de cortante (inferior) segundo a
resolugéo pela rotina implementada, em [KN.m] e [KN], respectivamente.
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5 CONCLUSAO E SUGESTOES

Destacam-se neste topico as consideragdes finais relativas ao estudo realizado
neste trabalho. Nesse sentido, especificou-se as conclusdes da andlise dos resultados
alcancados frente aos objetivos estipulados, como também a definicdo de propostas
a trabalhos futuros.

5.1 Conclusoes

O objetivo deste trabalho fundamentou-se na apresentacao de uma formulacéo
numérica com base no Método dos Elementos Finitos para a andlise elastica e linear
de vigas segundo a teoria de Euler-Bernoulli, implementando-se também uma rotina
computacional capaz de estabelecer resultados de esfor¢cos e deslocamentos de vigas
conforme o carregamento externo e vinculagdes associados.

Utilizando-se de uma fungao polinomial de grau 3 como solucéao para o0 campo
de deslocamentos nodais de uma viga segundo a teoria numérica de Rayleigh-Ritz e
aplicando-se o0 conceito da minima energia potencial total com base no célculo
variacional, foi possivel chegar a formulacdo numérica apresentada e conforme o
MEF, dividiu-se o continuo em subdominios finitos de forma que foram quantizados
os resultados de deslocamentos nodais.

A construcao da rotina computacional baseou-se na formulacdo matricial do
método numérico apresentado, havendo sub-rotinas de montagem das matrizes de
rigidez locais e globais, como também dos vetores de cargas nodais equivalentes
locais e globais. Com a resolucao do sistema global pelo método de Gauss-Jordan,
encontrou-se os deslocamentos nos ndés dos elementos e posteriormente os
respectivos esforcos associados. Assim, chegou-se a concretizagdo quanto ao
objetivo de elaboracdo de uma rotina computacional livre de codigo aberto em
contribuicdo a comunidade académica e cientifica.

De modo a avaliar a formulacao e a rotina implementada, foram estabelecidos
3 casos de aplicagdo, sendo realizados um total de 10 exemplos numéricos com
diferentes tipos de vigas continuas, comparando-se (definido como objetivo do
trabalho) a resultados obtidos com outras literaturas e softwares de analise de vigas.

Em termos gerais, os resultados de esforgos e deslocamentos nodais

apresentaram-se equiparaveis as solu¢des analiticas, tanto em vigas isostaticas
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quanto hiperestaticas, validando-se também em relagdo aos diferentes materiais,
inércias, carregamentos e vaos.

Antes de tudo, a andlise por meio de valores nodais esta presa a resultados em
pontos singulares a estrutura como é o caso de apoios ou cargas concentradas. Caso
seja necessario a obtencgao de resultados intermedidrios aos nds, torna-se necessario
um maior refinamento da matriz de elementos incluindo pontos nodais também nestas
localidades. Portanto, tem-se resultados apresentados de forma discreta e nao
continua em um dominio ou subdominio.

A sub-rotina de calculo de esforgos aqui baseada na proposta apresentada em
Assan (2003), bem como na rotina independente de calculo de reac¢des de apoio
baseada no principio da rigidez, foram utilizadas no programa principal e confrontadas
a formulacao definida por Castro (2009), que consistia em uma forma mais antiga e
simples de célculo de esforgos pelo MEF com base na utilizacdo diretamente das
fungdes obtidas com as derivadas da equacao polinomial aproximadora ao campo de
deslocamentos. Ambas solugcdes ofereceram resultados discretos de esforgos,
reacoes de apoio e deslocamentos, apresentando, entretanto, a proposta de Assan
(2003) maior acuracia nos resultados em meio a um menor refinamento da matriz de
elementos, ao passo que a solugdo apresentada por Castro (2009) houve
necessidade de uma maior quantidade de elementos.

Também, mesmo que utilizando-se de uma quantidade maior de elementos, a
proposta mais classica apresentou ainda uma convergéncia percentual nao tao
satisfatoria em relacdo com a andlise matricial pelo principio da rigidez dos elementos
que é a proposta definida em Assan (2003), com resultados praticamente precisos
segundo a quantidade minima de elementos. Outro fator a considerar fora os erros
numeéricos naturais ao processo computacional que em situacoes de calculo por meio
de fungdes com sequéncias de operagcbes matematicas tende-se a uma propagacao
maior de erros, como € o caso da utilizacao das fun¢des representativas dos esforcos
e deslocamentos.

De outra forma, a partir dos valores nodais obtidos com uma malha de
elementos para os exemplos apresentados nos casos 2 e 3, verificou-se que se torna
possivel a construgéo grafica de diagramas e linhas elasticas de vigas hiperestaticas
através das equacodes fundamentais da mecanica dos sélidos.

Distintamente, refinando-se a matriz de elementos de uma viga isostatica ou

hiperestatica a fim de diminuir o tamanho dos elementos e estabelecendo uma linha
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de interpolacao linear (tendéncia) ou unido com semirretas aos resultados nodais,
pode-se chegar aos diagramas de esforgcos proximos aos analiticos como também a
linha elastica aproximada da viga. Ressalta-se a nao utilizacao de técnicas a posteriori

de tratamento dos resultados e que mesmo assim houveram resultados consistentes.

Em resumo, destacam-se as seguintes consideracgdes:

e Cumpriu-se ao objetivo da formulagéo de uma rotina capaz de calcular esforgos
e deslocamentos de vigas continuas de Euler-Bernoulli;

e Fora obtido uma rotina de cddigo livre em contribuicdo académica;

e Os resultados obtidos com aplicagédo da rotina em 3 casos que reunem 10
exemplos numeéricos comparados aos resultados analiticos mostraram-se
acurados com vistas da utilizacdo de uma funcao polinomial de grau 3 como
aproximacao pelo método de Raylegh-Ritz aplicado ao MEF em vigas segundo

a teoria de Euler-Bernoulli;

e A obtencao de esforcos por meio da formulacao apresentada por Assan (2003)
e utilizada na rotina apresentou-se com convergéncia maior em comparacao a
proposta dada em Castro (2009), ressaltando-se a proximidade em uma

convergéncia monotdnica;

e Verificou-se a obtengéo de resultados precisos nos nés dos elementos sem, no
entanto, a determinagdo da curva dos esforcos no subdominio entre nés,
necessitando do maior refinamento da matriz de elementos para obtencao dos
esforgos e deslocamentos nestes intervalos. A partir de acurados resultados
nodais, verificou-se a facil obtencao de esfor¢os ao longo do elemento por meio
de métodos analiticos;
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5.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Como proposta para trabalhos futuros, foi possivel inferir:

A extensao desta formulacéo utilizando-se rétulas como representantes de

pontos com momento fletor nulo ou vigas Gerber;

Inclusbes de deformacdes impostas e esforgcos devido a variacdo de
temperatura, bom como a analise em estruturas com inércia variando em

misulas;

Anadlise mais detalhada em relagdo aos tipos de materiais, explorando suas
propriedades particulares e normatizacoes especificas de dimensionamento;

Uma proposta de construcao da interface grafica que represente os valores de
esforgos e deslocamentos ao longo da viga.

A implementagdo de mais um grau de liberdade por né do elemento finito no
sentido axial (translagcéo horizontal) e a possibilidade de inclinagao do elemento
em relacao a horizontal, passivel de ser aplicado em porticos planos;

Andlise de plastificacdo de secdes baseadas também em uma analise ndo

linear.
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ANEXO A- Cddigo fonte comentado do programa implementado no trabalho

/

',******************************** Programa de analise de vigas****************************

/

/

!Observacoes:

Codigo em FORTRAN 95
Observar recuo de 6 caracteres para escrita do cddigo, com excegdo dos numeros
identificadores a esquerda

/

/

/

/

'I

/

/

! nom1 =
! nom2 =
! NomViga =
! Nele =
! Npn =
! Nmat =
! Nnvinc =
! Nec =
! Nnc =
!z

I TipMI =
I'E =
! TipME =
! QtdMli =
! QEdMAT =
I =
! Plele(i) =
! PFele(i) =
! vincy(i)

! vincz(i)

! PosiCC

! NtEq

! No =
! NElec =
! Floc =
! =
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/

wi,wza
W3, W4
aux2,aux3
aux4,aux7 =
aux8,aux9
aux10
auxii

Nome do arquivo de entrada;

Nome do arquivo de saida;

Nome da viga em estudo;
Numero de elementos;

Numero de pontos nodais;

Numero de materiais;

Numero de nos vinculados;

Numero de elementos carregados;

Numero de nos carregados;

Valor do momento de inercia do tipo TipMI;
Tipo do momento de inercia;

Valor do modulo de elaticidade do tipo TipME;
Tipo do modulo de elaticidade;

Quantidade de tipos de momento de inercia (TipMl);
Quantidade de tipos de materiais (TipME);
Comprimento do elemento;

Ponto inicial do do elemento i;

Ponto final do do elemento i;

Vinculacao em y do no i;

Vinculacao em z do no i;

Posicao da equacao para condicao de contorno;
Numero total de equacoes a serem anuladas;
Numero do no vinculado;
Numero do elemento carregado;

Vetor de forcas nodais externas;

Valor a esquerda do carregamento distribuido;
Valor a direita do carregamento distribuido;
Matriz de rigidez do elemento;

Vetor de cargas nodais equivalentes do elemento;
Coordenada do elemento i;

Matriz de rigidez global;

Vetor de cargas nodais equivalentes global;
Vetor de esforcos nodais;

Vetor de reacoes de apoio nodais;

Vetor de parametros nodais;

Variaveis auxiliares;

Variaveis auxiliares;

Variaveis auxiliares;

Variaveis auxiliares;

Variaveis auxiliares;

Variavel auxiliar;

Variavel auxiliar;

Especificacao de variaveis ===== =
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! aux12 = Variavel auxiliar;
! aux13 = Variavel auxiliar;
! aux14 = Variavel auxiliar;
! aux15 = Variavel auxiliar;
! aux16 = Variavel auxiliar;
! aux17 = Variavel auxiliar;
I'T =  Contador;

Module variaveis

Implicit none
Integer :: ki, j, p, m, Nele, Npn, Nnvinc, Nec,Nnc

Integer :: QtdMI, QtdMAT, TipME(60), TipMI(60), PosiCC(60)

Integer :: Plele(60), PFele(60), vincy(60), vincz(60), T(400)

Integer :: NtEq,No(61),NElec(60)

Integer :: aux2(4), aux3, aux4, aux7(4), aux8, aux9, aux10, aux14, aux15
Real(8) : E(60), 1z(60), Floc(60), q1(60), q2(60), Kele(4,4), 1(60), Esf(122)
Real(8) :: x(60), Rele(4), Rglob(120), Kglob(120,120), v(120), Rea(122)

Real(8) : W1, W2, W3, W4, aux11, aux12(120), aux13(120), aux16(4), aux17
Character20 :: nom1, nom2, NomViga
End module

e ——— S e

e ——— o e

Program vigas
/

Chamada das Subrotinas = —

!
]
/
/
Use variaveis
/
/
_,I
/
/

/
Call AbrirArquivo
Call LerArquivo

Call EscrArquiSaida
Call MatrizRG

Call VetCEQglob
Call CondiContorno
Call SoluSistema
Call Reapoio

Call Esforcos

Call ImpressEsforcos
Call FechaArquivos

Stop

End program vigas
/



01

02

03

04

05

131

!
!

/
/
Subroutine AbrirArquivo

Use variaveis

nom1 E feita a leitura do nome do arquivo de entrada
nom?2 E feita a leitura do nome do arquivo de saida
NomViga [E feita a leitura do nome da viga
Format(/,5x,50('#'),/,14x,'Programa de an lise de vigas:',/,5x,50('#"))

ITem-se aqui a definicao do nome do arquivo com dados iniciais
Format(//,10x,'Defina o nome do arquivo de entrada:')

IAqui se define o nome do arquivo com os dados de saida
Format(a20)
Format(//,10x,'Defina o nome do arquivo de saida:')

Format(//,10x,'Defina 0 nome da viga:')
IAbertura dos arquivos de texto
open(7.file=snom1//'.txt")

open(8.file=nom2//".txt")

Return
End subroutine

ILeitura dos dados iniciais
Subroutine LerArquivo

Use variaveis

Read(7,*)
Read(7,*)
Read(7,*) Nele, Npn, QtdMAT, QtdMI, Nnvinc

IDefinicoes geometricas e de materiais dos elementos
Read(7,*)
Read(7,*)(k,Plele(k),PFele(k), TipME(k), TipMI(k),i=1,Nele)

IDefinicoes do material de cada elemento
Read(7,*)
Read(7,*)(p,E(p),p=1,QtdMAT)

IDefinicoes da secao de cada elemento
Read(7,*)
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Read(7,%)(i, 1z(i), i=1,QtdMI)

IAnulando os vetores vincy(i), vincz(i) e Floc(i).
Do 06 i=1,Npn
vinecy(i)=0
vincz(i)=0
Floc(i)=0
06 Continue

ILeitura das coordenadas dos nos
Read(7,*)
Read(7,%)(i,x(i), k=1,Npn)

ILeitura das vinculatéaes dos nos
Read(7,)
Read(7,")(No(k),vincy(No(k)),vincz(No(k)), k=1,Nnvinc)

IAnulando os vetores q1(i) e q2(i)
Do 09 i=1,Nele
q1(i)=0
g2(i)=0
09 Continue

ILeitura do carregamento

Read(7,)

Read(7,”) Nec, Nnc

ICarregamento dos nos

If(Nnc.ne.0) then

Read(7,)
Read(7,*)(i,Floc(2*i-1),Floc(2*i),k=1,Nnc)
Endif

ICarregamento dos elementos
If(Nec.ne.0) then

Read(7,")
Read(7,*)(NElec(k),q1(NElec(k)),q2(NElec(k)),k=1,Nec)
Endif

Return

End subroutine
/
/

/

/
Subroutine EscrArquiSaida

Use variaveis
lImpressao em tela dos dados iniciais

IDados da viga
Write(*,10)
Write(*,11)NomViga,Nele,Npn,Nnvinc

ISobre o material

Write(*,12) QtdMAT
Write(*,13)(TipME(i),E(i),i=1,QtdMAT)
Write(*,14)
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ISobre a inercia

Write(*,15) QtdMI
Write(*,16)(TipMI(i),lz(i),i=1,QtdMI)
Write(*,19)

ISobre 0s nos

Write(*,17)
Write(*,18)(i,x(i),vincy(i),vincz(i),Floc(2*i-1),Floc(2*i),i=1,Npn)
Write(*,19)

ISobre 0s nos

Write(*,20)
Write(*,21)(i,Plele(i),PFele(i),lz(TipME(i)),E(TiPME(i)),q1(NElec(i)),q2(NElec(i)),i=1,Nele)
Write(*,19)

IPausa para leitura em tela
Pause"Para continuar aperte 'go™

IImpressao dos dados iniciais no arquivo de saida

Write(8,10)
Write(8,11)NomViga,Nele,Npn,Nnvinc

Write(8,12) QtdMAT
Write(8,13)(TipME(i),E(i),i=1,QtdMAT)
Write(8,14)

Write(8,15) QtdMI

Write(8,16)(TipMI(i),lz(i),i=1,QtdMI)

Write(8,19)

Write(8,17)

Write(8,18)(i,x(i),vincy(i),vincz(i),Floc(2*i-1),Floc(2*i),i=1,Npn)

Write(8,19)

Write(8,20)
Write(8,21)(i,Plele(i),PFele(i),lz(TipME(i)),E(TiPME(i)),q1(NElec(i)),g2(NElec(i)),i=1,Nele)
Write(8,19)

i=0
IFormatos utilizados

Format(/,10x,'Verifiqgue os dados da viga:')

Format(//,5x,50("*"),//,10x,'Nome da Viga =',1x,a10,//,10x'Numero de elementos =',10x,i2,/,&
10x,'Numero de pontos nodais =',6x,i2,/,10x,'Numero de nos vinculados =',5x,i2,//,5x,50(""))

Format(/,10x,'A quantidade de materiais da viga €',2x,i2,//,10x,'Tipo de material',10x,&
'Valor do ME(E))

Format(/,15x,i2,20x,f16.3)
Format(/,5x,50("*"))

Format(/,10x,'A quantidade de inercias da viga e =',1x,i2,//,10x,'Tipo de inercia',10x,'Valor&
do Mi(lz)")
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16

17

18
19

20

21

22

24
23

27
26
25

Format(/,15x,i2,20x,10.8)

Format(/,30x,'Caracteristicas dos nos',//,4x,'No',4x,'Coord. do no',4x,'Restricao y',4x,&
'Restricao z',4x,'Carga(KN)',4x,'Momento(KN.m)")

Format(/,4x,i2,6x,{7.3,11x,i2,11x,i2,9x,f10.3,5x,f10.3)
Format(/,5x,80(™"))

Format(/,27x,'Caracteristicas dos elementos',//,21x,'Nos',47x,'Carregamento’,//,2x,&
'Elemento’,5x,'Inicial',3x,'Final',7x,'Inercia’,8x,'Mod.Elast.", 7x,'Inicial',3x,'Final")

Format(/,4x,i2,11x,i2,6x,i2,7x,f10.6,3x,f16.1,4x,{8.1,1x,f8.1)

Return

End subroutine
/
/

I
/
Subroutine MatrizRG

Use variaveis

IDefinindo o tamanho dos elementos
Do 22 j=1,Nele

I())=x(PFele(j))-x(Plele(j))
Continue

IAnulando os valores da matriz de rigidez global
Do 23 j=1,2*Npn
Do 24 k=1,2*Npn
Kglob(j,k)=0
Continue
Continue

IMontagem da matriz de rigidez global
Do 25 i=1,Nele
Call MatrizRE
aux2(2)=2*Plele(i)
aux2(4)=2*PFele(i)
aux2(1)=aux2(2)-1
aux2(3)=aux2(4)-1
Do 26 j=1,4
aux3=aux2(j)
Do 27 k=1,4
aux4=aux2(k)
Kglob(aux3,aux4)=Kglob(aux3,aux4)+Kele(j,k)
Continue
Continue
Continue
Return
End subroutine
/
/

I= equivalentes global ======== =======
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/
!
Subroutine VetCEQglob

Use variaveis

IDefinindo o tamanho dos elementos
Do 28 i=1,Nele

I(i)=x(PFele(i))-x(Plele(i))
Continue

IAnulando os valores do vetor de cargas nodais equivalentes global
Do 29 i=1,2*"Npn

Rglob(i)=0
Continue

IMontagem do vetor de cargas nodais equivalentes com cargas nos el
lementos
If (Nec.ne.0) then
Do 30 i=1,Nec
Call VetCEQele
aux7(2)=2*Plele(i)
aux7(4)=2*PFele(i)
aux7(1)=aux7(2)-1
aux7(3)=aux7(4)-1
Do 31j=1,4
aux8=aux7(j)
Rglob(aux8)=Rglob(aux8)+Rele(j)
Continue
Continue
End if

IMontagem do vetor de cargas nodais equivalentes com cargas nos
Inos dos elementos
Do 32 i=1,2*Npn
Rglob(i)=Rglob(i)+Floc(i)
Continue

Return
End subroutine

|=============== Subrotina CondiContorno - estabelece as ===============
/ condicoes de contorno =

Subroutine CondiContorno
Use variaveis

lldentificando as posicoes de linha e coluna a serem anuladas
ITambem quantificacao das equacoes a serem anuladas

j=0

Do 33 i=1,Nnvinc

If (vincy(No(i)).eq.0) go to 34

j=j+1

PosiCC(j)=2*No(i)-1

If (vincz(No(i)).eq.0) go to 33
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j=j+1
PosiCC(j)=2*No(i)
33 Continue
NtEq=j

IEstabelecendo as condicos de contorno no vetor de cargas globais
le na matriz de rigidez global
Do 35 i=1,NtEq
aux9=PosiCC(i)
Do 36 k=1,2*"Npn
Kglob(aux9,k)=0
Kglob(k,aux9)=0

36 Continue
Rglob(aux9)=0
Kglob(aux9,aux9)=1

35 Continue

Return

End subroutine
/
/

I
/
Subroutine SoluSistema

Use variaveis

IResolucao de sistema lineares pelo m,todo de Gauss-Jordan por
Ipivoteamento parcial

Do 37 k=1,2*"Npn-1
Do 38 i=k,2*Npn-1
aux10=i+1
aux11=Kglob(aux10,k)/Kglob(k,k)
Do 39 j=1,2*Npn
Kglob(aux10,j)=Kglob(aux10,j)-aux11*Kglob(k,j)

39 Continue
Rglob(aux10)=Rglob(aux10)-aux11*Rglob(k)
38 Continue

37 Continue

v(2*Npn)=Rglob(2*Npn)/Kglob(2*Npn,2*Npn)
Do 40 i=(2*Npn)-1,1,-1
v(i)=Rglob(i)
Do 41 k=i+1,2*Npn
v(i)=v(i)-Kglob(i,k)*v(k)
41 Continue
v(i)=v(i)/Kglob(i,i)
40 Continue

Return

End subroutine
/
|

}
/
Subroutine Reapoio




42

44

43

45

47

48

Use variaveis

Imontagem novamente das matrizes globais
Call MatrizRG
Call VetCEQglob

ICalulo das reatées de apoio com as matrizes sem condicao de

Icontorno

Do 42 i=1,2*Npn

aux12(i)=0

Continue

Do 43 i=1,2*Npn
Do 44 j=1,2*Npn
aux12(j+1)=aux12(j)+Kglob(i,j)*v(j)
Continue
aux13(i)=aux12(1+2*Npn)

Continue

Do 45 i=1,2*Npn
Rea(i)=aux13(i)-Rglob(i)
Continue

Return

End subroutine
/

!/

!/

/
Subroutine Esforcos

Use variaveis

aux14=1
Do 46 i=1,Nele
aux15=i-1

Do 47 j=1,4
Rele(j)=0
Continue

ICalulo das matrizes dos elementos
Call MatrizRE

If ((NElec(aux14)).eq.i) Then
Call VetCEQele
aux14=aux14+1

Endif

Do 48 j=1,4
aux16(j)=0
Continue

ICalculo dos esforcos
aux17=0
Do 49 k=1,4

Do 50 p=1,4
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aux17=aux17+Kele(k,p)*v(p+2*aux15)

50 Continue
aux16(k)=aux17
aux17=0
49 Continue
Do 51 J=1,4
Esf(j+4*aux15)=aux16(j)-Rele())
51 Continue
Do 52 J=2,3
Esf(j+4*aux15)=-Esf(j+4*aux15)
52 Continue
46 Continue
Return

End subroutine
/
/

_/
/
Subroutine ImpressEsforcos

Use variaveis

/Impressao dos deslocamentos
Write(8,61)
Do 53 i=2,2*Npn,2
Write(8,62)i/2,v(i-1),v(i)
53 Continue

lImpressao da reacoes de apoio
Write(8,63)
Do 54 i=1,2*Npn
T(i)=0
54 Continue
T(1)=1
Do 55 i=3,2*Npn,2
T(i)=T(i-2)+1
55 Continue
Do 56 j=1,2*Npn,2
Write(8,64) T(j),Rea(J),Rea(j+1)
56 Continue

lImpressao dos esforcos
Write(8,65)
Do 57 I=1,2*Npn
T(1)=0
57 Continue
T(1)=1
Do 58 I=5,4*Nele-3,4
T()=T(I-4)+1
58 Continue
Do 59 j=1,4*Nele-3,4
Write(8,66) T(j),Esf(J),Esf(J+2),Esf(J+1),Esf(J+3)
59 Continue
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IFormatos utilizados

Format(/,35x,"Resultados da analise",//,5x,80("*"),/,30X,'Resultados - Deslocamentos dos&
nos',/5x,80("™"),//,10X,'N0o',20X,'Vertical',20X,'Rotacac’,/)
Format(10X,i2,12X,f16.12,11X,{16.12)

Format(//,5x,80(""),/,30X,'Resultados - Reacoes de Apoio',/,5x,80(™"),//,25X,'No',2X,'Reacao &
Cortante',5X,'Reacao Momento',/)

Format(20X,i2,6X,{12.7,6X,{12.7)

Format(//,5x,80("™"),/,35X,'Resultados - Esforcos',/,5x,80(""),//,5X,' Elem.",2X,'Esfor. Cort.&
Esquerda’,5X,'Esfor. Cort. Direita’,6X,'Momento Esquerda’,5X,'Momento Direita’/)
Format(7X,i2,6X,f12.7,13X,{12.7,12X,f12.7,10X,f12.7)

Return

End subroutine
/
/

!
/
Subroutine MatrizRE

Use variaveis

W1=12*E(TipME(i))*Iz(TipMI(i))/(1(i)**3)
W2=6*E(TipME(i))*Iz(TipMI(i))/(I(i)**2)
W3=4*E(TipME(i))*Iz(TipMI(i))/I(i
W4=2*E(TipME(i))*Iz(TipMI(i))/I(i)
Do 67 j=1,4

Do 68 k=1,4

Kele(j,k)=0

Continue

Continue

Return
End subroutine

I= === equivalentes do elemento =
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Subroutine VetCEQele

Use variaveis

Rele(1)=I(NElec(i))*(0.35*q1(NElec(i))+0.15*q2(NElec(i)))
Rele(2)=(q1(NElec(i))*(I(NElec(i))**2)/20)+(q2(NElec(i))*(I(NElec(i))**2)/30)
Rele(3)=I(NElec(i))*(0.15*q1(NElec(i))+0.35*q2(NElec(i)))
Rele(4)=(-q1(NElec(i))*(I(NElec(i))**2)/30)-(q2(NElec(i))*(I(NElec(i))**2)/20)

Return

End subroutine
/
|

/

/
Subroutine FechaArquivos

Close(7)
Close(8)

Return
End subroutine
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ANEXO B - Cdédigo fonte comentado das sub-rotinas de calculo de esforgos

Este cddigo aqui apresentado refere-se a formulacdo de calculo segundo a
proposta de obtencao de esforcos apresentada por Castro (2009) e neste trabalho
especificada.

Ressalta-se que este trecho do cédigo quando utilizado € parte do programa
principal, diferente ao apresentado pela rotina contida no Anexo A que calcula os
esforgos por meio uma sub-rotina. Com excegéo a sub-rotina de calculo de reagdes
de apoio, a aplicacao da andlise com base em Castro (2009) consistiu na insercéo da
sub-rotina abaixo especificada no programa implementado.

Neste caso também se substituiu a variavel Esf pelas variaveis Mf1, Mf2 e Q,
representantes dos esforgcos de momento fletor no inicio e fim do elemento e do
cortante no inicio e fim do elemento, respectivamente, além do acréscimo das

variaveis A, B, C e D aucxiliares.

I====== Subrotina Esforcos - Calculo das esforcos dos elementos (Castro) ====

Do 100 i=1,Nele
Mf1(i)=0.
Mf2(i)=0.
Q(i)=0.
100 Continue
Do 101 I=1,Nele
j=2*Plele(i)
2*PFele(i)
E(TipME(i))
Iz(TipMI(i))
A= -D*C/I(i)/I(i)
B=A/I(')
Mf1(i)=A*(-6.*v(j- ) I()* (J +6.*v(k-
Mf2(i)=A*(6."v(j-
Q(i)=B*(12.*v(j-1
101 Continue

k=
D=
C=
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ANEXO C- Exemplos de arquivos de dados de entrada e saida comentados

Sao descritos agora os arquivos de entrada de dados e saida de resultados

obtidos com a analise do exemplo 2 — CASO 2, comentado.

e Arquivo de entrada

VIGA 2 CASO 2 (3 ELEMENTOS)
Num.Elem. Num.PN. Qtd.Mat. Qtd.MIl. Num Nos Vinc.
3 4 1 1 3
Elemento Ponto inicial Ponto final TP.ME. TP.MI.
1 1 2 1 1

2 2 3 1 1
3 3 4 1 1
Tipo.ME.  Mod. Elast.
1 20E5
Tipo. M.~ Mom. Inerc.
1 1.0E-4
No Coordenadas
1 0.0
2 6.0
3 12.0
4 14.0

No Vinculo y Vinculo z
1 1 1

2 1 0

3 1 0

Nec Nnc

2 1

Né Cargay Momento z

4 -4.0 0.0

Elemento Carga 1 Carga 2
1 -4.0 -4.0
2 -4.0 -4.0

A primeira linha configura a descricao da viga e a segunda o nome das variaveis
a serem introduzidas, n&o sendo computadas como informagdes a serem lidas pelo
programa. O mesmo ocorre com as linhas 4, 8, 10, 12, 17, 21, 23 e 25.

A terceira linha corresponde aos valores respectivos ao nimero de elementos,
namero de pontos nodais, quantidade de tipo de materiais, quantidade de tipos de
inércia e numero de nés vinculados.

As linhas 5, 6 e 7 referem-se aos numeros dos elementos, seus pontos iniciais
e finais e o tipo de material e inércia de cada elemento.
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A linha 9 corresponde ao tipo de material e seu respectivo valor de médulo de
elasticidade associado. De forma semelhante ocorre na linha 11, porém em referéncia
ao momento de inércia.

As linhas 13, 14, 15 e 16 referem-se ao niumero dos nés e suas respectivas
coordenadas em relagao a uma origem no inicio a esquerda da viga.

As linhas 18, 19 e 20 evidenciam os nos vinculados, associando o tipo de
vinculo a ele aplicado. Observa-se ao fato de apenas indicar os nés que sao
vinculados ou livres.

Na linha 22 estdo indicados 0os numeros de nos e elementos carregados.

Na linha 24 dispde-se acerca do carregamento de forga vertical e momento
fletor em um respectivo né. Novamente especificam-se apenas os nos carregados.

Por fim, nas linhas 26 e 27 especificam-se os carregamentos distribuidos sobre

o elemento, indicando o valor da carga no inicio e fim do elemento.

e Arquivo de saida

Verifiqgue os dados da viga:

Khhkhkhkhkkkhhhhhhhkhkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhkhhhhkhkhhkhhhhhkhhkhkhkhkhhkhk

Nome da Viga = viga 2

Numero de elementos = 3
Numero de pontos nodais = 4
Numero de nos vinculados = 3

Khhkhkhkhkkkhhhhhhhkhkhkhkhhhhhhhkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhhhhhhkhkhkhkhhkhk

A quantidade de materiais da vigae 1
Tipo de material Valor do ME(E)

1 2000000.000

* *kkkkkkk

A quantidade de inercias davigae 1
Tipo de inercia Valor do MI (1z)
1 0.00010000
khkkkkhkkkkhkkhkkkhkhkkhkkkhkhkkhhkhhkhkkhhkhkhkkhkhkhkhkhkkhhhhkhkhhhkhkhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhdhhhhhkhhhhkhhhhkhhhhhhdhkhhhhxk
Caracteristicas dos nos

No Coord.dono Restricaoy Restricaoz Carga(KN) Momento(KN.m)

1 0.000 1 1 0.000 0.000
2 6.000 1 0 0.000 0.000
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3 12.000 1 0 0.000 0.000
4 14.000 0 0 -4.000 0.000

Khkhkhkhkhkhkhkkkhkhhhhkhhhkhkhkhhhhkhhhkhkhkhkhhkhkhkhhhkhkhkhkhhkhkhhhhkkhkhhhkhhhhkhkhkhhhhkhhhkhkhhhhkhkhkhkkkkhhhkhkhkhkkkkhhkkkx

Caracteristicas dos elementos

Nos Carregamento

Elemento Inicial Final Inercia Mod.Elast. Inicial Final
1 1 2 0.000100 2000000.0 40 -4.0

2 2 3 0.000100 2000000.0 40 -4.0

3 3 4 0.000100 2000000.0 0.0 0.0

KK A A A A A AR A A A A A A A A AR A A A A A A A A AR kA A A A AR A Ak kA Ak Ak hhhkkhk ok hhhkhhkkhkhkhkhkhhkkhkkkkhkhkhkhkkhkkkkhhhkk

Resultados da analise

dhkkkkkkkkkkkkhkkhkkhkkkkhkhkkhkhkkhkhkhkkkhkhkkhkkhkkhkkhkkkhkhkhkkkkkkkx *kkkkkk * % * % *kkkkkkkkkk

Resultados - Deslocamentos dos nos

No Vertical Rotacao

1 0.000000000000 0.000000000000
2 0.000000000000 -0.008571428571
3 0.000000000000 0.034285714286
4 0.015238095238 -0.005714285714

Resultados - Reacoes de Apoio

KA A A A A AR A A A A A A A AR AR I A I A AR A Ak kA A Ak hhhhhkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhkhhhkhkhkhkhkhkhhhhkhkhhhkk

No Reacao Cortante Reacao Momento

1 11.7142857 11.4285714
2 25.1428571 -0.0000000
3 15.1428571 -0.0000000
4 0.0000000 -0.0000000

KA A A A A AR A A A A A A IR A A A I A A AR A A kA A Ak Ak hhhhhkhkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhkhhhhkhkhhkhhhhhhkhkhhhkk

Resultados - Esforcos

dkkhkkkkhkhkhhkhhhhhhhhhhhhhhhkhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhkhhkhhhhhhhhhhhhhhhhhhkhhhhhhhhhhhhk

Elem. Esfor. Cort. Esq. Esfor. Cort. Dir. Momento Esq. Momento Dir.
1 11.7142857 -12.2857143 -11.4285714 -13.1428571
2 12.8571429 -11.1428571 -13.1428571 -8.0000000

3 4.0000000 4.0000000 -8.0000000 -0.0000000
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Apéndice A1 — Resolucao de sistemas lineares pelo método de Gauss-Jordan

Muitos sdo os problemas do cotidiano das ciéncias exatas resolvidos pela
solucao de sistemas de equacdes lineares. De forma a auxiliar o entendimento acerca
da aplicacao do método de Gauss-Jordan para resoluc¢do do sistema global dado pela
Equacédo (79) que é fundamento deste trabalho, foi descrito neste apéndice
resumidamente acerca deste processo. (JUSTO et al, 2019).

Existem dois caminhos para solucdo numérica de sistemas lineares: métodos
diretos e métodos iterativos. Os métodos diretos apresentam solugdes a partir de um
namero finito de passos ou operagdes, enquanto os meétodos iterativos determinam
uma solugcdo com base numa sequéncia de aproximagdes para o valor do vetor
solucao conforme uma precisao pré-estabelecida. (BARROSO et al, 1987; QUEIROZ
et al, 2019).

Um sistema linear de ordem n pode ser descrito, conforme Justo et al (2019),

por:

all.xl +a12.x2 +a13.X3 +"'+a1n.xn

ayq . X1+ Ayy . X +Ay3 . X3+ -+ Ay, . X
21 1 22 2 :23 3 2n n (Alla)
anl .Xl + anz .Xz + an3 .X3 + + ann .xn
considerando com um mesmo numero n de equagdes e incognitas.
Representando-o matricialmente, chega-se a:
AX=B (Al.1b)
Ou:
a4 Q43 ... Qqn X1 b,
a a ea X b
L N T (Al.1c)

An1 Qpy - Qpp Xn b,
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Outra forma de representar este sistema consiste em construir a matriz
estendida ou completa que segundo Justo et al (2019) e Bitencourt (2010) pode ser

expressa por:

a1 A1z . Qin | by X1
a,, a a x

[Alp] = |7 il ] I (A1.2)
An1 Qnz - Qnn bn Xn

de forma que a matriz [A|b] é a representatividade das constantes do sistema e a
matriz X das solucdes.

Conforme Barroso et al (1987), constituem transformacdes elementares as
operacdes ou combinagdes com as equacdes de um sistema linear que visem trocar
o ordenamento de duas equacgdes do sistema, multiplicar uma equacao do sistema
por uma constante ndo nula e adicionar duas equacgdes ou a combinagao de linear de
uma equagao em outra.

Por definicdo, também conforme Barroso et al (1987), dois sistemas serao
equivalentes se um puder for obtido segundo a transformacdo elementar do outro.
Ambos sistemas, na condicdo de equivaléncia, deverdo apresentar as mesmas
solugdes ou ser incompativeis.

O método de Eliminacdo de Gauss enquadra-se aos métodos diretos,
consistindo na formacao de uma matriz triangular, resolvida de forma retroativa por
meio de transformacbes elementares na matriz completa [A|b] e na matriz X.
(QUEIROZ et al, 2019).

O processo de Gauss-Jordan dispbe também da formacdo de uma matriz
triangular por meio de transformacdes elementares, porém, utilizando-se de pivés de
eliminacdo até que se obtenha os valores da diagonal principal unitarios e a matriz se
torne triangular inferior. (BARROSO et al, 1987; BITENCOURT, 2010).

Assim, considerando o método de Gauss-Jordan, conforme Bitencourt (2010),

considerando-se o elemento a,; como pivo, define-se:

My, =— (A1.3)
a

em que M,, corresponde ao termo anulador da linha 2.



149

Realizando a transformacao elementar entre as linhas 1 e 2, tem-se para o0 novo

primeiro elemento da segunda linha:
Ahy = Ay — My .Myy = Gy — Gy = 0 (A1.4)

E quanto aos demais elementos da segunda linha, estes adquirem novos
valores segundo a mesma regra de combinagéo linear, formando os valores 0, a’,,,
..., @'5n,. O método indica a divisdo também da primeira linha pelo valor do elemento
a1, porém neste trabalho n&o se realizara tal operagcao de forma a modificar o método,
sem, no entanto, haver prejuizos nos resultados.

Assim, chega-se ao seguinte sistema equivalente:

a11 a12 aln bl x1
0 1 1 1 X

[l =| ;2T )bl e x= | (AL5)
0 ap, .. anlbl Xn

Utilizando-se como pivd agora o elemento a',,, chega-se ao proximo sistema

equivalente:
a1 A1z - QA | by X1
VT e Y B i (AL5)
0 0 . alllpr %n

E assim sucessivamente até que se obtenha uma matriz triangular quanto aos

termos da matriz A, de forma que o valor do ultimo elemento x,, da matriz X seja dado

por:
b(n_l)
_“n
Ty (A1.6)
nn
As demais solugdes correspondentes aos elementos da matriz X pode ser dado
por:
b(n_k) —_yn a(i) X
(n—k) 1=1"(n-k),(i)" "1
X(n_k) = 0) , k= O, wn—1 (A17)
a(n—k),(n—k)

sendo n a ordem do sistema.
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No trabalho em andlise o sistema considerado pela Equacao (79) € comparavel
ao sistema dado pela Equacao (A1.1b), de forma que as matrizes correspondem por:

A=K, X=V e R=B (A1.8)



