L 11
MW INSTITUTO FEDERAL
BN Goias

W Campus Valparaiso

Instituto federal de Educacgao, Ciéncia e Tecnologia de Goias
Campus Valparaiso

Licenciatura em Matematica

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

QUAIS SAO 0OS GRUPOS SIMPLES DE ORDEM MENOR QUE 60?

ISABELLA MACIEL TORRES

VALPARAISO DE GOIAS
2019



ISABELLA MACIEL TORRES

QUAIS SAO 0S GRUPOS SIMPLES DE ORDEM MENOR QUE 60?

Trabalho de Conclusao de Curso apresen-
tado ao Curso de Licenciatura em Ma-
tematica do Instituto Federal de Goias -
IFG - Campus Valparaiso, como requisito
parcial para obtencao do titulo de Licen-

ciada em Matematica.

Orientadora:Lucimeire Alves de Carvalho

Co-orientador: Bruno de Paula Miranda

VALPARAISO DE GOIAS
2019



ISABELLA MACIEL TORRES

COMO CLASSIFICAR GRUPOS DE ORDEM MENOR QUE 607

Trabalho de Conclusao de Curso apre-
sentado ao Curso de Licenciatura em
Matematica do Instituto Federal de
Goias - IFG - Campus Goiania, como
requisito parcial para obtencao do

titulo de Licenciado em Matemaética.

Aprovada em 16 de dezembro de 2019.

BANCA EXAMINADORA

Prof* Dr® Lucimeire Alves de Carvalho

IFG - Campus Valparaiso

Prof. Dr. Bruno de Paula Miranda
IFG - Campus Valparaiso

Prof. Dr. Josimar da Silva Rocha

VALPARAISO DE GOIAS
2019



Ficha catalografica elaborada pelo bibliotecario Helio Lino Delfino (CRB-1/3031),
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

T693q

Torres, Isabella Maciel
Quais sdo os grupos simples de ordem menor que 60? /
Isabella Maciel Torres. -- Valparaiso, 2019.
40 f.

Orientadora: Lucimeire Alves de Carvalho.
Coorientador: Bruno de Paula Miranda.

TCC (Graduacdo - Licenciatura em Matematica) -
- Instituto de Federal de Educacgdo, Campus
Valparaiso de Goias 2019.

1. Algebra moderna. 2. Teoria de grupos -
matemdtica. 3. Teoremas de Sylow - matematica. I.
Carvalho, Lucimeire Alves de. II. Miranda, Bruno de
Paula. III. Titulo.

CDD 512.




MINISTERIO DA EDUCACAO
-] SECRETARIA DE EDUCACAO PROFISSIONALE TECNOLOGICA
e INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
EEE INSTITUTO FEDERAL PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO
EE Goias SISTEMA INTEGRADO DE BIBLIOTECAS

TERMO DE AUTORIZACAO PARA DISPONIBILIZACAO
NO REPOSITORIO DIGITAL DO IFG - ReDi IFG

Com base no disposto na Lei Federal n° 9.610/98, AUTORIZO o Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia de Goias, a disponibilizar gratuitamente o documento no Repositorio
Digital (ReDi IFG), sem ressarcimento de direitos autorais, conforme permissao assinada
abaixo, em formato digital para fins de leitura, download e impressao, a titulo de divulgacao
da producdo técnico-cientifica no IFG.

Identificacdo da Producdo Técnico-Cientifica
[ ] Tese [ ] Artigo Cientifico
[ ] Dissertacao [ ] Capitulo de Livro
[ ] Monografia - Especializag&o [ ] Livro
<] TCC - Graduagao [ ] Trabalho Apresentado em Evento
[ ] Produto Técnico e Educacional - Tipo:
P 4 NN VY N
Nome Completo do Autor: \[\L\\;iﬂ};p | | AL -;,K 22V

Matricula: 0|6 11S Q04 1o A
Titul T T , SR | B o e \V 722000
ulo do Trabalho Quous Moo O 6O h‘:‘.”r(/\ SUTWPA ¢ LV-UJJW 11 i

AT

Autorizacdo - Marque uma das opgoes *‘(‘-; O L
1. (X Autorizo disponibilizar meu trabalho no Repositério Digital do IFG (acesso aberto);

2. ( ) Autorizo disponibilizar meu trabalho no Repositério Digital do IFG somente apos

adata__ / / (Embargo);
3. ( ) Nao autorizo disponibilizar meu trabalho no Repositério Digital do IFG (acesso

restrito).
Ao indicar a opcdo 2 ou 3, marque a justificativa:

( ) O documento esta sujeito a registro de patente.
( ) O documento pode Vir a ser publicado como livro, capitulo de livro ou artigo.
( ) Outra justificativa:

DECLARACAO DE DISTRIBUICAO NAO-EXCLUSIVA

O/A referido/a autor/a declara que:

i o documento € seu trabalho original, detém os direitos autorais da producdo técnico-
cientifica e n3o infringe os direitos de qualquer outra pessoa ou entidade;

ii. obteve autorizagdo de quaisquer materiais inclusos no documento do qual ndo detem
os direitos de autor/a, para conceder ao Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e
Tecnologia de Goias 0s direitos requeridos e que este material cujos direitos autorais
s3o0 de terceiros, estdo claramente identificados e reconhecidos no texto ou conteudo
do documento entregue;

ii. cumpriu quaisquer obrigagdes exigidas por contrato ou acordo, caso o documento
entregue seja baseado em trabalho financiado ou apoiado por outra instituicdo que
nio o Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia de Goias.

al e de Go on . 2®,0\,d0)0
dlfocal ; lData’

Assinatura do Autor e/ou Detentor dos Direitos Autorais




!

i
"u”* rv'/"l

Cur'so de Lwencmtm‘a em




Dedicatoria

Dedico essa conquista ao meu filho Henry, que mudou a minha perspectiva sobre a
minha vida profissional e que certamente foi o acontecimento mais marcante da minha

vida.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus pela oportunidade de estar tao proxima da realizacao
de um sonho. Aos meus pais Jozimaura Souza Maciel e Pedro Araujo Torres por todo
carinho e dedicacao prestados. A toda minha familia, de maneira especial Isadora, por
todo apoio. Agradeco também ao meu esposo Tilio, que sempre me incentivou a nao
desistir.

Agradego aos meus orientadores Lucimeire e Bruno por tamanho conhecimento trans-
mitido e por toda atencao e motivacao. Agradego aos meus colegas por toda experiéncia
compartilhada, de forma especial, agradeco a Ana Caroline que me ajudou durante todo
esse percurso, provavelmente eu nao estaria aqui neste momento sem seu apoio e lembre-
tes.

Finalmente agradeco a todos os professores aos quais tive a honra de conhecer e con-

viver, levarei comigo lembrancas, aprendizados e conselhos.



Resumo

Neste trabalho serao estudados conceitos importantes dentro da algebra moderna, espe-
cificamente da teoria de grupos, que possibilitem construir uma base de conhecimentos
prévios para que se alcance o objetivo do trabalho: Encontrar os grupos simples de ordem
menor que 60. Um grupo G ¢é dito simples se seus tinicos subgrupos normais sao os trivi-
ais, isto é, o grupo trivial formado pelo elemento neutro e o préprio G. Com base nesta

definicao e a ajuda dos Teoremas de Sylow iremos obter a classificacao desejada.

Palavras-chave: Grupo. Subgrupo. Subgrupo Normal. Grupo Simples. p-grupos. Teore-

mas de Sylow.
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Abstract

In this work we will study important concepts of modern Algebra, specifically Group
Theory, in order to construct the necessary knowledge to realize the objective of this
work: finding the simple groups of order less than 60. A group G is called simple if its
only normal subgroups are the trivial ones, that is, the identity subgroup and the whole
group G. We will obtain our classification starting from this definition with the help of

Sylow’s theorems.

Keywords: Group. Subgroup. Normal subgroup. Simple group. p-groups. Sylow’s

Theorems.
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Notacoes

Seja (G,*) um grupo. Denotaremos apenas por G o grupo (G,*).
Z: O conjunto dos nimeros inteiros.

Q: O conjunto dos ntiimeros racionais.

e: elemento neutro.

a~!: elemento inverso.

Z.,: conjunto de classes modulo n.

H < G: H subgrupo de G.

H <1 G: H subgrupo normal de G.

|G|: ordem de G.

0(g1): ordem do elemento g;.

Z(G) : Centro de G.

a=bmod H : a congruente a b mod H.
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Introducao

O conceito de grupos ¢ uma das ferramentas mais utilizadas na Matemética mo-
derna. Seu conceito torna-se fundamental em varios campos da Ciéncia, a saber, na teoria
quantica dos campos, nas estruturas atomica e molecular, na cristalografia, bem como na
algebra abstrata.

A teoria de Grupos surgiu ligada a tentativa de solugoes de equagoes polinomiais, de
forma especial equagoes de grau maior que 4, questionada por diversos mateméticos na
historia inclusive por Lagrange no século XVIII. No entanto, foi Evariste Galois (1811-
1832) que revolucionou o campo da Algebra ao introduzir o conceito de grupo soluvel,
cujo objetivo era mostrar que a solubilidade dessas equacoes por radicais dependia do fato
de seu grupo ser soluvel ou nao.

Tendo em vista a relevancia da teoria de Grupos, iniciada por Galois, e aplicada até
os dias atuais, vemos a importancia de fazer um estudo geral de todos os conceitos basicos
dessa grande area da Matematica.

A teoria de grupos esta dividida em areas e subdreas e os interesses sao muitos. Varios
problemas ja foram apontados e alguns, solucionados dando assim destaque a muitos ou-
tros matematicos e fisicos.

De acordo com o Teorema de Lagrange, “ se G é um grupo finito e H um subgrupo
de G, entao a ordem de G ¢é igual ao produto da ordem de H pelo indice de H em G 7.
Este teorema é um dos resultados mais utilizados para embasar nosso trabalho, visto que

como consequéncia dele temos que a ordem de qualquer subgrupo de G divide a ordem

de G.



Aliados ao Teorema de Lagrange, veremos os Teoremas de Sylow. Sylow (1832-1918)
foi um importante matematico e trouxe bastantes contribuicoes para a Matematica, e es-
pecialmente no campo da Algebra Abstrata. Sylow encontrou resultados que possibilitam
conhecer as estruturas dos grupos quanto aos seus subgrupos.

Um dos problemas encontrados na teoria de Grupos é a classificacao de Grupos sim-
ples finitos e varios sao os resultados nesse sentido. Um grupo G é dito simples se os
seus Unicos subgrupos normais forem os triviais, ou seja, nao ha neste grupo subgrupos
normais que nao a identidade ou o proprio G. Foi proposto neste trabalho buscar meios
a partir de conhecimentos ja desenvolvidos até o momento no campo da Algebra, de en-
contrar todos os grupos simples de ordem menor que 60, especificamente chegaremos a
conclusao de que até a ordem 59, os grupos simples sao apenas aqueles de ordem prima.
O trabalho limitou-se a ordem 60 pois temos por exemplo o grupo As que é simples e nao
tem ordem prima mas sim ordem igual a 60. Detalhadamente faremos classificagao destes
grupos ,de modo a se tornar compreensivel a futuros leitores.

No Capitulo 1, foram listados alguns dos conceitos e resultados acerca de grupos,
subgrupos e classes laterais, bem como Homomorfismos e Isomorfismos, parte essencial
para este estudo. Foram também apresentados alguns exemplos a fim de que os conceitos
fossem melhor fixados.

No Capitulo 2, foram apresentados e demonstrados os Teoremas de Sylow, estes por
sua vez, possuem extrema importancia para que se alcance o principal objetivo deste tra-
balho: Classificar os grupos de ordem menor que 60.

Por fim, no Capitulo 3 mostramos os resultados obtidos a partir de toda a analise
bibliografica. Foram construidos lemas, e usados métodos a fim de que a classificacao se
tornasse possivel. Assim foi feita a classificacao de todos os grupos de ordem menor que
60 classificando-os em grupos simples ou nao-simples. Para todos os casos mostramos de
forma especifica os teoremas e proposicoes necessarias para que se classificasse determi-
nado grupo.

Todo o trabalho sera feito de modo que se conclua que, sendo G um grupo de ordem

menor que 60, apenas aqueles cuja ordem seja um nimero primo serao simples, ou seja,



todos os grupos de ordem nao-prima, possuem subgrupos normais além dos triviais.



Capitulo 1

Teoria Basica dos Grupos

1.1 Nocgoes Preliminares

Numerosos sao os resultados e aplicagoes dos grupos, nao apenas na Matematica,
mas também em outras ciéncias como a Fisica, que utiliza-se das simetrias. A teoria de
grupos se preocupa com o estudo de estruturas algébricas. Tendo em vista sua relevancia,
o objetivo deste capitulo é, entao, apresentar defini¢oes, exemplos, teoremas e resultados

acerca de Grupos que servirao de base para este trabalho.

Definicao 1. Um conjunto nao-vazio G' é um grupo, se em G ¢ definido uma operagao
bindria, a qual denominamos *, tal que em G valem as seguintes propriedades:

(i) a,b € G implica que a x b € G;

(i) a,b e ¢ € G implica que a * (b c) = (a *b) * ¢;

(iii) Existe um elemento e € G tal que Va € G, temos: a*xe =exa = q;
(

iv) Para todo a € G existe a™' € G tal que: axa™' =a ' xa=e.

O item (i) se refere ao fechamento do conjunto, ou seja, operando quaisquer elementos
deste com a operacao definida, o resultado também encontra-se neste conjunto; o item
(ii) diz respeito a associatividade.

O item (iii) nos aponta a existéncia de um elemento neutro, podendo também ser

chamado de identidade, denotado geralmente por e, e finalmente o item (iv) garante a



existéncia de um elemento inverso para qualquer elemento do conjunto, sabendo que ao
operar um elemento com o seu inverso a operacgao resulta no elemento neutro do conjunto.

Observaremos ao longo deste trabalho que para a,b € G nem sempre a x b = b * a.
Todavia quando isto ocorre, especificamente, este grupo é chamado de grupo comutativo

ou abeliano em homenagem ao matematico noruegués Niels H. Abel (1802-1829).

Geralmente um grupo é expresso por (G, x), le-se: ”grupo GG, munido da operagao *”,
entretanto, quando nao causar ambiguidade usaremos G ao invés de (G, *) para denotar
um grupo com a operagao *. Daqui para frente usaremos a notacao multiplicativa a - b =

I o elemento inverso de um elemento a e o

ab em vez de a x b. Denotaremos por a~
elemento neutro por e. Na notacao multiplicativa, pode-se denominar o elemento neutro

por identidade.

Lema 1.1. Se G ¢ um grupo, entdao:

(a) o elemento neutro de G ¢é inico;

(b) para qualquer a € G existe um tinico inverso de a, ou seja, a~ € tinico;
(c)Vae@G, (at) ™! =a;

(d) para quaisquer a,b € G, (a-b)"' =b"1-a"L.

Demonstragao. (a) Neste enunciado queremos mostrar que se dois elementos e e f per-
tencentes a G possuem a propriedade a =a-e=e-ea=a-f = f-aparatodoa e G
entao e = f.
Como e-a = a, para todo a € G entao, em particular e- f = f. Por outro lado, para todo
be G temos b- f =blogoe- f =e. Unindo entao as informacoes temos que f =e- f =e
conclui-se logo que e = f.
Em (b) queremos mostrar que se dado a € G, se existem z,y € G taisque z-a =a-x =e
ey-a=a-y=eentao xr =y.

Suponha que para a,z,y em G, a-x = e e a-y = e torna-se evidente que a-x = a - y.
Neste ponto da demonstracao nao se sabe ainda o nimero de elementos b € G tal que
b-a = e sabendo apenas que existe pelo menos um. Entao existe b € G tal que b-a = e.

Desta forma b- (a-x) = b- (a - y); usando a associatividade do grupo teremos :

bt



r=e-xz=(b-a)-x=b-(a-z)=b-(a-y)=(b-a)-y=e-y=y.

Logo =z = y. Analogamente podemos mostrar que x-a = y-a em um grupo G implica
xr = y. Isto quer dizer entao que vale a lei do cancelamento para um elemento se este
aparece do mesmo lado em ambos os membros da equacao.

1

Em (c) queremos verificar que V a € G, (a=!)~! = a. Note que,

al-(aH)t=e=c-ala

disso obtemos a seguinte equacio a=! - (a1)™! = a~ta. Cancelando a=' & esquerda temos
que (aHt=a

A fim de provar o item (d) vamos operar ab- b~ ta"!. Veja que,
ab-btat=a-(bb1) a7t = a-e-at= e
assim, (a-b)"' = b7'.a"l. O

Exemplo 1.1.1. O conjunto dos niimeros inteiros Z munido da operagao de adi¢ao usual

¢ um grupo. Em notacao (Z;+).

Tomemos a,b e ¢ € Z, temos que:
i) a+b € Z, entdo (Z;+) é fechado;

ii) (a+b) +c=a+ (b+ c), pois a soma nos inteiros é associativa;

(
(
(iii) Note que, para qualquer a € Z, 0+ a = a + 0 = a, logo 0 é o elemento neutro de
(Z,+) ;

(iv)Para todo a € Z, —a € Z e a + (—a) = 0.

Logo, (Z;+) é um grupo.

Exemplo 1.1.2. O conjunto dos ntimeros racionais Q — {0} munido da operagao multi-
plicagao é um grupo. Em notacao (Q — {0} ,-)

a c a ¢ ac : .
Tome 577 € Q, 7 7= € Q logo o conjunto (Q — {0} ,-) é fechado.



E 6bvio que em (Q — {0} ;-) vale a associatividade, e o elementro neutro no produto

b
%EQ—{O},temosqueg-—zl_
a

¢ 1, além disso se b

Logo, (Q — {0},-) é um grupo.

1.2 Congruéncias

Definicao 2. Dados os conjuntos A e B, o produto cartesiano de A por B, denotado
A x B (lé-se: A cartesiano B), é o conjunto formado por todos os pares ordenados (a, b),

onde a € Aeb e B, isto é
A x B ={(a,b) | Va € A, ¥Ybe B}.

Definicao 3. Dados os conjuntos A e B, uma rela¢gio R de A em B, denotada R: A — B

(le-se: R de A em B), é qualquer subconjunto do produto cartesiano A x B.

Definicao 4. Uma relagao R sobre um conjunto nao-vazio F é denominado relagao de
equivaléncia sobre E se, e somente se, R é reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, R deve

cumprir as seguintes propriedades:
(i) se z € E, entao zRx.
(i) se z,y € H e xRy entao yRx.
(iii) sex,y,z € H e xRy, yRz entdo xRz.

Lema 1.2. A relacdo congruéncia mudulo m, define uma relacao de equivaléncia sobre o

congunto dos niumeros inteiros.

Demonstragao. De fato, como m | 0, temos que m |(a — a) logo a = a mod m para todo
a € Z. Agora, se a = b mod m entao m | (a — b) e, portanto m | (b —a) = —(a —b); logo
b = a mod m. Por fim, se a = b mod meb=cmod mentaom | (b—a)em | (b—c).

Logo, m |(a —b) + (b — ¢), ou seja, m | (a — ¢) o que mostra que a = ¢ mod m. O



Definicao 5. Seja m um inteiro positivo fixo. Se a é um inteiro qualquer entao a classe
residual médulo m de a, denotada por a, consiste do conjunto formado por todos os

inteiros que sao congruentes ao inteiro a modulo m, isto €,
a={r € Z :z=a(modm)}={z€Z:m|x—a}={a+km: kelZ}
O conjunto formado por todas as classes residuais médulo m, é denotado por Z,,, ou seja,
Ly ={a : a€Z}

Proposicao 1.1. Seja m um inteiro positivo fixo e sejam a e b as classes residuais modulo

m de dois inteiros quaisquer de a e b. Entao:

Demonstracao. 1. Devemos mostrar que @ C b e b C a. Tome x € @, entdo = =
a mod m. Por hipétese, a = b mod m assim, por transitividade z = b mod m =
b=z mod m logo x € b. De modo andlogo prova-se que se z € b — = € a.
Reciprocamente, como a = a mod m e b = b mod m temos que a € a e b € b, se

a = b entdo, em particular e €@ = a € b = a = b mod m.

2. Suponha que exista € aNb, assim z = a mod m e x = b mod m logo, a = b mod m

o que gera pelo item 1) que a = b. Assim, aNb=0 oua = b.

Proposicao 1.2. O conjunto Z,, tem exatamente m elementos.

Demonstragdo. Vamos mostrar que Z,, = {0,1,2,....m — 1} e que {0,1,2,...,m — 1} tem
exatamente m elementos.

1) E facil ver que {0,1,2,....m — 1} C Z,.

2)Seja a € Zy,, com a € Z. Pelo algoritmo da divisao de a por m, existem inteiros

gertais que a =mqg+7,0 <r <m-—1. Assim a —r = mgq, onde mla — r. Logo

8



a = r(mod m) e, pela proposigao anterior, temos a = 7. Como 0 < r < m — 1 entao

re€{0,1,2,...,m — 1}. Portanto, Z,, C {0,1,2,....m — 1}.

QI
I

De (1) e (2) concluimos que Z,, = {0,1,2,...,m — 1}.
3) Suponha 7 e s, onde r,s € Z tais que 0 < r < s < m — 1. Pela proposigao anterior
temos que r = s(mod m). Assim, s = r(mod m) e m|s —r. O que é absurdo, pois

0 < s —r < m. Portanto, {0,1,2,...,m — 1} tem m elementos.

Adicao e Multiplicacao em 7Z,,

Seja m um inteiro positivo fixo. Vamos definir as operacoes de de adi¢ao e multiplicagao
no conjunto Z,, das classes residuais modulo m.

,entao a = x (mod m) eb = y (mod

Sejam @, Z,b,§ € Z,,. Temos quesea=Teb=7
m); logo a+b =z +y (mod m) eab = zy (mod m) e consequentemente, a +b =1z +y
e ab = Ty.

Note que até o momento os grupos apresentados ja sao bastante conhecidos, assim
como suas propriedades,em ambos os casos tinhamos grupos com infinitos elementos.
Veremos agora um exemplo em que o grupo tem uma quantidade finita de elementos, e

que sua estrutura possui caracteristicas distintas de qualquer outra estrutura algébrica,

veja:
Exemplo 1.2.1. O conjunto aditivo de classes médulo n é um grupo G : (Z,,+)

E facil notar que para esta operacao Z,, é fechado, pois realizando a soma entre quais-
quer a,b € Z, ou a+ b ja estd listado em Z, ou é congruo a algum elemento, ja que
cada elemento representa uma classe médulo n. Podemos ver também que esta operacao

¢ assoclativa e comutativa.

i+b=a+b=b+a=0b+a

Existe 0 tal que para todo a € Z,, a+0 = 0+a = a, logo 0 é o elemento neutro de (Z,, +) .

9



Para que (Z,,+) seja grupo precisamos encontrar a~! para cada elemento a de Z,,.
Para todo a € Z, tome o elemento : n —a. Pela associatividade e comutatividade do

conjunto , podemos notar que:

Assim, n — a é o oposto de a para todo a € Z.
Conclui-se entao que (Z,,+) é grupo para todo n natural com n > 1.
Nota-se que para todos os exemplos dados anteriormente os grupos eram abelianos,

definiremos agora um exemplo muito importante de um grupo nao-abeliano.

1.3 Grupo Simétrico

Seja X um conjunto, uma permutacao de X é um bijecao X — X . O grupo simétrico de
X, é o conjunto G = Sym(X) de todas as permutagoes de X com a operagao composigao.
E importante lembrar que a composicao entre duas fungoes f,g : X — X é a fungao
fg = fog definida assim: (f o g)(x) := f(g(z)). A fungdo f: X — X tal que f(z) ==z
para todo x € X é chamada identidade e serd denotada por 7d.

Se X = {1,...,n} usa-se a notagao S, para denotar Sym(X).

Exemplo 1.3.1. Seja X = {1,2,3} assim G = S;3. Para descrever uma permutagao f de
X precisamos das imagens dos elementos 1, 2 e 3, isto é, dos elementos f(1), f(2), f(3).

Usa-se geralmente a notacgao:

) f(2) fB3)

S3 possui 6 permutagoes, a saber:

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Y b Y Y

1 2 3 1 3 2 3 21 3 1 2 213,231
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As permutacoes listadas compreendem todos os elementos de S3. Vamos provar agora

que ¢é grupo.

Demonstragao. O fechamento e a associatividade sao ébvios. Sabe-se também que a iden-
tidade é o elemento neutro, restando provar que para todo elemento de G = 53, existe

elemento inverso em S3. Sejam

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
wlz 7¢2: 71/}3: 7¢4:
1 2 3 1 3 2 3 2 1 3 1 2
1 2 3 1 2 3
V5 = , Yo = elementos de Ss
21 3 2 31

Operando 1 - 1, isto resulta no elemento neutro. Operando 13 temos

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 3 2 1 3 2 1 2 3

que é o elemento neutro. O mesmo acontece com 135 e 3.

Operando agora os elementos restantes, temos que:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Yy s = . =
3 1 2 2 31 1 2 3

Mostrando assim que todo elemento em S3 possui inverso logo S3 é grupo.

Ordem do Grupo e de seus elementos

Definicao 6. A ordem de um grupo finito GG corresponde a quantidade de elementos que

este possui e é denotada por |G|.
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Defini¢ao 7. Seja G um grupo, a ordem de um elemento a € G denotada por o(a) é o
menor inteiro positivo n, tal que:

a"=e
onde e é o elemento neutro/identidade do grupo.

Exemplo 1.3.2. Note que no exemplo anterior, o(¢1) = 1, o(¢s) = 0o(¢3) = o(¢5) = 2

restando descobrir a ordem dos elementos 14 e 1.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Py Py = : =
3 1 2 3 1 2 2 31

1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 31 3 1 2 1 2 3

disso temos que o(1py = 3). Fazendo o mesmo processo com g teremos,

123 123 123
Ve - s = : =
2 31 2 31 3.1 2

5 1 2 3 1 2 3 1 2 3
w6 = . =
3 1 2 2 31 1 2 3

0 que nos mostra que o(yg) = 3.

Ja foi verificado anteriormente que (Z,,+) é grupo para todo n natural com n > 1,

vejamos entao um exemplo que trata sobre a ordem dos elementos de Zg:

Exemplo 1.3.3. Seja G: (Zg, +), o grupo aditivo de classes mddulo 6, podendo ser de-

notado por: Zg = {0,1,2,3,4,5}. O elemento neutro deste grupo é 0.
Para descobrir a ordem de cada elemento do grupo devemos operéd-lo com ele mesmo

repetidas vezes até que se obtenha 0. Veja:

1+1+1=1414+1+14141=6=0

—
+
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Assim o(1) =6, 0(2) = 3, 0(3) = 2, 0(4) = 3, o(5) = 6.

Note que, nos exemplos acima podemos calcular a ordem de qualquer elemento de
S3 ou de Zg. Ja nos exemplos 1.1.1 e 1.1.2 fora a identidade, nao existem nesses grupos

nenhum elemento de ordem finita.

1.4 Subgrupos

Definicao 8. Um subconjunto H de um grupo G é dito um subgrupo de G e denotado
por H < (G se, com a mesma operacao definida em G, o proprio H forma um grupo. E
facil ver que se G é grupo entao G < G e {e} < G esses subgrupos sdo denominados

subgrupos triviais.

Lema 1.3. Um subconjunto nao-vazio H de um grupo G serd um subgrupo de G se, e

somente se,
(1) H € fechado;

(2) Ya € H, a=* € H, ou seja, todo elemento de H possui elemento inverso também

pertencente a H.

Demonstracao. As afirmagoes (1) e (2) sdo verdadeiras uma vez que H é grupo. Recipro-
camente temos de verificar que se valem (1) e (2) entdao H < G.

Temos que H é fechado, e que todo elemento possui inverso em H, restando provar
que e € H e que vale a associatividade.

Tome a € H. Sabemos que a~! € H. Operando os dois elementos temos a -a~! = e

que pertence a H ja que este é fechado. Logo e € H.

Como os elementos de H estdo em G vale a associatividade também em H. O

Vamos provar agora que a partir de dois subgrupos de um dado grupo G podemos

gerar novos subgrupos.
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Teorema 1.3. Se H, ¢ Hy sao subgrupos de um grupo de um grupo G, entao HHNHy < H;
e H N Hy < Hy. Em particular, se Hy e Hy sdo dois subgrupos distintos de G, com
|H| = |Ha| = p, entdo Hy N Hy = {e}.

Demonstracao. De fato, tome z,y € Hy N Hy entao:

reH =2 teH
r€Hy, =2 cH
ye Hi =y 'eH
y € Hy=y ' € H,

Como zy~! € Hy e xy~! € H, pelo fechamento dos subgrupos, entao zy~! € H, N H,
]

Exemplo 1.4.1. Seja G um grupo. Entao
Z(G)={aeG:ar = zaVz e G}
é um subgrupo de G e Z(G) é denominado centro do grupo G.

Demonstragao. Sabe-se que e € Z(G) pois xe = ex = z, Vo € G . Dados a,b € Z(G),
(ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab), para todo x € G. Logo, ab € Z(G)

o que nos mostra que Z(G) é fechado. Tomando a € Z(G), entdao ax = za , Vo € G.

1 1

Além disso,a " (ax) = a H(za) = z = (a7 *1)a = va™! = (e 'x)aa™! = a~lx , ou seja,
ra~!' =a 'z , Vo € G e portanto, a~! € Z(G). Concluindo assim que Z(G) é subgrupo
de G. A comutativade de Z(G) sai da prépria definigdo do conjunto, pois se os elementos
que estao em Z(G) comutam com todos os elementos de G em particular eles comutam

entre si.

Defini¢ao 9. Seja p um primo. Um grupo G (nao necessariamente finito ) no qual todo
elemento tem sua ordem igual a uma poténcia de p é chamado de p-grupo.

Em particular, p-grupos finitos sao os grupos cuja ordem é uma poténcia de p.

14



1.4.1 Grupos Ciclicos

Seja G' um grupo qualquer e a € G. E possivel mostrar que o conjunto das poténcias de
a, (a) = {a' | i = 0,£1,42,...} é um subgrupo de G, e serd denominado o subgrupo
ciclico gerado por a. Se para um certo a € G temos G = (a), entdo G é dito um grupo
ciclico. Os grupos ciclicos sao exemplos de grupos abelianos, por isso sua importancia.

Mas a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 1.4.2.
Z=(1) e Z/nZ=/1)

2 3 1 ’

Exemplo 1.4.3. H = ,
1 2 3 2 31 3 1 2
Note que H é subgrupo ciclico de S3.

123> 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1.4.2 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Definicao 10. Se G é um grupo e H < G , para a,b € G diz-se que a é congruente a
b mod H, indicando por a = b mod H se ab~! € H.

Lema 1.4. A relacao a =b mod H ¢é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Para que a relacao de congruéncia entre a e b seja de equivaléncia temos

de verificar se valem as seguintes afirmacoes: Para todos a, b, c € GG valem:
(1) a=amod H
(2) a=bmod H implica b =a mod H ;
(3) a=bmod H ,b=cmod H implica a = ¢ mod H .

(1) Como H < G entao e € G. Logo, para todo a € G, temos aa™! = e € H, assim,
a=amodH .
(2) Por defini¢do se a = b mod H entao ab~' € H. Observe que (ab~')™' = ba~!. Como

H<G,seab '€ H,ba=! € H. Assim como ba~' € H entdo b = a mod H .
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(3)Sea=bmod H eb=cmod H , entao ab™! € H e bc™' € H pois H < G, logo é
fechado assim, ab~'bc™! = ac™! € H. Logo da definicao temos que a = ¢ mod H .

]

Defini¢ao 11. Se H é um subgrupo de G, a € G, entdao Ha = {ha | h € H}, o conjunto

Ha é denominado classe lateral a direita de H em @.

De forma andloga podemos definir a classe lateral a esquerda de H em G denotada

por aH.

Lema 1.5. Para todo a € G,

Ha={x € Gla=z mod H}

Demonstragao. Seja [a] = {x € G|la = x mod H }, mostraremos inicialmente que Ha C [a].
De fato, para h € H temos a(ha)™' = aa™'h™' = h™!, que estd em H pois H é subgrupo
de G. Pela defini¢ao de congruéncia mod H isto implica que ha € [a] Vh € H | entdo
Ha C |a).

Tomando agora x € [a], sabe-se que ax~! € H pela definicao de congruéncia. Sabemos

1 = za™! = h para algum h € H. Multiplicando os

que (ax™') "' € H e ainda que (az™!)
dois membros da equacao por a pela direita teremos x = ha , logo © € Ha. Desta forma

[a] € Ha concluimos entao que se Ha C [a] e [a] € Ha, Ha = [a] O

Este lema nos diz que Ha é a classe de equivaléncia de a em G, o que da proposicao
1.1 gera que duas quaisquer classes laterais a direita de H em G ou sao idénticas ou nao

tem elementos em comum.

Lema 1.6. Eziste uma correspondéncia bijetora entre duas quaisquer classes laterais a

diretta de H em QG.

Demonstracao. Associando um elemento ha € Ha, com h € H e a € (G, ao elemento
hb € Hb com b € G é facil ver que esta aplicacao é sobrejetora. Podemos afirmar
que a aplicacao tambem ¢é injetora, pois para hib = hsb, com hy,hy € H pela lei do

cancelamento em G, teremos que h; = ho, € assim hja = hsa. O
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Este lema diz que o tamanho das classes laterais de H em G sao iguais. Assim no caso

em que G é finito, o tamanho de GG seria um multiplo do tamanho de H.

Corolario 1.4. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Todas as classes laterais a

esquerda e a direita de H em G, possuem o tamanho de H.

Demonstracao. Basta notar que uma das classes laterais é o proprio He = H, pelo lema
anterior como existe uma bijecao entre quaisquer classes laterais o mesmo vale para He =

H. O que indica que |He| = |H| = |Hal, para qualquer a € G. O
Corolario 1.5. A unido de todas as classes laterais de H em G € o proprio G.

Demonstrac¢ao. Sabemos que podemos obter uma classe lateral para cada elemento de G
pois como H é subgrupo de GG, e € H. Pelo lema 1.5 duas classes laterais de H em G ou
sao iguais ou sao disjuntas, ou seja, sem interseccoes. Desta forma, o conjunto de todas

as classes laterais de G acabam por resultar no préprio G. O]

Definicao 12. O conjunto formado por todas as classes laterais de H em G é denotado

por G/H ={Hay, Hay, Hag, ..., Ha, }, com ay, ag, as, ... ,a, € G.

Definicao 13. Se H é um subgrupo de G, o indice de H em G é o nimero de classes

laterais a direita ou a esquerda de H em G, sendo indicado por i¢(H) ou (G : H).

Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Definicao 14. Um subgrupo H é dito um subgrupo normal de G se para todo g € G
ehe H, ghg™' € H.

Estd é uma das definicoes mais importantes de todo o trabalho, isto por que, neste
trabalho classificamos os grupos quanto a existéncia de subgrupos normais nao-triviais.
Observe que se o grupo for abeliano, os seus subgrupos também serao. Como consequéncia
todo subgrupo H de um grupo abeliano GG, é normal em G, pois por definicao H <1 G se

para todo g € G e h € H, ghg~' € H, porém ghg~' = g9 'h =h € H. Logo H < G.
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Definicao 15. Seja G um grupo. Se os Unicos subgrupos normais de GG forem os triviais,

isto é, G e {e}, entdo G é denominado como grupo simples.
Lema 1.7. N € subgrupo normal de G se, e somente se, gNg~* = N para todo g € G

Demonstragao. Se gNg~! = N para todo g € G, ¢é facil ver que gNg~! € N. Logo N ¢
normal em G. Suponhamos agora que N seja normal em G, desta forma como g '!Ng C N,

N =g(g7'Ng)g~' C gNg~! C N portanto N = gNg~! O
Um teorema interessante sobre subgrupos normais é:

Teorema 1.6 (Subgrupos de indice 2 no Grupo). Se um grupo N de G tem indice 2,
(G:N)=2, entao N € normal em G.

Demonstragao. Se N < G e (G : N) = 2, entao N possui duas classes laterais a direita
de G, uma delas é N,. Assim, para um a € GG, temos Na também é uma classe lateral a
direita de N. Mas se o produto de duas quaisquer classes laterais a direita de N ainda
for uma classe lateral a direita de IV, entao N é normal em G. Mas NeNa = NNa =
Na = N é normal em G.

[]

Lema 1.8. O subgrupo H de G ¢é subgrupo normal de G se, e somente se, toda classe

lateral a direita de H em G, € uma classe lateral a esquerda de H em G.

Lema 2.10 demonstrado em [4]. Este lema é de extrema importancia para a demons-

tracao do resultado que veremos no corolario que se segue.
Corolario 1.7. Se H € um subgrupo normal de G, entao NaNb = Nab.

Demonstracao. Se H<1G e a,b € G pelo Lema anterior, aH = Ha, e portanto, ao operar

duas classes Ha e Hb, temos
HaHb= H(aH)b= H(Ha)b = HHab = Hab

assim, (Ha)(Hb) = Hab.
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Motivados por esta propriedade, naturalmente podemos entao definir, no caso em que
H é normal em G, um produto entre classes laterais de G/H, ou seja, dados duas classes
laterais Ha e Hb em G/H, definimos o produto dessas duas classes por HaHb = Hab.

Com esta operacao observamos que valem as seguintes propriedades:

1. Para todos X,Y € G/H implica XY € G/H. De fato, se X = Ha, Y = Hb, com
a,b G, entao

XY = HaHb = Hab € G/H.

Assim o conjunto G/H é fechado com essa operagao.
2. Sejam X,Y, Z € G/H e Z = He, entdo X(YZ) = (XY)Z. De fato,
X(YZ)=Ha(HbHc) = Ha(Hbc) = Habc = H(ab)c = (HaHb)He = (XY)Z.
Assim vale a associatividade.
3. Considere o elemento H = He € G/H. Se X = Ha , com a € G entao
XH =HaHe = Hae = Ha = X.
Assim H = He é o elemento neutro.
4. Sendo X = Hao € G/H coma € G, Ha™' € G/H, e

HaHa '= Haa ' = He = H.

Como j& vimos, um conjunto com essas caracteristicas é um grupo.

Definigao 16. Se G é um grupo, H um subgrupo normal de G, entao G/H também serd

denominado de grupo quociente ou grupo fator de G por H.

O centro de um grupo sempre é normal no grupo, uma vez que é formado pelos
elementos do grupo que comutam com todos os elementos. A partir da definigao acima,
temos um interessante resultado relacionado ao quociente de um grupo por seu centro.
Este proximo resultado tem muita relevancia quando o grupo em questao é um p-grupo,

pois 0 mesmo garante que o centro de um p-grupo nunca ¢ trivial.
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Proposicao 1.8. Seja G um grupo e seja Z(G) seu centro. Se o quociente G/Z(G) é
ciclico, entao Z(G) = G. Em particular, o indice de Z(G) em G nunca € igual a um
numero primo.
Demonstragao. Seja z um gerador do grupo G/Z(G). entao, Vg € G,3i tal que g = 7,
logo tal que g = z'h com h € Z(G). Se g1 = 2""hy e go = z™hy sdo dois elementos
quaisquer de GG, temos

9192 = 2" h2%hy = 2" hihy = 2% haz" by = gogn

pois h; e hy comutam com qualquer elemento de G. Concluindo assim que o grupo é

abeliano, logo Z(G) = G.

Lema 1.9. Seja p um nimero primo. Entao todo grupo G de ordem p* é abeliano.

Demonstragao. Como Z(G) < G, entao |Z(G)| divide |G|. Portanto se |G| = p?, temos
que |Z(Q)| € {1, p, p*}, por outro lado sabemos pela Proposicio 1.8 que o centro de um
grupo nao pode ter indice no grupo igual a um primo, logo |Z(G)| # p. Como a ordem

de G é um ndmero primo, G é um p-grupo, logo seu centro nunca é trivial, ou seja,

|Z(G)| # 1 e portanto, |Z(G)| = p?, sendo entao G abeliano. O

Teorema 1.9 (Teorema de Lagrange). Seja G um grupo e H um subgrupo de G . Entdo
|G| = |H|- (G : H). Em particular a ordem e o indice de H em G dividem a ordem de G.

Demonstra¢ao. Suponha (G : H) = r e seja G/H = {Hay, Has,Has,...,Ha,}. Pelo

corolario 1.5
G={Ha1U Hay UHa3zU...UHa,} onde Ha; N Ha; = ().

Pelo corolario 1.4 sabemos que todas as classes laterais a direita de H tem o tamanho de

H, ou seja |H|. Assim
G| = |Hai| + |Has| + ... + |Ha,| = [H[+ |H|+ [H|+..+[H]  (r vezes)

Logo |G| =r-|H| = |G| = (G : H) - |H|, como consequéncia temos que |H| divide |G|, e
(G : H) divide |G|.
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1.5 Homomorfismo de Grupos

Um homomorfismo é uma aplicacao de um sistema algébrico em outro sistema algébrico
semelhante que conserva a estrutura. Tornamos isto preciso para grupos na definicao a
seguir.

Definicao 17. Uma aplicacio ¢ de um grupo (G,-) em um grupo (G,*) é dita um

homomorfismo se, para todo a,b € G temos,

W(a-b) = y(a)xy(b)

Quando a aplicacao acima é uma bijecao, dizemos que ela é um isomorfismo, ou que

os grupos (G, ) e (G, *) sdo isomorfos.

Propriedades elementares

Seja f: (G,-) = (G, x) um homomorfismo de grupos. Entao:
1)f(ec) = eg.
De fato, f(eq) = flea - eq) = flea) x f(eq)-
20 f(a) = fla)
De fato, eg = fleg) = f(z-27) = f(z) x f(z™)
3) kerf :={z € G| f(x) = eg} é um subgrupo normal de G chamado nicleo do homo-

morfismo f.
Demonstracdao. Primeiramente, vejamos que ker f < . Dados z,y € ker f, temos:

flz-y) = f(z) x f(y) = eg X eg = eg,
fla™h) = fla) ™ =eg' = eg;

portanto ker f < (G. Para provar que ker f <1 G devemos mostrar que:
grg~t € ker f,¥g € G e VY € ker f.

De fato, temos

flgrg™") = fl9) x f(z) x flg™") = f(g) x eg x f(9)~" = f(9) x f(g9)~" = eg.



]

Lema 1.10. Seja p : (G,:) — (G,*) um homomorfismo de grupos. FEntio Im(p) =
p(G) < G.

Demonstracao. De fato, sejam x,y € p(G) entdo existem ¢p, g2 € G tais que z = p(gy) e

y = p(ge2). Pelo fato de p ser homomorfismo, temos

rxy = p(g1) * p(g2) = p(g1 - g2)

logo = * y € p(G). Note também que, se 2 = p(g1), g;* € G e p(g;*) = p(g1)~! = 27!

Y

assim x7! € p(G). Deste modo a imagem p(G) é subgrupo de G O

Nesta demonstragao, vimos que se p é um homomorfismo de G em G a imagem de p

sempre é um subgrupo do grupo G.

Teorema 1.10 (Teorema dos Isomorfismos). Seja f : (G,-) — (G, x) um homomorfismo

de grupos. Entao,

1 A funcao induzida

ker f — f(G)

gker f — f(g)

€ um isomorfismo.

2 As sequintes fungoes

{ Subgrupos de G que contém ker f } <+—'"1 {subgrupos de f(G)}
f7H) «—H

sao bijecoes, inversas uma da outra. Além disso, estas bijecoes levam subgrupos normais,
isto é:

o) Ha G = f(H)< f(G).

V) H<f(G)= fYH) < G.
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Demonstragdo. Primeiramente, deve-se verificar que f é bem definida, ou seja, g ker f =
g'ker f entdo temos que f(g) = f(¢'). Porém, gker f = ¢g'ker f implica que g = ¢ - k,

para algum k € ker f e, portanto,

flg)=flg" - k)= f(g) x f(k) = f(g) x ea = f(d)

Agora, f é claramente uma funcio sobrejetora e, para ¢, g; € G, obtemos

flgker f-giker f) = f((gq)ker f) = f(g-g1) = f(9) x f(q1) = f(gker f)x f(giker f);

assim f é um homomorfismo. Agora,

ker f={gker f | f(g) = e} = {gker f | g € ker f} =ker f;

assim ker f = {eq/ker f}, ou seja, a funcdo f é injetiva.

Temos que f~'(f(H)) = H(ker f), VH < G, e que f(f7'(H)) = HN f(G), VH < G.
Dai H D ker f entao f~'(f(H)) = He, se H C f(G) entao f(f~'(H)) = H. Obtemos
entao que as duas fungoes definidas em 2 sao inversas uma da outra, restando mostrar

que as fungoes levam subgrupos normais em subgrupos normais:

a) Dados y € f(G) e x € f(H) quaisquer, devemos mostrar que yzy~' € f(H). Temos

y = f(g9) ex=f(h), com g € Ge h e H,logoyzy™" = f(g)f(h)f(g7") = f(ghg™); como,
por hipétese, H <t G, temos ghg™' € H e portanto yzy~! € f(H).

b) Dados g € G e a € f~'(H) quaisquer, devemos mostrar que gag~' € f~'H. Te-
mos

flgag™) = f(g)f(@)f(9)™" e fla) €H;

Por hipétese, H <t f(G), logo temos que f(gag™') € H e portanto obtemos gag™' €
fHH). O
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Capitulo 2

Teoremas de Sylow

Antes de enunciar e provar os teoremas de Sylow se faz necessiria a andlise de
alguns tipos de aplicagoes que possibilitarao que se chegue em resultados concretos nas
demonstragoes posteriores, assim veremos a definicao e alguns resultados acerca das repre-
sentacoes de um grupo por permutacoes. Todos os conceitos e defini¢coes neste capitulos

enunciados podem ser encontrados em [2].

2.1 Representacao de um grupo por permutacgoes

Até o momento em nosso estudo de grupos, estudamos alguns exemplos de grupos
tais como grupo das permutagoes, grupos dos restos modulo m, etc. Quando se tinha por
objetivo encontrar alguma propriedade em G, o trabalho consistia em trabalhar dentro
do préprio grupo, e de seus elementos, seus subgrupos.

A partir de agora dados dois grupos G e G e se p: G — G é um homomorfismo, pro-
curaremos propriedades de G’ via homomorfismo em G, ou seja a ideia consiste em estudar
as propriedades de G por meio de um outro grupo capaz de transportar suas propriedades
pelo homomorfismo, e é o que veremos no estudo de um grupo via representagoes por

permutagoes.

Definigao 18. Sejam G um grupo, C' um conjunto e P(C) o grupo de permutacoes

de C. Uma Representacao de G no grupo de permutacoes de C' ¢ um homomorfismo
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p: G — P(C), isto é, uma funcao p(g192) = p(g1) - p(g2). Diz-se também que o grupo G

opera sobre o conjunto C.

Dado um grupo G, podemos considerar G como um conjunto, neste caso, a fim de

evitar confusodes, sera utilizado o simbolo GGy para designar o conjunto G.

Exemplo 2.1.1. Seja G um grupo e seja C' = GGy. Considere:

Z: G — PGy
g — I, : Gy — Gy
a — gag?
Sabemos que Z é um homomorfismo, logo uma representacao de G no grupo de per-

mutacoes do conjunto Gj.

Definicao 19. Seja x € C. A 6rbita de z é o conjunto

D(z)={yeCly~x} = {p(g)(z) | g € G}.

O estabilizador de x é o conjunto de elementos de G que deixam o elemento x fixo,
isto é

E(r):={g9€ G |plg)(z) = v}

Teorema 2.1. Seja: p : G — P(C) uma representagao do grupo G no grupo de per-

mutagoes do conjunto C' . Seja x € C. Entao a aplicagao abairo é uma bijecao:

v D(x) —> {classes laterais a esquerda de E(x) em G}
pl9)(z) — 9E(x)

Em particular, no caso de G ser um grupo finito, temos que |D(x)| = (G : E(z)) e que

|D(x)| divide |G].

Demonstracao. Precisamos verificar inicialmente que a aplicagao 1) é bem definida, ou
seja para y € D(z), ¥(y) ndo depende da escolha do elemento g € G utilizado para obter
y a partir de z. Sejam g;,92 € G tais que p(g1)(7) = p(g2)(x); aplicando p(g, ') em ambos

os lados e sabendo que p é homomorfismo, obtemos p(g; *g1)(x) = x; assim temos que
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gy 'g1 € E(x), logo g1 € g2 E () e g1 () = g2 B().

Agora, a aplicagao 1 é sobrejetora pois, se gE(x) é uma classe lateral a esquerda de E(x)
em G, entdo temos que gF(z) = ¢(y) com y = p(g)(z).

Para verificar que ¢ é injetora tomemos y; = p(g1)(x) e y2 = p(go2)(z) dois elementos
de D(x) tais que ¥ (y1) = ¥(y2), ou seja, tais que g1 F(z) = g2 E(x). Construindo desta
forma, temos g; 'go € E(x), logo p(g; ' g2)(z) = z, ou seja p(g; ) p(g2)(z) = x e portanto,

temos

y2 = p(g2)(x) = plg1) - plgr ") - p(g2)(x) = p(g1)(x) = 1

Exemplo 2.1.2. Seja G um grupo e seja C'= {subgrupos de G} .

Considere a aplicagao:

Z:G — PO
g — 1, : ¢ — C
H —— gHg™!
A ¢rbita D(H) = {Z,(H) | g € G} = {gHg ' | g € G} de um subgrupo H se chama
a classe de conjugagao de H. Os elementos de D(H) se chamam subgrupos conjugados
de H. Note-se que temos D(H) = {H} se, e somente se H for subgrupo normal de G .
O estabilizador E(H) = {g€ G| T,(H)=H } = {g€ G| gHg'=H } se chama o

normalizador de H em G, e serd denotado por Ng(H) .

Teorema 2.2. Se G é um grupo tal que |G| = p", onde p é um nimero primo e n > 1,

entio Z(G) # e .

Demonstragao. Seja a € G. Como N(a) é um subgrupo de G, pelo Teorema de Lagrange,
|N(a)| divide |G|, logo |N(a)| = p", onde 0 < n, < n. Pela proposicao anterior, a €

Z(G) se, e somente se, n, = n. Seja z = |Z(G)|. Consideremos a equacao de classe de G.

G
|G| = Z Ulfﬁ’ onde a soma é nas classes de conjugacao distintas.
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Ng=n Ng<n
n_ G|
P=Et D TG

Como p divide p" e divide cada parcela do tipo p"~ "¢, com n, < n, obtemos que p divide

z. Logoz >2pe Z(G) #e O

2.2 Teoremas de Sylow

Peter L. M. Sylow (1832-1918) foi um matematico noruegués de bastante relevancia para
o desenvolvimento da teoria de grupos, ele foi responsavel por enunciar e provar teoremas
que nos permitem classificar grupos em simples ou nao, estes teoremas sao conhecidos por
teoremas de Sylow.

Por isso o objetivo deste capitulo serd apresentar os 3 teoremas de Sylow.

2.2.1 Primeiro Teorema de Sylow

O Teorema de Lagrange nos garante que a ordem de qualquer subgrupo de um grupo G
divide o a ordem de G. Entretanto, a reciproca nao ¢ garantida pelo teorema, ou seja,
nao podemos garantir, por exemplo, que um grupo de ordem 12 possua necessariamente
subgrupo de ordem 6. Esta negativa pode ser verificada em Ay.

Uma iniciativa a reciproca pode ser dada pelo Lema:

Lema 2.1 (Cauchy). Seja G um grupo abeliano finito e p um nimero primo que divide

|G|. Entao existe x € G de ordem p.

Observe que se x € G tem ordem p, entdo o subgrupo (x) formado pelas poténcias
de x tem ordem p. Esta observagao juntamente com o lema acima, garante a existéncia
de subgrupo de ordem p no caso em que o grupo em questao ¢ abeliano. O primeiro
Teorema de Sylow vai generalizar este resultado garantindo que, para qualquer grupo,
nao necessariamente abeliano, existe para cada poténcia de um primo p que dividem a

ordem de G, um subgrupo com esta ordem.
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Teorema 2.3 (1° Teorema de Sylow). Seja p um nimero primo e G um grupo de ordem
p™b com (p,b) = 1. Entado, para cadan € N, 0 < n < m, eziste um subgrupo Hde G com
|H| = p".

Demonstragao. Fazemos uma prova por inducao sobre |G|. Se |G| = 1, nada hé para
fazer. Se |G| > 1, supomos, como hipétese de indugao, que o teorema vale para todos os
grupos de ordem menor que |G|; queremos mostrar que o teorema vale também para o
grupo |G|. Caso 1: Se existe um subgrupo préprio H de G tal que p™ divida a ordem de
H. Neste caso, pela hipdtese de inducao, temos que H, e portanto a fortiori GG, possui
um subgrupo de ordem p"”. Caso 2: Se nao existe um subgrupo préprio H de G tal que

p™ divida a sua ordem. Neste caso, considere a equacao das classes de conjugacao:

Gl=12@)+ Y |CUz)| = 12(G) + Y (G:Z(xa))

2a@Z(G) 2a@Z(G)
para z, € Z(G), temos Z(G) & G, logo, por hipétese, p™ nao divide |Z(z,)|, e portanto
p divide (G : Z(z,)). Como p divide |G|, obtemos entdo que p divide |Z(G)|. Como
Z(G) é um grupo abeliano existe, pelo lema de Cauchy, um elemento y € Z(G) de
ordem p. Como y € Z(G), é claro que (y) < G, de modo que podemos considerar o
grupo quociente G/(y). Naturalmente, |G/(y)| < |G| e p"~! divide |G/(y)|. Logo, pela
hipétese de inducao, o grupo G/(y) possui um subgrupo K’ de ordem p"~!. Considere o
homomorfismo candnico ¢ : G +— G/(y) e tome K = ¢~ *(K’). Entao K é um subgrupo

de G e |K| = |ker¢||K'| = [(y)|| K] = p™. O

Definigao 20. Sejam G um grupo finito, p um nimero primo e p™ a maior poténcia de p
que divide |G|. Os subgrupos de G que tem ordem p™ sao chamados de p-Sylow subgrupos
de G.

Agora, vamos nos preparar para apresentar e demonstrar o 2° Teorema de Sylow, onde
é garantido que todos os p-Sylows subgrupos sao conjugados entre si além de apresentar
uma ideia da quantidade deles. Para demonstrar o resultado precisamos de um pequeno

lema, enunciado abaixo.
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Teorema 2.4. Seja G um grupo finito, H um p-Sylow subgrupo e K um q-Sylow subgrupo
de G com (p,q) =1, , |H| =p™ e |K| = ¢" entdo

HNK ={e}

Demonstracao. De fato, se houvesse um elemento g € G, g # e com g € H N K entao

o(g)|p™ e o(g)|q™, gerando um absurdo pelo fatos de (p,q) = 1. O

Lema 2.2. Sejam G um grupo finito e p um numero primo. Sejam S um p-Sylow subgrupo

de G e P um p-subgrupo qualquer de G. Entao PN Ng(S)=PNS.

2.2.2 Segundo Teorema de Sylow

Teorema 2.5 (Segundo Teorema de Sylow). Sejam G um grupo finito, p um nimero

primo e n, o numero de p-Sylow subgrupos de G. Entao:

a) Todos os p-Sylow subgrupos de G sdo conjugados entre si. Em particular, um p-
Sylow subgrupo S de G € normal em G se, e somente se, S € o unico p-Sylow

subgrupo de G. Neste caso, S é um subgrupo caracteristico de G.

b) Se P é um p-Sylow subgrupo de G, existe um p-Sylow subgrupo S de G tal que
pPCS.

c) Se S € um p-Sylow subgrupo, temos n, = (G : Ng(95)).

Demonstracao. Seja S um p-Sylow subgrupo de qualquer G. Considere o conjunto C' =
{conjugados de S} = {gSg~';g € G}. Por definigao , o conjunto C' ¢é a érbita de S na
representagao por conjugagoes Z : G — P(D) onde denotamos D = {subgrupos de G};

portanto, pelo teorema 2.1 temos
€l = (G : Ne(9)).

Claramente, basta mostrar que se P é um p-Sylow subgrupo qualquer de G, entao o
subgrupo P esta contido num conjugado S em . Considere a seguinte representacao de

P:
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Z:P — PO

a — 1, : c — C

1 1

gSg~t — agSg~ta”

Sejam Dy, ..., Dy as dérbitas distintas desta representacao e para cada D; escolha um
representante S; = ¢;Sg; ' dentro de D;. E facil ver que |C| = Zle |D;|; além disto,
pelo teorema 2.1, temos |D;| = (P : E(S;)) = (P : PN Ng(S;)) e, pelo lema 2.2, temos

(P: PN Ng(S;)=(P:PnS;). Portanto temos

k

C| =) (P:PNS)

i=1
Das duas expressoes obtidas para |C], tiremos que

k

(G:Na(S)=> (P:PNS)

1=1

]

Vamos apresentar agora, o terceiro Teorema de Sylow. Dado um primo p que divide
a ordem de G, o Teorema reduz as possibilidades para valores de n,, ou seja, ele auxilia

em alguns casos na busca da quantidade de p-Sylows subgrupos.

2.2.3 Terceiro Teorema de Sylow

Teorema 2.6. Sejam p um numero primo e G um grupo finito de ordem p™b, com

(p,b) = 1. Seja n, o numero de p-Sylow subgrupos de G. Entao:

n, divide b
n, = 1 mdédulo p

Demonstragao. Seja S um p-Sylow subgrupo de G, naturalmente temos que (G : Ng(S5))
divide (G : S) = b. Agora, consideramos a expressao para (G : Ng(5)) estabelecida
no decorrer da prova do segundo Teorema de Sylow. Tomando P = S nesta expressao,

obtemos
k

(G Na(8)) =) _(5:5n5),

i=1
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onde S1,..., Sk sao representantes das distintas érbitas de Dy, ..., D, da representacao
seguinte

Z:5—P((O),

Onde C é o conjunto dos p-Sylow subgrupos de G. Evidentemente, podemos tomar,
S; = 5; com esta escolha obtemos

(G:Ng(S)=(S:SNS)+> (S:5N8;)=1modp

i=1
Pelo segundo Teorema de Sylow, sabemos que n, = (G : Ng(S)). Portanto, obtemos os

resultados desejados sobre n,,. O
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Capitulo 3

Resultados Obtidos/Classificagao dos
Grupos simples de ordem menor que

60

Toda a andlise bibliografica até o momento foi feita visando a classificacao de grupos
de ordem menor que 60 em simples ou nao. Para a classificacao dos grupos faremos uso
dos teoremas de Sylow, Cauchy, Lagrange e de resultados que surgiram a partir destes.
Vejamos o primeiro lema que trata de grupos de ordem p, onde p é primo. A medida
que um teorema possibilitar classificar determinada ordem, a mesma sera desconsiderada
de outras classificacoes que forem feitas posteriormente,nao excluindo a possibilidade de

uma mesma ordem pode ser classificada de mais de uma forma.

Lema 3.1. Seja G grupo finito e p um nimero primo. Se |G| = p, entdo G é um grupo

simples.

Demonstracao. Pelo Teorema de Lagrange sabemos que a ordem do subgrupo divide a
ordem do grupo, entao os Unicos subgrupos possiveis para estes grupos sao os triviais,

portanto sao grupos simples. O

Em particular se G é um grupo tal que |G| € {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,
39,41,43,47,53,57,59} entao G é grupo simples .
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Agora que todo grupo de ordem prima ja foi classificado como simples, nosso objetivo
serd classificar os grupos de ordens nao-primas menores que 60. Desta forma de modo a

facilitar o trabalho vejamos todas as ordens nao primas e suas decomposigoes:

4 = 22 18=2-32 30=2-3-5 42=2-3-7 52 =2%.13
6=2-3 20=22-5 32=2° 44 =22 .11 54 =2.33
8 =23 22 =211 33=3-11 45=32.5 55=5-11
9 =32 24 =2%.3 34=2-17 46 =2 - 23 56 =23 .7
10=2-5 25 = 52 35=5-7 48 =243 58 =2-29
12=12%.3 26=2-13 36 = 2232 49 = 7?

14=2-7 27 =33 38=2-19 50 = 2 - 52

16 = 2* 28 =22.7 40=2%-5 51=13-17

A seguir serao apresentados resultados e lemas que possibilitarao a classificacao

dos grupos das ordens citadas acima.

Lema 3.2. Seja G € um grupo e p primo. Se |G| = p?, entao G possui subgrupo normal

de ordem p.

Demonstragdo. Se G é grupo com |G| = p?, entao pelo Lema 1.9, o grupo G é abeliano,
como consequencia, todo subgrupo de G é normal em G. Pelo 1° Teorema de Sylow, G

possui subgrupo de ordem p, sendo portanto normais em G. O
Desta forma, os grupos G' com as ordens 4, 9, 25, 49 nao sao simples.

Lema 3.3. Seja G um grupo de ordem 2p* com p primo e k > 1 natural, entio G nao é

um grupo simples.

Demonstragdo. Se |G| = 2p*, com k € N, pelo 1° Teorema de Sylow existe um subgrupo
H de ordem p*. Assim (G : H) = 2 e pelo Teorema 1.6 sabemos que H < G.
]

Assim, se |G| € {6,8,10,14, 16, 18,22, 26, 32, 34, 38, 46, 50, 54, 58} entao G nao é sim-
ples.
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Lema 3.4. Seja G um grupo com |G| = pq, onde p e q sdo primos distintos, entio G nao

¢ um grupo simples.

Demonstracao. Seja G um grupo de ordem pq, com p e ¢ primos distintos, suponha sem
perda de generalidade que p < q.
Como n, divide p, n, € 1,p. Como n, =1 mod q e p < q temos que, p # 1 mod q

assim n, = 1. Logo temos um unico g-Sylow subgrupo, sendo este normal em G.

Podemos concluir que se |G| € {15,21,33,35,51,55} entdo G nao é simples.

Lema 3.5. Se G € grupo e |G| = pqr com p,q e r primos distintos, entao G nao € grupo

simples.

Demonstragao. Suponha |G| = pgr com p,q e r primos distintos. Suponha também, sem

perda de generalidade, que p < ¢ < r. Entao pelo 3° Teorema de Sylow temos que,

ny, € {1, q, , qr};ng € {1, r, pr};n, € {1, pg}

Se n,, ng, oun, for igual a um, nada mais hé para provar. Vamos supor entao
que n, = ¢, ng =1 e n, = pg. Assim temos ¢ p-Sylow subgrupos distintos, que, pelo
Teorema 1.3 , a insterseccao entre eles é apenas a identidade. Da mesma forma, é trivial
a interseccao dos r ¢-Sylow subgrupos e dos pg r-Sylow subgrupos.

Agora, pelo Teorema sabemos que também ¢é trivial a interseccao de Sylow subgrupos de

ordens distintas. Assim,pela proposicao 2.4 a expressao

(p—Dg+(q@—1)r+(r—1)pg+1

descreve a quantidade de elementos distintos necessarios para a construcao destes sub-

grupos. Observe que,
(p=1g+(g—Dr+(r—1pg+1=

pqg—q+qr—r+rpqg—pg+1=
™wq+qr+pqg—pqg—r—q+1=
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rpq+r(g—1) —q+1

mas ¢ — 1 > 1, entao
rpg+r(g—1)—qg+1>rpg+r—q+1

mas r — q > 0, entao

rpg+1r—q+1>rpg+1

mas rpq+ 1 > rpq e |G| = rpq. Portanto n,, n, ou n, é igual a um, pois se nao o fosse, os
elementos ultrapassariam os de G, assim, pelo Segundo Teorema de Sylow, esse subgrupo
serd normal em G. O que implica que G nao sera simples. Desta forma grupos finitos de

ordem pqr com p, q e r primos distintos nao sao simples. O

Com isto, podemos afirmar, por exemplo, que os grupos com ordens 30 e 42 nao sao

simples.

Lema 3.6. Seja G um grupo e |G| = p™q, com p e q primos e (p,q) = 1. Se p™ < q entao

G possui um subgrupo normal de ordem q.

Demonstragao. Se p™ < ¢, pelo 3° Teorema de Sylow sabemos que n, | p”, o que implica
ng € {1, p, ...,p"} como n, =1 mod q e p" < ¢ temos que n, = 1 logo pelo 2° Teorema

de Sylow sabemos que este ¢g-Sylow subgrupo é normal em G. m
Assim se G é um grupo tal que |G| € {20,28,44,52} | G nao é simples.

Lema 3.7. Seja G um grupo com |G| = p*, com p primo e k > 1, entao existe algum

subgrupo de G normal nao trivial.

Demonstragdo. Como |G| = p*, temos que G é um p-grupo. Se G ¢é abeliano, pelo 1°
Teorema de Sylow, existe um subgrupo de ordem p, assim este subgrupo serd normal em
G. Agora, se G nao é abeliano, sabemos pelo Teorema 2.2, que seu centro é um subgrupo
normal com Z(G) # {e}. Note que |Z(G)| # p* uma vez que G nao ¢ abeliano, assim,
Z(G) # G. Logo, em todo caso G possui subgrupo normal nao trivial. O
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Disso temos que se |G| = 27 entdo G nao é simples.

Por meio da utilizagao das representacoes de um grupo podemos classificar os grupos
de ordem 24, 36 e 48.

Note que se f : G — G é um homomorfismo de grupos, entao ker f <1 G. Especifi-
camente, se temos um conjunto C', um grupo G, e p: G — P(C) uma representacao de
G como grupo das permutacoes do conjunto C', entao ker p é um subgrupo normal de G,
o objetivo entao, serd encontrar uma condigao tal que kerp # {e}.

Se [P(C)] = |C|! < |G|, entao |p(G)| = |G/ker p| < |G| e ker p# {e}. Assim, se um
inteiro m divide |G| e nao divide |C|!, entao kerp # {e}.

Lema 3.8. Seja G um grupo tal que |G| € {24,36,48} entao G nao € simples.

Demonstracao. Faremos a demonstracao para o caso 36, e de maneira analoga pode-se
obter os casos 24 e 48.

Seja G um grupo tal que |G| = 36 = 22 - 3% sabemos pelo terceiro Teorema de
Sylow que n3|4 e ng = 1 mod 3 logo n3 € {1,4} Se ng = 1 entdo G possui subgrupo
normal de ordem 9, por outro lado se ng = 4 temos 4 subgrupos de ordem 9. Digamos
Hy,Hy, H3, Hy.

Seja C = {H,, Hy, H3, Hy}. Defina,

p: G — PO
g — pg . C — C

H; — gH;g™"

p é uma representagao de G, entao ker p < G. Note que, |[P(C)| = |C|! = 4! < |G| =
36. Como
G/kerp = p(G) < P(C)

se ker p = {e} chegarfamos que |G| < |P(C)| = 24 o que seria um absurdo. Assim, ker p

nao é trivial e é normal em G, logo G nao é simples. O

Classificagao dos grupos de ordens 12,40,45 e 56
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Até o momento os lemas construidos nao englobaram a classificacao de grupos G tal

que |G| € {12,40,45,56} . Essa classificacao se fard a seguir:
Lema 3.9. Seja G um grupo finito e |G| € {12,40, 45,56} entao G nao € simples.

Demonstracao. Para a demonstracao deste lema demonstraremos de forma especifica cada
um dos casos, que se seguem.

Grupos de ordem 12

Seja G um grupo com |G| = 12 = 22.3. Pelo 3° Teorema de Sylow temos que, ny € {1,3} e
ns € {1,4}. Se ng = 1 entao pelo 2° Teorema de Sylow existe um subgrupo K normal em
G de ordem 3. Se n3 = 4 teremos 4 subgrupos de ordem 3, sendo a tnica intersecao entre
eles {e}, ou seja, sdo necessarios 4 - 2 elementos distintos para compor estes subgrupos,
sobrando exatamente 4 elementos. Pelo 1° Teorema de Sylow existe um subgrupo H com
|H| = 4, entdo ele é tinico pois se ndo o fosse a quantidade de elementos ultrapassariam a
ordem de G além disso esse subgrupo é necessariamente normal em . Portanto grupos

de ordem 12 nao sao simples.

Grupos de ordem 40
Seja G um grupo com |G| = 40 = 23-5. Pelo 3° Teorema de Sylow temos que ny = {1,5}
e n; = 1. Desta forma, como existe somente um 5-Sylow subgrupo, pelo 2° Teorema de

Sylow, ele é normal em G. Assim, os grupos de ordem 40 nao sao simples.

Grupos de ordem 45

Seja G um grupo com |G| = 45 = 3% - 5. Pelo 3° Teorema de Sylow temos que nz = 1 e
ns = 1. Desta forma, existe somente um 3-Sylow subgrupo, e também um tinico 5-Sylow
subgrupo, sendo ambos normais em G como afirma o 2° Teorema de Sylow. Portanto,

grupos de ordem 45 nao sao simples.

Grupos de ordem 56
Seja G um grupo com |G| = 56 = 23-7. Pelo 3° Teorema de Sylow temos que ny € {1,7} e

nr € {1,8}. Suponha que n; = 8, entdo teremos 8 grupos distintos, cuja tinica intersegao
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é o elemento neutro, entao serao necessarios 8 - 6 = 48 elementos distintos para construir
esses grupos, além disso sabemos pelo 1° Teorema de Sylow que existe um subgrupo H
com |H| = 23, como sobraram exatamente oito elementos, entao este subgrupo ¢ unico,
pois se nao o fosse a quantidade de elementos ultrapassaria |G|, além disso esse subgrupo
por ser Uinico necessariamente é normal em G pelo 2° Teorema de Sylow. Entao subgrupos

de ordem 56 nao sao simples. O

A partir de todos os lemas construidos até o momento pode-se chegar ao seguinte

Teorema:

Teorema 3.1. Seja G um grupo finito e |G| < 60, entdo G sd serd simples se |G| = p

sendo p primo.

Demonstracao. A demonstracao segue diretamente dos lemas supracitados. O
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Conclusao

Tendo em vista que os temas tratados neste presente trabalho sao obstantes a grade
curricular do curso de Licenciatura, pode se observar que este trabalho foi de significativa
importancia para o aprofundamento do saber matemaético.

Toda a parte de nogoes preliminares contidas neste estudo eram componentes curricu-
lares na disciplina de Algebra Moderna I, a qual possibilitou conhecer e analisar grupos,
subgrupos, homomorfismos conteidos estes que possibilitaram chegar a diversos resulta-
dos.

Conhecendo-se os Teoremas de Sylow, uma gama de novas propriedades a cerca de
grupos puderam ser descobertas, uma vez que eles trazem resultados a cerca dos subgru-
pos de um dado grupo. Utilizando-se dos Teoremas de Sylow e de conhecimentos prévios,
foi possivel construir métodos para classificar todos os grupos finitos de ordem menor
que 60, todos os métodos devidamente demonstrados, chegando entao a conclusao de que

apenas serao grupos simples, aqueles cuja ordem forem um nimero primo.
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