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RESUMO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma das ferramentas numéricas mais utilizadas
na analise estrutural contemporanea, sendo a base de diversos softwares comerciais empre-
gados em projetos de engenharia civil. Apesar de sua relevancia, o estudo introdutério do
MEF néao é contemplado de forma sistematica nas disciplinas de graduacao em Engenharia
Civil de vérias instituicoes brasileiras, o que motivou a elaboragao deste trabalho como
material de apoio ao aluno em inicio de estudos. O presente Trabalho de Conclusao de
Curso tem como objetivo apresentar, em carater introdutoério, a formulagdo matematica do
MEF a partir do Método de Rayleigh-Ritz, abordando os conceitos do calculo variacional
necessarios ao seu entendimento. Para isso, foram desenvolvidos sistematicamente os
conceitos de funcional, operador variacional ¢, extremos de um funcional e a deducao
da equacao de Euler-Lagrange. Em seguida, o Método de Rayleigh-Ritz foi formulado
e aplicado a uma viga biapoiada submetida a carregamento uniformemente distribuido,
recuperando-se a expressao analitica classica da deflexao. Por fim, o método foi aplicado a
formulagao do elemento finito unidimensional de viga com quatro deslocamentos nodais,
obtendo-se a matriz de rigidez K(® de ordem 4 x 4 e o vetor de forcas nodais equivalentes
f(¢) caracteristicos do elemento viga classico do MEF. Os resultados obtidos demonstram a
consisténcia teérica do Método de Rayleigh-Ritz como fundamento variacional do MEF e
reforcam o seu papel como ponte didatica entre os métodos classicos da analise estrutural
e 0os métodos numéricos modernos.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Método de Rayleigh-Ritz. Célculo

Variacional. Andlise Estrutural.



ABSTRACT

The Finite Element Method (FEM) is one of the most widely used numerical tools
in contemporary structural analysis, forming the basis of several commercial software
packages employed in civil engineering projects. Despite its relevance, an introductory
study of the FEM is not systematically addressed in the undergraduate curriculum of Civil
Engineering at several Brazilian institutions, which motivated this work as a supporting
material for students beginning their studies in the field. This Final Course Work aims to
present, in an introductory manner, the mathematical formulation of the FEM based on
the Rayleigh-Ritz Method, covering the concepts of variational calculus necessary for its
understanding. To this end, the concepts of functional, variational operator 9, extrema
of a functional, and the derivation of the Euler-Lagrange equation were systematically
developed. Subsequently, the Rayleigh-Ritz Method was formulated and applied to a
simply supported beam subjected to a uniformly distributed load, recovering the classical
analytical expression of the deflection. Finally, the method was applied to the formulation
of the one-dimensional beam finite element with four nodal displacements, obtaining the
4 x 4 stiffness matrix K(® and the equivalent nodal force vector f(®) characteristic of the
classical FEM beam element. The results obtained demonstrate the theoretical consistency
of the Rayleigh-Ritz Method as the variational foundation of the FEM and reinforce its
role as a didactic bridge between the classical methods of structural analysis and modern

numerical methods.

Keywords: Finite Element Method. Rayleigh-Ritz Method. Variational Calculus. Struc-

tural Analysis.
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1 INTRODUCAO

1.1 JUSTIFICATIVA

Ao longo do curso de engenharia civil, cursam-se algumas disciplinas especificamente
voltadas para o ensino da teoria das estruturas que, juntamente com as disciplinas de
resisténcia dos materiais, fornecem juntas o referencial tedérico para o estudo da anélise
estrutural dos elementos estruturais. A andlise estrutural é realizada utilizando alguns
mcétodos que se mostram mais adequados para cada tipo de situacgao. Para sistemas de
geometria simples e condi¢oes de carregamento bem definida, os métodos classicos como
das forcas e deslocamento sdo adequados para determinar, por exemplo, a defleccdo e
rotacao de estruturas isostaticas e hiperestatica. Para a analise de estruturas com formas
complexas e condi¢oes de carregamento variadas, os métodos discretos, por exemplo, o
Método dos Elementos Finitos, MEF, ¢ o mais adequado. Devido a grande quantidade de
conteudo e com carga horaria restritiva, o MEF nao faz parte das disciplinas do curso de
graduacao de engenharia civil em varias instituicoes de ensino superior. Por isso, o estudo
desse trabalho se justifica, a fim de ser mais uma fonte de pesquisa e de aprendizado para o
estudante que deseja ter as primeiras nogoes dos conceitos, como também das formulagoes

matematicas de alguns elementos estruturais utilizados nesse método.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivos Gerais

Aplicar o Método dos Elementos Finitos utilizando Rayleigh-Ritz, fornecendo um
material de apoio aos estudantes de graduacao do curso de engenharia civil para além dos

métodos classicos de andlise estrutural.

1.2.2 Objetivos Especificos

Entre os objetivos especificos, busca-se introduzir os primeiros conceitos e a descri¢ao
matematica realizado pelo MEF de alguns clementos estruturais unidimensionais discreti-
zados como a trelica e a viga, para que, uma vez modelados, eles possam ser utilizados

nos projetos estruturais.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Na concepg¢ao de uma estrutura, busca-se atender as necessidades humanas, adaptando
e modificando o meio ambiente, satisfazendo os padroes de seguranca, de utilizagao, de
limitagdes econdmicas, descritos em normas construtivas e legais (Martha, 2022). Em
épocas antigas, para a construcao de monumentos grandiosos, se utilizavam medidas
empiricas, frutos de experiéncias anteriores de tentativas e erros (Karnovsky; Lebed, 2021).
Atualmente, tém-se disponiveis varios métodos de andlise estrutural, tanto classicos como
das forcas e deslocamento, como também por andlise discreta, por exemplo, o método dos
elementos finitos, para subsidiarem o projetista na obtencao de pardmetros como tensoes,
deformacoes e deslocamentos, buscando garantir que a estrutura nao estara sujeita a falhas
sob as diversas condigoes de operacao. Em todos esses métodos, as bases para a elaboracao
dos modelos estao em diversas areas do conhecimento, como a mecanica dos sélidos, nos
Teoremas da Mecanica Geral, em particular no estudo da estatica, da Teoria Matemética
da Elasticidade (Fenner; Reddy, 2012).

Com os métodos analiticos classicos, busca-se obter expressoes analiticas fechadas, ou
seja, expressoes matematicas que permitem o calculo da resposta exata dos deslocamentos,
das deformagoes ¢ tensdes na estrutura em todos os pontos do elemento. Porém, essas
respostas exatas somente sao possiveis de serem obtidas para sistemas de geometria simples
e com condigoes de carregamento e apoio “bem comportadas” (Alves Filho, 2013).

Com o desenvolvimento do método dos elementos finitos, pode-se aplicar procedimentos
aproximados em carater geral, ou seja, independente da forma da estrutura e da condicao do
carregamento, respeitando uma precisao aceitavel para garantir seguranga e funcionalidade
(Alves Filho, 2013).

Para o desenvolvimento do MEF houve a contribuicao de intimeros cientistas que
colaboraram com suas ideias e conhecimentos inovadores, dentre eles se destacam: R.
Courant, B. G. Galerkin, R. W. Clough, I. Babuska, O. C. Zienkiewicz, M. J. Turner, J.
H. Argyris, J. Barlow, B. M. Irons, E. L. Wilson, T. J. R. Hughes, J. T. Oden, G. J. Fix,
G. Strang, Philippe G. Ciarlet, P. A. Raviart (Pinto Junior, 2022).

Ainda de acordo com esse autor, é dificil de precisar a origem do MEF, mas, na
descricao histéoria do MEF, o autor cita o trabalho de Richard Courant, que foi publicado
no ano de 1942 no jornal cientifico Transactions of American Mathematical Society em
que, implicitamente, aborda a noc¢ao de convergéncia para o problema de tor¢ao de Saint
Venant, introduzindo a ideia de grau de liberdade de deformacao torcional a pontos nodais
pré-definidos (Pinto Junior, 2022).

O engenheiro civil grego, John Hadji Argyris, publicou em 1954, na revista cientifica
Aireraft Engineering seu trabalho “Teoremas de Energia e Analise Estrutural”, em que

aplica os Métodos Matriciais de Andlise Estrutural para varios elementos discretos, obtendo



Capitulo 2. REVISAO BIBLIOGRAFICA 13

as matrizes de rigidez desses elementos (Pinto Junior, 2022).

Outro autor que destaca o trabalho de Argyris foi Soriano (2009), relatando que o
trabalho desse pesquisador contribuiu na elaboragao de recorrentes projetos de espagonaves,
misseis e capsulas espaciais, com aplicacoes presentes em diferentes areas da Engenharia.

Samuel Levy, que introduziu o chamado método da rigidez, importante na moderna
teoria das estruturas, consagrou a universalidade das aplicacoes do MEF, com a publi-
cacao de “Structural Analysis and Influence Coefficients for Delta Wings” no Journal
of Aeronautic Sciences em 1953, em que aplicou os métodos matriciais em estruturas
de aeroplanos, utilizando elementos discretos relativos a flexao, torcao, cisalhamento e
alongamento (Pinto Junior, 2022).

Ray William Clough, engenheiro civil americano, é descrito como o criador do termo
Método dos Elementos Finitos, presente no seu artigo “The Finite Element Method in
Plane Stress Analysis”, em 1960. A intencao de Clough em utilizar o termo “elemento
finito” foi de distinguir o continuo e o discreto no contexto dos métodos matriciais de
andlise estrutural (Pinto Junior, 2022).

Edward L. Wilson (1931-2005) é creditado com o mérito de ter implementado o primeiro
programa baseado no método dos elementos finitos, abreviado como SAP — Structural
Analysis Program, em 1970. Esse feito foi atribuido a Edward L. Wilson durante o seu
doutorado, sob a orientacao de Ray W. Clough, em 1963 com a tese “Finite Element
Analysis of Two-Dimensional Structures” pela Universidade da Califérnia em Berkeley,
nos Estados Unidos da América (Pinto Junior, 2022).

Ainda segundo Pinto Junior (2022), para a construgao do rigor matemético do Método
dos Elementos Finitos, juntamente com a Teoria Matricial das Estruturas, a teoria matemé-
tica foi sendo desenvolvida durante o século XX, com destaque na evolugao e combinagcao
de varios campos de estudos como a Teoria da Interpolagao, Calculo Variacional, Equacoes
Diferenciais, Anélise Funcional, Espacos de Hilbert e Sobolev e Teoria das Distribuicoes.
Esses estudos formularam a Analise Numérica do Método dos Elementos Finitos. Nesse
processo, destacam-se os nomes de Philippe Gaston Ciarlet, Pierre-Arnaud Raviart, John
T. Oden, Ivo M. Babuska, Franco Brezzi, J. A. Nitsche, além de outros.

Para Soriano (2009, p. 3), no inicio da década de 60, observou-se que o MEF pode
ser compreendido como um caso particular do Método de Rayleigh-Ritz e, por isso, ser
formulado a partir de funcionais. Isso ampliou a aplicabilidade deste método a problemas
nao estruturais, como de fluidos, meios porosos, termodinamica e eletromagnetismo, e
conduziu ao estabelecimento de critérios de convergéncia. Nos anos finais dessa década,
observou que o MEF pode ser formulado a partir de equagoes diferenciais com condigbes
de contorno, o que é caracteristico do Método de Galerkin. Com isso, MEF passou a nao
requerer a existéncia de um funcional, o que levou a uma nova ampliacao de seu uso
(Soriano, 2009, p. 3).

Na década de 70, observou-se que o MEF pode ser também formulado e compreendido
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como um caso particular dos métodos dos residuos ponderados em geral, e ndo apenas
a partir do Método de Galerkin. Nessa década também contou-se com o surgimento dos
primeiros programas automaticos, possibilitou-se a analise de uma ampla variedade de
sistemas fisicos, a partir da geracao de modelos discretos, com o uso de eficientes algoritmos
de resolucao dos sistemas de equacgoes algébricas e dos problemas de autovalor decorrentes
desses modelos (Soriano, 2009, p. 3).

Ja na década de 90 até os dias atuais, ocorreu uma grande disponibilidade de microcom-
putadores e programas comerciais de custo mais acessiveis, possibilitando que o método
se popularizasse com eficientes ferramentas de pré e de pos-processamento. Dentre os
softwares amplamente utilizados em projetos de engenharia estdo: ANSYS®, NASTRAN,
COSMOS, ABAQUS, ALGOR, SAP® e ADINA® (Soriano, 2009, p. 4).

Figura 1 — Linha do tempo do desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos

Zienkiewicz,
Richard Courant John H. Argyris B W Glough E. L. Wilson E. L. Wilson Bahuska, Ciarlet...
1942 1954 1960 1963 1970 Anos 60-80
-@ o @ o @-
Mogdo de Métodas Tese MEE 2D Programa SAP Generalizacio
CoONErEéngia matriciais (Berkeley) (12 software) tedrica

(tercio) em aviagio

Fonte: Elaborado pelo autor.



3 DESENVOLVIMENTO

3.1 O QUE SIGNIFICA METODO DOS ELEMENTOS FINI-
TOS (MEF)

Uma maneira de compreender o comportamento complexo da natureza e da matéria,
seria a realizacao de experimentos fisicos, como construir uma estrutura, na tentativa de
analisar o papel de cada parametro ou variavel. Mas isso, obviamente, se mostra muito
dispendioso e praticamente impossivel. Para contornar essa dificuldade, os cientistas e
pesquisadores desenvolvem estudos analiticos, com modelos matematicos baseados em
hipéteses tedricas, que simulam e/ou aproximam o comportamento do sistema em estudo.
Quando esse modelo de sistema ¢ formado por matéria, ela é idealizada como uma
distribuicao continua, constituida de infinitos “pontos materiais” que, ao afastarem nao
formam vazios, e ao se aproximarem, nao se sobrepoem. A essa hipdtese denomina-se meio
continuo (Soriano, 2009, p. 4-5).

Assim como se mostrou inviavel o estudo da natureza e da matéria apenas por experi-
mentos fisicos, a compreensao e resolucdo dos modelos matematicos de meios continuos
também apresentam dificuldades, sendo impossivel em alguns casos. Como alternativa,
desenvolveu-se uma nova aproximagao para além do modelo continuo, ou seja, buscou-se
um método aproximado que substitua os infinitos graus de liberdade do modelo continuo
por um numero finito de parametros a ser determinados. Com isso, onde se tinha a
necessidade de resolver equacgoes diferenciais que surgem nos modelos do continuo, surge
um sistema de equagoes algébricas, usualmente polinémios, advindas desse niimero finito
de pardmetros (Soriano, 2009, p. 8).

Para a compreensao do que é grau de liberdade, ¢ necessario esclarecer que, na
construcao dos modelos, adota-se um referencial conveniente a esse espago, normalmente o
plano cartesiano. As coordenadas, no plano cartesiano, necessarias a uma configuracao
do fenémeno, sao ditas variaveis independentes, comumente o eixo x, a variavel tempo,
etc. As fungoes que precisam ser determinadas em um modelo matematico, a partir das
variaveis independentes sao denominadas varidaveis dependentes. Varidveis dependentes
primdrias dao origem a outras através de derivagdes. Varidveis (dependentes) secundarias
ou variaveis derivadas sao essas outras. Os graus de liberdade sdao as variaveis primarias
em cada um dos pontos da regiao de um modelo matematico (Soriano, 2009, p. 5).

Por exemplo, em uma barra metdlica sob tragao, a variavel independente seria a
coordenada z do plano cartesiano, ou eixo x, que informa a localizacdo de cada ponto da
barra na direcao x. Para cada ponto x, busca-se analisar, por exemplo, o deslocamento desse
ponto, uma vez que, sob tensdo, os pontos se movem. Esse movimento é o deslocamento

u, que depende de cada ponto x, ou seja, é a variavel dependente priméria, denominado
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de u(x). Os graus de Liberdade (GDL) sdo os valores das variaveis primérias nos pontos
especificos (nés), por exemplo u; (deslocamento no inicio da barra) e us (deslocamento no
fim da barra)?.

Da varidvel dependente priméaria, derivam-se as variaveis secundarias (derivadas). Por
exemplo, a deformacao e a tensao. Primeiro, encontra-se o deslocamento us. Em seguida,
calcula-se o quanto o material alongou, que é a deformacao. A partir da deformacao,
multiplica-se pela rigidez do material ¢ chega-se na tensdo (o “esfor¢o” interno)?.

Em relacao aos métodos aproximados que foram desenvolvidos, pode-se citar os métodos
aproximados analiticos classicos, como os variacionais e os de residuos ponderados. Apesar
de possibilitarem a solugao de varios problemas, esses métodos classicos fazem uso de
solugoes propositivas (as aproximagoes) que sejam validas em todo o dominio, ou seja,
nao podem ter sua expressao modificada para diferentes pontos de uma viga, elas tém que
ser validas tanto para = 0, para * = L/2, etc. Se hd uma mudanga na composi¢ao da
viga, ou se hd uma geometria irregular, como um furo, os métodos aproximados analiticos
classicos sao invidveis. Para alguns casos em que a geometria e o material sao uniformes,
essas solugoes propositivas conseguem aproximar as varidveis primarias originais continuas
(que ndao conhecemos) (Soriano, 2009, p. 8 e 115)3.

Ha também os métodos numéricos que buscam soluc¢oes aproximadas a partir de pontos
especificos do dominio (os subdominios) ou do contorno, que sdo: o Método das Diferengas
Finitas, o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos Elementos de Contorno ¢
diversos Métodos sem Malha (Soriano, 2009, p. 8).

A historia colocou o MEF como o mais utilizado, devido a sua eficiéncia e robustez, como
se pode notar pelo nimero de softwares comerciais que o utilizam, em relacao aos demais
métodos. Na aplicagdo do MEF, ha uma mudanc¢a do dominio em que se esta estudando.
Pega-se, por exemplo, o caso de uma barra que é considerada, no mundo real, constituida
de um meio continuo de infinitos pontos ao longo do seu comprimento, ou seja, seu dominio.
Esse dominio continuo serd transformado em um dominio discreto, com a utilizacao de
uma quantidade finita de pontos para representar o dominio da barra, que é o dominio
aproximado da barra como se ela fosse formada por apenas alguns conjuntos finitos de
pontos. A regidao do dominio que é agora formada por varios pontos é chamada de elementos
finitos que se conectam em pontos chamados de nés ou pontos nodais. Esse processo de
passar do continuo para o discreto é chamado de processo de discretizacao. Com isso, as
variaveis dependentes priméarias que descrevem alguma fungdo que se deseja estudar nesses
elementos finitos, passam a ser, usualmente, descritas utilizando-se expressoes polinomiais.

Essas variaveis dependentes primarias, que antes eram fungoes de infinitos pontos, passam

1 Esta sistematizagdo diddtica foi elaborada com auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial Google
Gemini (2026), tendo como base os conceitos apresentados em Soriano (2009).

Sequéncia didatica elaborada com auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial Google Gemini (2026),
partindo da relacao classica entre deslocamento, deformacao e tensdo da Resisténcia dos Materiais.
Exemplo ilustrativo das condicoes de aplicacdo da viga foi elaborado com auxilio da ferramenta de

inteligéncia artificial Google Gemini (2026).
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a ser funcgoes de uma quantidade discreta e finita de pontos, facilitando a obtencao das
solugbes, aproximadas, das varidveis dependentes primarias e secundérias (Soriano, 2009,
p. 8).

A robustez do MEF garante que a solugao aproximada obtida convirja para a solucao
do modelo matemaético original, na medida em que o tamanho dos elementos finitos seja
reduzido e sua quantidade aumentada (Soriano, 2009, p. 8).

Como dito anteriormente na parte 2 — Revisao Bibliografica, tanto Soriano (20009,
p. 3), como Assan (2020, p. 35), citam que o MEF teve como referéncia os Métodos de
Rayleigh-Ritz e Galerkin. Por isso, parte-se das formulac¢es, em carater introdutorio,
desses dois métodos, para que, apés isso, possa-se melhor compreender os aspectos também

introdutoérios da formulacao do MEF.

3.2 FUNCIONAIS

Uma abordagem que pode facilitar o entendimento do calculo variacional é fazer-se um
paralelo das propriedades de uma funcao f(z) comum que depende de um nimero real z,
com as propriedades de um funcional Y que depende de uma funcgao e de suas derivadas.
Do célculo diferencial no dominio dos reais, tem-se que, para uma fungao f(x), diferencidvel
em x; < T < T, apresentar um valor extremo no ponto (zg, f(g)), a condigdo necessaria

¢ que a derivada primeira de f(x), no ponto (xo, f(xg)) seja nula (Assan, 2020, p. 17-18).

e = (42 - (d{z()> =0 3

Isso significa, geometricamente, que a reta tangente ¢ horizontal a curva f(x) no ponto

xg, levando a trés possibilidades possiveis:

a) o ponto xy ¢ um ponto de maximo relativo da fungao f(x) (Figura 2 a);
b) o ponto zp é um ponto de minimo relativo da funcao f(z) (Figura 2 b);

¢) o ponto zg é¢ um ponto de inflexdo da funcao f(z) (Figura 2 c).
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Figura 2 — Tipos de pontos de extremo de uma fungao f(z)

f(z) S(z) f(z)

fz, )}~ — |
W a f(:rz)__&,./ f(x")'_f./

|
| T ! X z
z % %3

a) b) c)

Fonte: Assan (2020, p. 18).

Serd a derivada segunda da fungdo f(z) no ponto z, que ird identificar qual o valor
extremo dessa fungio estd ocorrendo no ponto xg. Se f..(zo) > 0, tem-se um minimo
relativo, como mostrado na Figura 2b. Se f..(zo) < 0, tem-se um méaximo relativo, como
mostrado na Figura 2a. Se f,.(x¢) = 0, o ponto zy pode ser um ponto de inflexao, como
mostrado na Figura 2c, caso os valores de f ., sejam diferentes a direita e a esquerda de
xo (Assan, 2020, p. 17-18).

No calculo variacional ou calculo de variagoes, diferentemente do calculo diferencial no
dominio dos reais que estuda fungoes reais dependentes de um ntimero real x, utiliza-se
funcionais, que sao fungoes que dependem de outras fungoes (Assan, 2020, p. 19).

Uma definigao semelhante é dada por Soriano (2009, p. 67), sendo que, para esse autor,
um funcional é uma fungdo, denotada por exemplo de Y, cuja varidvel é outra fungio y(x)
e/ou suas derivadas, sob a forma de equagao integral, e por isso, o funcional é denotado
de Y(y(x)) ou simplesmente de Y (y). A Figura 3 (a seguir) ilustra a comparagao entre

uma fun¢do comum f(z) e um funcional.
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Figura 3 — Comparacgao entre fungao real f(x) e funcional Y (y)

Fungao comum: f(x) 1 Funcional: Y[y]
J

T

Entra: um ndimero x Entra: uma fungao y inteira
y()

x=3 9 42
—_— > /\/\—9 Y =

Sai: um nimero Sai: um nimero

@=9 Vig] = 42

O que varia? Apenas x. O que varia? A funcao y inteira.

Como calcular Y[y]: o papel de x dentro do funcional

Dado uma fungéo y fixa, x percorre x; até x, como variavel de integracao.
Em cada ponto x, vocé avalia F(x, y(x), y'(x)) — y ndo muda, apenas x varia.
A integral soma todos esses valores — produz um tnico nimero.

Se vocé trocar y por outra fungdo, o nimero muda. Isso é variar no nivel do funcional.

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial Claude (Anthropic, modelo
Sonnet 4.6).

O calculo variacional desenvolve métodos que permitem estudar os funcionais para
encontrar seus valores extremos. As leis da Fisica e da Engenharia que utilizam esses
métodos, como as leis da mecanica, sdo chamadas de principios variacionais. Um exemplo
desse principio, amplamente utilizado na engenharia estrutural, ¢ o chamado principio da
minima energia potencial (Assan, 2020, p. 19).

Como exemplo de um funcional, tem-se a Equacao 3.2, onde o funcional, denominado
de Y por Assan (2020, p. 25), é chamado energia potencial total de uma viga, mostrada
na Figura 4, sendo £ o médulo de Young do material e I o momento de inércia da secao
transversal da viga em relacao ao eixo baricéntrico, ¢ é o carregamento uniformemente
distribuido.

Pelo préprio nome, entende-se que, a partir do funcional Y que mede a energia potencial
total dessa viga biapoiada, busca-se utilizando o calculo variacional com os principios
variacionais, encontrar a funcao v(zr), que sio as deflexdes do eixo baricéntrico da viga,
que torna o valor desse funcional minimo, ou seja, que torna a energia minima, o que

caracteriza um valor de extremo (Assan, 2020, p. 25-26).
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Figura 4 — Viga biapoiada submetida a carregamento uniformemente distribuido

v(z)

) :
A
|
| 1
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A ; 7A\
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Fonte: Assan (2020, p. 25).
1 /r v’ L
Y = - / B |SY dr - / 2
5 ) [d:ﬁ] dx : qudzx (3.2)

Foi descrito nos paragrafos acima e utilizada a Equacao 3.1 que, para encontrar o
valor extremo de uma funcdo f(x), diferenciavel em x; < x < x5, no ponto (xg, f(zo)),
a condicao necesséria é que a derivada primeira de f(z), no ponto (xo, f(z¢)) seja nula.
Assim, utiliza-se o operador diferencial, que é a técnica de se obter derivadas para encontrar
a condigao ou propriedade de extremo da fungao (Assan, 2020, p. 22).

Continuando com o paralelo entre o célculo diferencial e o calculo variacional, neste
também tem-se um operador que permite encontrar a condicdo ou a propriedade de

extremo de um funcional, que é denominado operador variacional ¢ (Assan, 2020, p. 20 e
22).

3.3 OPERADOR VARIACIONAL §

A ideia central do operador variacional vem do préprio nome variacional que remete
a variacao, e variagao remete a mudanga. Por exemplo, seja uma fungao F(z,y,y) que
depende de z, da fungao y(z) e de sua derivada, representada pela notagao y'(z). Se realizar-
se uma modificacdo ou variagao de y(x) para y(z) e y'(x) para ¢'(z), e substituirmos em
F, ter-se-4 uma outra funcao F'(z,¥,y’) que depende agora de z, da funcao y(z) e de
sua derivada '(x). Nota-se que houve uma variagao da fungao F' devido a varia¢do ou
mudanca de suas varidveis, ou seja: variagao de F(x,y,y’) para F(z,y,y').

No estudo do calculo variacional, essas mudangas ou variagdes de y(x) para y(x) e
y'(z) para y'(x) devem satisfazer algumas condi¢oes para que essas variagoes sejam tteis
no estudo do funcional e na determinacao dos extremos do funcional. Por exemplo, se

y(x) representa a deflexdo exata de uma viga, em que essa deflexdo é zero nos apoios, a
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variagao y(z) também deve apresentar deflexdo zero nos apoios. Esse comportamento é

representado na Figura 5.

Figura 5 — Funcao y(x) e suas variagoes 4;(z) e y2(x) que satisfazem as condigdes de

contorno
[ y
—Wx)=y(x)+ ) n(z)
yaflz,) |- —
y;ff,l.‘r ) y‘:!_l_.;:.y[’ l';'- ,'I\‘I”{H‘)
< i
| n(z) |

Fonte: Assan (2020, p. 20).

Nota-se na Figura 5 que a funcao y(x), linha continua, possui duas variagdes, linhas
pontilhadas, representadas por y1(x) e y2(x), e ambas possuem o mesmo valor nos pontos
e To, que sao denominados condigoes de contorno que devem ser satisfeitas pelas variagoes
de y(z), e que sdo condigoes impostas pelas préprias condigoes fisicas e mecénicas do
apoio, como por exemplo, de impedir deslocamentos verticais em apoios fixos (Assan, 2020,
p. 20).

Também da Figura 5, observa-se que ambas as fungoes y1(x) e y2(z) sdo obtidas de y(x)

através de uma lei de formagao que, genericamente, pode ser representada pela expressao:
y(x) = y(z) + An(z) (3.3)
onde n(x) é uma fungao arbitraria que satisfaz as condigoes de contorno:
n(z1) =0 parax =z e n(zy) =0 para x = xs.
Ou seja, quando se substitui x = x; na Equacao 3.3, obtém-se:
y(z1) = y(o1) + An(zy)

Mas como 7(x1) = 0, implica que y(z1) = y(z), satisfazendo as condigoes de contorno,

exemplificadas na Figura 6. O mesmo ocorre para x = xs.
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Na ado¢do de uma fungdo fixa n(z) na Equacdo 3.3, obtém-se uma familia de fungoes
y(x) obtidas pela variacao de A que é um nimero pequeno (Assan, 2020, p. 21). Assim,
para:

a) A1, implica em ¢ (z) obtido por 71 (z) = y(x) + A\ n(x);
b) Ag, implica em y,(x) obtido por ya(x) = y(z) + A2 n(x);
e assim por diante. A esse conjunto de y(x) denomina-se de fungoes admissiveis, como
ilustrado pela Figura 6, pois satisfazem as mesmas condigdes de contorno de y(x) e
representam a funcdo y(x) dentro de uma tolerancia (Assan, 2020, p. 20).
Figura 6 — Familia de fung¢oes admissiveis y(x) = y(z) + An(zx)
Familia de fungdes admissiveis ¥(x) = y(x) + A-n(x) Parametro A — seleciona a fungao y(x)
-1 +1

A = 0.50

Funcdo selecionada y(x) = y(x) + An(x)

jies}

v(x) = 8,4-sen(x) +8.50-0,3-sen(2x)

v(x) = 0,4-sen(x) +0.150-sen(2x)

[selecionada]
n{2x) [perturb.]

Funcdes fixas (ndo mudam):
X y(x) = 0,4-sen(x) < base
n(x) = 0,3-sen(2x) < direcdo

A é o parametro que seleciona
N qual funcao admissivel ¥ vocé esta usando.
A=0 > ¥ = y(x) exata.

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial Claude (Anthropic, modelo
Sonnet 4.5).
Na Figura 6, tem-se, por exemplo, que:
e y(z) =0,4-sen(x) ¢ a fungao base.
e n(z) =0,3-sen(2z) é a fungio fixa que da a direcao da variagao de y(x).

e ) é o pardmetro para gerar a funcao admissivel y(x). Assim, variando A, obtém-se
uma familia de fung¢oes admissiveis y(x) que apresentam as mesmas condigoes de

contorno e sdo uma aproximacao de y(z). Quando A = 0, g(z) é igual a y(z).
Da Equagao 3.3, y(z) = y(z) + An(x), tem-se que:
y(x) —y(x) = An(z)

A essa diferenca denomina-se de variacao da fungao y(x), como mostrada na Figura 7
que fornece uma visualiza¢ao geométrica dessa variagao. Essa variacao de y(x) é simbolizada

por:

oy = An(z) (3.4)
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Figura 7 — Visualizagdo geométrica da variagdo oy = An(x)

Pardmetro A — seleciona y(x)

Familia de funges admissiveis §(x) = y(x) + An(x) [eq. 2.4 de Assan] .

-1 +1

A = 0.60

Fungdes fixas:

y(x) = @,4-sen(x)

n(x) = @,3-sen(2x)
Fungdo admissivel (eq. 2.4):

V(x) = y(x) + A-n(x)

o wa 2 Il w B
x=3mia Diferenca:

¥y -y =Anx)

Retas verticais em x = /4 e x = 31/4:
Cada reta liga y(x) a y(x), mostrando

visualmente o valor de An(x) naquele ponto.

x=n/4: y-y = ©.1800

x=3n/4: y-y = -0.1800

Em x = /4:

y(n/4) = 0.2828
y(n/4) = 0.4628

y-y = A-n(n/4) = ©.18e0
Em x = 31/4:

y(3n/4) = @.2828
¥(3n/4) = ©.1028

y-y = A-n(3n/4) = -0.1800

A = 0.60. Em x=11/4: y—y = An(i/4) = 0.60-0.3000 = 0.1800. Em x=31/4: y—y = An(31/4) = 0.60--0.3000 = -0.1800. Note que n(r/4)
= n(31/4) pois sen(2-1/4)=sen(1/2)=1 e sen(2-31/4)=sen(31/2)=~1, portanto as duas setas tém o mesmo comprimento mas

sentidos opostos.

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial Claude (Anthropic, modelo
Sonnet 4.6).

Se se pegarem, por exemplo, os nimeros do dominio x; = 7/4 e x5 = 37 /4, o fator
que modifica ou que varia a fungéo y(x) é justamente An(x1) e An(zs), pois para esses
valores de z, faz-se o procedimento y(z) + An(x). Assim, o valor ou imagem que antes era
y(x) é agora y(x) + An(z). Por isso diz-se que houve uma variacao de y dada por An(z), e

simbolizada por:
by = An(a) (3.5)
Da Equacao 3.3, y(x) = y(x)+An(x), calcula-se a sua derivada em relagdo a x, obtendo:
y(z) =y'(x)+ An'(z), o que implica em:

0y’ =y () —y'(x) = Arj'(x), ou seja

5y = \if (x) (3.6)

que representa a variagao da derivada de y(x).
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Assim, esse operador de variacao ¢ quando aplicado a uma funcao real, por exemplo y(z),
promove a mudanga dessa fungao y(z) e que é quantificada pela diferenga y(z) — y(x) =
An(x).

Com a compreensao do que significa as variagoes das fungdes reais y(z) para y(z) e
y'(z) para 3/ (x), surge a questdao de como pode-se avaliar a variagao em um funcional, ji
que essa variacao do funcional é fungao dessas fungoes que sofreram as variagoes dy, ou
seja, aplica-se essas variagdes na prépria fungdo F', obtendo a sua variagdo de F(x,y,y’)
para I'(z,y,y'), denotada de AF, devido a variacao de y(z) para y(z) e y/(x) para y'(x).
Por ser uma funcao de fungoes, o caminho para se obter a sua variagao nao ¢é estritamente
igual ao de uma funcgao real comum, uma vez que na fungao real, a variagdo é em apenas
uma direcao dada pelo eixo real, e a direcao da variacdo de uma funcao pode ser infinitas,
pois h& infinitos caminhos e dire¢oes para se variar uma funcao!

Dada uma variacao no valor de F', sendo:
AF =F(z,4,y) — F(x,y,Y)

A estratégia de se estudar AF vem da questao que, em muitos problemas de engenharia,
até tem-se a forma explicita de F'(z,y,y’) e suas derivadas parciais O0F /0y e OF /0y, por
exemplo, em modelos matematicos de algum fenémeno fisico, como a Equagao 3.2 da viga
biapoiada. Porém, mesmo com essas informacoes em maos, ainda nao se pode conhecer
os seus valores, pois ndo se conhece a fungao y(x) explicitamente. Assim, a estratégia é

estudar nao F' diretamente, mas a sua variacao AF'.

Como:
y(z) = y(@) + An(z), dy=An(z)
y(@) =y (x) + An'(x), oy = (x)
tem-se que:
y(x) = y(z) + oy(z)
y(z) =y (z) + oy (x)

Logo, AF pode ser escrito como:
AF = F(z,5.9) — F(z,y.9)
= F(z,y+0y,y/ +0y') — Flx,y.9)
= F(z,y+Any' + M) = F(z,y,y)

Pode-se aprofundar ainda mais o estudo e conhecimento de F'(z,y+ An,y'+\n) através

da sua expansao em série de Taylor. Assim, AF pode ser expresso por:

OF OF 10°F
AF = |F Nk M+ — A + —— ()2 +...| - F /
(z,y,9) + o n+ay, n +28y2( n)”+ (z,9,9")
OF OF
= =+ =M +
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Como dy = An(x) e oy = An'(x), tem-se que:

AF = —dy+—=dy +... (3.7)

Dos estudos do calculo diferencial total de uma fungao f(u,v) com varidveis reais u e

v, tem-se que:

_of of
df = 5= du+ == dv

(0f /Ou) - du é quanto f muda por causa de u variando, e (0f/0v)-dv é quanto f muda por

(3.8)

causa de v variando. O diferencial total é a soma das contribui¢oes independentes de
cada variavel.

Observa-se que, das Equagoes 3.7 e 3.8:
o 0y = An, 0y = A sdo variagoes funcionais;
e du,dv sdo incrementos numéricos infinitesimais.

Ao comparar os dois primeiros termos da Equacao 3.7 com os termos da Equacao 3.8,
observa-se que AF' é analogo ao diferencial total expresso na Equacao 3.8. Isso permite
tratar a expressao de AF como sendo um diferencial total dessa mesma funcao F, e assim
obter importantes propriedades como a capacidade de se conhecer os extremos de um
funcional, visto mais adiante.

Adota-se a notacao 0 F' para representar esse diferencial total de F', expresso por:

oF oF
OF = — Sy + — oy
oy y+8y’ Y

Assim, se para uma funcao real calcula-se a sua variacdo por:
oy = y(z) —y(z) = An(z)

para o funcional, calcula-se a sua variagao por:

e essa expressao ird permitir obter importantes caracteristicas e propriedades do funcional,
como por exemplo, obter os extremos de um funcional, visto mais adiante.
O simbolo 0 é chamado de operador variacional, e possui as mesmas propriedades do

operador diferencial, como por exemplo:

%(m - (%) (3.9)

5/Z2Fdx:/m §F do (3.10)
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Assim, com o funcional do tipo:

Y = / (x,y,9) (3.11)

e utilizando as propriedades vistas acima, pode-se dizer que sua primeira variacao é dada

por:

sy = [ <8—F 5y + 2F 63/) dz (3.12)
z1 0y Yy

Um exemplo da aplicagao do operador o pode ser feito utilizando a Equacao 3.2:

2/E[ [dﬁ] dx—/q’udx

B B or or _,
5Y—/5Fda:—/(av 57 )dm

Como:

onde F' é dado por:

1
F(z,v,0") = éEI(v")2 —q(x)v
e pela propriedade da Equacao 3.10, a aplicacao do operador variacional resulta em:

oF oF =, OF
ov ov’ "

Para uma funcao F' que possui derivada de segunda ordem, o operador 6 é dado pelos

§F = 5" (3.13)

seguintes termos:

OF OF ,  OF
v o U T oo

Identificando cada termo de F'(z,v,v"), tem-se:

OF =

ov" (3.14)

Termo 1: o dv. Busca derivar F' em relacao a v, considerando v” como constante:
v

oF 0 1
— = — |ZEI(@W")* —qu| = —
50 = Do (v")" —q q
e portanto, tem-se: —q ov.
Termo 2: — 6v'. Busca derivar I em relagao a v, considerando v e v como constantes.

Como néo aparece derivada de primeira ordem (v') em F', tem-se que:

or
o'

Termo 3: — /v”. Busca derivar F' em relacao a v”, considerando v como constante:
a 1 )
v

oF 0 1 1
5 = B §EJ(U”)2 —qu| = 5EI- 2" = BTV
(% (%
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Portanto, tem-se: E1v"” 6v”.

O que leva ao seguinte resultado:

5V = [ {(=q)dv + (EIV") 8" da (3.15)

1
2
escrevendo v” na forma de derivada explicita — e , tem-se:
x

Ly ”
5Y — / E1w6<dx2> dm—/ml qvds (3.16)
3.4 OS EXTREMOS DE UM FUNCIONAL

Como mencionado anteriormente, o calculo variacional desenvolve métodos que per-
mitem estudar os funcionais para encontrar seus valores extremos, que sao fungoes que
minimizam ou maximizam o funcional, ou seja, que fazem o funcional estaciondrio e, ao
mesmo tempo, satisfazem as condigoes de contorno. Dentre as fun¢des admissiveis, existe

uma que torna o funcional estacionario.

3.4.1 Uma das fun¢coes admissiveis torna o funcional estacionario

Busca-se uma funcao y(x) que satisfaz as condigdes de contorno, em que y; € yo sao
essas condigoes, ou seja, y1 = y(z1) e y2 = y(x2). Essa funcao y(x) torna o funcional

genérico Y estaciondrio, onde:

Y = / (x,y,9) dx (3.17)

Como nao se sabe, a principio, qual é a forma explicita de y(z) vem a questao de como
encontrar y(x) ou qual estratégia utilizar para achar uma condigio que y(x) deve satisfazer
para que ela estacione o funcional, ou seja, para que o valor do funcional Y nao se altere,
ou altere minimamente com a alteragao ou perturbacao de y(z).

Partindo do que ocorre em uma fun¢do comum no dominio dos reais, tendo o conheci-
mento de como calcular uma derivada dessa fungdo comum, sabe-se que f'(zp) =0 é a
condicao para um extremo em .

Desenvolvendo a série de Taylor para f(z) em xy tem-se:

fxo + Ax) = f(x0) + f'(x0) Az + 5 f"(w0) Az? + . ..

Se f'(xg) é diferente de zero, ao dar o “passo” ou fazer uma “perturbacao” em x de
valor Az, o valor de f muda proporcionalmente a esse passo.

Se f'(xo) = 0, a mudanga f'(x¢) Az, chamada de varia¢ao de primeira ordem, é zero,
1/ (x0) Az = 0, mesmo o passo ou perturbagao Az sendo diferente de zero. Com isso, o valor

em f(zg) “estaciona” momentaneamente, ou seja, pode-se alterar o valor de z por uma
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perturbacao de Az, que mesmo assim, o valor de f(zq) ndo se altera, f(xq+ Ax) = f(xg).
A mudanca sé serd percebida em termos de % f"(z0) Ax?, chamada de segunda ordem, que
sao muito menores quando o passo Az é pequeno e tende a zero.

Daqui vem a estratégia de buscar um caminho semelhante para se obter uma condicao
que a funcao y(x) deve satisfazer para que “estacione” momentaneamente o funcional Y.
Se para a fungdo comum o ato de perturbar x era apenas acrescentar um passo, em uma
tnica diregao, de tamanho Az no eixo x, no caso dos funcionais, perturbar uma funcao y(x)
¢ mais desafiador, pois nao ha um tnico caminho ou direcao para isso, alids ha infinitos
caminhos. Pode-se alterar y(z) para cima no meio, nas bordas, suavemente, abruptamente.
Cada perturbacao diferente gera uma variacao diferente no funcional Y, denominada
§Y =Y =Y, jique Y é funcio da funcio y(z) e Y é funcio de g(z). Aplicando () e a

Equacao 3.3 no funcional, Y se torna Y.
YO = [F@,5.9)de = [ F@,y+ ' + M) do (3.18)

- /xz F(z,5,7) dz (3.19)

1

A Figura 8 ilustra algumas das perturbagdes ou variagoes em y(x).

Figura 8 — Infinitas maneiras de perturbar y(z) — cada uma é uma “diregdo” diferente no
espaco de funcoes

Infinitas maneiras de perturbar y(x) — cada uma & uma "diregdo” diferente no espago de fungoes

Cada curva colorida é y(x) perturbada de forma diferente — cada uma da uma variagdo diferente de Y

- = = nu=5en(2x = = n==sen(3 == = =X(TT=X = = = n=senixjcos(2x) = = = nu=triangular

O obstaculo em uma frase:
Para impor a condigao de estacionariedade em Y[y], precisamos calcular "quanto Y varia quando y & perturbada". Mas y
tem infinitas diregées de perturbagio possiveis. Sem uma forma de organiza-las e calcula-las, ndo conseguimos nem

escrever a condigdo 8Y=0, muito menos resolvé-la. A estratégia de y resolve exatamente esse problema.

N/

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial Claude (Anthropic, modelo
Sonnet 4.5).

Essa dificuldade de dar uma dire¢ao para se alterar y(x) é contornada utilizando a
funcao n(z), para gerar a fungao alterada ou perturbada y(x). Na Figura 9, mostra-se
uma comparagao entre a derivada de uma fung¢ao comum obtida fazendo o limite de h
tendendo a zero, ou seja, aproxima-se a variavel independente (z( + h) para xy que é o

ponto base, pela tinica direcao possivel que é pelo eixo z:
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f'(z) = lim (3.20)

h—0

f(xo +h) — f(x0)
h

com h tendendo a zero.

Para se definir a derivada em um funcional, tem-se que fazer a aproximacao da variavel
independente y(z), que é uma fungdo, para a fungdao base y(x), ou seja, a distancia entre
y(x) e y(x) tem que tender a zero. Essa aproximacao tem que ser bem definida, ou seja, ser
feita com uma direcao especifica, como é na fun¢ao comum dos reais. Isso é obtido adotando
como diregao especifica uma funcao auxiliar 7(x), o que permite obter a Equagao 3.3, vista

anteriormente:

y(x) = y(x) + An(z)

Com isso, ao fazer A\ tendendo a zero, é possivel aproximar y(z) de y(x), e com isso

obter a derivada do funcional Y, tendo como funcio base y(z):

av ViV

I 3 (3.21)

com A — 0.
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Figura 9 — Paralelo completo: derivada normal x derivada de funcional

0 h/ A grande
h=0.59 / A =0.50

DERIVADA COMUM f(x) VARIACKO DO FUNCIONAL Y[y]
15 . . . 4 07 .
(xs) = lim{f{xe+h)~f{xs)] / h d¥idAle = im[Y[§]}-Y[yl] / A. A—0
h—0 ¥(x) = y(x) + Aq{x) — funcio admissivel
Uma Unica direg3o: exo real — sem escolha 0.5 nfxaadirecio | A=0 = F{x)—y(x)
= =
= .>—<‘.
=
2 Lk 18 24
X > x
® Paralelo completo — Derivada comum « Variacgéo do funcional Y
Derivada comum — f(x) > Variagao do funcional — Y[y]
Xo — ponto base (numero real) > y(x) — funcao base (solucao exata)
Xo + h — ponto perturbado > y(x) = y(x) + An(x) — funcao admissivel
h — incremento numérico <« An(x) — incremento funcional
Uma unica direcao para h—0: eixo real > Infinitas diregées — n(x) fixa uma delas
f(xo+h) — f avaliada no ponto perturbado <> Y[¥] = Y[y+An] — funcional avaliado em y
f(Xo) = lim[f(xo+h)—Ff(Xo)]/h, h—0 > dY/dAje = lim[Y[¥]-Y[y]l/A, A0
Condigao de extremo: f'(xo) = 0 > &Y = 0 para qualquer n(x)
Resultado: valor de x. no extremo > Resultado: equacdo de Euler-Lagrange — y(x)
Derivada comum — f(x) Variacao do funcional — Y[y]
f(xo) = ©.67500 Y[yl = Y[y]l|_{A=0} = ©.37699
f'(xo)-h = ©.00000 &Y = (d¥/dA)|o-A = -0.00000
Af real = ©.12500 erro = 1.25e-1 Y[y]-Y[y] real = ©.10603 erro = 1.86e-1

® Paralelo completo: A tabela abaixo mostra a correspondéncia exata. y(x) € a fungao base; y(x) = y(x) + An(x) € a funcao
admissivel; Y[y] € o funcional avaliado em ¥. A condigéo dY/dAlo = 0 (8Y = 0) & o analogo de f(xo) = 0 e leva a equacéo de
Euler-Lagrange.

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial Claude (Anthropic, modelo
Sonnet 4.5).

Com a expansao em série de Taylor de Y, tem-se:

_ dy I Y
Y=Y+A—]| +=XN|-—=] +... (3.22)
d\ )\, 2! d\? ), _,

Como f'(x¢) = 0 é a condigao para um extremo em z, para uma fungdo comum, para

um funcional Y atingir um valor extremo a condi¢ao necessaria é que sua primeira variagao
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seja nula.

Como 6Y =Y — Y, essa diferenca é a primeira variacdo do funcional Y, Equacéo 3.23:

—dY
oY = — 0\ 3.23
) (3.23)
: e . ay
Onde 0\ representa um incremento infinitesimal desse parametro, ¢ iy representa a

taxa de variacdo de Y em A = 0, similarmente a quando se faz a derivada de uma funcio
comum f(z) e calcula-se o seu diferencial df, que é a mudanca real (aproximada) que a
funcao f(z) é submetida quando se desloca x para (x + dx), ou seja, df = f'(x) - dx.

Da Equacdo 3.23, tem-se que a condi¢io que estaciona o funcional Y em A = 0 (ou
seja, para que § = y(x) minimize Y), é necessério que a derivada de Y em relacio a A seja

zero em A = 0. Isso é a condigao de extremo — idéntica a f’(xy) = 0 para fungoes comuns:

(%)AO —0 (3.24)

Ou seja, da Equacao 3.24, implica §Y = 0: o funcional estd estacionério, e na visao

em torno de A = 0.

geométrica, a tangente a curva l_/()\) é horizontal em A = 0. A Figura 10 representa o

grafico de Y()\) evidenciando a reta tangente que é horizontal em \ = 0.
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Figura 10 — Gréfico de Y (\) com reta tangente horizontal em A = 0 (condigao de estacio-
nariedade satisfeita)

YO
Y = 0.3770

dY/dA neste ponto
0.0085  zero! minimo aqui

&Y = (dY/dA)-6A para 6A = 0.3
8Y = 0.008 x 0.3 = 0.0025

Como ler a equagao 2.13

Passo 1: Y(A) € uma curva escalar em A. O valor extremo de Y coincide com A=0.
Passo 2: 8Y = (dY/d))-6A é a variacdo de Y quando A sofre um pequeno deslocamento SA.

Equagdo 2.13: (dY/dA)|-o = 0. Nao significa que 6A=0. Significa que a tangente a curva Y()) é horizontal em A=0.

Qualquer 8A pequeno produz &Y = 0-8A = 0.

Analogia: é como f'(xo)=0 no minimo de f(x). A derivada é zero no extremo — nao porque Ax=0, mas porque a

tangente é horizontal.

Vocé esta em A=0. A tangente é horizontal: dY/dA=0. Mesmo que §A=0.3, 8Y = 0x0.3 = 0. Esta é a equagao 2.13! A condicao

nao é sobre 8A=0, é sobre a tangente ser zero.
Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial Claude (Anthropic).
J4 para a Figura 11, tem-se a representacio do grafico de Y ()) evidenciando a reta

tangente que nao ¢ mais horizontal, pois foi utilizado um A diferente de 0, com uma

variacao de A dada por 6\, o que originou um JY diferente de 0.
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Figura 11 — Gréfico de Y(\) com X # 0: reta tangente inclinada ¢ 6Y # 0

YO
Y = 0.9675

dY/dA neste ponto

1.0009 o

8V = (dV/c))-6A para 6A = 03
8Y =1.001 x 0.3 = 0.3003

Como ler a equagdo 2.13

Passo 1: Y(A) é uma curva escalar em A. O valor extremo de Y coincide com A=0.
Passo 2: &Y = (dY/d))-6A é a variacdo de Y quando A sofre um pequeno deslocamento &A.

Equagao 2.13: (dY/dA)|-o = 0. Nao significa que 6A=0. Significa que a tangente a curva Y() é horizontal em A=0.
Qualquer 8A pequeno produz &Y = 0-6A = 0.

Analogia: é como f'(xo)=0 no minimo de f(x). A derivada é zero no extremo — ndo porque Ax=0, mas porque a

tangente é horizontal.

A longe de zero. y se afastou muito da solucéo exata. Y é maior que o minimo e d¥/dA#0 — a condigdo 2.13 ndo estéa

satisfeita aqui.

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial Claude (Anthropic, modelo
Sonnet 4.5).

Da Equacao 3.24 e da Equacao 3.19, aplicando a regra da cadeia, tem-se:
dy w2 dF v (QF dy  OF dy
(_> _ ( Par dm) _ / ’ (a__ il 8__/ _y> da (3.25)
dX\ )\_, z dA \—0 z \ Oy d\ 0y dA
Utilizando a Equacgao 3.3 na Equacao 3.25, tem-se:

—n+—n|dx :/ (— + — '>dyc 3.26
V <0y T By n) Lo w \oy "oy (3.26)

Que apresenta as mesmas informacoes dadas pela Equacao 3.12.

Na Equacao 3.26 observa-se a presenca de 7/, que foi obtida quando se realizou a
derivada de y(z) = y(x) + An(z). Para aplicar o Lema Fundamental do Calculo
Variacional — que diz que se [[...]-ndx = 0 para todo 7, entdo o integrando é zero — o

71 precisa estar na forma sem derivadas, o que é obtido aplicando a técnica da integracao

CONIA (T
dA ) _o o |0y  dx\oy 8y’n

por partes, obtendo:

(3.27)
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Da condigao de que n(z) tem que satisfazer as condigdes de contorno, pois é uma

funcao admissivel, n(x;) = n(x2) = 0, a Equacao 3.27 se resume em:

dy w2 [0F d (OF
— = — - —| = drx =0 3.28

(d)‘>,\:o /””1 [83/ dx (ay’)] e (3:28)
A condicao da Equacao 3.28 ser igual a zero vem da condigdo de estacionariedade:

dy
i =0
< d>‘ ))\:0

em torno de A\ = 0, visto anteriormente.

ay
Assim, para anular I em torno de \ = 0, tem-se que o termo do integrando deve ser

OF d (OF

Essa Equacao 3.29 é conhecida como equacao de Euler-Lagrange e é a condicao

VASI{ON

necessaria para que y(x) seja uma fungdo extrema.
Para funcionais cujas variaveis dependentes sao fungoes e suas derivadas de ordem

maior, do tipo:

Y = / ’ F(z,y, 9, y", ..., y"™) dx (3.30)

1

a expressao da equacao de Euler-Lagrange passa a ter a forma:

OF d (9F\ & (OF\ & [OF Ldv [ OF
oy ~asloy) o) i) - i () <0 | 0

3.5 APLICACAO DE EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

Como uma aplicagdo da equagdo de Euler-Lagrange, considera-se a viga biapoiada com

carregamento uniforme mostrada na Figura 12.
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Figura 12 — Viga biapoiada com carregamento uniforme — aplicagao da equagao de Euler-
Lagrange

v(z)
A

q

*éii‘;lf:;l;litf!lllIf“i#HlI‘”fﬂl‘;il; 17

— —

. — - ?'

A

R W 5

Fonte: Assan (2020, p. 25).

Para esse caso, o funcional Y que representa a energia potencial total é dado pela
Equagao 3.2 vista anteriormente:

1 /L 2v]? L
Y:—/ pr |2y d—/ d
2 Jo [dﬁ] v qux

Onde F é da forma:

1
F(z,v,0") = §EI(U”)2 —qu (3.32)

Com a representacao de F' contendo derivada de segunda ordem, e tendo a Equacao 3.31

como formato para a expressao da equacgao de Euler-Lagrange, tem-se que:

d> (OF d (OF oF
il _ = — =0 3.33
dz? (81}”) dx (81}’) - Ov (3:33)
Assim tem-se que:
gﬁ; = FEIV"
v
F
% =0, pois F nao depende de v/
oFr
v 2
Com isso, tem-se que:
d? d
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d*v

Essa Equacao 3.34 é a que descreve o equilibrio da viga obtida a partir da equacao de

Euler-Lagrange. Ela estabelece a condigao que a varidvel v(z) deve satisfazer para que
seja uma funcao extrema.

Busca-se, agora, compreender que a condicao de estacionariedade do funcional Y
representa a condicao de minimo do funcional energia potencial total. Do funcional Y
representado pela Equacao 3.2, nota-se que ele é formado por duas parcelas.

A primeira, representada por U, que é a energia de deformacao, indica a energia

armazenada em virtude da deformacao € que ocorre em cada ponto da viga:

1 2y
U= 5/E] l%} dz (3.35)

A segunda parte, representada por €2, que é a energia potencial das cargas:

0= —/qum (3.36)

é a energia advinda do trabalho externo realizado pelas cargas, trabalho esse verificado
pelo deslocamento v.

Pelo fato de tanto a deformacao ¢, quanto o deslocamento v serem fungoes de x, pois
ambas nao sao constantes ao longo da viga, e por isso, para cada ponto tem-se um () e
v(x). Como cada ponto do corpo se deforma de maneira diferente, é conveniente tratar a
energia ndo de maneira uniforme, mas como energia por unidade de volume, pois para
cada dV tem-se uma energia u diferente, pois cada ponto se deforma de maneira diferente.

Assim tem-se:

U= /udV (3.37)

sendo dV o volume infinitesimal.

Na configuracao de equilibrio, a energia potencial total, Y., corresponde a um deter-
minado campo de deslocamentos v, e de deformacao . Procedendo a obtencio de uma
configuracao admissivel, ou seja, de uma configuracao na vizinhanca de Y, obtido fazendo
o deslocamento v + dv e de deformagao € + de, obtém-se a energia potencial total Y., ..

Fazendo Y.,s. — Y., tem-se:

Yve+6€ - Y;: = /(ueJrés - us) dV — /qév dx (338)

Realizando a expansao em série de Taylor de wu. ., tem-se:

ou 1 0%u ,_ .,
Ue45e = Ug + E 0e + 5 @ ((56) + ... (339)

Substituindo a Equac¢ao 3.39 na Equacao 3.38, tem-se:
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1@+55—1@=/%5Ed\/—/q5vdw+% %(&)%ﬂ@... (3.40)

Como o sistema esta na condi¢ao de equilibrio, as duas primeiras integrais depois da

igualdade sao zero para as configuracoes admissiveis, ou seja, configuracoes obtidas por

variar, ou modificar, a deformagao d¢ e o deslocamento dv. Como se estd na configuragao

de equilibrio, a derivada primeira da energia é zero, a inclinacao da reta tangente é zero
no ponto de equilibrio, levando a variagdo de primeira ordem, JY = 0.

Isso implica que resta a variacao de segunda ordem 62Y | expressa pela integral:

1 0%
21 0e?
De acordo com Assan (2020, p. 28), essa cnergia de deformagao ¢ uma fung¢ao definida

§%Y = (6e)*dV (3.41)

positiva da deformagao, o que leva a energia potencial total a ser um minimo para o estado

de equilibrio.

3.6 METODO DE RAYLEIGH-RITZ

O Método de Rayleigh-Ritz utiliza principios variacionais vistos anteriormente em cara-
ter introdutoério, além de conceitos, também definidos, como: condi¢ao de estacionariedade
de um funcional; fung¢oes admissiveis u(z); fungdes propositivas @(x); fungoes base ¢ (x);
operador de variagao d (Soriano, 2009, p. 80).

O objetivo é buscar solugoes aproximadas propositivas @(z) das varidveis primarias
admissiveis, por exemplo, deslocamento u(z), obtidas pela combinagao linear de fungoes
base () linearmente independentes entre si, respeitando as condigbes essenciais de

contorno, onde se tem:

Da Equacao 3.42, tem-se que (Soriano, 2009, p. 80-81):

e 1y é uma funcao que atende as formas nao homogéneas das condig¢oes essenciais de

contorno;

e 1 sao j funcoes linearmente independentes que atendem as formas homogéneas das
condigdes de contorno, isto é, ¥;(z;) = 0, e que formam a matriz 9. As funcoes v,

sao denominadas fungoes de base, de forma ou de aproximacao;

e a;, que formam o vetor a, sao j parametros generalizados a serem determinados,

chamados de graus de liberdade ou coeficientes de Ritz.
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Assim, tendo um funcional, por exemplo J(u), realiza-se a substituigdo de u(x) por
u(z), obtendo o funcional J(@) = J(«;), de maneira a se poder aplicar as condigoes de

estacionariedade:
0J(u)
30@

Da Equacao 3.43, obtém-se um sistema com a forma:

=0 paraj=1,2 ..., 7 (3.43)

0.J(i1)
8aj

=Ka-f=0 — Ka=f (3.44)

Da Equacao 3.44, obtém-se a solucao do vetor a:

(3.45)

onde se tem que K ¢é uma matriz quadrada simétrica de ordem j e f é um vetor, ambos de
coeficientes constantes, Soriano (2009, p. 81).

O Método de Rayleigh-Ritz segue a sistemdtica descrita por Soriano (2009, p. 82):

1. Arbitra-se uma solucao propositiva para cada uma das variaveis primarias, como
soma de uma funcao que atende as formas nao homogéneas das condigdes essenciais
de contorno mais uma combinacao linear de fungoes de base que atendam as condig¢oes

essenciais de contorno e que sejam suficientemente continuas e derivaveis;

2. Substitui-se as solucoes aproximadas no funcional, com a sua transformacao em uma

funcao em termos dos parametros generalizados adotados nessas solugoes;

3. Da condicao de estacionariedade dessa funcao chega-se a um sistema de equagoes

algébricas;
4. Resolve-se esse sistema para obter os parametros generalizados;

5. Substitui-se esses pardmetros nas solugdes propositivas, o que define solugdes aproxi-

madas, fungdes continuas no dominio.

Por exemplo, dado o funcional J(u) de uma viga biapoiada, como mostra a Figura 13:

L L
J(u):%/o E[ufrda:—./o M udx (3.46)
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Figura 13 — Viga biapoiada com carregamento uniformemente distribuido p e seu diagrama
de corpo livre evidenciando o momento fletor M e o esforco cortante V'

L I

Fonte: Soriano (2009, p. 82).

Utilizando como fun¢ao forma u(x) a fungao polinomial:

i=oay+alz+ar® +aya® + aga?

Aplicam-se as condigoes de contorno @(0) = (L) = 0, tem-se que:

0
Oég = —(OélL + C¥2L2 + 053L3),

«

o
Il

que forma:

aq
ﬁ,x:[Qa:—L 3x2 — L2 4x3—L3] ay e =%,

ag

Aplicando @(z) em J, obtém-se:

pLx px?

J(a):%/OLEI(z/J@a)Qda;—/OL( - T)z/)adx

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

Com a Equagao 3.50, pode-se aplicar a condicdo de estacionariedade, dada pela

Equacao 3.43, obtendo o sistema de equacoes algébricas:
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/ EI (¢ wlld:c—/oL<pLx—p7x2>w

8J(ﬂ) _ /0 EI (3, 00) 2 dm_/ '

80@ 0

2
L{pLe opa?
pLxz pux
(55 -15 ).

2
L L 2
pLx px
EI (3 L d —/ PN e dr =
8a3 / ) V50 dv 0 ( 2 2>¢3 o

O formato desse sistema, mostrado acima, pode ser compactado utilizando o formato

matricial:

Lo r L p(pLx px
(/O ¢7mEl¢7Idx)a—/0 ¥ ( - ; )dx—

Da Equacao 3.51, pode-se identificar as matrizes K e f como:

L L I
K- [ wiprp,a o o= [Ty (u_fﬂ)d:p
0 ’ ’ 0

2
que, nesse exemplo, podem ser calculadas:

2z — L
Kz/ 802 — [V EI 20— L 32° — [? 42® — I3|do = EI
0
43 — L3
. e I )
:/ ¥ —L%x b L N f=-—p
0 2 2
= L3z

(3.51)

L Lt 8L
3 2 5%
LY 4Lb

- = s
2 5

3_L5 .5 9_[’7
L 5 7 4
L5

60

LG

10

5L7

168

Com as matrizes K e f, utiliza-se a Equacao 3.45 para obter o vetor a dos parametros

generalizados:
300 450 210 9 (L
L3 LA L5 60
_ _ 6
oK lf__P 450 720 350 L BN

EI| IA L5 L6 40
210 =350 175 517
L 5 16 L7 ] ﬁ

Aplicando essa solucdo na Equacao 3.48, leva a solucao final:

p(at—2La%+ L3x)
24 E1

U

u =

0
p | L
El 12
1
24

(3.52)
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3.7 FORMULACAO DO ELEMENTO VIGA PELO METODO
DE RAYLEIGH-RITZ

Busca-se a formulacao do elemento finito unidimensional de uma viga com 4 desloca-
mentos nodais utilizando o Método de Rayleigh-Ritz. A representacdo da viga é mostrada
na Figura 14, onde observa-se dois nés numerados de 1 e 2, com os deslocamentos trans-
versais u; para o nd 1 e ug para o n6 2. Também foram representados os deslocamentos

angulares ou rotagao uy para o né 1 e uy para o no 2.

Figura 14 — Representagdo unidimensional da viga com dois nés e quatro deslocamentos
nodais (u, ug, us, uy)

AY
T“‘ ll]\
| \ A1 |
,Lu El ” W X
-~ . + * |
2!
Xx==f/2 =1 X=f]d
,

Fonte: Soriano (2009, p. 131).

Como visto na Secao 3.6, o Método de Rayleigh-Ritz utiliza a fungao propositiva u(z)
como aproximagao da solugao u(z), como esquematizada na Equagao 3.42. Nessa viga da
Figura 14, tem-se dois noés, 1 e 2, com dois deslocamentos nodais por nd, o que totalizam
4 deslocamentos nodais. A solugdo propositiva serd utilizando uma forma polinomial de

terceiro grau (Soriano, 2009, p. 131):

831
o2
u = [1 r 2 x?’} =tPa (3.53)
Qs
Oy
Pelo sistema de referéncia, os nos estao localizados em x = —¢/2 e x = (/2. Parti-

cularizando a solugcao dada pela Equacao 3.42 a esses pontos nodais, e sabendo que o
deslocamento angular (v’ ou u ) é obtido pela derivada do deslocamento transversal (u),

pode-se construir o seguinte sistema de equacgoes:
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u ol —y 1 —0/2 2/4 —3/8] |y
U 0 1 —0  30%/4
N I VA R il SRV SR EEN
U3 Ul L /2 2/4 °/8 | |as
Uy U 0 1 14 362/4 Oy
lax=0/2

Isolando o vetor dos parametros generalizados a, tem-se:

1/2 (/8 1/2 —(/8
ol =3/(20)  —1/4 0 3/20) —1/4] (3.55)
0 0 —1/(20) 0 1/(20) '
2/¢* 1 2/ 2/

Substituindo a Equacgao 3.55 na Equagao 3.53, obtém-se o campo de deslocamento:

u=1p, ul®

O que permite, do produto matricial de 1 1, ! identificar as funcdes de interpolacio
N1, N3, N3 e Ny:

1 3 223
M=y 9t
2 3
(3.56)
N. — 1 . 3z 2a°
T2 20
¢z x*  23
Ny= —— — 24+~ 1=
S R YR
Que em forma vetorial, pode-se escrever:
u=[N, Ny Ny Ny u®=Nu® (3.57)

Essas equacoes serao utilizadas para obter a formulagdao de deslocamento do elemento
viga pelo Método de Rayleigh-Ritz que utiliza, para isso, o funcional energia potencial
total da viga dado por Soriano (2009, p. 133):

£/2 ET
J(w)® = /_e/z <7 Uire — pu) e

_‘/vlu

(3.58)

-I-M’lu@ + Vou _MQU,x

Utilizando a condicao de estacionariedade dada pela Equacao 3.43, tem-se:
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/2 /2
5J(U) (e) = ET U g 5“,:17:10 dx — p dudx
—0/2 ' —2/2 (3.59)
N 5u‘z:—£/2 + M 5u’x x=—4/2 V2 ou x=£/2 — My 5u’x x=L0/2 =0
Da Equacao 3.57, obtém-se u ;,:
Uy = N ul (3.60)
Uy = 12 _1 6x 122 1 1 6z u(e) _ Bu(e) (361)

"l 2t e T a2t eE
Onde B ¢ uma matriz linha (1 x 4) que depende de z, e u'® um vetor coluna (4 x 1)
de constantes como mostrado na Equagao 3.54.

Também tem-se que:

Sz = N 4y 0u'® = B ou'® (3.62)

5t 4, ndo é a derivada de dul® em relacio a z, é a derivada de N(z) aplicada sobre
o vetor constante Jul® que sdo apenas pequenas perturbacoes nos valores nodais, sao
constantes.

A primeira integral da Equacdo 3.59 é:
+£/2
/ EI u gy 0ty du (3.63)
J—1/2 ’

Como w4, = Bul® (escalar) e du,, = Bdul® (também escalar), o produto de dois

escalares pode ser reescrito como produto matricial:

Uy - OUge = (Bu®) (Bou®) = (Bsu®) (Bu®)

Calculando a transposta do termo (B du(®), e multiplicando por (B u(®), tem-se:

(Gu)T BT (Bul®) (3.64)

Com isso, a integral dada na Equagao 3.63 se torna:

/2
/ I (6u)” BT Bu® dz (3.65)
—L/2

Como (du®)” ¢ um termo constante, ele pode sair da integral, resultando em:

vy
(Su)T ( / ,, BT FIB dx) u® (3.66)
—0/2

Utilizando o mesmo raciocinio para cada parte presente na Equacao 3.59, e colocando

(su)T em evidéncia, tem-se:
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Vi
¢/2 /2 —M
S(u)T ( / B” EIde) u® — ( N7 pdx) —s(un? =0 (3.67)
—£/2 —0/2 —V
M,
O que leva as seguintes matrizes:
b2
K© — / B? EIBdx (3.68)
J—t)2
go — [Nt pdx (3.69)
P —0/2
Que em forma compacta, tem-se:
K©ul® = f) (3.70)

Com as expressoes contidas nas Equagoes 3.68 e 3.69, pode-se calcular a matriz de
rigidez da viga mostrada na Figura 14.

Dado que B esté representado como um vetor linha (1 x 4) na Equagao 3.61, calcula-se
a sua transposta obtendo o vetor coluna (4 x 1). Para um elemento com se¢ao transversal
constante, o produto EI sai da integral da Equacdo 3.68, restando o produto BB que
dard uma matriz (4 x 4).

Para ilustrar, serda mostrado o célculo do elemento Ki; da matriz de rigidez K(© da

Equacao 3.68.

Dado B:
_{123: 1+6x 12x 1+6a:
IRE 2 2 B2 2
02 122 12z 0/2 144:5 _144EI ¢ 12EI
K —EI/ e de = I/ _ R
H o 03 * 0/2 6 12 03

Fazendo o mesmo procedimento para todos os termos de K, obtém-se a matriz de

rigidez da viga unidimensional:

12/ 6/¢ —12/¢2 6/¢ ]
I . 4 —6/¢ 2
KO ET / (3.71)
S 12/ =6/t
_sim. . . 4 |

E com as formas de N dadas pelas Equagdes 3.56 e 3.57, obtém-se a forca distribuida

aplicada ao elemento, utilizando a Equacao 3.69:
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1

@ _ Pt} /6

(o 20 Y (3.72)
/6

3.7.1 DMatriz de Rigidez com 2 elementos finitos

Para obter a matriz de rigidez com 2 elementos finitos, parte-se da mesma matriz de
rigidez formulada no item 3.7.1%, uma vez que a matriz depende apenas de trés fatores: o
material, a geometria da se¢do e o comprimento do elemento (¢). Nao depende de como a
viga inteira esta apoiada.

Com isso, adota-se como modelo uma viga biapoiada, como mostra a Figura 15. Na
viga biapoiada de comprimento L = 2/, tem-se que a mesma foi dividida em 2 elementos

finitos, cada um de comprimento /.

Figura 15 — Discretizacao de uma viga biapoiada em dois elementos finitos, com numeragao
global, numeracoes locais e esforcos locais

T ITTTIT

| T I TT1 T1 v
I T A L*:Y__Y;t' :'_'.'.'!_' '.'?'_'!' Y'_! p— 2
&
| L
Yy
P dy -
12 T2
Elemento 1 1 Elemento 2 .
vd vd
MNumeragio global.
" = . L7 DY
-— =1 - ——————fy —
1 Elen I 'l 4 Elemento 2 '"l
i 1 Tu | L
v T
Numeragdes locais.
p Ve
i |
TYFFIFINTIFAINTNY F e i
L 8
Iy : +JM MY ¢ : M M
v v /\ne
My =M vl =R

Fonte: Soriano (2009, p. 136).

Na Figura 15, observa-se que a viga inteira tem 3 nds, cada né com 2 graus de liberdade

(GDLs), uma translacao e uma rotagao, totalizando 6 GDLs globais, que dara origem a

4 A matriz de rigidez do elemento foi formulada na secio anterior (Secdo 3.6 e seguintes), culminando na
Equagao 3.71.
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uma matriz de rigidez 6 x 6. A numeracao global é dy, ds, d3, dy, ds5, dg. Essa numeracao
global se relaciona com a numeracao local da seguinte maneira, como visto na Figura 15.
Para o Elemento 1 (né local 1 = global 1; né local 2 = global 2):

Ugl) — dl, Ugl) — dg, Ugl) — d3, ug}) — dy

Para o Elemento 2 (né local 1 = global 2; né local 2 = global 3):

2) 2)

ug2) — d3, u(2 — dy, ué — ds, uf) — dg

Nas posicoes 3 e 4 — que correspondem justamente ao né global 2 — tem-se o né

compartilhado. Nesse ponto, as duas matrizes vao somar, como mostrado na Figura 16.

Figura 16 — Espalhamento das duas matrizes de rigidez elementares (4 x 4) na matriz
de rigidez global (6 x 6), evidenciando o bloco somado correspondente ao né
global 2

d1 d> ds da ds de

d1

d>

ds

da

ds

de

| Elemento 1 (posicdes 1 a 4)

| Elemento 2 (posicoes 3 a 6)

I:l Bloco somado (né global 2)

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial Claude (Anthropic, modelo
Opus 4.7).

Com isso, obtém-se o sistema de equacdes, em formato matricial:
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12 6 12 6 7
= 2 = - 0 0
2 2
2 % ¢ d; 1 v
4 - 2 0 0 ¢
( dy 6 —MY
12 12 6 6 12 6
(1), 1@
£l @E+%) (5+7) & 7|)a|_pe) e | )0
A o 0
f T R R
¢
(2)
12 6| |5 1 V2
£ E ds ¢ MQ(Q)
sim. 4 6
] ] (3.73)

Considerando que:

1. no né global dy tem-se o ponto em comum entre os elementos 1 e 2, resulta que

VQ(I) = 1/1(2) e MQ(U = 1(2), por formarem o par acdo-reagao;

2. também tem-se que, por considerar os apoios como rotulas, Ml(l) =0e ]Wéz) =0;

3. por ser apoio de primeira ordem, o deslocamento em y ¢é igual a 0, fazendo com que

dy e ds sejam nulos.

Isso leva a que o sistema de equacoes 3.73 seja reduzido a:

i 6
4 —= 20
/
24 6
. = 0 =
El 12 0
12
8 2
_Sim. . -4

NSRRI NN

(3.74)

Resolvendo o sistema da Equacao 3.74, isto é, isolando o vetor de deslocamentos nodais

d, obtém-se:
da

ds
dy

de

pt?

- EI

1/3
50/24
0

~1/3

(3.75)

Como a viga foi dividida em dois elementos de comprimento ¢, e o vao total é L = 2/,

tem-se que ¢ = L/2. Substituindo essa relagao na Equagdo 3.75, o vetor de deslocamentos

pode ser reescrito em func¢ao do comprimento total L:
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1/3
3 |5L/48
a- PL (3.76)
8EI| |
~1/3
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4 RESULTADOS

Com as equagoes e sistemas de equagoes obtidos na Secao 3.7.1, pode-se elaborar
uma planilha em Excel como um exemplo de aplicagdo para o calculo dos deslocamentos
e rotagdoes nos noés de uma viga biapoiada com carregamento uniforme. Essa viga foi
discretizada com 2 elementos finitos, uma vez que se possui essa matriz de rigidez.

Na planilha, tem-se a aba “Entrada de Dados”, em que se fornecem os parametros da
viga, como mostrado na Figura 17. H4 também a aba “2 Elementos”, onde se obtém os

dados necessarios das matrizes e os resultados, como mostrado na Figura 18.

Figura 17 — Aba “Entrada de Dados” da planilha de aplicacdo, com os pardmetros da viga

PROGRAMA MEF — VIGA BIAPOIADA

Método dos Elementos Finitos — Elemento de viga de Euler-Bernoulli (2 GDL/n6)

1) DADOS DE ENTRADA (preencha as células amarelas)

Grandeza Simbolo Valor Unidade / observagao
Vao total da viga L 4 m — Comprimento total entre apoios
Mddulo de elasticidade E 200000000000 pa — Ex.: ago = 200x10° Pa (200 GPa)
Momento de inércia | 0.000000013 m< — Propriedade da segéo transversal
Carga distribuida p 10 N/m — Carga uni istribui istema ional base)

2) RIGIDEZ DE FLEXAO E SOLUGAO EXATA (referéncia teérica)

Rigidez de flexdo El 2600.000 N-m? (EI=E x 1)
Flecha maxima EXATA (meio do vao) 0.012821 m - férmula cldssica v_max = 5pL /(384 EI)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 18 — Aba “2 Elementos” da planilha de aplicacao, com as matrizes e os resultados

CALCULO MEF — 2 ELEMENTOS

GEOMETRIA

N° de elementos 2
N° de nés 3
GDL totais

6
Comprimento do element  2.0000 m (¢= L /n° elementos)

MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO K(e) — Eq.3.71 do TCC

K(e) = () x matriz abaixo. Cada termo é uma férmula.

ul (va) u2 (8:) u3 (v2) u4 (8z)
vl 3900.00 3900.00 -3900.00 3900.00
o1 3900.00 5200.00 -3900.00 2600.00
v2 -3900.00 -3900.00 3900.00 -3900.00
02 3900.00 2600.00 -3900.00 5200.00

MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL (6x6) — montagem (assembly)

dos K(e). No n6 compartilhado as contribuigoes SOMAM.
di d2 d3 d4 d5 dé
d1 3900.0 3900.0 -3900.0 3900.0 00 0.0
d2 3000.0 5200.0 -3900.0 2600.0 0.0 0.0
d3 -3900.0 -3900.0 7800.0 0.0 -3900.0 3900.0
da 3900.0 2600.0 0.0 104000 | -3900.0 2600.0
ds 0.0 0.0 3900.0  -3900.0 3900.0 -3900.0
d6 0.0 00 3900.0 2600,0 -3900.0 5200.0

VETOR DE FORCAS NODAIS f — Eq. 3.72do TCC
f(e) = (pt/2)-{1 ; ¥/6 ; 1 ; ¥/6}. No nd comum os termos somam.

GDL 1 (global)
d1i 10.000
d2 3.333
d3 20.000
da 0.000
ds 10.000
d6é -3.333

ICONDICOES DE CONTORNO - apoios simples: d1=0 e d5=0

GDL livres: d2, d3, dd, d6 . sistema reduzido 4x4
Matriz reduzida Kr (4x4)

d2 d3 da dé
d2 5200.0 -3900.0 2600.0 0.0
d3 -3900.0 7800.0 0.0 3900.0
d4 2600.0 0.0 10400.0 2600.0
dé 0.0 3900.0 2600.0 5200.0

Vetor reduzido fr
GDL fr

d2 3.333
d3 20.000
d4 0.000
dé -3.333

Kr~* (matriz inversa — fun¢éo MINVERSE/MATRIZ.INVERSO)
5.128E-04 3.846E-04 -6.410E-05 -2.564E-04
3.846E-04 5.128E-04 0.000E+00 -3.846E-04
-6.410E-05 0.000E+00 1.282E-04 -6.410E-05
-2.564E-04 -3.846E-04 -6.410E-05 5.128E-04

Vetor de deslocamentos/rotagdes nos GDL livres

GDL ‘valor tipo
d2 0.010256 rotacéo 6 (rad)
d3 0.012821 translagéo v (m)
da 0.000000 rotagzo 6 (rad)
dé -0.010256 rotagéo 6 (rad)
N6 X (m) 1 — flecha (m— rotagao (rad)
1 0.000 0.000000 0.010256
2 2.000 0.012821  0.000000
3 4.000 0.000000 -0.010256

Flecha maxima obtida pelo MEF (meio do véo)
v_MEF (meio) 0.012821 m

Fonte: Elaborado pelo autor.

Esses resultados foram comparados com os obtidos utilizando o programa em Fortran,
disponibilizado pelo orientador, mostrando os resultados para uma viga biapoiada, conforme

a Figura 19.
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Figura 19 — Resultados do programa em Fortran para a viga biapoiada

IDA - Viga Biapoiada (programa Fortran

PROGRAMA PARA CALCULO DE VIGA CONTINUA

B

NOME DA VIGA(ARQUIVO) = vigadado
NUMERO DE ELEMENTOS = 2
NUMERO DE PONTOS NODAIS = 3
NUMERO DE NOS VINCULADOS = 2

B

0 NUMERO DE TIPOS DE MATERIAIS DA VIGA E = 1
TIPO VALOR

1 A AR A Ak

0 NUMERO DE TIPOS DE MOMENTOS DE INERCIA E = 1
TIPO VALOR

il .06000000

B o

DADOS SOBRE 0S NOS

B B

NO COORD.X VINC.Y VINC.Z CARGA Y CARGA 7
1 .000 1 ] -000 .000
2 2.000 c] ] .000 .000
3 4.000 1 ] .000 .000

R ok o AR AR K AR R A K A KK AR R S R o K K R K ok SR K R K K

DADOS SOBRE AS BARRAS

B T

NOS CARREG. DISTRIBUIDO

BARRA INICIAL FINAL INERCIA MOD.ELAST. ESQUERDA DIREITA
1 1 2 0000000  Hrkdkkkk ok k. -10. 000 -10.000
2 Z 3 .0000000  Hrktkkiokk ok k -10.000 -10.000

B

VETOR DE CARGAS NODAIS

B

F( 1)= .0000
F(2)= -3.3333
F( 3)= -20.0000
F( 4)= .0000
F( 5)= .0000
F( 6)= 3.3333

R ok o AR AR K AR R A K A KK AR R S R o K K R K ok SR K R K K

RESULTADOS - DESLOCAMENTOS DOS NOS

B

NO VERTICAL ROTACAO
1 0000000000 -.0102564100
2 -.0128205100 .0000000000
3 0000000000 .0102564100

B

RESULTADOS - ESFORCOS NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS

B

ELEMENTO CORT.ESQUERDA/DIREITA MOM.ESQUERDA MOM.DIREITA
1 -10.00000 -3.33333 -23.33334
2 10.00000 -23.33333 -3.33333

Fonte: Programa em Fortran disponibilizado pelo orientador.



5 CONCLUSAO

O Método dos Elementos Finitos mostrou-se uma ferramenta de grande importancia no
estudo e na modelagem de elementos estruturais, trazendo vantagens significativas frente
as limitacoes dos métodos classicos, especialmente quanto a possibilidade de discretizar o
dominio e tratar geometrias e carregamentos diversos de forma sistematica.

A aplicacdo desenvolvida neste trabalho — uma viga biapoiada com carregamento
uniforme, discretizada em dois elementos finitos — permitiu comparar os deslocamentos
nodais obtidos por trés caminhos distintos: a solucao classica de resisténcia dos materiais,
a planilha em Excel elaborada a partir da formulacao de Rayleigh-Ritz e o programa em
Fortran disponibilizado pelo orientador. Os resultados mostraram-se concordantes entre si,
validando a formulacao apresentada.

Para a flecha vertical, o né 1 e o n6 3 (apoios) apresentaram deslocamento nulo
(0,000 m) nas trés abordagens, como esperado pelas condigoes de contorno. No né 2,
situado no meio do vao, obteve-se a flecha maxima de 0,012821 m tanto pela férmula
classica (5pL?/384ET) quanto pela planilha em Excel, e de 0,0128205 m pelo programa
em Fortran — diferenga restrita ao arredondamento. A coincidéncia dos valores confirma
que o modelo de elementos finitos implementado reproduz fielmente a solugao analitica e

o resultado do programa de referéncia, conforme sintetizado na Tabela 1.

Tabela 1 — Flecha vertical nos nés: comparagao entre as trés abordagens

N6 Classico/Exato (m) Excel/MEF (m) Fortran/MEF (m)

1 (apoio) 0,000 0,000000 0,0000000
2 (meio) 0,012821 0,012821 0,0128205
3 (apoio) 0,000 0,000000 0,0000000

Fonte: Elaborado pelo autor.



6 PERSPECTIVAS FUTURAS

Este trabalho teve um carater introdutério aos conceitos e formulagoes do Método
dos Elementos Finitos. H4 uma grande variedade de temas interessantes para serem
desenvolvidos em trabalhos futuros, como:

a) ampliar a matriz de rigidez para 3 elementos unidimensionais e, posteriormente,

generalizar para um nimero qualquer de elementos;

b) desenvolver a formulagao para outros elementos finitos bidimensionais e tridimensi-

onais;

c¢) desenvolver programas computacionais de implementagao, buscando otimizar as
técnicas de fatoracao e resolucao de sistemas lineares, tteis para sistemas matriciais

com dezenas de linhas ¢ colunas.
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