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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar e discutir os principais teoremas de con-
vergéncia de sequéncias de nimeros reais, constituindo-se como estudo essencial para a
Anélise Real.

O primeiro capitulo introduz os conceitos fundamentais do conjunto dos ntimeros reais
como corpo ordenado completo, com énfase em valor absoluto (ou médulo), limitagao de
conjuntos, cota inferior, cota superior, infimo e supremo, e caracterizacao de infimo e
supremo via axioma da completude. Esses conceitos fornecem a base tedrica necessaria
para a compreensao do comportamento de sequéncias numeéricas.

O segundo capitulo desenvolve sistematicamente a teoria de convergéncia de sequéncias,
partindo da defini¢ao de limite para demonstrar trés classes de resultados fundamentais:
teoremas operacionais (unicidade do limite, dlgebra de limites), teoremas de convergéncia
(Confronto, Convergéncia Monétona, Bolzano-Weierstrass), e o Critério de Cauchy como
caracterizacao de completude. Cada teorema é acompanhado de exemplos e contraexem-
plos elucidativos.

Metodologicamente, adotamos uma abordagem dedutiva baseada em [[2], Elon Lages
Lima, 2006], integrando rigor formal com aplicagoes selecionadas que mostram a relevancia

desses teoremas na andlise do comportamento de sequéncias.

Palavras-chave: Anadlise Real. Convergéncia de sequéncias. Critério de Cauchy. Infimo.

Supremo.



Abstract

This work aims to present and discuss the main convergence theorems of sequences of
real numbers, constituting an essential study for Real Analysis.

The first chapter introduces the fundamental concepts of the set of real numbers as
a complete ordered field, with emphasis on absolute value (or modulus), set limitation,
lower bound, upper bound, infimum and supremum, and characterization of infimum
and supremum via the completeness axiom. These concepts provide the theoretical basis
necessary for understanding the behavior of numerical sequences.

The second chapter systematically develops the theory of convergence of sequences,
starting from the definition of limit to demonstrate three classes of fundamental results:
operational theorems (uniqueness of limit, algebra of limits), convergence theorems (Com-
parison, Monotone Convergence, Bolzano-Weierstrass), and the Cauchy Criterion as a
characterization of completeness. Each theorem is accompanied by illustrative examples
and counterexamples.

Methodologically, we adopt a deductive approach based on [[2], Elon Lages Lima,
2006], integrating formal rigor with selected applications that show the relevance of these

theorems in the analysis of sequence behavior.

Keywords: Real analysis. Convergence of sequences. Cauchy criterion. Infimum. Se-

quence. Supreme.
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Introducao

A Analise Real é um dos pilares da matemédtica moderna, estabelecendo as bases
rigorosas sobre as quais o Calculo e outras areas avancadas sao construidos, o estudo
das sequéncias e da convergéncia nos permite compreender o comportamento infinito de
processos de uma maneira logica e precisa.

Neste trabalho, focaremos especificamente nos principais teoremas de convergéncia
para sequéncias de nimeros reais. Esses teoremas, como o Teorema do Confronto, o Teo-
rema da Convergéncia Monétona e o Critério de Cauchy, permitem estabelecer condigoes
sob as quais se pode garantir a convergéncia de uma sequéncia. Para isso, comegaremos
revisando conceitos basicos como a definicao de sequéncia, subsequéncia, limitacao e mo-
notonicidade, conceitos que sao indispensaveis para a compreensao e demonstragao dos
resultados principais que apresentaremos neste estudo.

Realizaremos uma compilagao dos principais teoremas e também de suas demons-
tragoes, inspiradas na obra de Elon Lages Lima, referenciada na bibliografia, este trabalho
busca nao s6 apresentar esses teoremas em detalhe, mas também destacar seu papel como

fundamento indispensavel da Analise Matematica.



Capitulo 1

Numeros Reais

Este capitulo estabelece os fundamentos necesséarios para o estudo dos teoremas de con-
vergéncia de sequéncias, que serao o cerne deste trabalho. Aqui, abordaremos as proprie-
dades essenciais do conjunto R, destacando sua estrutura de corpo ordenado completo
e conceitos como cotas, infimo e supremo.

Nosso objetivo é demonstrar como a completude de R garante resultados fundamentais
para a analise de sequéncias, como a existéncia de limites. Além disso, o fato de R ser
completo ¢é a base para teoremas como Bolzano-Weierstrass e a convergéncia de sequéncias
mondétonas limitadas. Sem ela, resultados centrais da andlise real nao se sustentariam.
Optamos por omitir demonstracoes detalhadas dos teoremas preliminares, que podem ser
encontradas em [3], [2] e [1]. Na sec@o seguinte, aplicaremos esses conceitos para definir

sequencias numéricas e explorar seus comportamentos.

1.1 R é um corpo

Definicao 1.1.1. Dizer que R é um corpo, significa que nele estao definidas duas operacoes,
adicao (+) e multiplicacao (-), cada uma satisfazendo as cinco condigbes enumeradas
abaixo. Aqui, usamos * para representar qualquer uma das operagoes.

Propriedade de um corpo:

1. Associatividade: Quaisquer que sejam z,y, z € R, temos (z xy) *x 2 = x * (y * 2).

2



2. Elemento neutro: Existe e € R tal que para todoa € R, axe =exa = a.
e Adicao (x = +): Existe 0 € R tal que
a+0=04+a=a VaeR.

e Multiplicagao (x =-): Existe l e Rtalquea=e-a=a

3. Inverso: Para cada a € R, existe um elemento ¢! € R tal que axa™! = a 'xa = e,

onde e é o elemento neutro.
e Adigao (x = +): Existe um simétrico —a € R tal que
a+(—a)=a—a=0 YaecR.

e Multiplicagao (x = -): Para cada a € R\ {0}, existe a~! € R tal que

4. Comutatividade: Quaisquer que sejam a,b € R:

a*xb=">bxa.

5. Axioma da distributividade: Dados z,y, z quaisquer € R, temos que vale a

seguinte relagdo x - (y+2) =z -y+x- 2.

A adicao faz corresponder a cada par de elementos z,y € R, sua soma x +y € R, ja
a multiplicacao associa a esses elementos o seu produto = -y € R, das condigoes acima
conseguimos extrair resultados interessantes, como a lei do corte, dado x,y,z € R vale
Tr*xz=1y%*z= x =1y, no caso da operacao de multiplicacao a lei do corte vale desde que
2z # 0.

Concluimos o primeiro passo do nosso objetivo, mostrar que o conjunto R é um corpo,
levando em consideracao que o mesmo satisfaz as condigoes acima para as duas operagoes,
adicao e multiplicagao, agora partimos para o proximo passo que ¢ mostrar que o conjunto

dos ntimeros reais ¢ um corpo ordenado.



1.2 Corpos Ordenados

Dizer que R é um corpo ordenado, significa que existe um subconjunto R* C R (ntimeros

reais positivos), satisfazendo:

P1.

P2.

A soma e o produto de niimeros reais positivos sao positivos. Ou seja, dado quaisquer

z,y € RT tem-sex +y € RT ex -y € RT.

Dado z € R, ocorre exatamente uma das trés alternativas a seguir, x = 0, ouz € R

ou —x € RT.

Definindo R~ = {—z | x € R™} o conjunto dos nimeros negativos, temos a partigao:

R =R*UR™ U{0},

onde os conjuntos sao dois a dois disjuntos.

Quando temos a relacao de ordem = < y em R, vale as seguintes propriedades:

. Transitividade: se z <y e y < z entao = < z.

. Tricotomia: dados x,y € R, ocorre exatamente uma das alternativas: x =y, x <y

ouy < x.

. Monotonicidade da adi¢cao: se x < y entao, para todo z € R, temos que x4z < y+2.

. Monotonicidade da multiplicacao: se z < y entao, para todo z > 0, temos que

xz < yz. Porém caso z < 0 entao x < y implica yz < zz, ou seja, temos uma

inversao da desigualdade.

A relagdo de ordem em R permite definir o valor absoluto (ou médulo) de um nimero

real:

1.

2.

|z] =2z sex >0

|z] = —z se x <0



3. [0/=0
Em outras palavras, |z| = max{z, —z} é o maior dos nimeros reais z e —z, portanto

temos —|z| <z < |z|.

Teorema 1.1. Sejam x,a elementos de um corpo ordenado, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes.
(1) —a <z <a
(i7) |z| < a.
Corolério 1.1. Dados a,x,b € R, temos que |xt—a| < b se, e somente se, a—b < x < a+b.

Importante ressaltar que todas as afirmagoes permanecem validas se substituirmos a
desigualdade nao estrita < pela estrita <.

Dessa forma temos a seguinte equivaléncia, que iremos utilizar nos estudos dos limites
de sequéncia.

r€(a—cate)sa—c<r<ates|r—al<e

As desigualdades serao ferramentas importantes para o nosso estudo de sequéncias,
portanto logo abaixo iniciamos apresentando a Desigualdade de Bernoulli, em seguida

apresentaremos outras desigualdades utilizando o conceito de médulo (valor absoluto).

Teorema 1.2. (Desigualdade de Bernoulli) Para todo nimero real x > —1 e todon € N,

tem-se (1 +x)" > 1+ na.

Teorema 1.3. Dados x,y e z elementos arbitrdrios de um corpo ordenado, vale as se-

gquintes relagoes:
Lojz+y[ < lz|+yl

2. |-yl =|z|-|y|

3. |zl = [yl < || = |yl| < |z —y|



4 |z —z| <|z—y|+ |y — 2|

Finalizamos concluindo que R é um corpo ordenado, também vimos no final as relacoes
de desigualdade como a desigualdade triangular, vamos utilizar as desigualdades no de-

correr do trabalho em varias demonstracoes.

1.3 R é um corpo ordenado completo

Chegamos ao ultimo passo e agora veremos nocgoes importantes de cota inferior, cota
superior, infimo e supremo. Essas defini¢oes serao necesséarias para o desenvolvimento do
nosso trabalho e para a conclusao de diversos teoremas de convergeéncia.

Um conjunto X C R, é limitado superiormente quando existe algum b € R tal que
x < b para todo x € X, neste caso dizemos que b é uma cota superior do conjunto X.
Analogamente, dizemos que conjunto X C R, é limitado inferiormente quando existe
algum a € R tal que a < x para todo x € X, neste caso dizemos que a é uma cota inferior
de X.

Se X ¢ limitado superior e inferiomente, dizemos que X é um conjunto limitado, em
outras palavras, significa dizer que X estd contido em algum intervalo limitado [a, b] ou,
equivalentemente, que existe algum C' > 0 tal que x € X = |z| < C.

Decorre diretamente da definicao de cota inferior e superior as nocoes de infimo e

supremo apresentadas a seguir.

Definigao 1.3.1. (Supremo) Seja X C R limitado superiormente e nao vazio, um nimero
real b € R é chamado de supremo do conjunto X quando é a menor das cotas superiores

de X, portanto, necessariamente precisa cumprir as duas condi¢oes abaixo.

1. Para todo x € X, temos = < b

2. Paratodoe >0 existe x € X tal queb—e <z

Escrevemos b = sup X para indicar que b é o supremo do conjunto X.



Definigao 1.3.2. (Infimo) Seja X C R limitado inferiomente e néo vazio, um nimero
real a € R é chamado de infimo do conjunto X quando é a maior das cotas inferiores de

X, portanto, necessariamente precisa cumprir as duas condigoes abaixo.

1. Para todo x € X, temos a < z;

2. Para todo € > 0 existe x € X tal que x < a+¢

Escrevemos a = inf X para indicar que a é o infimo do conjunto X.
Um dos resultados mais importantes dessa secao é o axioma da completude enunciado

logo abaixo.

Axioma 1.3.1. Todo conjunto nao vazio X C R, limitado superioremente, possui um

supremo que também pertence a R.

Uma consequéncia do Axioma da Completude, é que todo conjunto nao vazio, limitado
inferiormente, X C R possui infimo.

Concluimos nosso capitulo que apresenta os principais resultados sobre os numeros
reais, todas as informacoes apresentadas serao uteis no decorrer do nosso trabalho, espe-

cialmente as nocoes de infimo e supremo apresentadas nessa ultima secao do capitulo.



Capitulo 2

Sequéncias de Numeros Reais

2.1 Nocoes de sequéncias

Neste capitulo, estudaremos as sequéncias de niimeros reais de forma rigorosa, comegando
pelas defini¢oes basicas até os principais teoremas de convergéncia. Diferentemente do
capitulo anterior, que tratou das propriedades de R, aqui focaremos nos limites e suas
propriedades; teoremas como o do Confronto e Convergéncia Monétona; e o Critério de

Cauchy. Todos os conceitos serao acompanhados de exemplos para fixacao do conteuido.

Definicao 2.1.1. Uma sequéncia de niimeros reais ¢ uma fungao x que associa a cada

nimero natural n um nimero real x,. Formalmente, podemos escrever:

z:N—=R

n— x(n) =z,

onde N representa o conjunto dos ntiimeros naturais {1,2,3,---}, e 2, é 0 n—ésimo termo

da sequéncia.

A sequéncia pode ser denotada por (x,,),en, simplesmente (z,), ou (21,2, -+ , Ty, )
para representar explicitamente os termos da sequéncia.
Uma sequéncia (z,,) é dita injetiva. ou de termos dois a dois disjuntos, quando m # n

implicar x,, # x,.



Observacao 2.1. Importante ressaltar que a funcao = : N — R nao é necessariamente
injetiva, ou seja, podemos ter x,, = x, com m # n. Além disso, apesar da notagao, o
conjunto {z1,xs, - ,x,, -} pode ser finito, infinito, ou até mesmo ser composto por
apenas um elemento, caso a sequéncia seja constante, isto é, z,, = a € R, Vn € N. Para

ilustrar essa propriedade, considere o seguinte exemplo de uma sequéncia nao injetiva.

Exemplo 2.1. Um exemplo de uma sequéncia nao é injetiva é dado por

5= 20D en 2.)

Os primeiros termos dessa sequéncia sao:

cos (m 1 cos (27
Q;'l: 2():—57 x2:%):

ue xr; = ) uénci n)neny NA0 € Injetiv: is exi
Note que = rg el 3. Portanto, a sequéncia (x,),eny nao é injetiva, pois existem

indices m e n distintos tais que x,, = x,,, pois a sequéncia alterna entre —% e % conforme

n varia entre impar e par.

Exemplo 2.2. A sequéncia constante z, = 5 para todo n € N é dada por:
(rn) = (5,5,5,5,--).
Neste caso, o conjunto imagem ¢ unitario: {5}.

Outra propriedade fundamental no estudo de sequéncias ¢ a limitacao, que determina
se os termos da sequéncia estao compreendida em um intervalo real. Vejamos agora sua

definicao e um exemplo.

Definigao 2.1.2. Dizemos que uma sequéncia (x,) é limitada inferiormente, quando
existe um nimero real C' > 0 tal que C' < z,, para todo n € N. Analogamente, (z,) é
limitada superiormente, quando existe um numero real C' > 0 tal que C' > z,, para todo
n € N.

A sequéncia (x,) é dita limitada quando ela e limitada superior e inferiormente, ou

equivalentemente, existe C' > 0 tal que |z,| < C para todo n € N,



Exemplo 2.3. Um exemplo de sequéncia limitada é dada por
z, = (=1)", neN. (2.2)
De fato, para todo n € N tem-se —1 < z,, < 1.

Exemplo 2.4. Um exemplo de sequéncia limitada inferiormente, mas nao superiormente

¢ dada por

De fato, temos uma sequéncia crescente onde x, < x,4; para todo n € N, pois toda
sequencia crescente é limitada inferiormente pelo primeiro termo (z), no caso 1 < x,

para todo n € N.

Agora que vimos a definicao e exemplos de limitacao de sequéncias, outra definigao
importante é o de subsequéncias, que utilizaremos para determinar o comportamento da

sequéncia principal e suas limitagoes.

Definigao 2.1.3. Dada uma sequéncia (z,,),ecn, uma subsequéncia é a restri¢ao do dominio
de z a um subconjunto infinito N’ = {n; < ny < --- <ny <---} de N, e denotamos por

(xnk)kEN-

Exemplo 2.5. A sequéncia (z,) apresentada no Exemplo 2.3, definida em (2.2), possui

duas subsequéncias, a saber
ZTop = 1, quando n é par e x9,.1 = —1, quando n ¢é impar.
Exemplo 2.6. A sequéncia (z,) =n = (1,2,3,---), possui a sequéncia (za,) = (2,4,6, - - -

Subsequéncias sao especialmente uteis para analisar sequéncias monotonas, que sera
definida a seguir.

Dizemos que uma sequéncia é crescente quando x, < x,.1; para todo n € N, ou
seja, r1 < Ty < --+ < xp. Quando x,,1 > x, para todo n € N ela é chamada de

nao-decrescente.
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De maneira andloga, uma sequéncia é decrescente quando x,,1 < x, para todon € N,
ou seja, ry > xTg > -+ > x,. Quando x,,; < x, para todo n € N ela é chamada de
nao-crescente.

Com base nos dois paragrafos podemos definir o conceito de sequéncias mondtonas,
ou seja, dizemos que uma sequéncia € monotona quando ela é crescente, decrescente,

nao-crescente ou nao-decrescente.

Proposigao 1. Seja (x,) uma sequéncia mondtona com n € N e (,, )ren uma sub-

sequéncia limitada, teremos que (x,) também é limitada.

Demonstragao. De fato, sem perda de generalidade, considere (x,,) uma sequéncia monétona
nao-crescente, portanto temos x, > x,.1. Suponha que exista uma subsequéncia (xnk)
limitada, isso implica que existe um numero real b tal que z,, > b para todo k£ € N, logo
temos

para todo n < ny, desta forma todos os termos da sequéncia (z,,) estao limitados por

e b, portanto concluimos que (x,) é limitada. ]

2.2 Limite de uma sequéncia

O conceito de limite é fundamental na Anéalise Real, sendo a base para o estudo das
sequeéncias. Nesta secao, apresentaremos a definicao formal de convergéncia e explorare-
mos suas implicagoes imediatas. A definicao de limite, que discutiremos a seguir, formaliza
a ideia de que os termos de uma sequéncia se aproximam arbitrariamente de um valor a
medida que n cresce. A partir dessa defini¢ao, discutiremos suas implicagoes imediatadas,
demonstraremos o Teorema da Unicidade do Limite, que formaliza a intuicao de que uma

sequéncia nao pode se aproximar de dois valores distintos simultaneamente.

Definigao 2.2.1. Dizemos que um numero real a é limite da sequéncia (z,), quando

para todo € > 0, existe ng € N tal que |z,,—a| < €, sempre que n > ng. Simbolicamente,
limz, =a:=Ve >03ng € N;n >ng=|z,—al < ¢
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Quando lim z,, = a, qualquer intervalo aberto (a—¢, a+¢), chamado de e— vizinhanga

de a, contém todos os termos da sequéncia exceto possivelmente um ntimero finito deles
(X1, T, Tpy)-
Exemplo 2.7. Considere a sequéncia constante x,, = ¢, para todo n € N.

Queremos mostrar que lim z,, = ¢, logo pela definicao de limite dado qualquer € > 0,
temos que, |z, —c¢| = |c — ¢| =0 < ¢ para todo n € N.

Logo, todos os termos da sequéncia estao dentro da vizinhanga (c—¢, c+¢), para todo

e > 0 o que equivale a dizer que lim x,, = c.

Observacgao 2.2. Dizemos que uma sequéncia € convergente se possuir limite, caso con-
trario chamamos de sequéncia divergente.
Obseve que quando uma sequéncia nao converge para um numero real a quando existe

um ¢ > 0 tal que para todo no€ N exista n > ny com |z, — a| > . Simbolicamente

Ve>0dno € Nyn>ny=|z,—al>¢

Exemplo 2.8. A sequéncia

1
Tp=—, neN
n
converge para zero.

Demonstracao. Dado € > 0, tomemos nyg € N tal que ng > % Temos entao 0 < % < €.

1 1
Mas se n € N e n > ng, entao z,, = — < — = x,,. Logo podemos escrever
n Un

Ve>0,3dny€eN tal que n>ng= |z, —0| <e.

1
Portanto, lim — = 0. O
n

Exemplo 2.9. A sequéncia x,, = n é divergente pois para qualquer a € R, tomando

e = 1, para todo ng existe n > max{ng,a + 1} com |z, —a| > 1.
Teorema 2.1 (Unicidade do limite). Se lim(z,) = a e lim(z,) = b entdo a = b.

Demonstracao. Seguem direto da definicao de limite as duas afirmativas abaixo:
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(1) Ve>03n, e Nyn>ny = |z,—al <e

(11) Ve>03dng e Nyn>ny = |z,—b| <¢

b—al
2

Considerando ny = max{ni,na} e € = . Suponha a # b, segue de (i) e (i) que

para n > ng

la — b < |z, —a| + |z, — 0
2|b — al

— bl < 2e =
la—b] < 2e= =

= [b—al
um absurdo, portanto a=b. O
Teorema 2.2. Se limx,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o limite a.

Demonstracao. Seja (Tpy, Tny, - - - Tn,;, - -+ ) uma subsequéncia de (x,,), por hipdtese, temos
que para todo £ > 0 existe ng € N tal que n > ny = |z, — a| < €. Dado que os indices
da subsequéncia formam um subconjunto infinito, entao existe n;, € N tal que n;,y > ny,

portanto segue disso que
i >0 =n; >ng=|r, —al <e

Concluimos que caso (x,) seja convergente para um numero real a, obrigatoriamente

toda subsequeéncia converge para a. O]
Teorema 2.3. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Por hipétese limx,, = a, logo pela definicao de limite dado € > 0 existe
um n > ng € N tal que |z, —a| < ¢, ou seja, n >n, =z, € (a —e,a+¢).

Consideremos o conjunto finito definido por F = {xy, 29, -+ ,x,,,a — 1,a+ 1}. Seja c o
menor e d o maior elemento de F', entao todos os termos da sequencia z,, estao contidos

no intervalo ¢, d], logo concluimos que a sequéncia é limitada. O

Observacgao 2.3. A reciproca do teorema nao é valida: a sequéncia (0,1,0,1,---) é limi-
tada, pois |z,| < 1 para todo n, mas nao é convergente, ja que possui duas subsequéncias

com limites diferentes, a saber 0 e 1.
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2.3 Propriedades aritméticas dos limites

Nesta secao, estudaremos o comportamento dos limites de sequéncias em relagao as
operacoes algébricas e as desigualdades, serao apresentadas as propriedades que permitem

calcular limites de sequéncias a partir dos limites de suas partes.

Teorema 2.4. Se limz,, = 0 e (y,) € uma sequéncia limitada, entdo limx,, -y, = 0

(mesmo que nao exista lim(y,)).

Demonstra¢ao. Como (y,) é limitada, existe ¢ > 0 tal que |y,| < ¢ para todon € N.
Queremos provar que lim(z, - y,) = 0. Seja € > 0. Como lim z,, = 0, por definigao, existe

ng € N tal que n > ng = |z,| < £. Logo, para todo n > ny, temos:

€
|Tn - Yn| = |20 - |yn| < _c=e
Portanto, concluimos que lim(z,, - y,) = 0. O
- (=" .
Exemplo 2.10. A sequéncia x, = converge para 0, pois podemos escrever x,, como
n
o produto de duas sequéncias:
1
Tp=|—) - (=1)"
A 1 .. , .
Note que a sequéncia a, = — converge para 0, ou seja, lima, = 0. Ja a sequéncia
n

b, = (—1)" é limitada, pois seus valores estdao entre —1 e 1 conforme visto no capitulo

anterior.

Teorema 2.5. Selimz, =a e limy, = b, entao
1. lim(z, + y,) = a+b; lim(z, — y,) = a — b;
2. lim(xy, - yn) = a - b;

3. lim(§*) = ¢ se b #0.

b
Demonstragao. 1. Dado € > 0 existem n; e ny em N tais que n > ny; = |z, —a| < 5 e
n > ny = |y, — b < 5. Seja ng = max{ni,ny}. Logo n > ng implica
€

225.

€
(@0 = ya) = (@ =) < |wn —a] + [y — O] < 5 +
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Concluimos que:

lim(z, — y,) =a —b.

O caso da soma lim(x,, + y,) = a + b se trata do mesmo modo.
2. Queremos mostrar que lim(x,, -y, —ab) = 0, podemos reescrever a expressao da seguinte
forma:

Ty Yn — ab = Ty (yn — b) + (z, — a)b

Como a serquéncia (x,) é limitada, pelo Teorema 2.3, e (y, — b) — 0, seque do Teorema
2.4 que:
lim[z, (y, — b)] = 0.

De forma semelhante, como x,, — a e b é constante, entao:
lim[(z,, — a)b] = 0.
Portanto:
lim(z,, - y,, — ab) = lim[z,,(y, — b)] + lim[(x, —a)b] =04+ 0=10
Concluimos que:

limz, -y, = ab.

3. Sabemos que y, — b, entdao y,b — b*. Como b # 0, entdao b*> > 0. Logo, existe ng € N

tal que, para todo n > ng:

b2
nb > —.
it =
Considerando € = % e aplicando na defini¢ao de limite.)
1 2
Para todo n > ng, temos: vy < =k ou seja, a sequéncia <ﬁ> é limitada.
Yn "
Manipulando a expressao temos:
Tn a  br, —ay, 1
— = — = (bx, —ay,) - —.
D b ( Yn) b
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1
Sabemos que z, — a e y, — b, entao bx, — ay, — ab — ab = 0. Como <—b) é
Yn
limitada e (bx, — ay,) — 0, segue do Teorema 2.4 que:

1
bx, —ay,) - — — 0
(b, — ) - —
Logo concluimos,
T @
Yo b

]

Um resultado fundamental na anélise de sequéncias ¢é a relagao entre o sinal do limite
e o sinal dos termos da sequéncia. O Teorema de Permanéncia do Sinal estabelece que, se
uma sequéncia converge para um limite positivo (respectivamente, negativo), entao todos
os seus termos, a partir de certo indice, devem necessariamente ser positivos (respectiva-

mente, negativos).

Teorema 2.6. (Permanéncia do sinal) Seja (x,) uma sequéncia convergente com
limz, = a > 0. Entao, existe um indice ng € N tal que todos os termos sao positi-

vos, ou seja, T, > 0 para todo n > ng.
Demonstrac¢ao. Como limx, = a > 0, dado € > 0, existe ng € N tal que:
n>ng=|r, —al <e.

a .
Escolhemos € = 3 > (. Com isso, temos:

’ ‘<a:> €< a +a>_ a 3a
T, — @ 5 T a 2,& 5) = .

a
Portanto, para todo n > ng, temos x,, > 5 >0

Logo concluimos, que os termos x,, da sequéncia sao positivos. O]

2.4 Teoremas de Convergéncia

Na analise de sequéncias numéricas, os teoremas de convergéncia constituem ferramentas
que permitem estabelecer a existéncia de limites mesmo quando estes nao sao imediata-

mente evidentes. Esta secao apresenta trés resultados fundamentais que, sob diferentes
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condicoes garantem a convergéncia de sequéncias: o Teorema do Sanduiche, que estabe-
lece convergéncia por comparacao; o Teorema da Convergéncia Mondtona, que explora o
comportamento ordenado das sequéncias; e o Teorema de Bolzano-Weiestrass, que mostra
uma relacao entre limitagao e existéncia de subsequéncias convergentes. Cada um desses
teoremas sao indispensaveis para analisar o comportamento das sequéncias e estabelecer

se convergem para um limite especifico.

Teorema 2.7 (Teorema da convergéncia mondtona). Toda sequéncia mondtona limitada

¢ convergente.

Demonstragao. Sem perda de generalidade seja (z,) uma sequéncia nao-crescente, isto é
(x1 > w9y >+ >, >---), e limitada. Tomemos a = inf{z,;n=1,2,---}.

Como (x,) é limitada inferiormente, pela completude de R, existe o infimo a em R.
Afirmamos que a = lim x,,. Para todo € > 0, como a + € > a, temos que o nimero a + &

nao é cota inferior do conjuntos dos x,,. Logo, existe ng € N tal que
a+ &> Ty,

Pela monotonicidade, para todo n > ng, temos z,, > z, e portanto, a +¢ > z, > a.

Além disso, como a é infimo, x,, > a para todo n. Assim,
n>ng=>a—c<x,<a+te

Portanto, |z, — a| < € para todo n > ng, o que conclui que lim z,, = a. O

Observacgao 2.4. Se (z,,) fosse ndo-decrescente, usariamos lim z,, = sup{z,;n =1,2,---}

na demonstragao acima.

Exemplo 2.11. Um exemplo de uma sequéncia monétona limitada convergente é dado
por T, =2+ +.
De fato, para todo n € N, temos

1 1
1l =2+ —— <2+ —=2x,.
Tp41 +n+1 —f-n T
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Logo, (z,) é uma sequéncia estritamente decrescente. Segue disso que, todos os termos
satisfazem x,, > 2, pois + > 0. Além disso, inf{z,; n € N} = 2. Como (z,,) ¢ mondtona
decrescente e limitada inferiormente por 2, pelo Teorema 2.7, ela converge para o infimo
dos seus termos:

lim z,, = inf{z,;n € N} = 2.

n—oo

O resultado deste teorema é importante, pois garante a convergéencia das sequéncias
mondétonas desde que limitadas. Anteriormente vimos que uma sequéncia ser limitada
nao garante sua convergéncia, exemplo a sequéncia x, = (—1)" que tem seus termos
variando entre —1 e 1. Além disso, uma sequéncia ser mondétona também nao garante
sua convergéncia, tome como exemplo a sequéncia z, = n, uma sequéncia estritamente

crescente porém divergente.

Corolario 2.1. Se uma sequéncia mondtona (x,) possui uma subsequéncia convergente,

entao (z,) € convergente.

De fato, nesse caso a sequéncia mondtona (x,) é limitada porque possui uma sub-

sequéncia convergente, pelo Teorema 2.7 toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Exemplo 2.12. Considere a sequéncia: z, =1 —

S|

A sequéncia (z,,) é mondtona crescente. Para ver isso, observe que

1 1 1 1 1 1 1 -0
Tpy1 — Tp = |1 — — -] === —
o n+1 n n n+l nn+1)

para todo n. Portanto, z, < x,11, € a sequéncia é crescente.

Considere a subsequéncia z,, = 1 — % Podemos mostrar que a subsequéncia (x,,)

converge para 1:

. ) 1
limz,, =lim|l1-—|=1-0=1
2n
Portanto, a subsequéncia (x,,) converge para 1. Pelo corolario 2.1, como (z,) é
uma sequéncia mondtona e possui uma subsequéncia (z,,) que converge, entao a propria
sequéncia (z,) também converge. De fato, a sequéncia (z,) converge para 1, pois mos-

tramos sua convergéncia no exemplo anterior.
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O corolério apresentado é igualmente importante ao teorema da convergéncia mondtona,
pois podemos garantir a existéncia do limite da sequéncia principal em casos mais comple-
xos desde que ela seja mondtona, além disso podemos inferir que o limite da subsequéncia
serd o mesmo da sequéncia principal, ja que vimos anteriormente a unicidade do limite,
porém caso nao tenhamos a hipétese da monotonicidade, considere novamente a sequéncia
x, = (—1)" obviamente nao mondtona, pois seus valores variam entre —1 e 1, podemos
obter duas subsequéncias convergentes uma quando temos n par e outra quando fmpar,

porém nao conseguimos concluir que (z,) é convergente.

Teorema 2.8. (Teorema de Bolzano - Weierstrass) Toda sequéncia limitada de nimeros

reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstrag¢ao. Para demonstrar esse teorema vamos mostrar que toda sequéncia limitada
(x,) possui uma subsequéncia monétona. Diremos que um termo x,, de sequéncia dado é

destacado quando z, > z, para todo p > n. Seja
D ={neN; x, é destacado } C N.

Se D for um conjunto infinito, D = {n; < ns < --- < ny < --- }, entao a subsequéncia
(Zn)nep serd mondtona nao-crescente. De fato, para todo n € D, ou seja, x,, destacado,
podemos concluir que z,11 < z,. E entdo pelo Teorema 2.7 concluimos que (z,)nep ¢é
convergente.

Agora, se D é um conjunto finito, podemos escrever
D = {N17N27 T 7Nk‘}

Seja ny > max{Ny, Na,--- , Ni} natural. Logo z,, ¢ D, ou seja x,, nao é destacado.

Dessa forma, existe ny > n; com x,, < x,,. Por outro lado,
n2>n1>Ni, VZ:1,2,,]€

Analogamente, existe ng > ny tal que x,, < z,,. Portanto, indutivamente (x,),en é

uma subsequéncia de (z,) tal que z, < z,, < -+ < @z, < ---, em que
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N ={n; <mg <--- <mnj; <---} CN éinfinito. Ou seja, (z,)nen ¢ uma sequéncia
mondétona crescente. Pelo mesmo motivo que (2,)nep, quando D é infinito, (z,)nen €

limitada. Por fim, (x,),en ¢ uma subsequéncia de (z,,) convergente, pelo Teorema 2.7. [

Exemplo 2.13. Considere a sequéncia x,, = cos(nm), sabemos que a sequéncia ¢ limitada
e assume valores alternados —1 e 1, conforme n varia entre impar e par, de fato o exemplo
escolhido reforca a validade do Teorema de Bolzano-Weierstrass, pois conseguimos obter
duas subsequéncias convergentes e o teorema garante a existéncia de pelo menos uma

subsequéncia convergente.

Teorema 2.9 (Teorema do Sanduiche). Sejam z, < z, < y, para todo n € N. Se

limz, =limy, = a entao limz, = a
Demonstracao. Dado € > 0, existem n; € N e ny € N tal que
n>n =z, €(a—¢ca+e)
n>ny =y, €(a—eca+e)
Tomando ny = max{n,ns}, para todo n > ng, temos:
a—€e<Tp <2<y <a+e
Logo, lim z,, = a, e o teorema esta demonstrado. O
sen(n)

Exemplo 2.14. Considere a sequéncia (z,,) definida por x,, = ———=. Para determinar
n

seu limite quando, utilizaremos o Teorema do Sanduiche.
Sabemos que a fung¢ao seno é limitada, ou seja, —1 < sen(n) < 1. Logo, podemos

criar duas novas sequéncias, (y,) e (z,), que servirdo como nossas sequéncias limitantes:
1 .
L yp=— e limy, =0
2. zn:%e limz, =0

Como a sequéncia (x,,) estd compreendida entre duas sequéncias que convergem para o
mesmo limite 0, pelo Teorema do Sanduiche, podemos concluir que (z,) também converge

para O.
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O Teorema do Sanduiche é bastante util quando estamos estudando sequéncias que

oscilam seus valores como o exemplo da sequéncia apresentada, pois conhecemos

sen(n)
n
outras sequéncias limitantes que auxiliam encontrar o limite da x,, sem a necessidade de

realizar cédlculos exaustivos.

2.5 Sequéncias de Cauchy

Em nosso estudo ja nos deparamos com diversos teoremas e critérios que buscam garantir
a convergencia de uma sequéncia de numeros reais, agora vamos estudar o critério de
Cauchy, que nos darda uma condigao suficiente e necessaria para a convergéncia de uma
sequéncia de ntimeros reais com base no comportamento dos termos da sequéncia, garan-
tindo que, a partir de um certo ponto, os termos se aproximam cada vez mais uns dos

outros.

Definicao 2.5.1. Denominamos sequéncia de Cauchy, a sequéncia de niimeros reais que
cumpre a seguinte condi¢ao: Dado arbitrariamente um numero real € > 0, pode se obter

no € N tal que m > ng e n > ng implica |z,, — x,| < €. Simbolicamente:
Ve>0dno e Nym >ng,n>ng=|r, —x,] < €

Exemplo 2.15. A sequéncia x,, = %, n € N, é uma sequéncia de Cauchy em R. De fato,
dado ¢ > 0, existe ng € N tal que ng > %5, donde n > ng = n > g = % < 5. Logo, para
todo n,m > ng, tem-se que

1 1
Ty — x| = |— — —
m n

1

n

o
< |=|+
m

<t4i-=c
2 2
Teorema 2.10. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia convergente, digamos, lim x,, = a. Diretamente
da definicao de limite podemos concluir que, dado arbitrariamente £ > 0, existe ny € N

tal que
(i) m>ng= |z, —a| <e/2
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(17) n>ng= |z, —al <e/2

Logo, para m,n > ng obtemos

e €
|xm_$n| < ‘xm_a|+|xn_&| <§+§:57
Portanto concluimos que toda sequéncia convergente é de Cauchy.

]

Agora demonstraremos a reciproca do Teorema 2.10, que consideramos o principal

resultado sobre sequéncias de Cauchy.
Lema 1. Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Sem perda de generalidade adota-
remos € = 1. Pela definicao de sequéncia de Cauchy, existe ng € N tal que m,n > ng
implica que |z, — x,| < 1. Em particular, para n > ng temos |z,, — z,| < 1, ou seja,
n > ng implica que z,, € (T, — 1,2n, + 1). Sejam « o menor e 5 o maior elemento do
conjunto X = {1, xa, -+, Tp, — 1, xn, + 1}. Entao z,, € o, f] para cada n € N, logo (x,)

é limitada. 0

Lema 2. Se uma sequéncia de Cauchy (x,) possui uma subsequéncia convergindo para

a € R entao limz, = a

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy, entao, dado € > 0, existe ng € N tal
que
3

Vn,m>nyg= |r, —x,| < 5

Pelo Lema 1 temos que a sequéncia (x,) é limitada. Pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass existe uma subsequéncia (z,, Jreny convergente. Digamos que klgglo T, = Q.
Dessa forma, existe ko € N tal que para todo k > ko, tem-se |z, —a| < 5.

Agora, seja n > ng. Escolhemos um indice k tal que k > kq e n, > ng. Entao, temos

que
€
2

Ou seja, limz,, = a. O]

£
|:L‘n—a|S]ajn—xnk|+|xnk—a|<§+ =c.
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Teorema 2.11. Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais € convergente.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Pelo Lema 1, ela é limitada. Pelo
Teorema de Bolzano - Weierstrass ela possui uma subsequéncia convergente, desta maneira

segue diretamente do Lema 2 que a sequéncia (x,,) converge. O

O critério de Cauchy é fundamental na analise, pois auxilia na definicao de espacgos
completos, espacos onde toda sequéncia de Cauchy converge para um ponto dentro do
proprio espago. Esse critério é amplamente utilizado no estudo de séries e é especialmente
util para garantir a convergeéncia de processos de aproximagao numeérica, sem a necessidade
de conhecer previamente o resultado final. Essas aproximacoes, frequentemente realizadas

por meio de iteracgoes, sao amplamente estudadas na disciplina de Calculo Numérico.

23



Capitulo 3

Exercicios Resolvidos

Nesta se¢ao, serao apresentados exercicios resolvidos com o objetivo de consolidar os con-
ceitos apresentados anteriormente. Os exercicios abordam diferentes niveis de dificuldade,
dessa forma podemos aprofundar a compreensao dos métodos de resolucao e identificar

estratégias adequadas para cada tipo de problema.

1. Selimz, = aentdo lim |z,| = |a|. Dé um contra-exemplo mostrando que a reciproca

é falsa, salvo quando a = 0.

Demonstracao. Usando a definicao de limite, temos que
limz, =a:=Ve>03ng € N;n >ng=|z,—al < e

Queremos mostrar que

n>ng = ||z.| - la|| <e.

Pelas propriedades do médulo, temos que
||zl = lal| < fan —al.
Assim, se n > ng, entao
[z, —al <e = ||lz.|—|al| <e,
o que conclui que lim |z,,| = |al.
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A reciproca diz que se lim |z,| = |a|, entao lim z,, = a.

Considere a sequéncia x, = (—1)". Temos z, = —1,1,—1,1,... O valor absoluto é
|z,| = 1 para todo n. Logo, lim |z,| = 1. No entanto, a sequéncia x,, ndo converge

(ela oscila), portanto lim x,, ndo existe.
Se lim |z, | = 0, entao lim z,, = 0, temos que

|z, — 0] = |z,| = ||zn] — 0|. Se |z,| — 0, entao a distancia de z,, a 0 tende a zero,

logo x, — O. O
. Se lim xy, = a e lim x9,,_1 = a, prove que limz, = a.

Demonstragao. A sequéncia (x,) é composta pelos termos pares (zy,) e impares
(T2n-1)-

Como limxy, = a, dado € > 0, existe N; € N tal que para todo k& > Np, temos
|zor, — al < e. Como limxs, 1 = a, dado € > 0, existe Ny € N tal que para todo

k > Ny, temos |91 — a| < e. Seja Ny = max{2N;,2N,}.
Se n > Ny:

Se n for par (n = 2k), entdo 2k > 2N; = k > Ny, logo |z, — a|] < €. Se n for impar

(n =2k —1), entao 2k — 1 > 2Ny = k > Ny, logo |z, — a| < e.

Portanto, para todo n > Ny, |z, — a| < €. Logo, limz,, = a.

. Se limz,, = a e lim(z,, — y,) = 0 entdo limy, é igual a a.

Demonstracao. Podemos escrever y,, como uma combinacao algébrica das sequéncias

dadas:
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Usando a propriedade de que o limite da diferenca é a diferenca dos limites:

limy, = lim(z, — (2, — yn))

limy, = limz, — lim(z, — y,)

Substituindo os valores:

limy,=a—-—0=a

. Seja a # 0. Se lim 2+ = 1 entao limy, ¢ igual a a.

Demonstragdo. Podemos escrever y, = a - 2:. Usando a propriedade do limite do

produto:
e — 1 ( yn>
imy, =lim(a-—
a
limy, =a-lim <y—n)
a

Substituindo o limite dado:

limy, =a-1=a

. Sejam k € Nea> 0. Se a <z, <nF para todo n, entao lim {/z, = 1.
Demonstracao. Tomando a raiz n-ésima em cada termo da desigualdade, temos
al™ <y, < (nk)l/”.
E entao, passando o limite,
lim a'/" < lim Y, < lim(nk)l/".
Como

lima’" =1 e lim(nF)Y" =1,
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obtemos

1 <lim ¥z, <1.

Pelo Teorema do Sanduiche, concluimos que
lim /z,, = 1.
m

6. Para cada n € N, seja 0 < ¢, < 1. Se limzx, = limy, = a, prove que

lim[t,z, + (1 —t,)y,] = a.

Demonstracao. Queremos calcular L = lim[t,z, + (1 —t,)y,]. Considere a expressao

dentro do limite como a sequéncia z, escrita abaixo.

Sabemos que limz, = a e limy, = a. Logo, a sequéncia diferenca converge para
zero: lim(z, —y,) =a—a=0.

A sequéncia (t,) é limitada, pois 0 < ¢, < 1 para todo n € N. Como o limite
do produto de uma sequéncia limitada (¢,) por uma sequéncia que tende a zero

(Tn, — yn) é zero, temos que lim|t,(z, — y,)] = 0.

Substituindo os valores na expressao z,:
lim z,, = limy,, + lim[t,, (2, — y,)]

limz,=a+0=a

]

7. Seja x; = 1 e ponha x,,; = 1+ i Verifique que |Z,410 — Tpy1| < %|:1:n+1 — T

Conclua que existe a = lim z,, e determine a.
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Demonstracao.

1 1 1 1
Tn+2 — Tyl = 1+ —(1+—) = - —
xn+1 xn xn+1 :Cn

o LTn — xn+1 o Ln+1 — Tp
Tn+1Tn Tn+1Tn
Aplicando o médulo:
1
|Tnt2 = Tngr| = ————Tni1 — T
Tn4+1Tn

1

1 : _ _
P < 5, OU S€Ja, Tpp1Ty > 2. Note que z; = 1, 29 = 2.

Precisamos mostrar que

Desta forma, x,, > 1. Substituindo x,:

1
Tpy1Tn = (1 + _) Tp =Ty, +1
Ty

Como z, > 1 para todon > 1, temos z, +1 > 2. Logo L < % A desigualdade

) Tn+1Tn
esta verificada.
A desigualdade mostra que a sequéncia é uma contracao, portanto é uma sequéncia
de Cauchy e converge para um limite a. Para achar a, tomamos o limite na re-
corréncia:

1
a=1+- = a*—-a—-1=0
a

As raizes sao %5 Como x,, > 0, o limite deve ser positivo.

1445
=

a

]

. Ponha z; = 1 e defina z,,,1 = 1 + \/x,,. Mostre que a sequéncia (z,), assim obtida,

¢ limitada. Determine a = lim x,,.

Demonstracao. A sequéncia é crescente. Além disso, supondo x,, < 4, temos

Tp1 =1+, <14+2=3<4.
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10.

Como z; = 1, por indugdo 1 < z, < 4. Logo, (z,) é crescente e limitada, portanto

converge.

Seja a = lim x,,. Entao
a=14++vVa=>+va=a-1

Elevando ao quadrado:

a=(a—1)?=da>-3a+1=0

3+5

Como a > 1, concluimos que a = 5 O

Se limz,, = a, limy, = b e |z, — y,| > € para todo n € N, prove que |a — b| > «.

Demonstracao. Sabemos que a fungao modulo é continua e que o limite da diferenca
é a diferenca dos limites.

Seja z, = |, — yn|. Como z,, = a ey, — b, entao (x, —y,) — (a —b). Consequen-
temente, z, — |a — b|.

Se z, > c para todon € Ne z, = L, entao L > ¢. Aqui, temos z, > ¢ para todo

n € N. Logo, o limite |a —b| > ¢.

H
Sejam limx,, = a e limy, = b. Se a < b, prove que existe ng € N tal que n > ng =
Ty < Yn-
Demonstracdao. Seja e = b’Ta Como a < b, temos € > 0.
Se x,, — a, existe Nj tal que paran > Ny: |z,—a|l < e = z, < a+e = a—l—b*Ta = aTer
Se y, — b, existe Nj tal que paran > No: |y, —b| <e =y, >b—€= b—b’T‘l = “Tb
Tome ny = max{N;, No}. Para todo n > ng, temos simultaneamente:
a+b a-+b
Ty < 5 e UYp > 5
Portanto, ,, < y,.
H
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Conclusao

Os teoremas de convergéncia estudados revelam que os teoremas de convergéncia de
sequéncias nao sao apenas fundamentais para o desenvolvimento da Andlise, mas também
oferecem uma poderosa ferramenta para investigar e explorar as relagoes entre sequéncias,
funcoes e seus comportamentos no infinito.

Dentre esses resultados, trés merecem especial destaque pela sua profundidade e apli-
cabilidade: O Critério de Cauchy, que é uma caracterizacao refinada de convergéncia e
mostra como a completude se manifesta no comportamento intrinseco das sequéncias.
O seu estudo prepara o terreno para o estudo de espacos métricos completos e anélise
funcional.

O Teorema da convergéncia Monétona destaca-se pela simplicidade de suas hipéteses e
a eficacia em estabelecer a existéncia de limites, conectando diretamente a ordem dos reais
como estrutura topoldgica. Este resultado é a peca-chave para o Teorema de Bolzano-
Weiestrass completa os trés principais deste trabalho, e ele revela a profunda relagao entre
limitagao e convergéncia através da andlise de subsequéncias.

Juntos, esses teoremas nao apenas respondem a questao central sobre quando uma
sequéncia converge, mas também abrem caminho para desenvolvimentos mais avancados
na Analise Matematica, desde o estudo de séries até a investigagao de espacos funcionais.
A compreensao desses resultados fundamentais é essencial tanto para a teoria pura quanto
para aplicacao em equagoes diferenciais, analise numérica e outras areas da matematica

aplicada.
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