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RESUMO

A Teoria dos Conjuntos é uma area da Matematica fundada por Georg Cantor (1845-
1918) e tornou-se o alicerce da matematica moderna ao permitir tratar todos os objetos
matemadticos como cole¢des de elementos, sejam elas finitas ou infinitas. O objetivo
principal deste trabalho é apresentar e demonstrar alguns teoremas de Cantor a luz
do conceito de equipoténcia (um conjunto A é equipotente a um conjunto B se existir
uma bijecdo f : A — B). O estudo foi realizado por meio de pesquisa bibliografica. O
primeiro capitulo apresenta a biografia de Cantor e uma linha do tempo com momentos
de sua trajetéria académica. No segundo capitulo, é exposto nog¢des sobre conjuntos
e fungdes. No terceiro capitulo, apresentamos os teoremas de Cantor relacionados a
conjuntos equipotentes ao conjunto dos nimeros naturais IN, bem como a conjuntos
ndo-equipotentes a IN; por fim, exibimos a no¢do de ntmero cardinal, a hip6tese do

continuo e dois paradoxos da teoria dos conjuntos.

Palavras-chave: A Teoria dos Conjuntos; teoremas de Cantor; equipoténcia.



ABSTRACT

Set Theory is a branch of Mathematics founded by Georg Cantor (1845-1918) and
became the foundation of modern mathematics by allowing all mathematical objects to
be treated as collections of elements, whether finite or infinite. The main objective of
this work is to present and prove some of Cantor’s theorems in light of the concept of
equipotence (a set A is said to be equipotent to a set B if there exists a bijection f : A — B).
The study was carried out through bibliographical research. The first chapter presents
Cantor’s biography and a timeline highlighting key moments of his academic career.
The second chapter introduces basic notions of sets and functions. In the third chapter,
Cantor’s theorems concerning sets equipotent to the set of natural numbers IN, as well
as sets not equipotent to IN, are presented; finally, the notions of cardinal number, the
Continuum Hypothesis, and two paradoxes of set theory are discussed.

Keywords: Set Theory; Cantor’s theorems; equipotence.
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1 INTRODUCAO

A Teoria dos Conjuntos é uma area da Matematica fundada por Georg Cantor (1845-
1918) e tornou-se o alicerce da matematica moderna (papel anteriormente desempenhado
pelo conjunto dos nlimeros naturais) ao permitir tratar todos os objetos matematicos
como cole¢des de elementos, sejam elas finitas ou infinitas (Belna, 2011).

“Cantor formulou algumas questdes totalmente originais [...], nesse momento
assistia-se ao surgimento de uma nova teoria matematica” (Belna, 2011, p. 89).

Podemos considerar a dissertacdo de Cantor| (1872) como “o registro de nascimento
da teoria cantoriana dos conjuntos” (Belna) 2011)), “[...] sob sua influéncia, em trinta
anos, de 1870 a 1900, a matematica mudou radicalmente de aspecto” (Belna, 2011, p. 18).

Mas “[...] apesar de sua importancia - por construir o préprio fundamento,
amplamente aceito, da matematica -, ela ainda é pouco conhecida” (Belna, 2011, p. 129).

Nosso ponto de partida sera esta observagado: para saber se dois conjuntos finitos
A e B tétm a mesma quantidade de elementos basta realizarmos as contagens em cada
um deles. Se A tiver n elementos e B tiver 1, entdo concluimos que A e B tém a mesma
quantidade de elementos.

A generalizagdo da observagdo acima para conjuntos infinitos é feita a partir do
conceito de equipoténcia, introduzido por Cantor: um conjunto A é equipotente a um
conjunto B, designado por A ~ B, se existir uma bijecdo f : A — B.

Assim, conjuntos finitos com a mesma quantidade de elementos sdo equipotentes.

O conceito de conjuntos equipotentes permite a comparacdo de conjuntos sem
a necessidade de contagem, que s6 é possivel no caso de conjuntos finitos. Antes de
Cantor, acreditava-se que todos os conjuntos infinitos eram equipotentes (Lipschutz,
1976).

Galileu ja tinha observado a existéncia de uma bijecdo entre o conjunto dos
ntmeros naturais e o conjunto dos quadrados perfeitos (Boyer; Merzbach), 2012), o que
parecia contrariar uma das nogdes comuns nos Elementos de Euclides que o “todo é
maior que sua parte”.

Mas a afirmacao de Euclides é vélida apenas no caso finito. Um conjunto é infinito
precisamente quando ele estiver em bijecdo com algum de seus subconjuntos préprios;
essa defini¢do foi primeiramente dada por Dedekind (Belna) 2011).

“Nas cartas enviadas a Dedekind no final do ano de 1873 é que Cantor se
questionou, pela primeira vez, sobre a distin¢do entre enumeravel e continuo” (Belna),
2011, p. 95). Finito, enumeréavel e continuo sdo as “trés no¢des essenciais da matematica
cantoriana” (Belna| 2011} p. 92).

Diz-se que um conjunto A é enumerdvel |'|quando existir uma bijecdo f: A — N,

1 O termo - tradugio da expressdo que se pode contar até o infinito - foi forjado por Cantor.
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isto é, quando A ~ IN. Como veremos neste trabalho, Z e Q sdo enumeraveis.

“[...] Cantor distinguia duas classes de conjuntos [...]: a primeira contém todos os
conjuntos enumeraveis [...]; enquanto a segunda incluia todos aqueles capazes de serem
colocados em bijegdo com um intervalo continuo” (Belna, 2011, p. 117-118).

Como veremos neste trabalho, IR ndo é enumeravel porque nao existe uma bijecdo
entre o intervalo [0,1] e o conjunto IN dos ntimeros naturais. Esse é um dos importantes
resultados obtidos por Cantor.

Se existir uma bije¢do entre dois conjuntos A e B dizemos que eles tém 0 mesmo
miimero cardinal.

O conceito de cardinal generaliza a ideia de ntimero de elementos para conjuntos
infinitos. Dizemos que o conjunto IN possui cardinal 8y, enquanto o conjunto R possui
cardinal ¢. Todo conjunto equipotente a IN possui cardinal 8y, assim como todo conjunto
equipotente a R possui cardinal c.

Vamos denotar a cardinalidade de um conjunto A qualquer por |A|. Assim, pelo
que ja dissemos, |Z| = Ny, |[Q] =Np e |R| = .

Diz-se que a familia (A) de todos os subconjuntos de um conjunto A é o conjunto
das partes de A. Assim P(A) = {X | X € A}. Veremos que P(IN) é equipotente a R, isto é
[PIN)| = c.

Dizemos que o cardinal de um conjunto A é menor do que o cardinal de um
conjunto B, denotado por |A| < |B|, se existir uma func¢do injetiva de A em B, mas A ndo
for equipotente a B.

Conforme provado por Cantor, na segunda parte das Beitrige (Cantor, 1897), o
cardinal de qualquer conjunto A é menor do que o cardinal de P(A).

Uma vez que |A| < |P(A)|, podemos construir uma sequéncia infinita de conjuntos

nao-equipotentes:
IN| < [P(IN)| < [PPIN))] < [PPEPMN))] <.

Cantor “[...] descobriu que existe uma infinidade de diferentes infinitos numéricos”
(Belna, 2011} p. 19).

Como |N| < [P(IN)| e P(IN) ~ R, temos que |P(IN)| = ¢. Portanto 8y < c. E natural
questionar se existe algum ntimero cardinal 8 tal que Ng < <.

Historicamente, Cantor defendeu a conjectura, conhecida como a Hipdtese do
Continuo, segundo a qual ndo existe cardinal estritamente intermedidrio entre 8y e ¢,
isto é, a resposta a essa questdo seria negativa. “[...] na conclusado [de Uma contribuigio
para a teoria dos conjuntos (1878)], ele [Cantor] formulava pela primeira vez a hipétese do
continuo” (Belna, 2011}, p. 106).

Em 1963, foi demonstrado que a Hipétese do Continuo é independente dos
axiomas da Teoria dos Conjuntos, de modo analogo ao fato de o Quinto Postulado de
Euclides ser independente dos demais axiomas da geometria (Lipschutz,[1976), isto é, a
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hipétese do continuo ndo pode ser nem demonstrada nem refutada no d&mbito dessa

teoria.

“Ao inscrever o infinito no cerne da matemaética, Cantor modificou
radicalmente o aspecto desta disciplina, encontrando a solucgdo para pro-
blemas antigos e suscitando novos questionamentos. Ninguém podera
ignorar suas contribuicdes relativamente a andlise, a topologia e sobre-
tudo ao fundamento da matematica: Cantor revolucionou sua disciplina,
situando-se a0 mesmo tempo em uma tradigdo, cujos primeiros atores
haviam sido Bolzano e Weiestrass, além dos continuadores Zermelo,
Hilbert e Godel. Alids, a pesquisa sobre a teoria dos conjuntos é um
dominio da matemadtica que se mantém ativo e aqueles que trabalham
atualmente sobre os cardinais inacessiveis, a axiomatica da teoria dos
conjuntos e a cardinalidade do continuo, por exemplo, sdo os herdeiros
de Cantor” (Belna} 2011} p. 257).

O objetivo principal deste trabalho é apresentar e demonstrar alguns teoremas
fundamentais de Cantor. Esses teoremas decorrem de trabalhos publicados por Cantor,
os quais deram origem a Teoria dos Conjuntos e a Teoria dos Numeros Transfinitos. Ao
longo do texto, serdo mencionados alguns desses trabalhos e resultados relevantes para
o desenvolvimento deste TCC.

Adotamos como metodologia a pesquisa bibliografica, incluindo, em alguns casos,
a consulta as fontes originais. Todo o material em lingua estrangeira foi traduzido com
o auxilio do ChatGP. O trabalho esta dividido em trés capitulos.

Considerando a importancia de Cantor na histéria da matemaética e para o
desenvolvimento deste trabalho, o primeiro capitulo apresenta uma se¢do dedicada a
sua biografia e outra contendo uma linha do tempo, com destaque para os principais
momentos de sua trajetéria académica.

O segundo capitulo é dedicado a apresentacdo de nogdes sobre conjuntos e
fun¢des. Na primeira se¢do, expdem-se notagdes, alguns conjuntos que serdo utilizados
ao longo do trabalho e operagdes entre conjuntos. A segunda se¢do apresenta a definigdo
de fungdo, demonstra algumas de suas propriedades, as quais serdo tteis na prova de
proposi¢des e teoremas, e define familias e relagdes.

O terceiro capitulo expde a defini¢do de conjuntos equipotentes. Em seguida,
sdo apresentados alguns teoremas de Cantor relacionados a conjuntos equipotentes ao
conjunto dos niimeros naturais, bem como a conjuntos que nado sdo equipotentes a IN.
Em seguida se enuncia e prova o teorema central deste trabalho: R é equivalente a P(IN)
(Teorema ; essa demonstracdo utiliza o Teorema de Cantor-Schroder—Bernstein. Por
fim, ha trés se¢des, uma traz uma nogdo de ntimero cardinal para conjuntos infinitos,
outra trata sobre a hipétese do continuo e a tltima tem dois paradoxos famosos da
teoria dos conjuntos.

“[...] a teoria cantoriana tem apenas um século e, certamente, ainda ndo produziu

todos os seus frutos” (Belna, 2011} p. 21), ela se tornou “[...] um cléssico e a obra de

2 Disponivel em: https://chat.openai.com/.
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Cantor ainda é objeto de numerosos estudos de ordem histérica, epistemolégica ou
puramente matemadtica” (Belna), 2011, p. 258).
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2 BIOGRAFIA DE CANTOR

Neste capitulo apresenta-se a trajetéria de Cantor, com énfase em sua atuagao
profissional, bem como em sua formacéo e nos trabalhos por ele desenvolvidos. As
informagdes aqui apresentadas foram elaboradas com base no livro Cantor (Belna, 2011).

21 NASCIMENTO E FORMACAO

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor, mais conhecido como Georg Cantor,
nasceu em Sdo Petersburgo, na Russia, em 1845. Seu pai, Georg Waldemar Cantor,
era protestante, comerciante bem-sucedido e grande admirador da cultura e das artes;
sua mde, Maria Anna Bohm, era catélica, convertida a religido do marido, e possuia
habilidade musical, sendo provavel que Cantor tenha herdado dela o talento para tocar
violino. Observa-se, assim, que Cantor cresceu em um ambiente culturalmente rico, no
qual seu pai ndo mediu esforgos para lhe proporcionar uma sélida educagéo e formagdo

escolar.

Figura 1 — Georg Cantor.

Fonte:Wikipédia, vista em 11 de nov. 2025.

Ojovem Cantor recebeu a educagdo mais abrangente possivel dentro das condicdes
proporcionadas por seu pai, que reiterava a importancia do cultivo do sentimento
religioso, da aprendizagem de linguas estrangeiras, do valor das “humanidades” para
o desenvolvimento do espirito e do estudo em diversas disciplinas cientificas . Seu
ensino médio foi cursado como interno no Liceu de Darmstadt. Reconhecendo a grande
capacidade do filho, o pai de Cantor escreveu-lhe, em 1860, uma carta na qual declarava:
“Se Deus quiser, [vocé serd] mais tarde, talvez, uma estrela brilhante no firmamento da
ciéncia”. Cantor submeteu-se a vontade paterna e conservou essa carta por toda a sua
vida.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor

Capitulo 2. Biografia de Cantor 14

Em 1861, Cantor decidiu dedicar-se a matematica. Ap6s concluir o bacharelado e
obter o consentimento do pai, ingressou na Escola Politécnica de Zurique, em 1862. A
morte do pai, em 1863, obrigou-o a abandonar Zurique e prosseguir seus estudos na
Universidade de Berlim. A época, a Universidade de Berlim atrafia numerosos estudantes,
pois contava com um trio de renomados matematicos — Kummer, Weierstrass e
Kronecker — cujas palestras Cantor frequentou. Em Berlim, além de matematica,
estudou também fisica e filosofia.

Cantor obteve o diploma universitdrio em 1867 e defendeu uma dissertagdo na
area de teoria dos nimeros, da qual se extrai a seguinte ideia: “Na matematica, a arte de
formular questdes é mais estimulante do que a de resolvé-las” (Cantor, 1867 apud Belna,
2011, p. 27). Seus trabalhos posteriores ainda se dedicaram a aritmética e a algebra,
incluindo a tese de doutorado, defendida em 1869. A decisdao de abordar esses temas
possivelmente se deveu a influéncia de Kronecker. Nesse mesmo periodo, em 1869,
Cantor iniciou suas atividades em Halle, atuando como assistente remunerado pelos

estudantes.

2.2 TRABALHOS E CARREIRA

Em 1870, Cantor voltou-se para a andlise, em particular para o estudo das
séries trigonométricas. A dissertacdo mais importante nesse tema — Sobre a extensio
de um teorema relativo a teoria das séries trigonométricas — foi publicada em 1872. Nela é
apresentada, também, a teoria de Cantor sobre os ntimeros reais, na qual, especificamente,
0s numeros irracionais sao definidos como limites de determinadas sequéncias de
nameros racionais.

Em seguida, Cantor tomou uma nova direcdo em suas pesquisas. Em 1873,
formulou a questdo: “como demonstrar a existéncia de dois infinitos distintos?” (Belna),
2011, p. 28-29), sem ainda se dar conta de sua grande importancia. A prova dessa
questdo foi publicada no Journal de Crelle, em 1874. Por fim, Cantor esbogou a teoria dos
conjuntos na introdugdo da dissertacdo publicada em 1878, intitulada Uma contribuicdo
para a teoria dos conjuntos.

Cantor publicou uma série de seis artigos intitulada Sobre os conjuntos infinitos e
lineares de pontos na revista Mathematische Annalen, no periodo de 1879 a 1884. A quinta
dessas dissertagdes foi posteriormente editada e publicada separadamente, recebendo o
titulo Grundlagen.

Um encontro decisivo em sua carreira ocorreu durante suas férias na Suica, em
1872, quando Cantor dialogou com o matemético Richard Dedekind (1831-1916). A
partir desse encontro iniciou-se uma amizade e uma intensa troca de correspondéncias,
cujo contetido é fundamental para a compreensdo do surgimento da teoria dos conjuntos.
Dedekind foi responsédvel por formular a primeira — e ainda hoje utilizada — defini¢do

de conjunto infinito: um conjunto diz-se infinito se puder ser colocado em bijecdo com



Capitulo 2. Biografia de Cantor 15

algum de seus subconjuntos proprios.

Em 1881, Cantor entrou em contato com o matemdtico sueco Gosta Mittag-Leffler
(1846-1927), fundador da revista Acta Mathematica, que lhe prop0s a publicagdo, em
francés, da maior parte de seus artigos produzidos desde 1872. Sua tltima contribuicdo
enviada a revista data de 1885.

As correspondéncias trocadas entre Cantor e o matemaético sueco, no periodo de
1883 a 1884, revelam sua busca por solucionar a hip6tese do continuo; dessa tentativa
surgiu a teoria dos tipos de ordem. Nesse periodo da década de 1880, os trabalhos de
Cantor ndo eram bem acolhidos na Alemanha, ao contrério do que ocorria na Franca. O
jovem Henri Poincaré foi um dos matematicos que se apoiaram nas ideias de Cantor
para o desenvolvimento de suas pesquisas.

Cantor passou um periodo dedicado ao estudo, mas sem publicar trabalhos na
drea da matematica; nessa fase, voltou-se também a outras dreas, como a filosofia e
a religido, o que sua vasta formagédo lhe permitia. Em 1889, retornou publicamente a
matemadtica e publicou, em 1891, o texto Sobre uma questdo elementar da teoria dos
conjuntos, no qual demonstrou a ndo enumerabilidade de R de forma mais simples
do que a apresentada em seu trabalho de 1874. Houve, entretanto, dificuldades para a
publicacdo dessa prova, pois “[. .. ] a primeira parte de Contribuicdes para o fundamento da
teoria dos conjuntos transfinitos (as Beitriige) foi publicada apenas em 1895” (Belna 2011,
p- 46).

A teoria cantoriana apresentou paradoxos e deixou em aberto a solugdo de alguns
problemas; isso, contudo, ndo desestimulou os pesquisadores, que, pelo contrario,
prosseguiram na busca por respostas. O préprio Cantor apresentou algumas propostas,
registradas em cartas enviadas a Dedekind em 1899, as quais constituem seus tltimos
escritos na area da matematica.

Em 1890, ainda ndo existia uma associa¢ao exclusivamente dedicada aos mate-
maéticos alemdes; estes estavam vinculados a Sociedade dos Especialistas em Ciéncias
Naturais e dos Médicos Alemaes (Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte —
GDNA). Cantor, entdo, levou adiante uma ideia originalmente proposta por Clebsch, da
qual resultou a fundagdo da Unido dos Matematicos Alemaes (Deutsche Mathematiker-
Vereinigung — DMV), cuja sessdo inaugural ocorreu em Halle, em 1891.

Cantor, contudo, ndo se deu por satisfeito, pois seu salario ndo lhe permitia realizar
viagens com frequéncia, o que dificultava o estabelecimento de contatos internacionais.
Nesse contexto, surgiu a ideia de criar uma organizacdo mundial de matematicos. A
DMV recusou-se a aceitar seu projeto em 1895; entretanto, a Sociedade Matematica da
Franca acolheu a proposta, e o primeiro Congresso Internacional de Matematicos foi
realizado em Zurique, em 1897.

Com isso, os trabalhos de Cantor ganharam maior notoriedade. O matemaético
David Hilbert incluiu a hip6tese do continuo entre os principais problemas a espera de
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solugdo no inicio do século XX e destacou a obra de Cantor como “o melhor produto

do génio matemaético e uma das maiores conquistas da atividade humana puramente

intelectual”.

2.2.1 LINHA DO TEMPO PROFISSIONAL DE CANTOR

A seguir, apresenta-se uma referéncia cronolégica, com destaque para os principais

momentos da trajetéria profissional de Cantor. Esse recorte foi elaborado com base no
livro Cantor (Belna, 2011).

1845
1862

1863

1867
1869

1872

1874

1878

1879

1882

1884

1890

1891

Nasce George Cantor, na cidade de Sdo Petersburgo (Russia).

Ingressa na Escola Politécnica de Zurique com o objetivo de dedicar-se
a Matematica.

Cantor vai estudar matemaética em Berlim, sob a direcio de Kummer,
Weierstrass e Kronecker.

Aquisicdo do diploma da universidade de Berlim.

Comeca a ensinar na Universidade de Halle, perto de Leipzig, onde
permanecerd por toda a vida.

Cantor publica sua “teoria dos irracionais", Ueber die Ausdehnung eines
Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen (Sobre a extensao de
uma proposicdo da teoria das séries trigonométricas), e exerce a funcao
de professor adjunto. Conhece Dedekind, que tinha acabado de publicar
Continuidade e niimeros racionais.

Publica sua primeira demonstracdo da ndo enumerabilidade de R
em Ueber eine eigenschaft des inbegriffes aller reellen algebraischen
zahlen (Sobre uma propriedade do conjunto de todos os nimeros reais
algébricos).

Publica Ein Beitrage zur Mannigfaltigkeitslehre (Uma contribui¢do para a
teoria dos conjuntos).

Incia a publicagdo da série de textos Uber unendliche lineare Punktmannig-
faltigkeiten (sobre os conjuntos infinitos e lineares de pontos), concluida
em 1884. Torna-se professor titular.

Comeca uma amizade com Mittag-Leffler, que acabava de fundar a
revista Acta Mathematica.

Viaja a Paris, cidade em que ele descobre ser reconhecido por jovens
matematicos, entre os quais Poincaré.

Cantor é cofundador da Unido dos Matematicos Alemaes (Deutsch
Mathematiker Vereinigung)

Ocorreu a primeira reunido da Associa¢do, em Halle. Cantor foi eleito

presidente.


https://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Cantor/Ausdehnung/Ausdehnung.pdf
https://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Cantor/Ausdehnung/Ausdehnung.pdf
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1892 — Publica uma nova demonstracdo da ndo enumerabilidade de IR, Uber
eine elementare Frage zur Mannigfaltigkeitslehre (Sobre uma questao
elementar da teoria das multiplicidades).

1895-97 — Publica ”Beitrige zur Bergriindung der transfiniten Mengenlehre (Contri-
buig¢des para o futuro da teoria dos conjuntos transfinitos). Descoberta
dos primeiros paradoxos da teoria dos conjuntos.

1897 — Ocorre o primeiro congresso internacional dos matematicos. Vérias
comunicacdes referem-se aos trabalhos de cantor.

1899 — Cantor propde sua interpretagdo dos paradoxos.

1902 — Descoberta, por Russell, do “paradoxo” que leva seu nome

1908 - Axiomatizagdo da teoria dos conjuntos por Zermelo

1913 — Cantor pede aposentadoria antecipada.

1918 — Cantor morre no dia 6 de janeiro na clinica psiquidtrica de Halle.

! Veja a segéo

“Seu objetivo consistia em fornecer uma lista de axiomas que permitisse determinar a nogao de
conjunto sem deixa-la exposta as antinomias [paradoxos], mas preservando suas diversas aplicacdes”
(Belnal 2011}, p. 174). Zermelo enunciou sete axiomas, um deles é o axioma da especificagdo, dado um
conjunto A e uma propriedade P(x), existe um conjunto M cujos elementos sdo os elementos de A que
satisfazem a propriedade P(x). Simbolicamente, M = {x € A | P(x)}.


https://drive.google.com/file/d/1elROR90fGvfCS9Ko98yM5IM7UmgKv8pH/view?usp=drive_link
https://drive.google.com/file/d/1elROR90fGvfCS9Ko98yM5IM7UmgKv8pH/view?usp=drive_link
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3 CONJUNTOS E FUNCOES

Neste capitulo apresentaremos algumas no¢des fundamentais da teoria elementar
dos conjuntos que nos servirdo de fundamento para todo o desenvolvimento do
trabalho; definiremos fungdo e provaremos algumas de suas propriedades necessdrias
para demonstrarmos o Teorema [4.33]

3.1 A LINGUAGEM DOS CONJUNTOS

A nogdo de conjunto alicerga toda a matemaética, “a partir dela, todos os conceitos
matemdticos podem ser expressos” (Lima et al., 2005). Na esséncia da matemadtica estdo
0s nNUImeros e 0 espago, por essa razao 0s conjuntos mais comuns sao 0s NUMEricos, o
conjunto das figuras geométricas (conjunto de pontos) e os conjuntos gerados através
destes (conjuntos de func¢des, de matrizes etc).

A matemadtica, de modo geral, é apresentada pela linguagem dos conjuntos, que
“ganhou esta posicdo porque permite dar aos conceitos e as proposicdes desta ciéncia a
precisdo e a generalidade que constituem sua caracteristica basica.” (Lima et al., 2005).

Na segunda dissertacdo de uma série de seis artigos, denominada Sobre os conjuntos
infinitos e lineares de pontos||e publicada em 1880

“[...] Cantor introduziu certo nimero de notagdes para nogdes relativas
aos conjuntos que se tornariam classicas: identidade e equivaléncia de
dois conjuntos, conjuntos disjuntos, reunido e interse¢do de um niimero
finito ou infinito de conjuntos, inclusdo de um conjunto em outro, criagdo
- por pura comodidade - de um simbolo (‘O’) para o conjunto vazio

que, ‘rigorosamente falando, ndo é um verdadeiro conjunto’, afirmava
Cantor” (Belna) 2011} p. 118-119).

3.1.1 NOTACOES

Geralmente os conjuntos sdo denotados por letras maitsculas A,B,C, X, Y, Z,...
e elementos de um conjunto por letras mindsculas 4,b,¢,x,y,z,.... Ha excegdes, por
exemplo, retas (que sdo conjuntos de pontos) sdo denotas por letras mintsculas 7,s, t, ...
e pontos por letras maitsculas A, B,C,....

Quando um elemento a pertence a um conjunto A, escrevemos a € A. Por outro
lado, se a ndo pertence a A, escrevemos a ¢ A.

Cantor apresenta um defini¢do para conjuntos em seu trabalho Grundlagen
“por conjunto, entendo, de maneira geral, qualquer pluraridade que possa ser pensada
como uma unidade, ou seja, qualquer colecdo de elementos determinados que possa ser

combinada em um todo por uma lei” (Belna, 2011, p. 157-158).

Titulo original, em alemao: Uber unedliche lineare Punktmannigfaltigkeiten
No livro de Belna ndo ha uma traducéo para o termo Grundlagen, o Chat GPT traduz como fundamentos,
bases ou principios fundamentais.

2



Capitulo 3. Conjuntos e Fungoes 19

“O conceito de conjunto ‘abstrato” aparece em Cantor apenas em 1882” (Belna,
2011, p. 130).

Ha4 basicamente trés maneiras de representar um conjunto. A primeira delas é
escrever os elementos do conjunto entre chaves.

Por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais é denotado por
N={1,23,...}.

“A importancia dos nimeros naturais provém do fato de que eles constituem o
modelo matematico que torna possivel o processo de contagem. Noutras palavras, eles
respondem as perguntas do tipo: ‘quantos elementos tem esse conjunto?’” (Lima et al.,
2005, p.38).

O conjunto dos nimeros inteiros é denotado por

zZ={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Também podemos representar um conjunto a partir de uma propriedade satisfeita
por todos os seus elementos. Por exemplo A = {n € N | n é um quadrado perfeito} é o
conjunto formado por todos os niimeros naturais que sdo quadrados perfeitos.

O conjunto dos nlimeros racionais também é representado dessa forma:
m
Q={x|x=—mmneZen+0}.
n

Conjuntos também podem ser representados usando diagramas, que sao figuras

limitadas no plano:

Figura 2 — Conjunto A.

A

Fonte: elaborado pelo autor.

3.1.2 CONJUNTOS E SUBCONJUNTOS

Dizemos que dois conjuntos A e B sdo iguais quando eles possuem os mesmos

elementos. Denotamos essa igualdade por A = B.

Exemplo 3.2. O conjunto A ={2,3,5,7} é igual ao conjunto B =1{7,3,2,5} pois eles tém os
mesmos elementos.
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Se cada elemento que pertence ao conjunto A também pertence ao conjunto B,
dizemos que A esta contido em B. Denotamos isso por A C B.

Figura 3 — Diagrama de A C B.

B

A

Fonte: elaborado pelo autor.

Exemplo 3.3. O conjunto dos naturais impares A ={1,3,5,7, ...} estd contidoem IN = {1,2,3, ...}.

Decorre das defini¢des acima que A = B se, e somente se, ACBeBCA.

E conveniente denotar por @ ao conjunto que nao possui nenhum elemento. Ele é
chamado de conjunto vazio.

Para qualquer conjunto A temos que @ € A. De fato, se () ndo estivesse contido em
A, entdo existiria x € () tal que x ¢ A, o que contraria a defini¢do de 0.

Uma consequéncia das observagdes anteriores é que s6 pode existir um tnico

conjunto vazio. De fato, se 0 e 0 sdo conjuntos vazios, entdo 0 C 0" e 0’ C 0. Portanto

0=0".

Exemplo 3.4. O conjunto dos niimeros reais é denotado por R e é representado por um conjunto
de pontos denominado reta real.

A representagdo de R como pontos sobre uma reta nos permite interpretar a
desigualdade de ntimeros reais x < y do seguinte modo: o ponto x estd a esquerda do
ponto y. Entdo, pomos x < y para significar que x <y oux=1y.

Uma propriedade importante da desigualdade <, que podemos visualizar direta-
mente na reta real é a seguinte:

Sex<yey<z entdiox <z

Aos segmentos de reta real correspondem subconjuntos de IR denominados
intervalos. Eles sdo assim definidos:
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[a,b] ={x e R;a <x < b} (—oo,b] = {x e R;x < b}
(a,b)={xeR;a<x<b} (—o0,b) ={x e R;x < b}
[a,b) ={x€R;a<x<b} [a,+00) = {x € R;a < x}
(a,bl={xeR;a<x<b} (a,+00) ={xeR;a < x}

Definicado 3.5. O mddulo de x € R, denotado por |x|, é definido por

x,sex >0,
x| =

—x,sex <0.

Geometricamente, |x| é a distdncia do ponto x a origem da reta real.

E conhecido desde a Grécia antiga que o nimero V2 no é racional, isto é, ndo
pode ser representado como o quociente de dois nameros inteiros. Todo nimero natural
¢é evidentemente um ntmero inteiro, isto é IN C Z. Como todo inteiro m € Z é da forma

m . . . : ~
T temos também Z C Q. Assim temos a seguinte cadeia de inclusdes:

NCZCQCR

Diz-se que um conjunto B é um subconjunto prdprio de A se BC A e B # A. Por
exemplo, os conjuntos IN,Z e Q sdo subconjuntos prépios de R.
Diz-se que a familia P(A) de todos os subconjuntos de um conjunto A é o conjunto
das partes de A. Assim,
P(A) ={X|XC A}

Por exemplo, se A ={1,2,3}, entdo P(A) = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},12,3},{1,2,3}}.

3.51 OPERACOES COM CONJUNTOS

Nesta secdo, definiremos as operagdes de diferenca, unido e interse¢do de conjun-

tos, isto €, atribuimos novos conjuntos a pares de conjuntos A e B.

A diferenga entre os conjuntos A e B, denotada por A - B, é o conjunto formado

pelos elementos que pertencem a A, mas que nado pertencem a B. Assim

A—-B={x|xeAex¢B}.



Capitulo 3. Conjuntos e Fungoes 22

Figura 4 — Diferenca entre A e B.

A B

Fonte: elaborado pelo autor.

Exemplo 3.6. O conjunto I dos niimeros irracionais pode ser denotado por I = R - Q.

A unido de dois conjuntos A e B, denotada por AU B, é o conjunto formado pelos

elementos que pertencem a A ou B. Assim

AUB={x|x€eAouxeBj.

Figura 5 — Unido dos conjuntos A e B.

A B

Fonte: elaborado pelo autor.

Exemplo 3.7. Como todo niimero real é racinal ou irracional, temos que R = QUL

A intersegdo dos conjuntos A e B, denotada por AN B, é o conjunto formado pelos

elementos que pertencem a A e também pertencem a B. Assim

ANB={x|x€eAexeB}

Figura 6 — Intersecao dos conjuntos A e B.

A B

Fonte: elaborado pelo autor.
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Se 0s conjuntos A e B ndo tém elementos em comum, entdo diremos que A e B

sdo disjuntos, e denotamos isso por ANB = 0.
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3.8 FUNCOES, FAMILIAS E RELACOES

“Para contar os elementos de um conjunto é necessario usar a nogao de corres-

7

pondéncia biunivoca, ou bijegdo. Trata-se de um caso particular do conceito de fun¢do’
(Lima et al., 2005, p.38).

Definicado 3.9. Dados os conjuntos A e B ndo vazios, uma fungio f : A — B é uma regra que

associa, a cada elemento a € A, um iinico elemento b € B.

Como um exemplo negativo, aregra f: Q — Z X Z, g(%) = (m,n) ndo define
uma fungdo. De fato, 1/2 = 2/4, porém f(1/2) # f(2/4).

O conjunto A é chamado dominio e o conjunto B se chama contradominio de f.
Se f associa a € A ao elemento b € B, escrevemos b = f(a).

Figura 7 — Fungédo f de A em B.
A B
—_—

Fonte: elaborado pelo autor.

Quando as fungdes f : A — Be g: A — B sdo tais que f(a) = g(a) paracadaa € A,
dizemos que f e g sdo iguais e escrevemos f = g.

Definicao 3.10. Uma fungio f : A — B diz-se injetiva se, para quaisquer ay,az € A,

flar) = f(az) = a1 = ao.

Por exemplo, a fungdo f : N — IN definida por f(n) = 2n é injetiva pois, para
quaisquer m,n € N, temos que f(m) = f(n) = 2m=2n=m=n.

Outro exemplo de fungdo injetiva. Seja A um conjunto qualquer; a funcdo
g : A —> P(A) definida por g(a) = {a} é injetiva pois {a} = {b} implicaa = .

Definicao 3.11. Uma fungdo f : A — B diz-se sobrejetiva se para todo b € B existir a € A tal
que f(a)=b.

Por exemplo, a fungdo g: ZXIN — Q definida por g(m,n) = % é sobrejetiva. Note
que g ndo é injetiva pois g(1,2) = g(2,4).

Defini¢ao 3.12. Uma fungio f diz-se bijetiva quando ela é injetiva e sobrejetiva.

Em outras palavras, uma funcédo f : A — B é bijetiva se para qualquer b € B existir
um Unico a € A tal que f(a) =b.
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Exemplo 3.13. A fungio f : R — R definida por f(x) =ax+b, com a # 0, é bijetiva. De fato,

y=ax+be x= yT. Assim, para cada y € R existe um iinico x € R tal que f(x) =y.

Exemplo 3.14. Para cada n € N fixado, a fungio f : IN X {n} — IN, definida por f(m,n)=m,
é uma bijegdo. De fato, f(my1,n) = f(my,n) = my = my = (my,n) = (my,n), logo f é injetiva.
Para cada m € IN, temos f(m,n) = m, portanto f é sobrejetiva e, consequentemente, uma bijecio.

Exemplo 3.15. A fungio identidade id : A — A definida por id(a) = a, para todo a € A, é uma
bijegdo.

Seja f : A —> B uma bijecdo. Defina f~! : B— A pela seguinte regra: para cada
be B, ponha f~1(b) = a quando f(a) = b. Afirmamos que f~! é uma funcao bijetiva.

De fato, como f é uma bijegdo, para cada b € B existe um tnico 4 € A tal que
f(a)=b,isto é, f1(b) = a. Logo f~! é uma fungio.

Agora, como f é uma fungdo, para cada a € A existe um tinico b € B tal que f(a) = b,
isto é, f~1(b) = a. Logo f~! é uma bijecao.

A fungio f~! é chamada de funcdo inversa da fungéo f.

Proposi¢io 3.16. Se f : A —s B é uma bijecdo, entdo f~* : B—> A é uma funcdo bijetiva.

-b
Por exemplo, a inversa da funcdo f(x) =ax+b, coma # 0, é a fungdo g(x) = XT.

-b _
De fato, y=ax+b e x = yT. Pondo x como variavel livre, g(x) = be.

Dadas as fungdes f : A— Be g:B— C. Aregra (go f)(a) = g(f(a)) define uma
fungdo go f : A — C, chamada composicio de g com f.

De fato, como f e g sdo fungdes, dados quaisquer a;,a; € A com a; = ap, temos
f(ar) = f(az) e g(f(a1)) = g(f(a2)). Assim go f é uma funcao.

Assim podemos enunciar a

Proposicdo 3.17. Dadas duas fungoes f : A— Be g: B— C. A regra (go f)(a) = g(f(a))
define uma fungio go f : A — C, chamada composigdo de g com f.

Figura 8 — Funcdo go f.

gof

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Proposicao 3.18. Sejam f: A— Be g: B— C fungoes quaisquer e go f : A — C a fungdo
composta de g com f. Entdo vale o sequinte:

(i) Se f e g sdo injetivas, entdo g o f é injetiva.

(ii) Se f e g sdo sobrejetivas, entdo g o f é sobrejetiva.
Em particular, se f e g sdo bijetivas, entdo g o f é bijetiva.

Demonstra¢do. Mostremos (i); sejam a,b € A elementos quaisquer. Entdo (go f)(a) =
(go f)(b) = g(f(a)) = g(f(b)) = f(a) = f(b), pois g é injetiva. Como f também € injetiva,
temos que f(a) = f(b) = a =b. Portanto go f é injetiva. Agora provemos (ii); seja c € C
um elemento qualquer. Como g é sobrejetiva, existe b € B tal que g(b) = ¢; e como f
também é sobrejetiva, existe a € A tal que f(a) = b. Assim g(f(a)) = g(b) =c,logo go f é so-
brejetiva. Como consequéncia de (i) e (ii), sendo f e g bijetivas, go f também é bijetiva. O

Proposicdao 3.19. Se f : A— Be g: B — Asiio tais que fog=ide go f =id, entdo f é uma
bijecio.

Demonstrac¢ao. Por defini¢do, f(g(b)) =b e g(f(a)) = a; caso g(b) = a, temos f(a) = b.
Se f(a1) = f(x2), entdo g(f(m)) = g(f(@2)), isto & (g0 f)(@) = (g0 f)(az). Como go f = id,
temos que a1 = a. Logo f é injetiva. Agora, dado b € B qualquer, pondo a = g(b), como
(fog)(b) =0, temos f(g(b)) =b,isto é, f(a) =Db. Entdo f é sobrejetiva e, consequentemente,
bijetiva. O

Definicado 3.20. Seja A um subconjunto qualquer e BC A. A fungdo xp : A — {1,0}, definida

por

1 sea€eB
xB(a) =
0 sea¢B

é chamada de fungdo caracteristica de B.

Exemplo 3.21. Seja A ={a,b,c,d,e} e B={a,d,e}. Assim a funcio de A em {1,0}, definida pelo

diagrama

Figura 9 — Funcéo xp de A em {0,1}.

—

Fonte: elaborado pelo autor.

o T 2N ¢ N @ TR )
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é a fungdo caracteristica xp.

Definicdo 3.22. Dada uma fungdo f : A — B e C C B, chama-se pré-imagem de C ao conjunto
fUC)=laeAlf(a)cChL

Embora tenham a mesma notagao, ndo se deve confundir a pré-imagem f~1(C)
de um conjunto C com imagem de fungdo inversa.
Pode ocorrer dos elementos de um conjunto serem eles préprios conjuntos.

Evitaremos a expressdo conjunto de conjuntos denominando-o por familia de conjuntos.

Definic¢ao 3.23. Uma familia de conjuntos <7 = {A;}ie; é uma funcio f : 1 — <7, onde o dominio
de f é o conjunto de indice I e a imagem de f é o7. Assim f(i) = A,.

Por exemplo, dados os conjuntos A; = {1}, Ap =1{1,2},..., A, ={1,2,...,n}. Se
I1={1,2,...,n}, temos a familia .&7 = {A;};c; com 1 conjuntos. Se I = N, entdo &7 = {A;};c] é

uma familia com infinitos conjuntos.
Exemplo 3.24. O conjunto das partes P(A) é familia de todos os subconjuntos de A.

As operacdes de unido e intersecgdo entre dois conjuntos podem ser estendidas a
uma familia qualquer de conjuntos &7 = {A;};c;. Assim:

UAi = {x|existei€ ] tal que x € Aj},
i€]

N4

i€]

{x|x€A;paracadaie ]}

Por exemplo, se | ={1,2,...,n} entdo

UAi = AUA,U...UA,,

i€]

N

i€]

A1NAyN...N..A,.

+1
Exemplo 3.25. Observe que R = U [E, m
meZ. n
real. Por exemplo, sen =1, temos R=...U[-2,-1)U[-1,0)U[0,1)U[1,2)U....

), uma unido de intervalos que “cobre”a reta

Proposicao 3.26. Dados a,b € R com a <b, exister € Q tal quea <r <b.

m+1)

1 m
Demonstragao. Seja n um ntimero natural tal que i b—a.Como R = U [z, -

meZ.

<a< . Como

. m m+1\ . . m m+1
existe m € Z tal quea € o T)' isto é p

+1 1 1
m :m+—3a+—<a+(b—a):b,
n non n
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m+1 1 . :
obtemos a < — < b. Portanto r = é o racional desejado.

Figura 10 — Ilustragao.
—_— e

m a m+1 b

n n

Fonte: elaborado pelo autor.

O

Definic¢ao 3.27. Dados dois conjuntos, A e B, ndo vazios, chama-se produto cartesiano de A por
B o conjunto formado por todos os pares ordenados (a,b), com a € A e b € B. Denotamos por

AXB={(a,b)|acAebeB].

Exemplo 3.28. Dados A = {a,b} e B ={0,1}, o conjunto AXB ={(a,0),(a,1),(b,0),(b,1)} é 0
produto cartesiano de A por B.

Exemplo 3.29. Note que NXIN = (INx {1}) U(INX{2})) U(IN X {3}))U... = U IN X {n}.
nelN
Definigao 3.30. Chama-se relacio de A em B a qualquer subconjunto R C A X B.

Quando R € A X A, dizemos simplesmente que R é uma relacdo em A.
Exemplo 3.31. O conjunto R ={(a,a),(b,b),(a,b),(a,c),(b,a),(b,c)} é uma relagioem A = {a,b,c}.
O diagrama a seguir ilustra a relagdo R = {(a,a),(b,b),(a,b),(a,c),(b,a),(b,c)}.

Figura 11 — Rela¢do R em A.

VAN

Fonte: elaborado pelo autor.

As vezes, é conveniente usar aRb para indicar que (a,b) € R.

Exemplo 3.32. O gridfico G(f) € AXB de uma fungio f : A — B é uma relagio de A em B
com a seguinte propriedade: se (a,b) e (a,c) pertencem a G(f), entdo b = c.

Vamos encerrar este capitulo enunciando o importante Teorema de Cantor-

Schroder-Bernstein. A demonstragao foi colocada em um apéndice devido a sua extensao.

Teorema 3.33 (Teorema Cantor-Schroder-Bernstein). Se existem f:A— Beg:B— A

injetivas, entdo existe uma bijecio h: A — B.

Demonstra¢ao. Consulte o livro How to prove it: A structured approach (Velleman), 2019).
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4 A TEORIA DE CONJUNTOS DE CANTOR

Nesse capitulo enunciaremos e provaremos alguns teoremas de Cantor a luz da
defini¢do de Cantor, dentre eles o teorema principal do trabalho (Teorema [4.33). Por
tim, sera exposta a no¢do de niimero cardinal para conjuntos infinitos, a hipétese do

continuo e alguns paradoxos da teoria dos conjuntos.

41 CONJUNTOS ENUMERAVEIS E NAO-ENUMERAVEIS

A seguinte defini¢do é fundamental para compreendermos os teoremas de cantor.
Ela é atribuida ao préprio Cantor (Lipschutz, 1976).

Definicado 4.2. Dizemos que um conjunto A é equipotente a um conjunto B, designado por
A ~ B, se existir uma bijecio f : A — B.

Por exemplo, N é equipotente ao conjunto IP = {2,4,6, ...} dos nimeros pares. De
fato, a fungdo f : IN — P, definida por f(n) = 2n, é uma bijecao.

A nocgdo de conjuntos equipotentes constitui uma ferramenta importante para
a comparacdo entre conjuntos. Antes de Cantor, acreditava-se que todos os conjuntos
infinitos eram equipotentes (Lipschutz, 1976)).

Galileu j& tinha observado a existéncia de uma bije¢do entre o conjunto dos
numeros naturais e o conjunto dos quadrados perfeitos (Boyer; Merzbach), 2012), o que
parecia contrariar uma das nog¢des comuns nos Elementos de Euclides que o “todo é
maior que sua parte”.

Mas a afirmacao de Euclides é valida apenas no caso finito. Um conjunto € infinito
precisamente quando ele estiver em bijecdo com algum de seus subconjuntos préprios;
essa definigdo foi primeiramente dada por Dedekind (Belna), 2011).

Definic¢ao 4.3. Um conjunto diz-se infinito quando ele for equipotente a um de seus subconjuntos
proprios, caso contrdrio serd finito.

Assim, o aparente paradoxo de Galileu de que IN é equipotente ao seu subconjunto
{1,4,.. .,nz, ...} dos quadrados perfeitos passa a ser visto como uma caracterizagdo de

conjunto infinito.

Definicao 4.4. Dizemos que um conjunto é enumerdvel quando ele for equipotente a IN. Um
conjunto infinito e nio equipontente a IN é chamado de ndo-enumerduvel.

O termo enumerével foi criado por Cantor e significa “que se pode contar até o
infinito” (Belnal, 2011)).

O conjunto [P é enumeravel porque, como vimos acima, IP é equipotente a IN.

Proposicdo 4.5. O conjunto Z é enumerduvel.
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Demonstrac¢do. Defina-se a funcdo f: IN — Z por

n-l se n € impar;
— 27 ’
foy=4 27
5 semépar.

A correspondéncia pode ser ilustrada da seguinte forma:

Mostremos que f é bijetiva. Seja a € Z.

Se a <0, entdo existe um tinico namero natural impar n = 2|a| + 1 tal que

n-1
n)=-——=a.
Se a > 0, entdo existe um tnico ndmero natural par n = 24 tal que
n
n)=—-=a.
Conclui-se, portanto, que f é uma bijecdo e, consequentemente, Z é enumeravel. 0O

Proposicdo 4.6. A relacdo de equipoténcia A ~ B satisfaz as sequintes propriedades:
(i) A~A;

(ii)) Se A ~ B, entdo B ~ A;

(iii) Se A~BeB~C,entio A~ C.

Demonstrac¢ao. Vejamos (i). Como a funcdo identidade id : A — A é uma bijecao, temos
que A ~ A.

Vamos provar (ii). Se A ~ B, entdo existe uma bijecdo f : A — B; logo, pela Proposicao
existe a inversa de f, isto é f~1: B—> A. Como f~! é uma bijecio, concluimos que
B ~ A. Provemos (iii). Se A ~ B e B ~ C, existem as bijegdes f : A — Be g: B— C. Como
a funcdo composta go f : A — C é uma bijecdo (Proposi¢do3.18), segue que A~C. O

Proposicao 4.7. Todo subconjunto X C IN infinito é enumerdvel.

Demonstrac¢do. Veja o Livro Andlise real volume 1 (Lima, 2014, p. 7).
Como consequéncia da proposi¢do acima temos a seguinte

Corolario 4.8. Se A é enumerdvel e B C A é um conjunto infinito, entdo B é enumerduvel.

Demonstracdao. Como A é enumerével, existe uma bije¢do f : A — IN. Sendo BC A, a
fungdo g : B — A definida por g(b) = b é injetiva. Portanto a fungdo fog: B— IN é
injetiva (Proposigao - (i)). Como g(B) € IN é enumeravel (Proposigao[4.7), segue que
B é enumeravel. m|
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Proposicao 4.9. Sejam A e B conjuntos infinitos e f : A — B injetiva. Se B é enumerdvel entdo
A também é.

Demonstragao. Com efeito, basta considerar o caso em que existe uma bijegdo g: B— IN.
Entdo go f é uma bijecdo de A sobre um subconjunto de IN que é enumeravel pela

Proposigdo 4.8l Portanto A é enumerével. O
Proposicao 4.10. Seja f : A — B sobrejetiva. Se A é enumerdvel entdo B também é.

Demonstrag¢ao. Defina uma funcio g : B — A do seguinte modo: para cada b € B, escolha
um Unico a € A tal que b = f(a) e ponha g(b) = a. Como para cada a € A existe um tinico

b € B tal que f(a) = b segue que g é injetiva. Pela Proposi¢do4.9| B é enumeréavel. m|

411 O CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS E ENUMERAVEL

O Teorema Fundamental da Aritmética afirma que todo ntimero natural maior
do que 1 pode ser representado de maneira tinica como um produto de fatores primos,
a menos da ordem. Decorre desse teorema que se a € um natural par, entdo ele pode
ser escrito de maneira tinica como a = 2"(2n —1). Se o tnico primo que aparecer na
decomposicao de n for 2, entdo a = 2" =2"-(2-1-1). Caso contrario, a = 2" (2n—1) com

n > 1. Essa observagdo serd usada na demonstragdo da proposigdo seguinte.
Proposi¢ao 4.12. O conjunto IN XN é enumerduvel.

Demonstrac¢do. Defina f : INXIN — N, pondo f(1,n) =2n—-1e f(m+1,n) =2"2n-1).
Mostremos que f é uma bijecdo. Dado a € N, se a é impar, existe um tinico n € IN tal que
a =2n-1. Assim existe um tnico par (1,7) tal que f(1,n) =2n—1 =a. Se a for par, entdo
pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existem e sdo tinicos os naturais m e n tais que
a=2"(2n—1). Portanto, existe um tnico par (m +1,n) tal que f(m+1,n)=2"2n-1) =a.
Portanto f é uma bijecdo. m|

Proposicdo 4.13. A unido de uma familia enumerdvel de conjuntos enumerdveis (ou finitos) é

enumerdvel.

Demonstragao. Seja X = U X,; a unido enumerdvel de uma familia X, X5, X3, ..., Xy, . ..

n€N
de conjuntos enumeraveis (ou finitos). Entao existem sobreje¢des f; : IN — X;, fo : IN —

X2, fn : IN = Xj,.... A partir delas, definimos a sobrejecdo f: INxIN — X pondo
f(m,n) = f,(m). Segue da Proposic¢do que X é enumeravel. O

Como uma consequéncia da Proposicao obtemos outra demonstra¢do da

Proposicdo 4.12| De fato, observe que N xXIN = U IN x {n}. Como f:INX{n} — IN,
nelN
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definida por f(m,n) = m é uma bijecdo para cada n € N (veja o Exemplo 3.14), segue
que IN X {n} é enumeravel para cada n € IN. Segue que IN XIN é enumeravel, como uma
unido enumerdvel de conjuntos enumeraveis.

Em um artigo publicado em 1878, Cantor fornece explicitamente uma bijegao

entre o produto cartesiano IN X IN e o conjunto dos ntimeros naturais IN:

(utv=1)(u+v-2)

“Com efeito, a fungdo p + possui, como é facil de-

monstrar, a notdvel propriedade de representar todos os ntimeros inteiros
positivos, e cada um deles apenas uma vez, desde que em sua expres-
sdo u e v assumam, de forma independente, todos os valores inteiros
positivos” (Cantor), {1878, p. 257).

+n-1)(m+n-2
A funcéo apresentada por Cantor é f(m,n) =m+ (4= 1)(m + 1 ). O valor de

f(m,n) pode ser obtido contando todos os pares até (m,n), conforme a Figura 12| abaixo:

Figura 12 — Contagem dos pares até (m, 1)

1
(1,1)
2 3
1,2) (2,1)
4 5 6

(1,3) (2,2) (3,1)

7 8 9 10

L4 23) (2 @41

11 12 13 14 15
15 24 (33 42 6,1)

Fonte: elaborado pelo autor.

Primeiramente, observe que (m,n) estd na linha m+n—1 e existem m +n —2 pares
[(1+m+n-2)[((m+n-2)
> =

na linha m+n—2. Assim, existem 1+2+...+(m+n—-2) =
m+n—-1)(m+n-2)

pares da linha 1 até a linha m+n—2.

Agora, na linha m +n—1, existem m pares até o par (m,n). Portanto

(m+n-1)(m+n-2)
> .

f(m,n)=m+

Usaremos a seguinte observacdo na demonstragao do lema seguinte:

(u+v-1(p+v-2)

1 “Eg hat namlich die Function u+ , wie leicht zu zeigen, die bemerkenswerthe

Eigenschaft, dass sie alle positiven ganzen Zahlen und jede nur einmal darstellt, wenn in ihr y und v
unabhingig von einader ebenfalls jeden positiven, ganzzahligen Werth erhalten” (Cantor} 1878) p.
257).
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Sejam A ~ C e B ~ D. Assim existem bijecbes f : A—> Ce g: B— D. Defina a
fungdo ¢ : AXB — Cx D por ¢(a,b) = (f(a),g(b)). Nao é dificil mostrar que ¢ é uma
bijecdo; assim AXB ~ CxD.

Lema 4.14. O conjunto Z X IN é enumerdvel .

Demonstracdo. Pela Proposicao[4.5]e pela Proposicao4.6]- (ii) temos que Z ~ IN. Como
IN ~ IN (Proposigao[4.6]- (i), segue da observagao logo acima que ZXIN ~INxIN. O

Teorema 4.15 (Cantor). O conjunto Q dos niimeros racionais é enumerdvel.

Demonstra¢ido. Considere a funcdo f : ZXxIN — Q, definida por f(m,n) =m/n. A
funcdo f é uma sobreje¢do. Dado m/n € Q, é claro que podemos ter m € Z e n € N tal
que f(m,n) =m/n. Como Z xIN é enumeravel (Lema [4.14), pela Proposicao Q¢
enumerével. m|

416 O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS NAO E ENUMERAVEL

Em 1873 Cantor enviou uma carta a Dedekind com a primeira demonstragdo de
que R é ndo-enumerdvel. Em 1874 ele publicou a prova no estudo Sobre uma propriedade
do conjunto de todos os niimeros algébricos reais (Belnal, 2011).

Teorema 4.17 (Cantor). O conjunto R ndo é enumerdvel.

A demonstra¢do do Teorema que apresentaremos é aquela publicada em Sobre
uma questdo elementar da teoria das multiplicidades (1891). A técnica usada na demonstragao

é agora conhecida como método da diagonal de Cantor

“Em 1891, [Cantor] propds uma demonstragdo bastante geral, muito
mais simples e baseada em um principio completamente diferente. No
caso particular [...], trata-se de mostrar que o intervalo I = [0,1] de R
contém uma infinidade ndo enumeravel de elementos” (Belna| 2011}, p.
100).

Demonstra¢ao do Teorema Como todo subconjunto de um conjunto enumeravel é
enumeravel (Proposi¢do4.8|), para provar que R é ndo-enumeréavel é suficiente mostrar
que o intervalo [0,1] ndo é enumeravel.

Seja A =[0,1] e suponha que A seja enumeravel, isto é A = {x1,x3,x3,...}. Ou seja,
os elementos de A podem ser escritos em uma sequéncia. Cada elemento de A pode ser

escrito sob a forma de um decimal infinito como se segue:

2“0 método da diagonal’ de Cantor desempenhou um papel capital no século XX; ele pode ser

encontrado, em particular, na demonstra¢do do teorema de Godel[...]” (Belna), 2011} p. 100).
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X1 = O,Llllﬂlzalg N AT
Xy = 0,&216122&23 N TR

X3 = O,a31a32a33 .43y ...
x;/l - O,llnlanzang, .o .ann cee

onde a;jj € {0,1,...,9}. Escreva aqui 1 sob a forma 0,9999..., 0 sob a forma 0,0000... e para

aqueles ntiimeros que podem ser escritos de duas maneiras, por exemplo,

% =0,5000... = 0,4999...

(em uma delas existe um ntimero infinito de noves e na outra todos, exceto um conjunto
finito de algarismos, sdo zeros) escreva na forma decimal infinita na qual um ntmero
infinito de noves apareca.

Construa agora o niimero real

yZO,blbzbg,... bn

que pertencerd a A, da seguinte maneira: escolha b, tal que by # a11 e by # 0, escolha
by tal que by # ax e by # 0 etc. Observe que y # x1, pois by # a1, e (b #0); y # xp, pois
by # ax (e by #0) etc., isto é, y # x;, para n € IN; assim, y ¢ A, que contradiz o fato de
que y € A. Desse modo, a suposi¢do de que A é enumerédvel conduz a uma contradigéo.

Consequentemente, A ndo é enumerdvel. Assim R ndo é enumeravel. m|

“Ao provar a ndo enumerabilidade do conjunto dos reais, ele [Cantor] conseguiu
estabelecer, com toda clareza, a distingdo entre enumeravel e continuo” (Belna, 2011, p.
89).

Proposicao 4.18. O conjunto (0,1) é equivalente ao conjunto [0,1].

Demonstragao. Defina uma fungdo injetiva f : (0,1) — [0, 1], f(x) = x. Agora, considere a
1
fungdo g:[0,1] — (0,1) dada por g(x) = 272 Comotoda funcdo afim é injetiva (Exemplo

3.13), basta verificar que se 0 < x <1 entdo 0 < g(x) < 1. De fato, para x € [0,1], temos

1 1 1 1 1 1 1 2 12
queOSES—:§<§+§<§+—:>—<i<—.Portantog(x)e(g,g)g(0,1).Pelo

Teorema de Cantor-Schroder-Bernstein (Teorema [3.33), concluimos que [0,1] ~ (0,1). O

Proposicao 4.19. O conjunto (0,1) é equipotente ao conjunto (a,b).

Demonstracdo. A funcdo afim f(x) =a+ (b—a)x é uma bijecdo (Exemplo ). Assim,
precisamos apenas verificar que 0 <x <1 & a < f(x) <b.
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De fato,0<x<le (b—a)x<(b—a)oa+b-ax<a+b-a)ea+b-ax<be
f(x) <b. Como f(x)>a, segue que 0 <x <1 & f(x) € (a,b). Portanto f: (0,1) — (a,b) é

uma bijecao. O
Proposicdo 4.20. O conjunto R é equipotente ao intervalo [0,1].

Demonstracao. Como [0, 1] é equipotente a (0,1) (Proposigado e (0,1) é equipotente
a (-1,1) (Proposigao 4.19), segue da Proposicao4.¢]- (iii) que [0,1] é equipotente a (-1,1).
Assim, é suficiente provar que R é equipotente a (-1, 1).

Vamos mostrar que a fungdo f : R — (-1,1), dada por f(x) = x/(1+|x|) é uma
bijecao.

Considere a fungdo g: (—1,1) — R, definida por g(y) = y/(1 —|yl). Se mostrarmos
que fog=ide go f =id, seguira da Proposicdo3.19 que f é uma bijecdo. Temos que

8y y/(-ly)
FEW) = T el = To /a1l
. o y/A=-(=y) y/(1+y) oy (d+y
Sey <0 entdo fEW) = T T Aoy - ey -wiaey  d+p 1 Y
Se y > 0 entdo f(g(y) = yld-y _ y/A-y) 4 (1_y):.

T+(y/A-y) {(A-n+y/d-y d-y 1

Portanto f o g =1id, onde id é a fun¢do identidade em (-1,1). Agora, observe que

f) x/(1+]x)

SUO) = T/ @1 = T/ T
. _ox/(+(—x) x/(1—x) _ox 1-x
Sex<0en@o sV =T i () (@ nr0/A-n T-x 1
x/(x+1) x/(1+x) x  I+4+x

Se x > 0, entdo g(f(x)) = X.

T1-x/x+1) (1+v)-x/0+x) 1+x 1
Logo go f =id, onde id é a funcdo identidade em RR. Portanto, podemos afirmar

que f é bijecao. O

Cantor questiona Dedekind: “Serd que uma superficie (por exemplo, um quadrado,
incluindo seus limites) pode ser posta [em bijecdo] com uma curva (por exemplo, um
segmento de reta, incluindo suas extremidades)?” (Belna, 2011, p. 102 apud Cavailles,

1962, p. 196). A seguir provaremos um caso particular desse questionamento de Cantor.
Proposicdo 4.21. O quadrado [0,1] X [0,1] é equipotente ao segmento unitdrio [0,1].

Demonstrac¢do. Sejam x, y € [0,1]. Convencionamos representar cada namero real de
[0,1] por uma expansdo decimal infinita que ndo termine em uma sequéncia infinita
de algarismos zero, onde cada um contém infinitos algarismos diferentes de zero. com
excegdo do namero 0. Por exemplo, representamos 1/2 pela expansdo 0,4999..., em vez
de 0,5000....
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Com essa convencdo, x e y podem ser escritos de maneira tinica sob a forma
x=0,x1x%3..., y=0,1192y3...,
Defina-se a funcéo f : [0,1] x[0,1] — [0,1] por
f(x,v) =0,x1y1%22X3Y3....

Mostremos que f € bijetiva. Primeiramente, f é injetiva. De fato, se f(x,y) = f(w,z).
Entao
0,x1y1%2y2x3Y3... = 0,w1Z1WrzoW323. . .,
o que implica x; = w; e y; = z; para todo i € IN. Logo, x = w e y = z, e consequentemente

(x,y) = (w,z).
Além disso, f é sobrejetiva. Dado 0, wwywswswswg ... € [0,1], se pusermos

x=0,wmwzws... e y=0,wwswe....
Pela convencdo adotada, (x,y) pertence a A X A e satisfaz
f(x,y) =0, wwrwswswswe. ...
teremos f(x,y) = w. Portanto f é bijetiva e, consequentemente, [0,1] xX[0,1] ~[0,1]. O
Proposicao 4.22. Se A é um subconjunto enumerdvel de R, entdo R — A é equipotente a R.

Demonstracao. Por defini¢do R = (R—A) UA (unido disjunta). Seja B um subconjunto
enumerdvel de T = R— A. Escreva as seguintes unides disjuntas:

R=(T-B)UBUA e T=(T-B)UB.

Agora, sejam B = {by,by,b3,b4,...} € A ={ay,a2,a3,a4,...}. Uma bijecdo f : R — T
pode ser construida da seguinte maneira:

f(x) = xsexeT;
f(bn) = bau-1;
flan) = b
Portanto T ~ R, isto é (R— A) ~ R. O

423 O CONJUNTO DOS NUMEROS ALGEBRICOS

Chama-se equacdo polinomial a uma equacdo da forma
X +a, X" 4 +ax+ag=0,

onde os nameros reais ag, a1, . ..,a, sdo os coeficientes. Diz-se que um ntimero a é solugao

n—1

dessa equagdo se a,a" +a,_1a"" +...+aja+ag = 0.

Por exemplo, & = V2 é solucdo da equacdo x> —2 = 0 pois (V2)> -2 =0.
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Definicao 4.24. Dizemos que um niimero real a é algébrico se ele for solugdo de alguma equagio

polinomial com coeficientes inteiros.

Por exemplo, V2 é algébrico. Todo inteiro m € Z, ¢ algébrico pois ele satisfaz a

equacao x—m = (.
Exemplo 4.25. Todo niimero racional é algébrico.

De fato, se x = P é racional, entdo gx—p = 0.

Em seu trabalho Sobre uma propriedade do conjunto de todos os niimeros algébricos reais
(Cantor, 1874), Cantor demonstra que o conjunto dos nimeros algébricos é enumerdvel.
A demonstragdo do Teorema abaixo, é a original publicada em (Cantor, 1874).

Teorema 4.26 (Cantor). O conjunto A dos niimeros algébricos é enumerdvel.

Demonstra¢do. Dada uma equacdo polinomial de coeficientes inteiros

1

apx" +a, X"+ . +ax+ag =0, 4.1)

defina o seu indice por N = n + |a,| + |a,—1| + - -- +|a1]| +|aol.
Observe que para cada N fixado, ha apenas um namero finito de equagdes com
indice N. Por exemplo, ndo existe equacdo de indice N =1 e x = 0 é a inica equacdo de

indice N = 2. Para o indice N = 3 existem apenas as quatro equagdes abaixo:
x+1=0,x-1=02x=0ex*>=0.

Agora, segue do Teorema Fundamental da Algebra que a equagao |4.1/tem no
maximo 7 raizes reais|’} Portanto o conjunto R, de todas as raizes de todas as equagdes

de mesmo indice N é um conjunto finito. Assim A = U RN é um conjunto enumerével

NeN
porque é a unido enumerével de conjuntos finitos (Proposicao 4.13). O

Como todo ntimero racional é algébrico (Exemplo[4.25), segue do Teorema [4.26|
que o conjunto dos niimeros racionais QQ é enumerével, como ja haviamos visto no
Teorema ”Eles [Cantor e Dedekind] s6 conseguiram demonstrar o seguinte [em
cartas de 1873]: Q e o conjunto dos ntimeros algébricos sdo enumeraveis” (Belna| 2011},
p. 96).

Como Q é enumerével (Teorema e a unido de dois conjuntos enumeraveis é
enumerével (Proposicao[.13), segue da igualdade R = QUI que o conjunto dos ntimeros

irracionais [ ndo é enumeréavel.

3 1

O Teorema Fundamental da Algebra afirma que para toda equagdo da forma a,x" +a,_1x" " +...+
a1x +ag = 0 existe um nimero complexo z = a + bi tal que a,,z" +an_1z"_1 +...+a1z+ag = 0. A partir
desse teorema é possivel concluir que essa equagdo possui no maximo # rafzes reais.
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4.27 A EXISTENCIA DE NUMEROS TRANSCENDENTES

Como A é enumeravel (Teorema4.26) e R nao é enumerével (Teorema[4.17), segue
da igualdade R = AU (R - A) que o conjunto R — A nédo é enumeravel. Em particular,

existem ntmeros reais que nao sdo algébricos.

Figura 13 — Uma nova decomposic¢do de R.

Fonte: elaborado pelo autor.

Definicao 4.28. Um niimero que ndo seja algébrico é chamado de transcendente.
Podemos entdo concluir a seguinte
Proposicao 4.29. Existem niimeros transcendentes.

O namero ¢, definido por

onden!=1-2-3-...-n, é chamado de niimero de Euler e é uma das constantes mais
importantes da Matematica.

Em 1873 o matemadtico francés Hermite (1822-1901) demonstrou que o ntmero
e é transcendente. Em 1882 Lindemann (1852-1939) demonstrou que 7 também é

transcendente.

“[...] [Cantor e Dedekind] ndo haviam apreendido as implicagdes do
problema; para ambos, demonstrar que a resposta é negativa seria confir-
mar simplesmente a validade de um teorema estabelecido, havia ja trinta
anos, por Liouville, garantindo a existéncia de ntimeros transcendentes
[...]” (Belna, 2011} p. 96).

Em 1851 Liouville (1809-1882) , citado por Cantor em seu artigo de 1874, ja havia

demonstrado a existéncia de infinitos nimeros transcendentes.
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430 O CONJUNTO DAS PARTES P(N)

Nesta secdo mostraremos que o conjunto dos niimeros reais é equipotente ao
conjunto das partes dos nimeros naturais, isto é R ~ P(IN).
Vamos precisar demonstrar alguns lemas. O préximo lema nos diz que os conjuntos

das partes de conjuntos equipotentes sdo equipotentes.
Lema 4.31. Se A ~ B entio P(A) ~ P(B).

Demonstracao. Pelo fato de A ~ B, existe uma bijecdo f : A — B. Vamos mostrar que a
funcdo ¢ : P(A) — P(B), definida por ¢(S) = f(S) ={f(a) | a € S C A}, é uma bijecao.

A funcao ¢ é injetiva. Suponha ¢(S51) = @(S2). Se a € 51, entdo f(a) € ¢(S2), logo
existe a’ € Sy tal que f(a) = f(a’). Como f é injetiva a =4’, portanto a € Sy. Assim S1 C S5.
Pelo mesmo raciocinio, trocando S e Sy, obtemos Sy € S1. Logo S1 = S,. Portanto ¢ é
injetiva.

A funcdo ¢ é sobrejetiva. Seja C € P(B), isto é C C B. Como f é bijetiva, existe
f1:B— A.Seja S a pré-imagem de CC B, isto é,S = f1(C) = {a€ A| f(a) € C}. Entéo
o(S) = (p(f_l(C)) = f(f_l(C)) = C. Assim a fungdo ¢ é sobrejetiva, e portanto bijetiva.
Mostramos que P(A) ~ P(B). O

E bem conhecido que o namero de subconjuntos de A ={1,2,...,n} é igual a 2".
Isso decorre do fato de que P(A) é equipotente ao conjunto formado por todas as
sequéncias de comprimento n cujas entradas sdo 0 e 1.
De fato, para cada B C A associamos uma sequéncia de zeros e uns de comprimento
n, assim:
0—(0,0,...,0), {1,2} - (1,1,0,...,0),..., A= (1,1,...,1).

Como o numero de tais sequéncias é 2", temos que P(A) possui 2" elementos.

Seja A um conjunto qualquer, a familia das fungdes caracteristicas de A, serd denotada
por C(A).

Usando o conceito de fungdo caracteristica, o proximo lema generaliza esse

resultado para um conjunto A qualquer.
Lema 4.32. P(A) ~ C(A).

Demonstrac¢do. Para cada B € P(A), defina ¢ : P(A) — C(A) por ¢(B) = xa, isto &, ¢

associa cada subconjunto B C A a fungdo caracteristica de B, que é definida por

1,sea€eB
xB(a) =
0, sea ¢ B.

Vamos mostrar que ¢ é bijetiva. Sejam B e C em $(A) tais que B # C; ndo ha perda de gene-
ralidade em supor que C € B. Assim, existe a € C tal que a ¢ B. Como xp(a) =0e xc(a) =1,
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segue que xg(a) # xc(a). Portanto ¢ é injetiva. Dado x € C(A), definaB={a € A | x(a) =1}.
Assim x = xp com B C A, e portanto ¢(B) = xg. Por conseguinte ¢ é sobrejetiva. Em vista
disso ¢ é uma bijecao. O

Agora estamos prontos para demonstrar o principal resultado desta segéo.

Teorema 4.33. O conjunto R dos niimeros reais é equipotente ao conjunto das partes de IN, isto

e
R ~ P(N).

Demonstragao. Pelo Teorema de Schroder-Bernstein (Teorema |3.33)), é suficiente mostrar
a existéncia de funcgdes injetivas ¢ : R — P(IN) e ¢ : P(IN) — R. Como Q ~ N (Pro-
posigdo4.15), segue do Lema que P(Q) ~ P(IN), isto é, existe uma funcdo bijetiva
f:P(Q) — P(IN). Afirmamos que g : R — P(Q), definida por

g@)={xeQ|x<a}

é uma funcdo injetiva. De fato, sejam a,b € R com a diferente de b, digamos a < b. Pela
Proposicao existe um nimero racional r tal que a < r <b. Temos assim que r € g(b) e
r ¢ g(a), e portanto g(a) # g(b). Isso mostra que g é injetiva. Segue da Proposicao 3.18}(i)
que a fun¢do composta ¢ = f o g: IR — P(IN) é injetiva. Isso conclui a primeira parte da
demonstracao.

Seja C(IN) a familia das fungdes caracteristicas x : IN — {0,1}. Como P(IN) é
equipotente a C(IN) (Lema [4.32), existe uma bijecio g : P(IN) — C(IN). Agora, considere
a fungdo 1 : C(IN) — [0, 1] definida por

W(x) =0, x(D)x(2)x(3)...

um decimal infinito composto de zeros e uns. Se x1,x2 € C(IN) com x; # X2, entdo
Y(x1) # Y(x2), pois os decimais serdo diferentes; assim 1 é injetiva. Como [0,1] ~ R
(Proposicéo [4.20), existe uma bijecdo f : [0,1] — R. Novamente pela Proposicio a
fungdo composta ¢ = fopog: P(IN) — R

C(IN) — [0,1]

é injetiva. Isso conlcui a demonstragdo de que R ~ P(IN). O
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4.3¢ NUMEROS CARDINAIS

Quando um conjunto A possui n elementos, podemos escrevé-lo da forma

A={ay,a,...,a,}. Isso significa que f(a;) = i € uma bijecdo entre o conjunto A e o conjunto
L,=1{1,2,...,nl.
Assim, a bijecdo f “conta” o nimero de elementos do conjunto finito A.

Proposicao 4.35. Dois conjuntos finitos A e B tém o mesmo niimero de elementos se, e somente

se, existe uma bijegdo f : A — B.

Demonstragdo. De fato, se A e B tem 1 elementos entdo existem bijegdes f : A — I, e
¢:B—1I,.Como ¢! : I, — B é uma bijecio (Proposicao , segue que a composta
¢ 1f: A — B é uma bijecio.

Reciprocamente, seja A com m elementos e B com 7 elementos e suponha que
exista uma bijegdo /1 : A — B. Como existem bije¢des f: A — [, e g: B— I, segue

que a composta ¢ = goho f~1: I, —> I, é uma bijecao. Daqui concluimos que 1 = 1.

Im — In

f_ll o 18
A — B

O

Definigdo 4.36. Se existir uma bijegio entre dois conjuntos A e B dizemos que eles tém o mesmo

nuimero cardinal.

“[...] Cantor acrescentava [nas Beitrige] que ‘a equivaléncia de dois conjuntos é a
condicdo necessdria e suficiente da igualdade de seus niameros cardinais” ” (Belna, 2011},
p- 140).

O conceito de cardinal generaliza a ideia de ntimero de elementos para conjuntos
infinitos. Dizemos que o conjunto IN possui cardinal 8y, enquanto o conjunto R possui
cardinal c.

Todo conjunto equipotente a IN possui cardinal 8y, assim como todo conjunto
equipotente a R possui cardinal c.

Vamos denotar a cardinalidade de um conjunto A qualquer por |A|.

Assim, pelo Teorema temos que |Z| = 8y. Pelo Teorema temos |Q| = No.
Pelo Teorema segue que |A| = Xy e pela Proposigdo temos [R—A| = ¢, onde
R — A é conjunto dos nimeros transcendentes e tém cardinalidade ¢. Pelo Teorema
[PIN)| = c.

“[...] os primeiros quatro pardgrafos [das Beitrige] sdo dedicados aos niimeros
cardinais|...]” (Belnal 2011 p. 138).
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Dizemos que o cardinal de um conjunto A é menor do que o cardinal de um
conjunto B, denotado por |A| < B|, se existir uma funcdo injetiva de A em B, mas A ndo
for equipotente a B.

O préximo teorema foi publicado por Cantor na segunda parte das Beitrige

(Cantor| 1897) e mostra que o cardinal de A é menor do que o cardinal de P(A).
Teorema 4.37 (Cantor). Para qualquer conjunto A, temos que |A| < |P(A)|.

Demonstragao. Vamos mostrar que ndo existe fungdo sobrejetiva de A em P(A). Seja
f:A— P(A) uma funcdo qualquer. Defina B={x€ A | x ¢ f(x)}. Temos que B € P(A).
Suponha que exista b € A tal que f(b) = B. Observe que

Se b € B, entdo b ¢ f(b), por definicdo. Mas f(b) = B, logo b ¢ B. Contradicéo.
Se b ¢ B, entdo b € f(b), por definicdo. Mas f(b) = B, logo b € B. Contradicao.

Assim, a existéncia de b € A tal que f(b) = B nos levou a uma contradicdo, portanto
ndo existe b € A tal que f(b) = B, logo f ndo é sobrejetiva. Como f foi qualquer, podemos
concluir que ndo existe funcdo sobrejetiva de A em P(A). A f(x) = {x} define uma funcdo
injetiva de A em P(A). O

Assim, pelo Teorema tem-se [N| < [P(IN)|. Como P(N) ~ R (Teorema 4.33),
temos que |P(IN)| = ¢. Portanto Ng < .
Observe que o Teorema .37 permite construir uma sequéncia infinita de conjuntos

nao-equipotentes:
IN| < [PIN)] < [PPIN))] < IPPPIN))] <....

Cantor “[...] descobriu que existe uma infinidade de diferentes infinitos numéricos”
(Belna, 2011}, p. 19).

4.38 A HIPOTESE DO CONTINUO

E natural questionar se existe algum ntimero cardinal f tal que 8o < f < ¢. Histori-
camente, Cantor defendeu a conjectura, conhecida como a Hipdtese do Continuo, segundo
a qual ndo existe cardinal estritamente intermedidrio entre 8y e ¢, isto €, a resposta a essa
questdo seria negativa. “[...] na conclusdo [de Uma contribuicio para a teoria dos conjuntos
(1878)], ele [Cantor] formulava pela primeira vez a hipétese do continuo” (Belna|, 2011},
p- 106).

Em 1963, foi demonstrado que a Hipétese do Continuo é independente dos
axiomas da Teoria dos Conjuntos, de modo andlogo ao fato de o Quinto Postulado de
Euclides ser independente dos demais axiomas da geometria (Lipschutz, |1976), isto é, a
hipétese do continuo ndo pode ser nem demonstrada nem refutada no ambito dessa

teoria.
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4.39 PARADOXOS NA TEORIA DOS CONJUNTOS

Cantor foi o primeiro a estudar a Teoria dos Conjuntos de maneira sistematica
como um ramo da matemadtica (Lipschutz, 1976), sendo, portanto, considerado seu
fundador. A medida que seus trabalhos se tornaram conhecidos e passaram a influenciar
outras dreas da matematica, surgiram diversas contradi¢des, denominadas paradoxos.

4.39.1 O PARADOXO DE CANTOR

Seja U o conjunto de todos os conjuntos existentes. Nesse caso, todo subconjunto
de U é também um elemento de U. Em particular, o conjunto das partes de U é um
subconjunto de U.

Assim, existe uma funcao injetiva f : P(U) — U, definida por f(A) = A, para
todo A € P(U). Por outro lado, a funcdo g: U — P(U), definida por g(u) = {u}, é
injetiva. Assim, pelo Teorema existe uma funcao bijetiva de U em P(U), o que
contradiz o Teorema Essa contradicdo evidencia o paradoxo associado a suposigdo
da existéncia do conjunto U de todos os conjuntos.

“O caréter paradoxal desses conjuntos deve-se ao fato de serem ‘grandes demais
” ((Belna, 2011), p. 164).

4.39.2 O PARADOXO DE RUSSEL

Seja M o conjunto de todos os conjuntos que ndo contém a si mesmos como
elemento, isto é,
M={X|X¢X}

Pergunta-se se M pertence ou ndo a si mesmo. Se M ¢ M, entdo, pela prépria
definicdo de M, conclui-se que M € M. Por outro lado, se M € M, novamente pela
definicdo de M, deve-se ter M ¢ M. Em ambos os casos, chega-se a uma contradicdo
logica.

Esse paradoxo pode ser ilustrado por uma analogia conhecida, denominada
paradoxo do barbeiro: em uma cidade, existe um barbeiro que faz a barba de todos os
homens que ndo fazem a barba em si mesmos. Pergunta-se, entdo: quem faz a barba do

barbeiro?
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Quando eu estava fazendo o curso de andlise real na reta, ministrado pelo meu
orientador, li dois capitulos do livro Virias faces da Matemitica (Avila, 2011). Os capitulos
tinham informagdes relacionadas a conjuntos infinitos enumeréaveis e ndo-enumeraveis
e tratava de paradoxos da teoria dos conjuntos. Foi ai que me interessei pela ideia de
haver conjuntos infinitos maiores que outros.

Ao iniciar o préximo semestre letivo, ja sob orientagdo de TCC, examinei uma
série de livros sobre a histéria da matematica, neles encontrei muito pouco da histéria
de Cantor e de suas contribui¢des para a matematica.

A partir dai encontramos um livro que tratava exclusivamente da histéria de
Cantor e de suas contribui¢des (Cantor (Belna, 2011)). Assim, fiz a leitura dele na integra.
Esse livro serviu como base para criar uma biografia do matematico e ligar partes do
trabalho a histoéria.

Para a construgdo da parte matemadtica, consultamos livros de anélise, livros
da Sociedade Brasileira de Matemdtica, dentre outros, no entanto o livro principal para
elaboragdo do trabalho foi Teoria dos conjuntos (Lipschutz, 1976).

Em um dado momento, fui a procura dos trabalhos originais produzidos por
Cantor, em alemao. Consegui encontrar sete artigos originais. N6s fizemos a tradugdo
de dois. Assim, foi possivel encontrar alguns trechos que se adequavam ao trabalho.
Por exemplo, extraimos do artigo Sobre uma propriedade do conjunto de todos os niimeros
reais algébricos (1874) que Cantor demonstrou que o conjunto dos ntimeros algébricos é
enumerével.

Achei interessante a técnica utilizada para comegamos a escrever o trabalho,
iniciamos de traz para frente, comecamos pelo Teorema de Cantor, a partir dele
construimos partes do Capitulo 3} Capitulo[d} enunciamos o Teorema [3.33|e algumas
proposicdes necessarias para provar o Teorema de Cantor. A medida que estudamos o
assunto, fomos acrescentando resultados.

Em suma a Definicdo4.2|de Cantor é que permitiu provar o Teorema e alguns
outros teoremas de Cantor.

No6s produzimos todo o trabalho em linguagem Latex. Realizei dois minicursos
introdutérios no meu campus e continuei aprendendo na internet, obtive ajuda da

inteligencia artificial ChatGP para produzir alguns gréficos no trabalho.

! Disponivel em: https://chat.openai.com/.
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