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Resumo

O Teorema de Ostrowski caracteriza os possiveis valores absolutos no conjunto dos niimeros
racionais. Por meio de uma abordagem tedrico-exploratoria de livros de Teoria dos Ntimeros,
Espacos Métricos, Andlise Real e Algebra, pretende-se descrever a demonstracio do teorema
e abordar conceitos fundamentais para sua plena compreensao. O Teorema de Ostrowski
estabelece que todo valor absoluto nao trivial no corpo dos ntimeros racionais QQ é equiva-
lente ao valor absoluto usual ou a um valor absoluto p-adico. Ao fornecer uma classificacao
completa dos valores absolutos em Q, o teorema se torna uma ferramenta essencial para a

construgao e analise do corpo dos nimeros p-adicos.

Palavras-chave: Teorema de Ostrowski; Valor Absoluto; Numeros p-adicos.



Abstract

The Ostrowski Theorem characterizes the possible absolute values on the set of rational
numbers. Through a theoretical-exploratory approach to books on Number Theory, Metric
Spaces, Real Analysis, and Algebra, the aim is to describe the proof of the theorem and ad-
dress fundamental concepts for its full understanding. The Ostrowski Theorem establishes
that every non-trivial absolute value on the field of rational numbers Q is equivalent to either
the usual absolute value or a p-adic absolute value. By providing a complete classification of
absolute values in QQ, the theorem becomes an essential tool for the construction and analysis

of the field of p-adic numbers.

Keywords: Ostrowski Theorem; Absolute Value; p-adic Numbers.
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1. INTRODUCAO

Em 1917, Alexander Markowich Ostrowski (1893-1986) estabeleceu um resultado fun-
damental ao classificar todos os valores absolutos definidos no corpo dos niimeros racionais,
um marco que se tornou um dos pilares da teoria dos nimeros moderna [1]. Tal classificacao
fornece a base conceitual para a construgao do corpo dos ntimeros p-adicos, tema singular e
de grande relevancia na érea [3].

De maneira analoga a construcao do corpo dos niimeros reais, os completamentos de Q
surgem a partir do preenchimento das lacunas existentes no conjunto dos racionais, processo
que depende da escolha de um valor absoluto. O Teorema de Ostrowski mostra que, a menos
de equivaléncia, todo valor absoluto em Q pertence a uma de duas naturezas distintas:
a arquimediana ou a ndo arquimediana. No primeiro caso, obtém-se um valor absoluto
equivalente ao valor absoluto usual, cujo completamento conduz ao corpo dos ntimeros reais.
No segundo, surgem os valores absolutos p-adicos, associados aos nimeros primos, cujo
completamento da origem aos corpos dos niimeros p-adicos.

Assim, o Teorema de Ostrowski nao apenas descreve a existéncia desses dois tipos
fundamentais de valores absolutos em Q, mas também esclarece que nao ha outras possi-
bilidades além do valor absoluto usual e dos valores absolutos p-adicos. O objetivo deste
trabalho é apresentar a demonstracao desse teorema. Para que a compreensao seja com-
pleta, desenvolve-se previamente um estudo detalhado sobre valores absolutos, destacando
suas propriedades principais e o papel que desempenham na construcao dos respectivos com-
pletamentos. Este trabalho se fundamenta em diversas contribuigoes da literatura (conforme

[2,4,5]), destacando-se como principal referéncia a obra de Gouvéa (ver [3]).
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2. VALOR ABSOLUTO

O conjunto que sera foco de nosso estudo sera o corpo dos niimeros racionais Q, mas
para destacar a generalidade dos teoremas e resultados, trabalharemos dentro de um corpo
arbitrario k. Lembrando que um corpo é um anel comutativo no qual todo elemento nao nulo
possui um inverso com respeito a multiplicacdo (para mais detalhes, ver [2]). Iniciaremos
com a defini¢do de valor absoluto num corpo k e exploraremos as propriedades implicitas da

definicao.

Definicao 1. Um wvalor absoluto em k é uma funcao
| . ’ 'k — ]RJr

que satisfaz as sequintes condigoes:
i) |x| =0 se e somente se v = 0;
it) |zy| = |z|ly| para todo x,y € k;
iii) |z +y| <|z|+ |y| para todo x,y € k.
Dizemos que um valor absoluto em k € ndo-arquimediano se satisfaz a condicao adicional:
w) |x+y| < max{|z|,|y|} para todo x,y € k.
caso contrario, dizemos que o valor absoluto é arquimediano.

Um exemplo 6bvio é o valor absoluto usual, proveniente da funcao méodulo: sejak =Q

o corpo dos racionais, definimos

x,se =0
|z =
—z, se x <0.

No decorrer do texto, esse valor absoluto em Q serd denotado por |- |s. E facil ver que ele é
arquimediano (tome x =y =1 e perceba que a condi¢do (iv) ndo ¢ satisfeita). Outro exemplo
de valor absoluto, porém pouco interessante, é o valor absoluto trivial: seja |-|:k — Ry,

dada por

1, sex#0
o] = -
0, caso contrario.

Perceba que é um exemplo de valor absoluto nao-arquimediano. Vale ressaltar que se k é
finito, entao o tnico valor absoluto possivel é o trivial. Isso sera provado mais a frente no

Lema 2.
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Agora, para introduzir um outro exemplo, adotaremos uma nova maneira de medir
distancia entre racionais, a partir de um primo p € N qualquer. Tome k = Q. Pelo Teorema

Fundamental da Aritmética, dado n € N, podemos escrevé-lo como um produto de poténcias

/

de primos: n = p’n/, com pfn’. O expoente v é determinado de forma tnica. Como v é

determinado por p e n, escreveremos v,(n) = v, de forma que v,(n) é o expoente da maior

poténcia de p que divide n. Formalmente:

Definigao 2. Dado n € Z, n # 0, definimos a valoriza¢ao p-ddica de n como sendo o inteiro

positivo vy(n) definido pela condigao
n=pry/ com pfn'.
Se x =a/be Q*, definimos a valoriza¢io p-ddica de x pondo

vp(x) = vp(a) — vp(b).
Convencionamos vp(0) = +oc.
A convencao acima é intuitiva pois toda poténcia p™ divide 0.
Lema 1. Para todo x,y € Q, temos
i) vp(ay) = vp(z) + vp(y)
i) vp(x+y) = min{vp(z), vp(y)},
com as convengoes dbvias em relagio a v,(0) = 400.

a c
Demonstragdo. Sejam x = 3 ey= 7

ac
bd

(i) Sabendo que z -y = —, segue por definigdo que

vp(zy) =1p (chi> =vp(ac) —vp(bd)

Acima estamos usando o fato elementar de que o expoente da maior poténcia de p que
divide um produto de inteiros é a soma dos expoentes das maiores poténcias de p que

dividem os respectivos fatores.

12



ad + be
= temos

e
d bd

(ii) Agora, sabendo que z+y = %

ad+bc>

vp(z+y)=1p <bd =vp(ad +be) — vp(bd)

, Vp(be)} —vp(bd)
—vp(bd), vp(be) — vp(bd)}
—vp(b), vp(c) —vp(d)}

Na primeira desigualdade acima usamos o fato de que na soma ad + bc podemos por

em evidéncia a poténcia p™{¥e(ab).vp(be)}, ]

Note que se compararmos as duas propriedades neste lema com as condigoes (ii) e
(1v) na definigdo de valores absolutos, vemos que elas sdo muito semelhantes, exceto que
o produto na primeira foi transformado em uma soma (como ao calcular um logaritmo) e
que a desigualdade na segunda foi invertida. Podemos “desfazer” a inversao da desigual-
dade alterando o sinal e, em seguida, transformar a soma em um produto elevando-a a um

expoente.

Definicao 3. Seja x € QF, definimos o valor absoluto p-adico de x por
|x|p — p_yp(m)'

Convencionamos que |0, = 0.
Proposicao 1. A fungdo |- |, € um valor absoluto nao-arquimediano em Q.

Demonstragio. Sejam xz,y € Q. Por definicao de valor absoluto p-adico, temos que

||, =0 <= 2 =0. Pelo Lema 1, temos que

’xy’p — p_l/p(ﬁ?y)

= p (@)t ()
— p*Vp(l’) .p*Vp(y)

= |z[p - ylp-
Além disso,

o gl = 5712
< p i), ww)
= max{p_yp(x)’ p_VP(y)}

= max{!fﬂ\p, ’3/|p}-

13



Portanto, a fungao |- |, é um valor absoluto nao-arquimediano.
m

De forma geral, quando calculamos o valor absoluto p-adico de um nimero n que é
“muito divisivel” pelo nosso primo p, a valoracao v,(n) serd grande e, entao, o valor absoluto
|n|p serda pequeno. Portanto, o valor absoluto p-adico fornece, de uma forma peculiar, uma
medida de quao divisivel um nimero é por p. Por exemplo, o valor absoluto 5-adico de 124
¢ igual a 1, pois

124]5 = 5775124 — 50 — 1,

J& o valor absoluto 5-adico de 125 é igual a 0.008, pois

1
|125|5 =5 ) 125 0.008

2.1. Propriedades do valor absoluto

Seja k um corpo qualquer e |- | um valor absoluto nao-trivial em k, que pode ou nao
ser arquimediano. Primeiramente, provaremos alguns fatos de verificagdo quase imediata,

porém indispensaveis para a boa compreensao do trabalho.
Lema 2. Para qualquer valor absoluto |-| em um corpo k, temos que:
i) |1]=1
it) Sex €k e |a"| =1, entao |z| =1
i) |—1]=1
i) Para todo v €k, | —x| = |z|.
v) Sek é um corpo finito, | -| € trivial.
Demonstragio. i) Observe que
U= |12 =11 =1
Isto é, |1| é um nimero real positivo que elevado ao quadrado resulta em 1. Disto segue que
11| = 1.
ii) Seja x € k com 2™ = 1. Teremos

1= [1] = |o"| = 2" = |a| = L

iii) Como (—1)* =1, segue diretamente de ii) que |—1| = 1.

14



iv) Segue de iii) que
=z = |=1f[z[ =1 || = |=[.
v) Se k é finito, entao dado x € k*, existe n € N tal que
" =1.

Portanto, segue de ii) que |z| =1 e o valor absoluto tem que ser o trivial.
O]

De agora em diante, sempre que escrevermos k fica subentendido que trata-se de um
corpo nao finito. Queremos obter uma condi¢do necessaria e suficiente para que um valor

absoluto seja nao-arquimediano. Comegamos com o seguinte lema.

Lema 3. Seja k um corpo e |-| um wvalor absoluto em k. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes.
i) |z +y| <max{|z|,|y|}, para todo x,y € k.
i) |z+1] < max{|z|,1}.

Demonstrag¢io. Considere (i) verdade. Entao, colocando x =z e y =1, temos que (i) = (7).
Agora, assuma (i7) verdade. Se y =0 entao (7) é valido automaticamente, portanto podemos

assumir y # 0. Seja z = x/y. Entao temos de (i)

—l—l‘ max{ m 1}
y lyl’

Ao multiplicarmos ambos os lados por |y|, temos que

B
- [£41) <yl { = o4 <l -

]

Teorema 1. Seja A Ck a imagem de Z em k. Um valor absoluto |-| em k é ndo-
arquimediano se e somente se |a| < 1 para todo a € A. Em particular, um valor absoluto

em Q € nao-arquimediano se e somente se |n| <1 para todo n € Z.

Demonstra¢io. Sabemos que |+ 1| = 1; portanto, se |- | é ndo-arquimediano, temos que
la+1| < max{]|al,1}.

Por indugdo, segue que |a| < 1 para todo a € A.

15



Agora, provaremos a reciproca pelo lema anterior. Pelo Lema 3, basta provar que

para qualquer x € k temos
|z £1| < max{|z|,1}.

Seja m um inteiro positivo qualquer. Entao,

> (1)

k=0

lz+1|" = |z¥|.

<2 |(¥)

k=0

m\ ., o m - .
Agora, como ( k) ¢ um inteiro, temos ( k:)’ < 1, entdao podemos continuar com

1" <Y (g )| 12 < D012t =D fal”
k=0 k=0 k=0

Note que o maior valor de |z|¥ para k =0,1,2,...,m é igual a |z|™ se |z| > 1 e é igual a 1

caso contrario, porque z° = 1. Entdo,

|z +1|" < (m+1)max{l, |z|™}.
Extraindo a raiz m-ésima de ambos os lados, obtemos:

lz+1] < ¥/m+1-max{1,|z|}.

Esta desigualdade é valida para todo inteiro positivo m, nao importa quao grande seja, e

sabemos (da teoria de limites) que

lim Vm+1=1
Portanto, se m — oo temos

|z + 1] < max{|z|,1},

como queriamos mostrar. 0

Isso ajuda a explicar a diferenga entre valores absolutos arquimedianos e nao ar-
quimedianos e nos permite reformular as coisas da seguinte maneira: um valor absoluto é
arquimediano se a imagem de Z em k for ilimitada. Segue que um valor absoluto é arquime-
diano se satisfaz a seguinte Propriedade Arquimediana: Dados x,y €k, v =0, existe um
inteiro positivo n tal que |nz| > |y|. Perceba que a Propriedade Arquimediana é equivalente &
afirmacgao de que existem inteiros cujos valores absolutos sao arbitrariamente grandes. Esta

propriedade vale para o valor absoluto usual em Q e nos niimeros reais.
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3. TOPOLOGIA

Ao trabalharmos com valores absolutos em corpos, obtemos uma nocao de tamanho
dos elementos do corpo, com a qual podemos medir distancia entre os elementos. Isto é,
obtemos uma métrica, com a qual podemos definir os conceitos topoldgicos como conjuntos

abertos e fechados, limites de sequéncias, etc. O primeiro passo ¢ medir as distancias:

Definicao 4. Seja k um corpo e |-| um valor absoluto em k. Definimos a distincia d(x,y)

entre dois elementos x,y € k por

d(z,y) = |z —yl.
A fungao d(x,y) é chamada de métrica induzida pelo valor absoluto.

A definicao de d(z,y) é paralela, naturalmente, & maneira usual como definimos a
distancia entre dois niimeros reais. O primeiro ponto que precisamos esclarecer é que muitas
das nogoes que podemos definir usando a distancia usual em R funcionam igualmente bem

para qualquer distancia.
Lema 4. Sejam d(z,y) e k como na definicao 4. Valem as sequintes propriedades:
i) Para todo x,y €k, d(x,y) 20 e d(z,y) =0 se e somente se x = y;
ii) Para todo x,y €k, d(z,y) =d(y,z);
itt) Para todo x,y,z €k, d(z,z) < d(z,y)+d(y,2).

Demonstragio. Por definigdo de valor absoluto, temos que d(z,y) = |r—y| > 0 e d(z,y) =
|x —y| =0 <=z =y. Pela propriedade de valor absoluto, é facil ver que |z —y| = |y —z|. E,
por fim, perceba que d(z,2) = |z —z| = |z +y—y—2| < |z —y|+|y— 2| =d(z,y) +d(y,z). O

Estas sdo as propriedades gerais que definem uma métrica; a ultima desigualdade é
chamada de desigualdade triangular, pois expressa o fato usual de que o comprimento de um
dos lados de um tridngulo nao excede a soma dos outros dois (“Uma reta é o caminho mais
curto entre dois pontos.”). Um conjunto no qual uma métrica é definida é chamado de espago
métrico, entao podemos ler o enunciado deste tltimo lema como dizendo que qualquer corpo
com um valor absoluto pode ser transformado em um espago métrico definindo d(x,y) =
|z —yl.

De maneira geral, a métrica definida por valores absolutos arquimedianos se comporta
de maneira muito semelhante a dos ntmeros reais. Ja quando a métrica é definida por
um valor absoluto nao arquimediano, surgem diferencas interessantes. O fato de um valor

absoluto nao ser arquimediano também pode ser expresso em termos da métrica:
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Lema 5. Seja |-| um walor absoluto em um corpo k e definindo uma métrica por
d(xz,y) = |z —y|. O wvalor absoluto |-| é nao arquimediano se, e somente se, para qualquer

x,y,z €k temos que
d(z,y) < max{d(z,z),d(z,y)}.

Demonstracao. Primeiramente, considere o valor absoluto nao arquimediano. Note que

d(xz,y) = |r—y|= |r—2z+42z—y|, pela propriedade nao arquimediana, temos que
|J]— Z+Z_y| < max{|x—z\, |Z_y|} = max{d(w,z),d(z,y)}.

Reciprocamente, assumindo d(z,y) < max{d(z, z), d(z,y)} valido para quaisquer z,y, z, note

que
[z +y| = |z —(—y)| = d(z,~y)
S max{d(m, 0)7 d(oa _y)}
= max{|z|,| —y[}
= max{]|z, |y|},
assim, temos que o valor absoluto é nao arquimediano. O

Chamamos essa desigualdade de “desigualdade ultramétrica”. Um espago munido
com essa ultramétrica é chamado de espago ultramétrico. Tais espagos apresentam pro-
priedades bastante curiosas. Uma vez que temos uma maneira de medir distancias, podemos
fazer geometria; e, como nossa maneira de medir distancias é bastante estranha, a geometria
também é bastante diferente da qual estamos acostumados. Antes de apresentarmos alguns

desses resultados, consideremos a seguinte proposicao:

Proposicao 2. Seja k um corpo e |-| um valor absoluto nao-arquimediano emk. Se z,y € k

¢ [a] # lyl, entdo
2-+y| = max{Ja], ly|}.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, suponha que |z| > |y|. Segue da defini¢do de

valor absoluto nao arquimediano que
|z +y| < max{|z][y[} = ||
Por outro lado, = = (x +y) — y, entao

2] < max{|z +yl,|y[} = [z +yl,
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o que implica que |z +y| < |z| < |z +y|, e portanto |x| = |z +y|. H

A propriedade ultramétrica apresentada na proposi¢ao acima pode ser referida como
'o mais forte ganha'. Com o intuito de explorar alguns resultados interessantes, embora
nao sejam todos essenciais para o tema do trabalho, apresentaremos, a seguir, algumas
peculiaridades geradas pela propriedade ultramétrica que ilustram a singularidade desses

espacos. A primeira delas, decorre diretamente da Proposicao 2.
Corolario 1. Em um espago ultramétrico, todos os “triangulos” sdo isdsceles.

Demonstragio. Sejam x, y e z elementos de um espago ultramétrico. As medidas dos lados

do tridngulo sao d(z,y) = |z —yl|, d(x,2) = |x — 2| e d(z,y) = |z — y|. Note que

(z—y)=(z—2)+(z—y).

Se for |x — z| # |z —y|, pela Proposicao 2, temos que |z —y| = max{|x — z|,|z —y|}. Assim,
ou temos |z — z| = |z —y| ou |x —y| = max{|z — z|,|z —y|}, e portanto sempre temos dois

lados com a mesma medida. O

Este é um resultado bastante contraintuitivo. Para visualizarmos melhor a Proposicao
2, analisaremos o valor absoluto p-adico no caso em que z,y € Z. Sabemos que, |z|, = p (@),

considere v,(x) =n e v,(y) =m, de modo que

z=p'z  y=p"y pta'y’
Aplicando o valor absoluto, temos

n

[zlp=p" € ylp=p"""
Obtemos |z|, > |y|, quando n < m; assuma que m =n+¢c com € > 0. Entéo
w+y=p"d +p" Ty = p" (2 +p%Y).
Agora, como pta’, temos p1t (z' +p°y’), e portanto v,(z+y) = n, o que significa que
|z+y|, =p~" = |z|p, como afirma a proposigao. Nessa situacao, |y|, é menor e |z|, = |z+y|p.
Por outro lado, suponha que |z|, = |y|,, ou seja, que n =m. Entao, obtemos

z+y=p"(a"+v)

com ptz’ e pty, e é perfeitamente possivel que p | (2’ + '), nesse caso, 0 maximo que

podemos afirmar é que vy(x +y) > n = min{v,y(z),vy(y)}, logo
| +ylp <max{[zly, lylp} = |z]p =ylp.
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Portanto, quando |z|, e |y|, s@o iguais, é possivel que |z +y|, seja menor (ou nao).
Assim, em ambos os casos, pelo menos dois dos trés valores absolutos |z, |y|, € |z 4y, sdo
iguais.

Em espagos métricos, as “bolas” ou os “discos” também se revelam bastante peculia-

res.

Definicao 5. Seja k um corpo com um valor absoluto |-|. Seja a €k um elemento e r € Ry

um numero real. A bola aberta de raio v e centro a € o conjunto
B(a,r)={z €k : d(z,a)<r}={zxek : |[zr—a|] <r}.
A bola fechada de raio r e centro a é o conjunto
B(a,r)={z €k : d(z,a)<r}={zek : |x—a| <r}.

As bolas abertas sdo os protétipos dos conjuntos abertos, e as bolas fechadas dos
conjuntos fechados. Num espaco métrico, um conjunto U é aberto se qualquer elemento
em U for o centro de uma bola aberta que estd contida em U; um conjunto S é fechado
se seu complemento for um conjunto aberto. Um ponto x é um ponto de fronteira de
um conjunto S se qualquer bola aberta com centro x contiver tanto pontos que estao em .S
quanto pontos que nao estdao em S. Um conjunto S é fechado exatamente quando contém
todos os pontos de sua fronteira.

Com essas defini¢coes em mente, exploraremos a topologia dos espacos ultramétricos
com respeito as bolas. Mostraremos que todo ponto de uma bola é também centro dessa

bola, outro resultado peculiar decorrente da propriedade ultramétrica.
Proposicao 3. Seja k um corpo com um valor absoluto ndao arquimediano.

i) Sebe B(a,r), entao B(a,r) = B(b,r); em outras palavras, todo ponto que estd contido

em uma bola aberta é um centro dessa bola.

ii) Se b€ Bl(a,r), entdio B(a,r) = B(b,7); em outras palavras, todo ponto que estd contido

em uma bola fechada € um centro dessa bola.

Demonstrag¢io. Para provar (i), temos por defini¢ao que b € B(a,r) se e somente se |[b—a| < r;

tomando um z qualquer que satisfaz |x —a| <, a propriedade nao arquimediana nos diz que
lz—bl=|r—a+a—bl=|(x—a)— (b—a)| < max{|z —al,|b—al} <,

entao, x € B(b,r); isso mostra que B(a,r) C B(b,r). Agora, similarmente, seja a € B(b,r),

isto é, |a—b| <r. Tomando um y qualquer que satisfaz |y —a| < r, a propriedade nao

20



arquimediana nos diz que
ly—al=ly—b+b—al=[(y—b)—(a—b)| < max{ly—b,[a—b[} <,

entdo, y € B(a,r); isso mostra que B(b,r) C B(a,r). Portanto, B(a,r) = B(b,r).

A demonstracao de (i7) é analoga a demonstracao de (i), basta substituir < por <.
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4. VALORES ABSOLUTOS EM Q O TEOREMA DE OSTROWSKI

Nesta secao, mostraremos que, no corpo dos nimeros racionais, os valores absolutos
sao essencialmente aqueles que ja encontramos: o valor absoluto usual, o valor absoluto
p-adico e o valor absoluto trivial. Antes disso, introduziremos a nocao de “igualdade” de
valores absolutos. Assim, seremos capazes de demonstrar que esses trés constituem a lista

completa de valores absolutos em Q.

4.1. Valores absolutos equivalentes

Defini¢ao 6. Dois valores absolutos |- |1 € |- |2 em um corpo k sao equivalentes se definem
a mesma topologia em K, isto é, se todo conjunto que é aberto em relacio a um também é

aberto em relagcdo ao outro.

Afirmar que dois valores absolutos sdo equivalentes significa dizer que, apesar de serem
definidos de formas diferentes, eles sdo “o mesmo” (de forma mais rigorosa, eles induzem a
mesma topologia, isto é, produzem o mesmo comportamento topolégico no conjunto). Isso
¢ mais facil de dizer do que de verificar, entdo encontraremos um critério mais acessivel.
Observe primeiro que o fato de uma sequéncia convergir pode ser expresso em termos de
conjuntos abertos, e, portanto, valores absolutos equivalentes terao as mesmas sequéncias

convergentes.

Lema 6. Seja k um corpo com um valor absoluto |-|. As seguintes afirmagoes sio equiva-

lentes:
7) lim z, = a.
)n—>oo n

it) Qualquer conjunto aberto que contenha a contém todos os termos da sequéncia (xy,),

exceto um numero finito deles.

Demonstragio. Assuma que vale (i7). Uma vez que uma bola aberta B(a,e) centrada em a
¢ um conjunto aberto, todos os termos de (z,,), exceto um nimero finito deles, pertencem a
bola aberta, entao existe um N tal que n > N implica z,, € B(a,&). Portanto para qualquer
e existe um N tal que n > N implica |z, —a| < ¢, ou seja, z, — a.

Agora, suponha que x,, — a e considere U um conjunto aberto contendo a. Como U
é aberto, existe um r tal que B(a,r) C U. Entao, existe um N tal que |z, —a| < r para todo

n > N. Portanto, para todos os n, exceto um niimero finito deles, temos z,, € B(a,r) CU. O

Isso fornece uma defini¢do de sequéncia convergente (em um corpo munido de valor
absoluto) em termos de conjuntos abertos. Portanto, se dois valores absolutos definem os
mesmos conjuntos abertos, eles também definirdo as mesmas sequéncias convergentes. Esta é

a primeira de varias maneiras equivalentes de caracterizar a equivaléncia de valores absolutos.
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Proposicao 4. Seja |-|1 e |- |2 valores absolutos em um corpo k. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes.
i) |1 e|-|2 sdo valores absolutos equivalentes.

it) Para qualquer sequéncia (x,) em k temos x, — a com respeito a |- |1 se, e somente

se, Ty, — a com respeito a |- |a.
it1) Para qualquer x € k temos |x|; <1 se, e somente se, |z]y < 1.

i) Existe um nimero real positivo « tal que para todo x € k temos

|1 = |5

Demonstrag¢do. Primeiro, suponha (i), isto é, que |z|; e |z|2 sdo equivalentes. Pelo Lema 6 ,
qualquer sequéncia que converge em relagao a um valor absoluto também deve convergir no
outro, o que é (ii).

Suponha (i7). Dado qualquer z € k, é facil ver que nli_r)noox” = 0 com respeito a
topologia induzida por um valor absoluto |-| se e somente se || < 1. Isso da (7ii).

Agora, assuma (ii7), provaremos que vale (iv). Tomando xg € k* que satisfaz |zg|; < 1
(note que o valor absoluto é ndo-trivial), segue de (iii) que |zol2 < 1. Seja v =logy, |, (|ol1)-

Claramente, temos
|zol1 = |zol3

e o> 0 (lembre-se do grafico da fungao logaritmica de base entre 0 e 1). Mostraremos que

para qualquer outro x € k valera a igualdade
|1 =[]z (1)

Note que podemos admitir x # 0. Perceba que, se ocorre |z|; = |zg|1, entdo deveremos
x

ter |x|2 = |zo|2, pois do contrario terfamos - ou % com |-|2 < 1, contrariando (ii). Em
particular, valeria a equagao (1). ’

Similarmente, se |z|; = 1, deveremos ter |z|o = 1, pois do contrario (ii) aplicado a z
ou i implicaria |z|; < 1. Assim, neste caso também terfamos que vale (1).

Agora admita que z # 1 e que |z|1 # |zol1. Seja § tal que
2 = |23, 2)

Queremos provar que o = (3. Primeiro, note que se um elemento x satisfaz (1) ou (2),
entdo toda poténcia 2" com expoente inteiro também satisfard (isso segue diretamente das

propriedades de valor absoluto). Em particular, podemos assumir sem perda de generalidade
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. . . 1 . e .
que |z|; < 1 pois, se ndo o fosse, bastaria trabalhar com —. Sejam m,n dois inteiros positivos.
x

Note que

e aplicando o logaritmo na primeira e na ultima inequagao, obtemos
nlog|z|; < mlog|zg|; < nlog|z|y, < mlog|zgly

que pode ser reescrito como

n log|zol n log|zoly

m  loglz|, m  loglz|y

Isto implica que os dois quocientes de logaritmos acima devem coincidir, pois do

contrario conseguiriamos alguma fragdo — entre os dois quocientes. Sendo assim temos
m

log|zo|;, _ loglx],
log|zoly  log|z[y

e como log|xg|; = |zo|5 e |z]; = |x|g, concluimos que vale o = 3, logo vale (iv).

Finalmente, se assumirmos (iv), obtemos que
|t —al) <r<=|r—aly <r<=|r—als <r%,

de modo que qualquer bola aberta em relagdo a |-|; também é uma bola aberta (embora de
raio diferente) em relagdo a |-|2. Isso é suficiente para mostrar que as topologias definidas

pelos dois valores absolutos sao idénticas. O

4.2. Teorema de Ostrowski

Teorema de Ostrowski. Todo valor absoluto nao-trivial em Q € equivalente a algum valor

absoluto |-|p, onde p € primo ou p = 0.

Demonstragio. Seja |-| um valor absoluto nao-trivial em Q. Consideraremos as seguintes

possibilidades:

a) Suponhamos que |-| é arquimediano. Queremos mostrar que o valor absoluto em ques-
tao é equivalente ao valor absoluto usual |-| , (proveniente da fun¢ao médulo). Seja ng
0 menor inteiro positivo tal que |ng| > 1 (pelo Teorema 1 deve existir pelo menos um,

caso contrario, o valor absoluto seria nao-arquimediano). Agora, podemos encontrar
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um « € R, tal que
Ino| = ng.

(Encontrar a é um simples exercicio de logaritmo, basta resolver a seguinte equagao:
log,,, [n0] = a.). Com « satisfazendo a igualdade, realizaremos a prova de que |-| e |-|
sao equivalentes. Para isso, segue da Proposicao 4 que basta provar que, para todo
z € Q a igualdade |z| = |z|, vale.

Note que provando que esta igualdade vale para qualquer inteiro positivo, ela também

valera para os racionais pelas propriedades de valor absoluto.

Sabemos que quando n = ng vale a igualdade. Provaremos que valera também para
qualquer inteiro. Tomemos n um inteiro positivo arbitrario e escreveremos na base ng,

na forma

n:a0+a1no+a2n%+~-~+akn’§,

com 0 < a; <ng—1eap #0. Note que k é determinado pela inequacao n’(‘j <n< né“,

em particular

b { logn J .
logng
Aplicando o valor absoluto, temos

In| :‘ag+a1ng+a2ng+~-~+akn§‘

<laol + lax|nf + laz| n§* + -+ [ag| g

Como ng foi escolhido como o menor inteiro tal que |ng| > 1, entao todos os |a;| < 1.

Logo,

n| < T+ng +ng® +---+ng®

_ nla:a (1+n5a+n0_2a+"'+n0_ka)
k
. kaz —i
=Ny Ny
=0
oo
< nkaz —i
S Mo Ny
=0
ka 10

—
ng —1
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Observacao: Na segunda linha da equacao acima, colocou-se em evidéncia o

termo nf®.

Na terceira linha, reescrevemos a soma (1 +ng ¥4 ng 2+ ng ko‘) como a
série geométrica: YF_ong'®.

Na quarta linha, consideramos o limite do somatoério quando tende ao infinito,

o
~ nO
o qual converge para a expressao e

ng
[23
ng -1

e nem de k), podemos reescrever a desigualdade da seguinte forma:

Note que se C' = (perceba que C' é um ntmero positivo e que nao depende de n

In| < C’nlgo‘ < On®.

Agora esta formula é aplicavel para qualquer n arbitrario, entdao valera para n”, que

por sua vez sera

‘nN ’ < COnMNe,
Aplicando a raiz N —ésima, temos

In| < ¥VC ne.

Como vale para qualquer N, podemos fazer N — oo, fazendo v C — 1, e assim ficamos

com a inequagao: |n| < n®.

Queremos provar a igualdade, provaremos entao que vale também |n| > n®. Para isso,

escreveremos a expressao na base ng:

n:a0+a1n0+a2n%+~-«+akn’§.

Como nf* > n > nk, temos

k+1
pFD ket okt | < In|+ [nktt —n
0 0 0 0 ;
entao
k+1 k+1
0l > g0 — [t —n| 2 ng Y - (e

Agora, como n > nlg, segue que

1 «
] > nd D — (nf 1 —nf)
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(e
e novamente ¢/ =1 — (1 — n%)) nao depende de n e é positivo. Como valem as duas
desigualdades |n| < n® e |n| = n®, temos que |n| =n® V n € Z,. Isso prova que todo

valor absoluto || arquimediano nos racionais é equivalente ao valor absoluto usual || .

Agora, suponha que o valor absoluto |-| é ndo-arquimediano. Ou seja, |n| < 1 para

todo inteiro n (isso segue do teorema 1).
Como |-| ndo é o trivial, entdo deve existir um menor inteiro positivo tal que |ng| < 1.

Veja que ng é primo. Se nao fosse, entao ng pode ser escrito da forma ng =a-b com
a e b menores do que ng. Nesse caso, pela nossa escolha de ng, terfamos |a| = |[b] =1
e |ab] = |no| < 1, o que nao pode ser. Logo, ng é primo. Chamaremos ngy de p.
Agora, mostraremos que |-| é equivalente ao valor absoluto p-adico, onde p é esse

primo especifico.

Se n € Z nao for divisivel por p, entdo |n| = 1. Ao dividirmos n por p, teremos um

resto, que podemos escrever da seguinte forma
n=rp+s

com 0 < s < p. Pela minimalidade de p, temos que |s| =1. Além disso, temos que
|rp| < 1, porque |r| <1 (por consequéncia do valor absoluto ser nao-arquimediano) e
Ip] <1 (por construgao). Como |-| é ndo-arquimediano (e portanto “todos os tridngulos

sao isésceles”), segue da proposicao 2 que

In| = |rp+s| = |rp+1] <max{|rp|,1} = 1.

Finalmente, para qualquer n € Z, podemos escrevé-lo como n = p”n’ com ptn’; o que

implica que |n’| = 1. Entao,

[n = [pl”|n'| = Ip" =7,

onde ¢ = [p| ' > 1.

Portanto, |-| é equivalente ao valor absoluto p-adico.

27



5. CONSIDERACOES FINAIS

As consideragoes desenvolvidas ao longo deste trabalho evidenciam o papel central do
Teorema de Ostrowski na compreensao da estrutura aritmética do corpo dos ntimeros raci-
onais e de seus possiveis completamentos. Esse teorema estabelece que todo valor absoluto
nao trivial definido em Q é equivalente ao valor absoluto usual ou a algum valor absoluto
p-adico, associado a um nimero primo p. Tal resultado impoe uma classificagdo completa e
exaustiva, mostrando que nao existem outros tipos de valores absolutos além desses.

Como consequéncia direta dessa classificagao, torna-se possivel ampliar o corpo dos
nimeros racionais de maneira sistematica, concluindo que os tinicos corpos completos obtidos
a partir de Q sdo o corpo dos numeros reais R e, para cada primo p, o corpo dos niimeros
p-adicos Qp. O corpo R surge como o completamento de Q em relagao ao valor absoluto
usual, enquanto cada @Q, é obtido por meio do valor absoluto p-adico correspondente. Em
ambos 0s casos, preserva-se uma propriedade fundamental: o conjunto dos niimeros racionais
é denso no corpo completo resultante, assim como ocorre na construgdo dos nimeros reais.

Dessa forma, o Teorema de Ostrowski constitui uma ferramenta essencial para a te-
oria dos nimeros moderna, pois fornece o alicerce tedrico necessario para a construgao e o
estudo dos niimeros p-adicos. Esses corpos desempenham um papel crucial na resolucao de
problemas envolvendo divisibilidade, congruéncias e equacoes diofantinas, além de apresen-
tarem aplicagOes relevantes em areas como criptografia e codigos de correcao de erros. Assim,
o teorema nao apenas esclarece a natureza dos valores absolutos em @Q, mas também abre

caminho para desenvolvimentos profundos e aplicagoes amplas dentro e fora da matematica.
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