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RESUMO

O objetivo principal desta monografia é dar uma caracterizagdo dos inteiros que podem
ser escritos como soma de dois quadrados. Esse é um resultado cldssico da Teoria
dos Ntmeros, cuja descoberta é atribuida a Fermat (1601-1665). A parte essencial da
demonstracdo consiste em caracterizar os primos que sao soma de dois quadrados,
mais precisamente, se p > 2 é um primo que é soma de dois quadrados, entdo p é da
forma 4k + 1. Esse tltimo enunciado foi enviado em uma carta de Fermat para Mersenne
(1588-1648) em 1640. O matematico Euler (1707-1783) daria uma demonstracao desse
resultado em 1754. Nesta monografia daremos uma demonstragdo moderna desse
resultado de Fermat, seguindo a abordagem classica de usar certas propriedades do
anel dos inteiros gaussianos, que sdo nameros complexos da forma z =a+bi coma,b

inteiros e i2 = —1.

Palavras-chave: anéis euclidianos; inteiros gaussianos; primos gaussianos; niimeros

primos; soma de quadrados.



ABSTRACT

The main objective of this monograph is to characterize the integers that can be written
as the sum of two squares. This is a classical result in Number Theory, whose discovery is
attributed to Fermat (1601-1665). The essential part of the proof consists in characterizing
the prime numbers that are sums of two squares; more precisely, if p > 2 is a prime and
can be expressed as the sum of two squares, then p is of the form 4k + 1. This statement
was sent by Fermat to Mersenne (1588-1648) in a letter dated 1640. The mathematician
Euler (1707-1783) provided a proof of this result in 1754. In this monograph, we present
a modern proof of this result, following the classical approach based on properties of
the ring of Gaussian integers, which are complex numbers of the form z = a + bi, where a

and b are integers and i = —1.

Keywords: Euclidean rings; Gaussian integers; Gaussian primes; prime numbers; sum
of squares.
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INTRODUCAO

Dizemos que um terno (a, b, c) de inteiros positivos é pitagdrico quando a?+b% =2
q p pitag q

Por exemplo, (3,4,5) é um terno pitagérico, pois 32+ 4% =52, O terno (5,12,13) também
é pitagorico porque 52 + 122 = 132, O significado geométrico da igualdade 3% + 42 = 5
é que existe um tridngulo retdangulo com hipotenusa medindo 5 unidades e catetos
medindo 3 e 4 unidades.

Desde a Grécia antiga, ja se sabia que hé infinitos tridngulos retangulos cujas
medidas sdo nliimeros inteiros, isto é, sabiam como gerar todos os inteiros positivos a,b
e ¢ tais que a* +b? :c2

Observe que igualdades como 2 = 1? + 1% ou 5 = 22 + 1% representam tridngulos
retdngulos cujos catetos tém medidas inteiras mas cujas hipotenusas tém medidas
irracionais uma vez que V2 e V5 sdo nimeros irracionais.

Aqui surge uma pergunta natural: quais inteiros positivos 7 sdo tais que n = a* + b?
com a e b inteiros positivos? E bem conhecido que, se 7 ndo for um quadrado perfeito,
entdo Vn é um ndmero irracional. Assim, quando 7 ndo é um quadrado perfeito, a
igualdade 1 = a* + b* representa um tridngulo retangulo com hipotenusa V7 (irracional)
e catetos de medidas inteiras a e b.

Voltando a pergunta feita anteriormente: se n for um inteiro tal que n = a* +b?,
entdo, considerando todos os casos possiveis para os valores de a e b, temos: a = par
e b =par;a = par e b = impar; a = impar e b = impar, ndo é dificil verificar que n é da
forma 4k, 4k +1 ou 4k + 2.

Nao é dificil verificar que, em cada um desses casos, n serd congruente a 0, 1 ou 2
moédulo 4, isto é, n serd da forma 4k, 4k +1 ou 4k + 2.

A identidde a seguir aparece em um livro de Fibonacci [*|(sem os créditos), mas ja
era conhecida muito tempo antes pelos drabes (Shokranian, 2010):

(@ +b?)(c? +d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)?.

Essa identidade implica que, se dois inteiros podem ser escritos como soma de
dois quadrados, entdo o seu produto também pode ser representado como soma de dois
quadrados.

Da afirmagdo acima decorre o seguinte: como todo inteiro n pode ser decomposto
como um produto de fatores primos (Teorema Fundamental da Aritmética), se todos os
primos nos quais n se decompde forem soma de dois quadrados, entdo n também sera

uma soma de dois quadrados.

Os ternos pitagoricos (4, b, c) sdo gerados pelas relagdes a = m* —n?,b =2mn e c = m?+n*, com m > n > 0.
2 Fibonacci (cerca de 1180-1250) ou "filho de Bonaccio" é 0 nome pelo qual Leonardo de Pisa, matemético

e comerciante italiano, era conhecido.



Assim, a pergunta inicial pode ser refinada: quais primos p sdo soma de dois
quadrados? Esses primos que sdo soma de dois quadrados vao "gerar" todos os inteiros
que sdo soma de dois quadrados.

Como os inteiros da forma 4k ou 4k + 2 sdo sempre pares, concluimos o seguinte:

Se p é um primo que é soma de dois quadrados, entdo
p =2 (pois 2 =1%2+1%) ou p é da forma p = 4k + 1. (1)

Examinando uma pequena lista dos primeiros niimeros primos, observamos que,
de fato, apenas os primos da forma 4k +1 (e o ntimero 2) podem ser escritos como soma
de dois quadrados. Os primos da forma 4k + 3 ndo admitem tal representacao.

2=12+17 19=4x4+3 47 =4x11+3 79 =4%x19+3
3=4%0+3 23=4%x5+3 53 = 72 422 83=4x20+3
5=1%+22 29 = 52 422 59=4x14+3 89 = 8% + 52

7=4%x1+3 31 =5%+22 61 = 5% + 62 97 = 9% + 42

11=4x2+3 37 = 6% +12 67 =4x16+3 101 = 10% +1?
13 =2%2+32 41 =5 + 42 71=4x17+3 103 =4%x25+3
17 = 1% + 42 43=4x10+3 73 = 8% 432 107 =4x26+3

Aqui surge uma pergunta natural, cuja resposta positiva, juntamente com a

conclusio em (T)), caracterizaria os primos que sao soma de dois quadrados:
Todo primo da forma 4k +1 é uma soma de dois quadrados?

Em 1640, Pierre de Fermat (1601-1665), um advogado e conselheiro do parlamento
francés, que em seu tempo livre se dedicava a matemaética, escreveu uma carta destinada

a Mersenne contendo o seguinte enunciado: "Um primo da forma 4k+1 pode ser
representado como a soma de dois quadrados.” (2011}, p. 391)).

Figura 1 — Pierre de Fermat

N
Fonte: (1906)



Uma vez caracterizados os primos que sdo soma de dois quadrados, pode-se
estender a pergunta para um inteiro qualquer e buscar alguma caracterizacdo dos
inteiros 7 tais que 1 = a® + b2

Como ja dissemos acima, como todo inteiro pode ser escrito como um produto
de fatores primos, segue que uma caracterizacio de 1 = a° + b* esté relacionado com o
problema da caracterizacdo dos primos que sdo soma de dois quadrados. De fato, o
cerne do problema foi resolvido por Fermat em sua carta a Mersenne.

Fermat publicou pouco durante sua vida, porém os principais matematicos da
época mantinham diversas correspondéncias cientificas com ele. Dentre as contribui¢oes
de Fermat, a fundacdo da moderna teoria dos niimeros é destacada por Eves| (2011, p.
390) como a mais importante.

O apreco de Fermat pela teoria dos ntmeros teria surgido através do livro
Aritmética, de Diofanto. Muitas contribui¢cdes de Fermat a teoria dos nimeros foram
feitas por notas e enunciados as margens desse livro (Eves, 2011, p. 390).

Ainda, segundo Eves (2011, p. 391), a primeira demonstracdo do enunciado de
Fermat, juntamente com a prova da unicidade da representa¢do dos primos da forma
4k +1 como soma de dois quadrados, foi apresentada por Euler em 1754.

Os métodos de prova de Fermat foram completamente perdidos até 1879, quando
um documento intitulado Relation des découvertes en la science des nombred| foi encontrado
entre os manuscritos de Huygens na biblioteca de Leyden; parece que Fermat usou
um método indutivo, chamado por ele de la descente infinie ou indeﬁnieﬁ (Cajori, 1909,
p- 211). André Weil sugeriu plausivelmente que a prova de Fermat teria sido muito
semelhante aquela que Euler mais tarde reivindicaria (Gray, 2018, p. 1).

O objetivo principal desta monografia é caracterizar os inteiros que podem ser
escritos como soma de dois quadrados (Teorema [3.4.4). Para provar esse resultado
principal, é crucial a caracteriza¢do dos primos que sdo soma de dois quadrados (Teorema
3.4.2).

Para provar que os primos da forma 4k + 1 sdo soma de dois quadrados, seguiremos
a prova apresentada por Herstein| (2005)). Essa prova usa o chamado anel dos inteiros
gaussianos, denotado por Z][i], que sdo nimeros complexos da forma o =a+bicomae
b inteiros.

O anel Z[i] possui propriedades andlogas aquelas de Z, o anel dos inteiros. Uma
propriedade crucial em Z é que se p é um primo que divide o produto ab, entdo p divide
a ou p divide b.

Em Z][i] ha a nogdo de primo gaussiano, e vale uma propriedade andloga: Se a é

um primo gaussiano que divide o produto fy, entdo « divide p ou a divide y.

3 "Relacdo das des-cobertas na ciéncia dos nimeros". (traducdo nossa).

"a descida infinita ou indefinida". (tradugao nossa)
André Weil (1906-1998) foi um matematico francés conhecido pelas suas obras sobre teoria dos
nimeros e geometria algébrica.
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Apenas para ilustrar como certas propriedades em Z se comportam ao serem
estendidas para Z[i], observe o seguinte: se p = a* +b* é um primo em Z, entdo
p= a% +b? = (a+ bi)(a - bi). Logo p ndo é um primo gaussiano em Z[i].

Esta monografia estd dividida em trés capitulos. No primeiro, apresentaremos
a definicdo de anel e provaremos algumas de suas propriedades fundamentais. Em
seguida, introduziremos os chamados anéis euclidianos, que sao anéis com propriedades
andlogas aquelas do anel dos inteiros Z. O objetivo principal deste capitulo é provar
que se 1t é um elemento primo em um anel euclidiano A e 7t divide ab, entdo 7 divide a
ou 7t divide b.

No segundo capitulo estudaremos alguns teoremas importantes no anel Z dos
inteiros como o Pequeno Teorema de Fermat (Proposi¢ao[2.2.7)), o Teorema de Wilson
(Proposicao e um teorema de Euler (Teorema 2.3.T). Como esses resultados sdo
geralmente expressos usando a notagdo de congruéncia, abordaremos brevemente esse
conceito. O resultado mais importante deste capitulo é o teorema de Euler, que fornece
uma caracterizacdo dos primos da forma p = 4k +1 em termos da existéncia de solugdo
para certas equagdes em Z.

No terceiro capitulo provaremos o Teorema que é o resultado principal
desta monografia: um inteiro n pode ser representado como soma de dois quadrados se,

e somente se, ele tiver uma fatoragdo em primpos da forma

n=20pMpy%2 .., g Prg,P2 . g P
onde cada p; € um primo da forma 4k +1, cada q; ¢ um primo da forma 4k +3, « e cada
; sdo inteiros ndo negativos e todos os f; sdo inteiros pares.

Para provar esse resultado, vamos estudar, nesse capitulo, algumas propriedades
do anel dos inteiros gaussianos Z][i], incluindo a prova de que Z[i] é um anel euclidiano.
Isso garantird a validade da Proposicdo[1.1.30|nesse anel. Essa proposigao, juntamente
com o Teorema de Euler (Teorema [2.3.T), nos permitira provar o Lema o resultado
chave para provar o nosso resultado principal.
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1 ANEIS

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades de anéis euclidianos, que sdo
anéis com propriedades andlogas aquelas do anel dos inteiros Z. A propriedade mais
importante de um primo p em Z é que se p divide ab, entdo p divide a ou p divide b.

O objetivo principal deste capitulo é estender esse resultado a anéis euclidianos
quaisquer, isto é, vamos mostrar a seguinte propriedade: se  é um elemento primo em

um anel euclidiano A e 7t divide ab, entdo 7 divide a ou 7 divide b.

1.1 ANEIS EUCLIDIANOS

Vamos comecar definindo um anel. Em todo o texto o conjunto dos nimeros

naturais serd denotado por N ={1,2,3,...}.

Definicao 1.1.1. Um anel (A,+,-) é um conjunto A, munido de uma operagio + (chamada

adicdo) e de uma operagio - (chamada multiplicaciio) que satisfazem as sequintes propriedades:
(1) A adigdo é associativa, isto é

(a+b)+c=a+(b+c), para quaisquer a,b,c € A.

(2) Existe um elemento neutro com respeito a adicio, denotado por 0, tal que

a+0=a=0+a, para qualquer a € A.

(3) Todo elemento a € A possui um inverso com respeito a adi¢do, denotado por —a, tal que

a+(—a)=0e(—-a)+a.

(4) A adigdo é comutativa, isto é

a+b=>b+a, para quaisquer a,b € A.

(5) A multiplicagdo é associativa, isto é

(a-b)-c=a-(b-c), para quaisquer a,b,c € A.
(6) A adigdo é distributiva relativamente a multiplicagdo, isto é

a-(b+c)=a-b+a-ce (a+b)-c=a-c+b-c, para quaisquer a,b,c € A.
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Um anel A é comutativo se a-b = b-a, para quaisquer a,b € A.

Um anel A é com unidade se existir o elemento 1 € A (chamado elemento unidade)
talque l-a=a=a-1 paratodoa € A.

Observe que se um anel possuir elemento unidade, ele é tnico. De fato,se 1 e 1’
sdo unidades de uma anel A, entio1=1-1"=1".

Seja M, o conjunto de todas as matrizes 2 X2 com entradas em IR, o conjunto dos
nameros reais. A operacdo de soma de duas matrizes a = (a;;) e b = (b;j) em M é definida

por
an e | bi1 b2 _[ o+t bi1 a2 +b12
ax1 A ba1 b a1 +by1 axn +byp

E a operagdo de multiplicagdo é definida por

( a11 a2 ][ bi1 b1z ):( a11-bi1+ap-byr arr-bip+ap-byp ]

ax1 Ay by1 by ap1-b11 +ax by apy-bip+axp-bxp

Pode-se mostrar que essas opera¢des de soma e multiplicagdo de matrizes satisfazem as
propriedades (1)-(6) da Definicdo logo M; é um anel.

Fixemos a seguinte notagdo para estas matrizes especiais:

(o), (o1}, (o0},  _foo0
11 — 00/12_ 0 0 s €21 — 1 0 22 — 01

Observe que é12 €21 = €11, porém €21 €12 = €. Portanto MZ nao é um anel comu-
tativo.

0
A matriz e = ( 0 1 J é o elemento unidade do anel pois

Lo VIS oo A 2

Portanto M é um anel com unidade. Esse anel com unidade (e ndo comutativo) é
chamado de anel das matrizes 2 X 2.

De modo anélogo defini-se o anel das matrizes n Xn (com entradas em R),
denotado por M,,. As operagdes desse anel e algumas de suas propriedades costumam
ser estudadas no segundo ano do Ensino Médio.

Exemplo 1.1.2. O conjunto dos niimeros inteiros Z. = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...} munido das

operagdes usuais de adicdo e multiplicacdo é um anel comutativo com unidade.

O anel Z é chamado anel dos inteiros e o estudo das suas propriedades inicia-se
no Ensino Fundamental. Neste trabalho faremos um estudo mais aprofundado do anel
Z, necessarios a demonstragdo do nosso resultado principal.
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Exemplo 1.1.3. Pode-se mostrar que o conjunto Z[i] ={a+bi|a,b € Z}, onde i? = =1, munido
das operagdes de adicdo e multiplicagio, definidas por

(@a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+4d)i, (1.1)
(a+Dbi)(c+di) = ac—bd+ (ad+bc)i (1.2)

é um anel comutativo com unidade. Ele é chamado de anel dos inteiros gaussianos.

Um inteiro gaussiano a = a + bi € Z[i] é um caso particular de nimero complexo
z=a+bicoma,beRei*=-1. Os nimeros complexos costumavam ser estudados no
altimo ano do Ensino Médio, juntamente com as equagdes algébricas.

E um trabalho rotineiro mostrar que as operagdes de soma e multiplicagio sobre
Z][i], definidas em e (I.2), satisfazem as propriedades (1)-(6) da Defini¢do [1.1.1}

Para ilustrar a maneira como se demonstra essas propriedades, vamos apenas
mostrar que a multiplicagdo definida em Z[i] é comutativa e que ela tem unidade.

De fato, dados a =a+bi e f = c+di em Z][i], temos

ap = (a+bi)(c+di) = ac—bd + (ad + be)i.
Por outro lado
Ba = (c+di)(a+bi) = ca—db+ (cb+da)i.

Comparando as duas igualdades acima, temos aff = fa. Portanto a operagdo definida
em (1.2) é comutativa.
Observe que

(1+0i) - (a+ bi)
(a+bi)(1+0i)

(1-a=0-b)+(1-b+0-a)i=a+Dbi,
@1-b-0)+(b-1+a-0)=a+bi.

Logo 1 =1+0i é o elemento unidade do anel Z[i].

Definicao 1.1.4. Dizemos que um anel A é de integridade quando ele é comutativo e vale a
seguinte propriedade: se ab =0, entdo a =0 ou b =0, para quaisquer a,b € A.

Observe que Z é um anel de integridade. De fato, Z é um anel comutatitvo no
qual ab = 0 implica a = 0 ou b = 0. Como veremos adiante (Corolario , Z][i] também
é um anel de integridade.

O anel das matrizes M, ndo é de integridade por dois motivos: primeiro, a
operacdo de multiplicacdo ndo é comutativa (como ja vimos acima); segundo, ej1e22 =0,

0

onde 0 = ( 0 ] é a matriz nula de M,.

Proposicao 1.1.5. Seja A um anel qualquer e a,b elementos quaisquer de A. As segquintes

propriedades sdo satisfeitas:
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(i) 0-a=0ea-0=0para todoac A.
(ii)) —(ab) = (—a)b = a(-D).
Demonstracao.

(i) SeacA,entdoa-0=a(0+0)=a-0+a-0, estd equagdo implicaquea-0=0+0=0,
entdoa-0=0.

(ii) Observe que
ab+a(-b)=a+(-b))=a(b-b)=a-0=0.

Entdo ab+a(-b) = 0 = a(-b) = —(ab).
Observe ainda que
0=a(b+(-b))=ab+a(-b) = b(a+a(-1)) = b(a+ (—a)) = ba+ b(—a).
Entao temos —(ab) = (—a)b. Portanto —(ab) = (—a)b = a(-b). O

Definic¢do 1.1.6. Dizemos que um anel de integridade A é euclidiano se para todo a € A nio
nulo estd definido um inteiro ndo negativo d(a) tal que

(i) Para quaisquer a,b € A, ambos ndo nulos, existem q,r € A tais que a = bq+r, onde r =0
ou d(r) < d(b)

(ii) Para quaisquer a,b € A, ambos nio nulos, d(a) < d(ab).

Veremos mais adiante que Z é um anel euclidiano (Proposicao(1.1.11). No Capitulo
2 veremos que Z[i] também é um anel euclidiano (Proposicdo3.2.5).

Definicao 1.1.7. Sejam a e b elementos de um anel comutativo A. Dizemos que a divide b se
existir ¢ € A tal que b = ac.

No anel Z, 4 divide —12 pois —12 = 4-(-3); ainda, 0 divide 0 pois 0 =0-1.
No anel Z[i], 2+ 3i divide —1 + 5i pois —1 + 5i = (1 +1)(2 + 3i).

Em um anel A, quando a divide b, escrevemos a | b. Quando a divide b também
dizemos que b é mdltiplo de a.

Sejam a,b elementos de um anel A. A operagdo de subtragdo é definida por
a—-b=a+(-b).
Proposicao 1.1.8. Sejam a, b, c, d elementos de um anel comutativo A.
(i) Sea|bealcentioa](b+c).

(ii) Sea|bec|dentioac|bd.
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(iii) Sea|bentdo a|bd.
(iv) Sea|bentdoa" | b" para todo n € IN.
Demonstracgao.

(i) Seal|bea]|c temos que, b=am e c =an, onde m e n € A. Se somarmos b e c,
entdo b+c =am+an =a(m+n); onde temos a | (b +c). Se subtrairmos c de b, entao

b—c=am—an=a(m—n); onde temos a | (b—c). Logoa| (b+c).

(ii) Se a | b, tomando e c|d temos que; b =am e d =cn, onde m e n € A. E entdo
bd = (am)(cn), e pela propriedade associativa e comutativa da multiplicagao,
bd = (ac)(mn). Logo ac | bd.

(iii) Sea|b, tomando ¢ =1 no item anterior temos que a | bd.

(iv) Sea|b temos pelo item (ii) que aa | bb, isto é a* | b2 Aplicando novamente o item
(ii) temos que a® | b? implica (@®)a | (b?)b, isto é a® | b°. Prosseguindo assim, vemos
que a” | b" para cada n € IN. O

1.1.1 O ANEL DOS INTEIROS

Nesta se¢do vamos mostrar que o anel dos inteiros Z é um anel euclidiano, ou seja,
ue em Z vale o oritmo da Divisdo. E esse resultado que fundamenta o "algoritmo
q Z vale o Algoritmo da D E Itado que fund ta o "algorit

da chave", que é ensinado ja no Ensino Fundamental.
Definicao 1.1.9. Seja B um subconjunto de Z.

(i) Dizemos que B é limitado inferiormente se existir um inteiro k € Z. tal que k <b, para todo
inteiro b € B.

(ii) Dizemos que by € B é o minimo de B se by < b, para todo b € B. O minimo de B é denotado
por by = min(B).

Como exemplo, o minimo do conjunto IN dos ntimeros naturais é 1. O conjunto

B={...,-3,-2,-1} dos inteiros negativos ndo possui minimo.

Agora podemos enunciar o Principio da Boa Ordem.

Proposicao 1.1.10 (Principio da Boa Ordem). Todo conjunto ndo vazio de inteiros limitado
inferiormente tem minimo.

Pode-se provar que o Principio da Boa Ordem é equivalente ao Principio de
Inducdo Finita, que ndo abordaremos aqui. Ao leitor interessado, sugerimos o Capitulo
1 deLimal (2014).

Uma consequéncia do Principio da Boa Ordem é o Algoritmo da Divisao.
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Proposicdo 1.1.11 (Algoritmo da Divisdo). Dados dois inteiros a e b, com b # 0, existem e

sdo 1nicos os inteiros q e r tais que
a=bg+ronde0<r<]|bl

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar primeiro a existéncia desses niimeros. Comecaremos

estudando o caso em que b > 0. Considere o conjunto
S={a—-bk|keZ, a—bk>0}.

Observe que S é ndo vazio:sea > 0entdoa—b-0€ S;sea <0entdoa—(2a)b =a(1-2b)>0
(pois 1-2b < 0), donde a—(2a)b € S.

Pelo principio da Boa Ordem existe um elemento minimo r € S, comr =a—gb >0
para algum g € Z.

Temos que a = bg +r de modo que, para demonstrar que estes inteiros estdo nas

condi¢des do enunciado basta provar que r < b. Suponha por absurdo que r > b. Entdo
a-bg+1)=bg+r-bg+1)=r-b>0,

logo a—b(g +1) também pertenceria a S. Masa—b(g+1) =a—-bg—-b=r—-b<r,queéo
minimo de S, uma contradigao.

Se b <0, como —b > 0, pelo resultado anterior, existem g; e r1 tais que a = (=b)q; +11
e 0 <r; <-=b. Escrevendo a = b(—q1) + r1 vemos que, neste caso, os inteiros —q; e r1 estdo
nas condi¢des do enunciado.

Vamos imaginar, que se pudesse determinar outro par de inteiros q; e rq, tais que
a=>bgy+ry,com0<r; <b. Entdo qgb+r =0bqy +r; e, portanto, b(g—q1) =r1—r.Ser=ry,
entdo b(g—¢1) = 0 donde g —g; = 0 e temos também que q = ;. Suponhamos que r # rq,
digamos r > r1. Dai, o segundo membro da tltima igualdade seria estritamente negativo
e, como b > 0, entdo g — g1 também seria estritamente negativo e, portanto, g1 —q > 0, ou

seja, g1 —q > 1. Mas de b(g —q1) = r1 —r segue que

r=r1+b(qg1—q)

Levando-se em conta que b > 0, r; >0 e g; —g > 1, da dltima igualdade seguiria
que r > b, o que é absurdo. Da mesma forma, prova-se que a desigualdade r; > r também
é impossivel. O
Corolario 1.1.12. Dados dois inteiros a e b, com b > 0, existem inteiros q e r tais que a = bq+r

b
el =<z

<3
Demonstragiao. O Algoritmo da Divisdo garante a existéncia de inteiros g e r tais que

a=bg+rcom0<r<b.Se0<r< > ndo ha o que provar. Se 5 <r < b, basta observar



1.1. ANEIS EUCLIDIANOS 17

quea:(q+1)b+(r—b)e—gSr—b<0. O

A Proposicao [1.1.11) mostra que Z é um anel euclidiano. De fato, |a| é o valor
absoluto do ntimero a, que é definido por

a se a>0
la| =
—a se a<Q0.

A parte (i) da Defini¢do estd mostrada na Proposicao|l.1.11] A parte (ii) da
Definicao é valida devido a seguinte propriedade do valor absoluto: |ab| = |al|b|.

Veremos mais adiante (Proposicdo [3.2.5) que Z[i] também é um anel euclidiano.

1.1.2 MAXIMO DIVISOR COMUM

Nesta secdo vamos estender o conceito de maximo divisor comum a aneis

euclidianos quaisquer. Para fazer isso precisamos introduzir o conceito de ideal.

Definicao 1.1.13. Seja A um anel. Dizemos que um subconjunto I C A é um ideal de A se as

seguintes propriedades sio satisfeitas:
(i) Oel
(ii)) Se x,y € I entdo x+y €l
(iii) Se x € I entdo —x € .
(iv) Sexeleac€Aentdoax€lexa€l

O significado das propriedades (i)-(iii) da defini¢do acima é que se I é um ideal
de um anel A, entdo I contém 0, o elemento neutrodo anel A;ex,yel=>x+ycl. Em

outras palavras:

Oel

I é fechado para as operagdes de soma e subtragao.

O significado da propriedade (iv) é que um ideal I "absorve" produtos no anel.
Vejamos alguns exemplos de ideais.
Dado d € Z, seja ] = {dk | k € Z}. Vamos mostrar que | é um ideal de Z:

(i) Como0=4d-0, temos 0 € J.
(ii) Sejamx=dmey=dnem J. Entiox+y=(m+n)d € J.

(iii) Seja x =dm € J. Entdo —x = —(dm) = d(—m); logo —x € |.
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(iv) Dados x =dk € | e m € Z, temos mx = m(dk) = d(mk) € | e xm = (dk)x = d(kx) € |.

Assim | possui as propriedades (i)-(iv) da Definigdo e portanto é um ideal
de Z.

Em um anel qualquer A, néo é dificil verificar que o subconjunto {0} e o préprio A
satisfazem as propriedades (i)-(iv) da Defini¢do Portanto {0} e A sdo ideais de A;
eles sdo chamados de ideais triviais de A.

Nosso objetivo a seguir é mostrar que os tinicos ideais do anel M, das matrizes

2 X2 sdo os triviais. Mas antes, voltemos as matrizes

10 01 00 00
e11 = , €12 = , 631 = eey =
oo/ loo) ™ (10) ™ |o1
) , . 1 se i=j
Vamos chamaé-las de matrizes bdsicas. Se pusermos 51']' = 0 i pode-se
se 1#]
verificar que a seguinte igualdade é verdadeira:
eijex = O jkei- (1.3)

A relacdo [1.3|nos fornece uma maneira prética de calcular o produto de duas

matrizes bdsicas. Ela também pode ser usada para calcular o produto de duas matrizes

quaisquer de M.
Sejaa = e em Mj. Observe que
az1 a2
a11 A1z _ a1 0 + 0 ain + 0 O + 0 0
ar1 dp 0 0 0 O an 0 0 an»
10 N 01 N 00 g 00
=a . a . a . .

"loo O 110 27101

Assim a = ajjeq1 +4ajpe1p +az1€21 + €. Vejamos um calculo especifico que usaremos

mais adiante:

ernaery = epr(anenr +apenn +aniex1 +axexn)err = (arie1 +apen)en = aienn
ernaeyr = epr(arerr +apein +aniex1 +axern)er = (ajie1n +ape1n)enn = ajpenn
erpaer; = ep(arie1n +anern +azien +axnexn)ern = (a21e11 +axern)err = azeqn
eppaer; = eqp(ayier +anern +azien +axnexn)en = (a21e11 +axne1n)ex1 = axer.

Também podemos observar

ex1ae1y = ep1(arienn +anein +axex +axexn)err = (a1ex1 +axern)err = ajjen
ex1aex = ep1(ajienn +4aeip +axex +axexn)exn = (a1ex1 +ae12)exn = ajxen
epaery = exp(ajiern +4apein +ax e +axexn)err = (ax1e11 +axnern)err = axen

epaern = expl(ajier +aein +ae +axexn)en = (az1e11 +ae12)e2 = 422€2;.
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Os calculos acima mostram que se a = (4;;) entdo
811"11'6]'1 :al-]wen e 821"61-6]'2 2111']"622. (1.4)

Agora estamos em condic¢des de mostrar que os tinicos ideais de M, sdo os triviais.
Seja I um ideal de M, e vamos assumir que I # {0}. Assim I contém uma matriz a
ndo nula, isto é, a4 possui algum elemento ndo nulo 4,5 # 0. Segue das relac¢oes ern e

da defini¢do de ideal que

e1r-a-es1 = e €1 e exr-a-ep =apexn €1.
ars 0 as 0) (0 0
= + el,
0 ax 0 0 0 ay
ll;sl (31 . Ay 0 _ 10 cl
0 a, 0 ay 01

1
Como [ 01 ] é o elemento unidade do anel M, segue que

a b a b 10
= : el
c d c d 01
para quaisquer a,b,c,d € R, isto é, [ = M. Acabamos de provar que se I ¢ um ideal de

M5 entdo I = {0} ou I = M>.
O exemplo seguinte serd importante para os nossos objetivos.

Dai concluimos que

assim

Exemplo 1.1.14. Seja A um anel comutativo e a € A. O conjunto {ay = {ax | x € A} é um ideal
de A.

De fato, vamos mostrar que o conjunto (a) satisfaz as propriedades (i)-(iv) da
Defini¢do|(1.1.13

(i) Como 0 =a-0 (Proposicado (1)), temos que 0 € (a).

(ii) Sejam b,c € (a). Assimb=axec=aycomx,y € A. Como b+c=ax+ay =a(x+y)
(Definigao (6)) segue que b+c € {a).

(iii) Dado b € (a), temos b = ax com x € A. Como —b = —(ax) = a(—x) (Proposicao[I.1.5
(ii)), segue que —b € (a).

(iv) Dadosbe{ayece A, temos b =ax com x € A. Como bc = (ax)c = a(xc) (Definicao
(5)) temos que bc € {a). Nesta segunda parte, usaremos a comutatividade:
cb = c(ax) = (ca)x = (ac)x = a(cx); logo cb € (a). O
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Proposicao 1.1.15. Todo ideal de Z. é da forma {d) = {dn | n € Z} para algum d € Z.

Demonstragao. Seja | um ideal de Z. Se | = {0} entdo | = (0). Suponhamos que | # {0}.
Assim existe a € [ com a # 0, e temos —a € J. Portanto o conjunto S = {a € [ |a > 0} é ndo
vazio. Pelo Principio da Boa Ordem (Proposicdo o conjunto | possui minimo
d > 0. Vamos provar que | = (d).

Notamos que (d) C | porque sed € | e n € Z entdo dn € | pois | absorve produtos
a direita. Assim é suficiente provarmos que | C (d).

Seja b € | um elemento qualquer. Pelo Algoritmo da Divisdo (Proposicdo
existem g,r € Z tais que

b=gd+ronde0<r<d.

Daisegue que 0 <r=b—-gd <d.Comobe q-d pertencem a | segue que r € [ com 0 <r <d.
Pela minimalidade de d segue que r =0 e portanto b = gd € |. Portanto | C(d) e
consequentemente | = (d) O

A Proposigao nos dd uma forma para todos os ideais de Z. Note que a
chave da demonstragao estd no uso do Algoritmo da Divisdo, ou seja, esta fato de Z ser
um anel euclidiano.

De fato, a demonstragdo da Proposicdo pode ser estendida para anéis
euclidianos quaisquer, usando a funcéo d : A — IN dada na Defini¢éo[I.1.6)no lugar do
valor absoluto d(a) = |a|, que aparece na Proposigao

Se a é um elemento de um anel comutativo A, fixemos a seguinte notagéo:

(a)y ={ax|x € A}.

Proposicao 1.1.16. Seja A um anel euclidiano e I um ideal de A. Entdo I = {(a) para algum
a€A.

Demonstracao. Se I = {0}, como 0 = 0-x para todo x € A (Proposigdo (i)), temos que
I'=(0). Assim podemos admitir que I # {0}, isto €, que existe a € I ndo nulo. Seja a € I tal
que d(a) seja minimo. Esse elemento existe porque a funcdo d assume valores em IN e a
Proposi¢ao[1.1.10|pode ser aplicada no conjunto dos valores d(x) com x € I.

Seja b € I. Existem g, 7 € A tais que b = ag+r onde r = 0 ou d(r) < d(a) (Defini¢ao[1.1.6]
(i)). Comoa,beleléumideal de A, segue que r = b—aq pertence a I. Pela minimalidade
de d(a) ndo podemos ter d(r) < d(a), logo deve ser r =0, e portanto b = aq. Assim I = {(a).0

Agora estamos prontos para introduzir o conceito de maximo divisor comum
em anéis euclidianos quaisquer. Vamos comecar com a defini¢do de maximo divisor

comum no anel Z dos inteiros.

Definicdo 1.1.17. Sejam a e b inteiros quaisquer. Um inteiro d > 0 chama-se mdximo divisor
comum de a e b se as duas condigdes abaixo sio satisfeitas:



1.1. ANEIS EUCLIDIANOS 21

(i) d|aed|b;
(ii) Seclaec|b, entioc|d.

Note que as condig¢des (i) e (ii) da defini¢do acima implicam que d é de fato o
maior inteiro positivo que divide a e b.

Para ver isso, observe que se um inteiro c é tal que c|a e c| b, entdo, pela condicao
(ii) da Definigdo devemos ter ¢ | d. Logo d = ccy, e isso implica que c < d.

Note também que um méximo divisor comum de a e b, se existir, é tnico.

Para ver isso observe que se d e d’ forem méximos divisores comuns de a e b, entdo
dlaed|b=d|d ed|aed|b=>d|d.

Comod |d" implicad <d" ed’ |dimplicad’ <d, temosd =d’.
Porém a Definicao ndo garante a existéncia do maximo divisor comum.

Vamos provar isso como uma consequéncia do fato de que todo ideal de Z ser da forma
(d) ={dn|n € Z} para algum d € Z (Proposi¢ao|1.1.15). Comecemos com o

Exemplo 1.1.18. Para quaisquer a,b € Z o conjunto | = {ma+nb|m,n € Z} é um ideal Z.
Vamos mostrar que | possui as propriedades (i)-(iv) da Defini¢do
(i) 0€Jpois0=0-a+0-b.
(ii) Sex ey pertencem a J, entdox =ma+nbey=m'a+n’'b. Assim
x+y=(ma+nb)+(m'a+n'b)=(m+m"a+m+n’)b,

e portanto x + y pertence a J.

(iii) Se x = ma+ nb pertence a | entdo

—x = —(ma+nb) = (-1)(ma+nb) = (—1)(ma) + (-1)(nb) = (—m)a + (—n)b.

Logo —x pertence a J.

(iv) Dados x =ma+nb € | e c € Z temos que xc = (ma+nb)c = m(ac) +n(bc) € J]. Como Z

é um anel comutativo, xc =cx € J.

Proposicao 1.1.19. Quaisquer dois inteiros a e b em Z possui mdximo divisor comum d. Mais
ainda, existem inteiros r e s tais que d = ra + sb.

Demonstragio. Pela Proposigédo oideal [ = {ma+nb|m,n € Z} é da forma | = {d)
para algum d € Z. Agora observe quea=1a+0b€Jeb=0a+1b€ ]. Assima e b sdo
multiplos de d, consequentemente d | a e d | b. Agora observe que | = (d) implica a
existéncia inteiros r e s tais que d = ra+sb.Se c |a e c| bentdo c | ra e c | sb (Proposicdo m
(iii)), logo c divide ra +sb = d (Proposicao (i)). Mostramos, portanto, a existéncia do
maéximo divisor comum de dois inteiros quaisquer. m|
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Lema 1.1.20. Para quaisquer a e b em um anel comutativo A, o conjunto | = {Aa+ub| A, u € A}
é um ideal de A.

A demostracdo de que | ={Aa+pub| A, u € A} é um ideal de A é a mesma do
Exemplo(1.1.18] bastando trocar os simbolos m e n por A e , respectivamente.

Trataremos a seguir do maximo divisor comum em anéis euclidianos quaisquer.

Definicdo 1.1.21 (Maximo Divisor Comum). Sejam a e b elementos de um anel euclidiano A.
Dizemos que d € A é mdximo divisor comum de a e b, denotado por d = (a,b), quando as duas
condigdes abaixo forem satisfeitas:

(i) d|laed|b.
(ii) Seclaec|b, entdoc|d.
Proposicao 1.1.22. Se A é um anel euclidiano, entiio A possui elemento unidade.

Demonstracdo. Seja A um anel euclidiano. Como A é um ideal de A, segue da Proposigdo
que A = (up) para algum uy € A. Assim todo elemento em A é um mdltiplo de uy.
Portanto, em particular, 1y = ugc para algum c € R. Se a € A, entdo a = xup para algum
x € A, donde ac = (xup)c = x(upc) = xup = a. Vemos assim que c é o elemento unidade
requerido. m|

A proposigdo seguinte garante a existéncia de maximo divisor comum entre dois

elementos quaisquer de um anel euclidiano.

Proposicdo 1.1.23. Seja A um anel euclidiano. Entdo quaisquer elementos a e b em A possui
um mdximo divisor comum d. Mais ainda, existem A, 1 € A tais que d = Aa+ ub.

Demonstragao. Seja | = {xa+yb | x,y € A}. Como | é um ideal A (Lema[I.1.20), segue
da Proposicdo que existe um elemento d € A tal que | =(d). Logo d = Aa+ ub
para certos A, u € A. Ora, pela Proposicao A possui elemento unidade 1, assim
a=1a+0b€e]Jeb=0a+1be]. Como | =(d), segue qued|aed]|b.

Suponhamos, finalmente, que c|a e ¢ | b, entdo c | Aa e c | ub (Proposigdo m
(iii)), de modo que c divide Aa+ ub = d (Proposicéo[I.1.§|(i)). Portanto d satisfaz as duas
condi¢des da Definigdo e assim d é 0o maximo divisor comum de a e b. O

1.1.3 ELEMENTOS PRIMOS

Nesta secdo vamos estender o conceito de nlimero primo a anéis euclidianos
quaisquer. A propriedade mais importante de um primo p em Z é que se p divide ab,
entdo p divide 2 ou p divide b.

Veremos que essa propriedade pode ser estendida para um anel euclidiano

qualquer.
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Defini¢ao 1.1.24. Seja A um anel comutativo com elemento unidade. Um elemento a € A é uma
unidade em A se existir um elemento b € A tal que ab = 1.

Por exemplo, as unidades do anel Z sdo 1 e —1. De fato, a equacdo ab = 1 admite
solugdes em Z apenas quando a = +1.

Veremos, como uma consequéncia da Proposicao que as unidades do anel
dos inteiros gaussianos Z[i] sdo 1,—1,i e —i.

Note que unidade e elemento unidade sdo conceitos diferentes. Por exemplo, ja
vimos, no inicio deste capitulo, que se um anel possuir elemento unidade ele é tnico.

Como vimos nos exemplos acima, um anel pode possuir mais de uma unidade.

Definicao 1.1.25. Em um anel euclidiano A dizemos que 1t € A é um elemento primo se T ndo

for uma unidade e se 7 = ab implicar que a ou b sdo unidades.

Assim, dizemos que um elemento é primo quando ndo puder ser fatorado de
maneira nao trivial.

Como as unidades de Z sdo +1, segue da Defini¢ao que p é um elemento
primo de Z se p # +1 e os tnicos divisores de p sdo +1 e +p. Aqui estd uma pequena
lista de elementos primos de Z : +£2,+3,+5,+7,+11,+13,+17,+19,+23,+29 e+ 31.

Como observado por Herstein, na fatoragdo, os primos negativos ndo introduzem
diferencas essenciais (Herstein, 2005| p. 22). De fato, observe, por exemplo, que 10 =
2:5=(=2)-(-5).

Assim, seguindo Herstein| (2005), daremos a seguinte defini¢do para elemento

primo em Z, que chamaremos apenas de primo:

Defini¢ao 1.1.26. Um inteiro p € Z é primo se p > 1 e os 1inicos divisores positivos de p sdo 1 e
o proprio p. Se um inteiro ndo é primo, diremos que ele é composto.

Aqui estd a lista dos primeiros 20 primos inteiros:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71.

Note que 5 é primo em Z mas ndo é primo em Z][i]. De fato 5 = 22+1%2=(2+01)2-0),
que é uma fatoragdo ndo trivial de 5 em Z][i].

Mais geralmente, se p é um inteiro primo e p = 4% + b* com a,b inteiros, entao
p = (a+ bi)(a—bi). Logo p ndo é um primo em Z[i]. Veremos, no Corolario que um

primo p € Z é primo em Z[i] se, e somente se, p = 4k + 3, para algum k € Z.

Se um inteiro primo p ndo divide a, entdo (p,a) = 1, isto €, o maximo divisor comum
de p e a é 1. Segue da Proposi¢do|1.1.19 que existem inteiros r e s tais que pr+as = 1.

Vamos escrever esse resultado na forma do

Lema 1.1.27. Se p é um inteiro primo que ndo divide um inteiro a, entdo existem inteiros r e s

tais que pr+as = 1.
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Agora estamos em condigdo de provar o principal resultado sobre inteiros primos

deste capitulo.
Proposicao 1.1.28. Seja p um inteiro primo e a,b inteiros quaisquer. Se p | ab entdo p |a ou p | b.

Demonstragao. Suponha que p divida ab mas que p nédo divida a; vamos mostrar que
p divide b. De p ndo dividir a segue do Lema que existem inteiros r e s tais que
pr+as = 1. Multiplicando ambos 0os membros dessa igualdade por b, temos que

p(rb) + (ab)s = b.

Como p |ab e p|p, segue da Proposi¢do (iii) que p divide prb e p divide abs.
Logo p divide a soma p(rb) + (ab)s (Proposigado (i)). Assim p | b. O

Agora estamos em condi¢des de estender a Proposicdo|l.1.28/para anéis euclidianos
quaisquer. Usaremos um lema anélogo ao Lema

Lema 1.1.29. Seja A um anel euclidiano com a,b,c € A. Sea|bc e (a,b) =1 entdoa|c.

Demonstra¢ao. Como vimos na Proposi¢ao o maximo divisor comum de a e
b pode ser escrito na forma Aa+ ub com A, u € A. Como supomos (a,b) = 1, segue que
existem A, u € A tais que Aa+ ub = 1. Multiplicando ambos os membros dessa igualdade
por ¢, obtemos Aac + pbc = c. Com a | be, por hipétese, e a | a, segue da Proposigao|[1.1.§

que a | Aac e a | ubc. Portanto a divide a soma Aac + pbc = ¢, provando o lema. m|

Proposicao 1.1.30. Seja rw um elemento primo em um anel euclidiano A. Se 1t | ab, onde a,b € A,

entido 1t |aou | b.

Demonstragao. Se 7 ndo divide a entdo (77,4) = 1. Pelo Lema|1.1.29|segue que 7t | b.
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2 ALGUNS TEOREMAS SOBRE NUMEROS PRIMOS

Neste capitulo, a menos que o contrério seja explicitado, estaremos trabalhando
no anel Z dos inteiros. Continuaremos estudando algumas propriedades desse anel.

O objetivo principal deste capitulo é demostrar o Teorema de Euler, que é o
seguinte: Seja p um nimero primo fmpar. Entdo a congruéncia x> = -1 (mod p) tem
uma solugdo se, e somente se, p =1 (mod 4).

Para provarmos esse Teorema de Euler utilizaremos o Pequeno Teorema de Fermat

e 0 Teorema de Wilson.

2.1 A INFINIDADE DOS NUMEROS PRIMOS

Tomando um inteiro qualquer n > 1, notamos que 7 é primo ou nao é primo. Se

ele ndo for primo, entdo ele é composto, isto é n =ab onde a >1 e b > 1. Por exemplo:
4=2-2,18=3-6, 105=3-35.

Prosseguindo, perguntamos se a ou b sdo ou ndo primos. Se algum deles for
primo, cessamos a fatoragdo. Se algum deles for composto, entdo o escrevemos como

um produto de dois inteiros maiores do que 1:

4=2-2,18=3-3-2,105=3-5-7.

Assim, comegando com um inteiro qualquer n > 1, podemos sempre escreveé-lo
como um produto de fatores primos. Mais ainda, essa decomposicdo de n em fatores

primos é tnica. Esse é o contetido do Teorema Fundamental da Arimética.

Proposicao 2.1.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo inteiro maior do que 1 pode

ser decomposto em fatores primos de maneira iinica, a menos da ordem dos fatores.

Demonstra¢ao. Vamos provar primeiramente que todo inteiro n > 1 pode ser decomposto
em um produto de fatores primos. Se n é primo ndo hd nada a ser demonstrado. Suponha
que n seja composto. Seja p; > 1 o menor dos divisores positivos de n (que existe, pelo
Principio da Boa Ordenacdo). Afirmamos que p; é primo. De fato, se p; fosse composto,
entdo existiria m > 1 tal que m | p; com 1 <m < pj. Assim m |n com 1 <m <pj, o que
contraria a minimalidade de p;. Logo n = p; - 11 com p; primo.

Se n; for primo terminamos. Caso contrério, tomanos p» como o menor fator de
n1. Pelo argumento anterior, p, é primo e temos que n = p1pany com pj e p2 primos.

Repetindo esse procedimento, obtemos uma fatoragdo completa n = p1paps3...p;
onde py1,p2,...,pr sd0 primos (ndo necessariamente distintos).

Agora vamos provar a unicidade dessa decomposicdo de n em fatores primos.
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Chamamos de anormais os inteiros positivos que podem ser fatorados em primos
de mais de uma maneira. Seja n o menor inteiro anormal. Um mesmo primo p ndo
pode aparecer em duas fatoragdes diferentes de 1, caso contrario, n dividido por p (que
chamaremos de m) seria anormal com m < n, contrariando a minimalidade de n. Temos
entdo que

n=pipa...pr=q192.-qs,

onde 0s p; e g; sdo primos, nenhum p; € igual a qualquer g; e vice-versa.
Podemos tomar p; como o menor dos primos p;. Como n é composto, temos p‘i‘ <n.
Similarmente, se q; é 0 menor dos primos g, entdo q% <n. Assim

p%q% <nn= (p1q1)2 <n’= p1g1 < 1.
Afirmamos que p14; < n. Com efeito, se fosse n = p14q;, entdo
pr<n=pin=pi <qeq <n=piq1=q <p1.

Assim terfamos p; = g1, 0 que ndo é possivel. Definindo N = n —p1q;, como
0 < N < n segue que N ndo é anormal.

Agora, como p; | n, temos que p; | N. Do mesmo modo, g; | N. Portanto, p; e g1
aparecem na fatoragao tinica de N e portanto pi4q; | N. Disso, segue-se que p141 |1 e,

consequentemente, q; divide o inteiro — =py...p;.
p1
n-. o .
Mas — é menor que 1 e, portanto, tem fatoragdo tinica em primos. Como g
P1

ndo é igual a nenhum dos p;, temos uma contradi¢do. Logo, ndo pode haver nimeros

anormais e isso demonstra a unicidade da decomposigdo de n em fatores primos. O

O matematico grego Euclides (300 a.C) foi o primeiro a provar que a lista dos
nimeros primos ¢ infinita.

Proposicao 2.1.2 (Euclides). O conjunto dos niimeros primos é infinito.

Demonstra¢ido. Suponha o contrario, que p1,p2,p3,...,pn seja a lista finita de todos os
primos existentes. Consideremos o namero N = p;-p2-p3-...-py +1. Observe que N é
maior do que qualquer dos primos dessa lista, logo N deve ser um nimero composto.
Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, N pode ser escrito como um produto de
fatores primos. Como todos os primos existentes estdo na lista py,p»,...,pn, segue que
existe um primo p; dessa lista que divide N. Mas isso é uma contradi¢do porque a
igualdade N = p; -p2-p3-...-pp + 1 implica que N dividido por p; deixa resto 1. Portanto
a lista dos ntimeros primos € infinita. O
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2.2 ALGUNS RESULTADOS DE FERMAT

O Principio da Boa Ordem também é conhecido como método da descida de Fermat
e foi a ferramenta usada por ele para estabelecer uma porg¢ado de resultados curiosos;

entre eles estd a proposicdo seguinte (Guzman, 1991).
Proposigio 2.2.1. A equagio x* + y* = 3z> admite apenas a solucio nula em Z.

Demonstragdo. Suponha que a equacio x* + y* = 3z admita uma solugdo nao nula
(x,y,2). Vejamos quais propriedades teria essa solugdo. Se x for multiplo de 3, isto é,
x =341, entdo

y? =327 - (3q1)* = 3(* - 391
isto é, y* é multiplo de 3, e isso implica, pela Proposicdo que y é multiplo de
3. Segue que se x ou y forem multiplo de 3, entdo x e y serdo multiplos de 3. Observe

que se um nimero ndo é multiplo de 3, entdo ele pode ser escrito como 3g+1 ou3g—-1
(Corolario([I.1.12), e seus respectivos quadrados sdo

(Bg+1)?> =94 +6q+1=3(3g> +29) +1,
(Bg-1)>=94>—64+1=3(3g—2) +1.

Entdo, se ambos x e y ndo sdo multiplos de 3, temos

x2+y2: Bg+1)+B9" +1)=3@g+q)+2

que néo é multiplo de 3. Mostramos que se (x, ,z) é uma solugio da equagao x* + y° = 322,

entdo x e y sdo multiplos de 3. Sejam entdo x = 3x;, ¥ = 3y, e assim podemos escrever
322 =2+ y* = 3% 2 + 3%y 2 = 9(x 2 + 11 D)

Portanto, z> = 3(x;% + y1°), 0 que mostra que z> é mdltiplo de 3 e isso implica que

z também é multiplo de 3. Pondo z = 3z e substituindo na dltima igualdade,temos
3%z12 = 3(x1% + 119,

ou seja
321% = (11 +1°)

Portanto, se (x,1,z) for uma solugdo da equacio x>+ y? = 3z> entdo x = 3x;,y =
3y1 e z =3z, com x;% +y1° = 3z;°. Agora, observe que se (x,1,z) for uma solucéo nao
nula da equacdo entdo x # 0 ou y # 0. Podemos supor, sem perca de generelidade, que
x # 0. Como (—x, y,z) também é uma solucio da equacio, x* + y* = 3z segue que existe
uma solugdo (x,y,z) com x > 0. Segue do Principio da boa ordem que dentre todas as
solugdes da equacgdo existe uma solugdo (x1,y1,z1) com x1 > 0 e x; 0 menor possivel.

Mas pelo que vimos no argumento acima, x; = 3x2,y; = 3y» € z; = 3z onde (x2,Y2,22) é
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uma solucio da equacio; e isso viola a minimalidade de x1. Logo a equacio x° + 1> = 3z°

nao admite solucgédo além de (0,0, 0). O

Uma consequéncia da proposi¢do acima é que V3 é irracional. De fato, se existisse

a a .
b entdo 3 = 5 = 4%+ 0% = 3b%, 0 que ndo é possivel pois
(a,0,b) seria uma solucio nao nula da equagio x>+ y* = 322 .

inteiros a e b tais que, V3 =

O seguinte resultado ¢é atribuido a Fermat, veja Eves| (2011, p. 391), Boyer (1974, p.
249) ou Cajori| (1909, p. 210).

Proposicdo 2.2.2. Todo primo impar pode ser expresso de maneira vinica como a diferenca de
dois quadrados.

2 _1?, entdo p = (a+b)(a—"b). Mas, como p é primo, os tnicos

Demonstracao. Se p =a
fatores depsdo 1 e p; dai,a+b=pea—-b=1 Somando membro a membroa+b=pe
a—b=1,temos 2a = p+1. Como p é impar podemos escrever

_pt 1

==

Agora, subtraindo membro a membroa+b=pea—b=1, temos

a

p—1

a+b—(a—b):p—1:Zb:p—lzb:T.

. . p+1 2 p—1 2
Portanto todo primo p se escreve que maneira tinica como p = ( > ) - ( > ) .o
A proposigdo acima d4 uma resposta para o seguinte problema: quais ntimeros
primos podem ser escritos como uma diferenca de dois quadrados? A resposta: todos
0s primos impares.
Observe que o primo 2 ndo pode ser a diferenga de dois quadrados. De fato, se

fosse 2 = a® —b? = (1 —b)(a +b), entdo temos as duas possibilidades:
a—b=1lea+b=2ouaindaa-b=2ea+b=1.

Somando membro a membro em qualquer dos dois casos acima temos 2a = 3, que ndo
possui solugdo inteira.
A proposicdo abaixo nos da uma condi¢do necessdria para que um inteiro seja

uma soma de dois quadrados.
Proposicao 2.2.3. Se um primo p é soma de dois quadrados entdo p =2 ou p = 4k +1.

Demonstracio. Seja 7 um inteiro que é uma soma de dois quadrados, isto é 1 = a* + b
coma,b € Z. Se a e b forem pares, digamos a = 2r e b = 2s, entdo

a* + 0% = (2r)? + (25)% = 4% + 4s% = 4(r% + °).
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Se a for par e b for impar, digamos a =2r e b =2s+1, entdo
B+ =22 +(2s+1)? =47 +45° +4s+1 = 4(r* +s% +5) + 1.
Se a e b forem impares, digamos a =2r+1e b =2s+1, entdo
P+ =2r+12+Qs+1)? =4 +4r+1+4s> +45+1 =4(P +k+5> +5) +2.
Entdo em qualquer dos casos n é da forma 4k,4k+1 ou 4k +2, onde k € Z. Em particular,

se n é primo, entdon =2 oun =4k+1. m|

Veremos que se um primo p é da forma p = 4k +1 entdo p é uma soma de dois
quadrados (Teorema . Como 2 = 12+ 12, esse teorema mostra que a reciproca da
Proposigao[2.2.3]¢é verdadeira.

A defini¢do seguinte introduz a no¢do de congruéncia entre nameros inteiros.
Alguns teoremas classicos sobre inteiros sdo apresentados com esta notacdo de con-

gruéncia.

Definicao 2.2.4. Sejam a,b,n inteiros com n > 0. Dizemos que a é congruente a b médulo n,
denotado por a =b (mod n), se n|(a—"b), isto é, se a—b = nq para algum inteiro q.

Por exemplo, 10 =2 (mod 4) pois 4 divide a diferenga 10 -2 = 8. A relagdo de
congruéncia = permite estabelecer propriedades anédlogas aquelas do anel Z.

Proposi¢do 2.2.5. Sea,b,c,d ensdointeiros comn >1etaisquea=b (mod n)ec=d (mod n),
entiao

(i) a+c=b+d (mod n)
(i) a—c=b—-d (mod n)
(iii) ac =bd (mod n)
Demonstracao.

(i) Dea=b (mod n)ec=d (mod n) temos a—b = nk; e c—d = nky. Somando membro

amembro obtemos (a+c) - (b+d) = n(k; +k2) eisto implica quea+c=b+c (mod n).
(ii)) Comoa—-c=a+(—c)eb—d=0b+(-d), segue do item (i) que a—c =b—d (mod n).

(iii) Multiplicando ambos os membros de a —b = nk; por ¢ e ambos os membros de
c—d = nky por b, obtemos ac — bc = nkyc e bc — bd = nbk,. Agora, somando membro
a membro essas duas ultimas igualdades, obtemos ac — bc + bc — bd = nkyc + nbk,,
isto é ac — bd = n(ck; + bky), o que implica ac = bd (mod n). O
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A notacdo de congruéncia também é 1til para estabelecer equagdes. O resultado
seguinte serd usado nas demonstrac¢des de dois teoremas cladssicos sobre os inteiros: o

Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema de Wilson.

Proposicdo 2.2.6. Seja p um primo que ndo divide a. Entdo a congruéncia ax =1 (mod p)

possui uma tinica solugdo no conjunto {1,2,...,p—1}.

Demonstra¢ao. Como (p,a) = 1, segue do Lema que existem inteiros k e b tais que
pk+ab =1. Assim ab—1 = p(-k), isto é, p divide ab—1 e portanto ab =1 (mod p). Note
que essa ultima congruéncia também implica que p ndo divide b (porque se p dividisse
b entdo p também dividiria ab). Assim b é solugdo da equagdoax =1 (mod p).

Por outro lado, segue do Algoritmo da Divisdo (Proposicao que existem
tinicos inteiros g e r tais que b = pg+r com 0 < r < p. Como p ndo divide b, segue que b é
congruente modulo p a exatamente um dos inteiros 1,2,...,p—1. O

Proposi¢ao 2.2.7 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p um niimero primo. Se p nio divide a
entdoa’"1 =1 (mod p).

Demonstracdo. Considere a lista de nameros a,24,3a,...,(p —1)a. Como (a,p) = 1, segue
da Proposigdo que nenhum destes nameros ja, 1 < j <p -1 é divisivel por p, ou
seja, nenhum deles é congruente a zero médulo p.

Agora considere dois ntimeros quaisquer 4j e ak na lista a,24,3a,...,(p —1)a. Se
fosse aj = ak (mod p), entdo p dividiria aj —ak = a(j — k). Mas isso ndo é possivel porque
p ndo divide a e p ndo divide j—k. Assim cada um dos niiméros a4,24,3a,...,(p—1)a é
congruente a exatamente um dentre os nimeros 1,2,3,...,p—1.

Assim podemos aplicar a Proposigao (iii) e obter a congruéncia
(2a)(Ba)...(p—=1)a=1-2-3-...-(p—1) (mod p),

ousejaa” (p—1)!=(p—1)! (mod p).Entdopdividea’ ' (p-1)!-(p—1)! = (@ 1 -1)(p-1)..
Como p néo divide (p—1)! segue da Proposigio [1.1.28 que p divide a’! -1, isto é
a’"1 =1 (mod p), o que conclui a demonstragzo. m|

Proposicao 2.2.8 (Teorema de Wilson). Se p é um niimero primo, entdo
p-1D!'=-1 (mod p).

Demonstracgao.

Como(2—-1)!'=1=-1 (mod 2) oresultado é valido para p =2. Segue da Proposicao
que, paracadaa €{1,2,3,...,p—1}, a congruéncia ax =1 (mod p) possui uma tinica
solucdox €1{1,2,3,...,p—1}.

Observe que se 2 = 1 entdo a solucdo deax =1 (mod p) é x=1.Se a =p—1, entdo
a solucdo de ax =1 (mod p) é x = p—1 pois (p—1)*> = p> —2p + 1, que é congruente a 1

modulo p.
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Afirmamos que a =1 e a =p—1 sdo os tnicos valores de a para os quais

=1 (mod p). De fato, se a’>=1 (mod p) entdo p | (a*>—1), isto é pl(@a-1)(a+1). Assim

pla—loup|la+1.Sep|(a—1)entdoa—1=pk queimplicaa=1 (mod p). Sep|(a+1)
entdo a+1=pk, que implicaa=-1=p-1 (mod p).

Assim podemos agrupar os nameros 2,3,. ,p —2 em pares a,b de nimeros

distintos tais que ab=1 (mod p). Pela Proposicado [2.2.5|(iii) podemos multiplicar todos

esse pares e obter 2-3-4-...-(p—2) =1 (mod p). Multlphcando-se ambos os lados dessa

congruéncia por p — 1, temos

234 (p-2(p-1)=(p-1) (mod p),

istoé (p—1)! = -1 (mod p). Uma vez que p—1 = -1 (mod p), obtemos finalmente que
(p—-1!'=-1 (mod p). O

2.3 UM TEOREMA DE EULER

Estamos prontos para demonstrar o resultado mais importante deste capitulo.

Teorema 2.3.1 (Euler). Seja p um niimero primo impar. Entdo a congruéncia x> = -1 (mod p)
tem uma solugdo se, e somente se, p=1 (mod 4).

Demonstragio. Suponha que a congruéncia x> =

—1 (mod p) tenha uma solugdo. Entdo p
divide x> +1; e segue que p ndo divide x, caso contrario p dividiria x* e também dividiria
a diferenca (2+1)-x*=1. Assim, 0 Pequeno Teorema de Fermat (Proposigao
garante que x’~1=1 (mod p). De X’ =-1 (mod p), segue da Proposicdo [2.2.5/(iii) que

(xz)’%1 = (—1)}0;21 (mod p), isto é, xP ™1 = (- 1) T (mod p). Como ¥~ 1 =1 (mod p), temos
(-1)7 =1 (mod p)

-1 -1

e portanto p divide (—1)pT —1. Observe que a expressao (—1)pT —1s6 pode valer 0 ou

2. Se ela for igual a 2, entdo p dividiria 2, o que contradiz a suposi¢do de que p é um
-1 j—

primo impar. Portanto, deve ser (—1)pT —1=0, ou seja, 0 expoente PT é par. Assim

p—1

5= 2k , para algum inteiro k, o que implica p =4k+1,isto ép =1 (mod 4).

Para mostrar a reciproca, vamos exibir uma solucao para a congruénciax> = -1 (mod p).

Como p é impar, p—1 é par. Podemos escrever

3 p—1\ (p—-1 p—1 p+1 p-3\ (p—-1 p-1

Observe que

“G
N‘ |
"@
C)\) )—\
=
|
—_
=
|
—_
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-1 -1 -1
p-1 p-1 p-1
Como p—k = -k (mod p), podemos escrever

e 2 v [ (0] (22 e

p—1
2

Assim (p—1)!

(p-1!

2
-1 (1 2. ) (mod p).
o p-1 o
Como p =1 (mod 4), temos que p—1 = 4k e assim — = 2k, um inteiro par, logo a

congruéncia anterior torna-se

p—1

2
> ) (mod p).

(p—1)!5(1-2-...-

Pondox=1-2-...- PT/ temos x° = (p—1)! (mod p). Pelo Teorema de Wilson (Proposigao
, temos (p—1)! = -1 (mod p). Assim x*>=-1 (mod p). O

Uma consequéncia interessante desse teorema de Euler é existéncia de um

infinidade de primos da forma 4k +1.
Proposicao 2.3.2. Existem infinitos primos da forma 4k + 1.

Demonstracdo. Sejam py, ..., p, 0s primeiros r primos da forma 4k + 1. Como 5 é dessa
forma, nossa lista ndo é vazia. Mostraremos que existe um primo p da forma 4k +1 que

ndo esta na lista. Seja
N=(pip2--pr)* +1.

Seja p um divisor primo de N. Entdo

N=(pp2---p)*+1=0 (mod p).
Como a congruéncia x¥*> = —1 (mod p) possui solugdo (tome x = p1p;...p;) segue do
Teorema quep =1 (mod 4) isto é, p = 4k +1 para algum n € IN. Mas nenhum dos p;

divide N, logo p é diferente de todos p1,p2,...,pr. |
H4 também uma infinidade de primos da forma 4k +3.

Proposicao 2.3.3. Existem infinitos primos da forma 4k + 3.

Demonstracao. De fato, suponha que p1,p2, ... ,pr sejam todos os primos da forma 4k +3
epondo, N, =4-p;-p2 ... pr—1, observe que N, —3 =4p1p> ... pr—4 =0 (mod 4), isto é,
N, é da forma 4k + 3.
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Agora observe que pela Proposicdo (iii), sea=1 (mod 4) e b =1 (mod 4),
entdoab =1 (mod 4). Assim, se todos os fatores primos de N, fossem da forma 4k +1,
entdo N, também seria dessa forma. Portanto N, deve ter um fator primo p da forma
4k +3.

Observe que esse primo p é diferente de todos pi,p2,...,pr, caso contrario p
dividiria 4p1p> ... pr; e como ja divide N,, pela Proposicao dividiria a diferenca
N;—4p1pz ... pr = =1, 0 que ndo é possivel. A proposi¢do estd demonstrada. m|
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3 INTEIROS GAUSSIANOS

Neste capitulo vamos estudar algumas propriedades do anel dos inteiros gaussia-
nos Z[i], incluida af a prova de que Z[i] ¢ um anel euclidiano. Isso garantird a validade
da Proposi¢ao[I.1.30nesse anel. Essa proposigao, juntamente com o Teorema de Euler
(Teorema 2.3.1)), nos permitira provar o Lema um resultado chave para provar o
Teorema que é o objetivo principal desta monografia.

3.1 NUMEROS COMPLEXOS

Um ntimero complexo é um ntiimero da forma z =a+biondea,b e Re i = -1. 0
conjunto dos nimeros complexos é denotado por C = {a+bi | x,y € R}.

Em C estdo definidas as operag¢des de adi¢do e multiplicagdo da seguinte maneira:

(a+ bi) + (c +di)
(a+ bi)(c+di)

(a+c)+(b+d), (3.1)
ac —bd + (ad + be)i. (3.2)

Pode-se mostrar que as operagdes e tornam C um anel comutativo e com
unidade.

O moédulo de um namero complexo z = a+ bi é definido por |z = Va2 +b2. O
conjugado de um ntiimero complexo z = a + bi é definido por z = a - bi. Observe que

2z = (a+bi)(a—bi) = a® + b* = |z>.
Proposicdo 3.1.1. Sejam z =a+bi e w = c+di € C; sdo vilidas as sequintes propriedades

(a) zZl=0©2z=0;

Demonstracao.

(a) Como |z] = Va2 +b2, temos |z|=0 o zP =0 +* =0
a=0eb=0.

(b) De fato

zw = (a+ bi)(c +di) = ac— bd + (ad + cb)i = ac — bd — (ad + bc)i = ac — bd — adi — bci

=ac—adi—bci—bd = a(c—di)—bi(c—di) = (a—-bi)(c—di)=a+bi-c+di=z-w. O

Mais ainda, para qualquer z € C com z # 0, existe w € C tal que

zw =1.
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De fato, como z =# 0, segue da Proposic¢do (@) que Iz71] # 0. Pondo w = z|z| >
segue que zw = Z(Elzl_z) = (ZE)IZI_2 = |z[%|z]7% = 1. Esse nimero complexo w é chamado de

. T - 1
inverso multiplicativo de z e é denotado por z~! ou ~.
z

A divisdo z/w de um ndmero complexo z por um niimero complexo w # 0 é
definida por

3.2 O ANEL DOS INTEIROS GAUSSIANOS

Um inteiro gaussiano é um ndmero complexo da forma a =a+biondeaebeZe

i# = —1. Como ja comentamos no Exemplo o conjunto dos inteiros gaussianos
Zlil={a+bila, beZ)
munido das operagdes

(@a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+4d)i,
(a+Dbi)(c+di) = ac—bd+ (ad+bc)i

¢ um anel. Como ja vimos na Secdo o conjugado de a = a + bi € Z[i] é definido por
a=a-—Dbi.
Por exemplo, o conjugadode a =3+2iéa =3-2i.

Figura 2 — O conjugado de a = 3+ 2i.

3+2i

4+

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Agora, podemos definir a fun¢do norma sobre o0s inteiros gaussianos.
Defini¢ao 3.2.1. A fungdo norma N : Z[i] — Z., para todo a = a+bi € Z][i], é definida como
N(a) = a.a = a® + b°.

Por exemplo dado a =3 +2i, temos N(a) = 3% +2%2=13.

Observe que N(0) = 0 pois N(0) = N(0+0i) = 02 +0? = 0. Observe também que se
N(a) =0 entdo a = 0. De fato, se a =a+bi, entio N(a) =0 =>a® +> =0=>a=b=0.

Proposigdo 3.2.2. Se os inteiros a e b sio soma de dois quadrados, entdo ab é uma soma de dois

quadrados.

2 2

Demonstracio. Por hipétese existem inteiros 7,s,t e u tais que a = 1> +s% e b = 1> + u°.

Pondo a =r+sie=t+uitemosa=ax eb = pp. Assim

ab = aapp = apap.

Pela Proposicao (b), temos que ap = apf. Assim ab = apap, e essa igualdade
implica que ab é uma soma de dois quadrados. |

Decorre da parte final da demonstragdo acima que para quaisquer inteiros r,s,t e
u vale a igualdade
(1 + 2 + u?) = (rt +su)? + (ru —st).

De fato, basta substituir a = 1* +s%, b= > +u?, a = r+si e f = t +ui em ab = afaf
realizar os célculos.

A seguinte propriedade da fun¢do norma N(a) = aa é fundamental.
Proposicao 3.2.3. Para quaisquer a, 5 € Z[i] temos que N(af) = N(a)N(p).

Demonstracio. Por definicio, N(af) = apaf. Como e af = af (Proposigéo (b), temos
que N(ap) = apap = (ap)@B) = aapp = N(@)N(p). O

Corolario 3.2.4. O anel dos inteiros gaussianos Z[i] é de integridade.

Demonstragao. Seja a, f € Z[i] com af = 0. Como N(0) = 0, segue da Proposi¢ao[3.2.3]
que N(a)N(B) = 0. Como Z é um anel de integridade, temos N(a) = 0 ou N(f) = 0. Logo
a =0 ou g =0. Portanto Z[i] é um anel de integridade. m|

O teorema seguinte mostra que Z[i] é um anel euclidiano.

Proposicao 3.2.5. Dados dois inteiros gaussianos o e p, com 3 # 0, existem inteiros gaussianos
y e 0 tais que o = By + 0 e N(O) < N(f).
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Demonstrac¢do. Para quaisquer inteiros gaussianos a e 5, com 5 # 0, podemos escrever

a_a,l_3_ (X,E _a+bi

B~ g NP N@’
em que a = Re(ap) e b = Im(ap). Ao aplicarmos o Corolario obtemos inteiros
. 1 1 .
q1,92,71 e rp tais que a = N(ﬁ)ql +r,b= N(‘B)QQ +719, 1| < (E)N(ﬁ) e|rn| < (E)N(‘B) Assim

a_ (N(B)g1 +11) +(N(B)g2 +12)i r1+1oi
p N(B) N@B)

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por e tomando y = g1 +42i,

=q1+q2i+

obtemos

r1+71oi

a=py+—-—.
p

Agora, defina 0 =a—fy = n —;_;21 enote que 0 € Z[i], pois Z[i] éum anel e o, ey € Z][i].

Como |rq| < %N(ﬁ) e|r| < %N(ﬁ), segue que

N J:rzi] _ N((ﬁ tfzi)ﬁJ :N((rl +72i)/3),
© ( B B NE)
AANG o) INGING? 1y
N(B) N(p) N(p) 2
Isso conclui a demonstracéo. O

3.3 PRIMOS GAUSSIANOS

Vamos comegar com uma caracterizagdo das unidades no anel dos inteiros

gaussianos.
Proposicao 3.3.1. Um elemento o € Z[i] é uma unidade se, e somente se, N(a) = 1.

Demonstragdo. Se @ é uma unidade de Z[i], entdo existe um inteiro gaussiano f tal que
ap = 1. Pela propriedade multiplicativa da norma (Proposicéo[3.2.3), temos N(a)N(B) = 1,
e consequentemente N(a) = 1, uma vez que N(a) e N(f) sdo inteiros ndo negativos.
Para mostrar areciproca, note que se a« =a+bi, entdo N(a) = 1 implica (a + bi)(a — bi) = 1,

ou seja, o € uma unidade em Z][i]. O

As unidades em Z][i] sdo +1 e +i. De fato, dado a = a+ bi € Z][i], temos

N@)=1led+P=1oa=+leb=00oua=0eb=+1oa==+loua==+i.
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Proposicao 3.3.2. Um primo p em Z. é composto em Z[i] se, somente se, pode ser expresso como

uma soma de dois quadrados

Demonstracdo. Seja p um primo em Z. Se p é composto em Z][i], entdo existem inteiros
gaussianos «a e f§ tais que p = aff, com N(a) >1 e N(f) > 1. Aplicando a norma em
ambos os lados da igualdade p = aff e usando a multiplicidade da norma, obtemos
p2 = N(a)N(p). Pelo Teorema Fundamental da Aritmética (Proposi¢ao segue que
N(a) = p. Escrevendo a = a+bi, com a,b € Z, temos que p = N(«a) = a+ b
Reciprocamente, suponha que existam inteiros a e b tais que p = a® + b*. Logo
p = (a+ bi)(a—bi), e p é composto em Z][i]. O

Corolario 3.3.3. Seja p um primo em Z.. Entdo p é primo em Z][i] se, e somente se, p = 4k +3
comk € Z.

Demonstracado. Pela Proposicdo e o Teorema um primo p em Z € uma soma
de dois quadrados se, e somente se, p =2 ou p = 4k + 1. Isso significa que um primo p em
Z.ndo é uma soma de dois quadrados se, e somente se, p = 4k + 3. Portanto, segue da
Proposicao que um primo p em Z é primo em Z][i] se, e somente se, p =4k+3. O

3.4 INTEIROS QUE SAO SOMA DE DOIS QUADRADOS

Nesta secdo provaremos o resultado principal desta monografia, que é uma

caracterizagao dos inteiros que sdo soma de dois quadrados.

Lema 3.4.1. Seja p um primo em Z. e suponha que para algum inteiro c, relativamente primo a
p, podemos encontrar inteiros x e y tal que x>+ y* = cp. Entdo existem inteiros a e b tais que
p=a*+b

Demonstragdo. Suponhamos que o inteiro p também seja um elemento primo de Z[i].
Como x% + y* = cp, temos
cp = (x + yi)(x — yi).

Pelo Proposicdo sabemos que p | (x + yi) ou p | (x —yi). Mas se p | (x + yi), entdo
x+yi = p(u +vi), com u,v € Z, o que significa que x = pu e y = pv de modo que, pela
Proposigao p também dividiria (x — yi). Pela Proposigao (ii) concluimos que
p? | (x + yi)(x — yi), isto &, p* | cp e consequentemente p | ¢, contrério a nossa hipétese de
que c é relativamente primo a p.

Analogamente, se p | (x — yi), entdo p | ¢, novamente contrario a nossa hipétese.
Assim p ndo é um elemento primo em ZJ[i]. Consequentemente, p = (a + bi)(g + di) onde
a+bie g+dindo sdo unidades em Z][i]. Agora, por um lado, segue da Proposicio[3.3.]]
que

PP Eleg®+d> £ 1.
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Por outro lado, segue da propriedade multiplicativa de da norma (Proposigdo(3.2.3) que
p = (a+Dbi)(g+di) = N(p) = N(a +bi)N(g + di) = p? = (a® + b*)(¢* + d?).

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética (Proposigao[2.1.1) , temos a* +b* = 1, p ou p?.
Observe que a* +b* # 1, pois a + bi nao é uma unidade em Z[i], se a* + b* = p?, teriamos
¢* +d* =1, contrério ao fato de g +di ndo ser uma unidade em Z[i]. Assim a tnica

possibilidade é que a* +b* = p e 0 lema est4 demonstrado. m|

Deste ponto em diante, estaremos trabalhando apenas no anel dos inteiros Z.
Teorema 3.4.2. Se p é um primo da forma 4k + 1, entdo existem inteiros a e b tais que p = a* +b?.

Demonstracao. Pelo Teorema existe um inteiro x tal que x> = —1 (mod p) e x pode
ser escolhido de modo que 0 <x <p-—1, pois basta usar o resto da divisdo de x por p,

a saber, de modo a satisfazer |x| < g De fato, se x > g, entdo y = p — x satisfaz y* = —

(mod p) mas |y| < g Assim podemos admitir que temos um inteiro x tal que x| < g e
x? +1 é um multiplo p, digamos cp. Ora
p?
p=x*+1< Z+1 <p?
Para verificar a dltima desigualdade, observe que

2 2

pz+1<p2<:>pz<p2—1®p2<4p2—4(:>3p2>4,

que é verdade, pois p > 1. Assim cp < p?, que implica ¢ < p.
Logo cp = x*+1, com mdc(p,c) = 1. Pelo Lema existem inteiros a e b tais que
p = a* +b?, demonstrando o teorema. m|

2

Lema 3.4.3. Se n é uma soma de dois quadrados e m é um inteiro qualquer, entdo nm* é uma
soma de dois quadrados.
Demonstrago. Seja n = a* + b com a e b inteiros. Como
nm? = (a® + b*)m? = a®m? + V*m? = (am)? + (bm)?,
segue que nm* é uma soma de dois quadrados. m|

Finalmente estamos prontos para demonstrar o resultado principal desta mono-
grafia.

Teorema 3.4.4 (Fermat). Um inteiro n pode ser representado como soma de dois quadrados se, e
somente se, tiver fatoragdo da forma

n= 206p1061p20(2 .. 'pi’arqlﬁl q2ﬁ2 e qsﬁs (3.3)
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onde cada p; é um primo da forma 4k +1, cada q; é um primo da forma 4k + 3, a e cada «; sio
inteiros ndo negativos e todos os B; sdo inteiros pares.

Demonstracio. Seja 11 = 28 p;M1pp%2 - p,%q1P1g2P2 - - - P com as condicoes dadas em (3.3).
Dep;=1 (mod 4), segue do Teorema que cada p; ¢ uma soma de dois quadrados.
Também 2 = 1° + 1%. Como o produto de uma soma de dois quadrados é uma soma
de dois quadrados (Proposicao B.2.2), segue que 2%p;*1pp*2---p,* é uma soma de dois
quadrados. Como os f; sdo todos pares, temos f1 = 2by,f2 = 2by, -+ ,fs = 2bs, e assim
qfl qu x -qfs = (q?lqu . --qfs)2 é um quadrado. Segue do Lema 3.4.3|que n é uma soma de

dois quadrados.

Para mostrar a direcdo contrdria, observe primeiramente que, pelo Algoritmo da
Divisdo (Proposigao|1.1.11)), todo ntimero primo maior que 2 é da forma 4k +1 ou 4k +3,
Assim, pelo Teorema Fundamental da Aritmética (Proposi¢do[2.1.1), podemos escrever

n= 2ap1a1p2a2 .. 'pi’arqllgl q2ﬁ2 . qsﬁs (34)

onde cada p; € da forma 4k + 1 e cada g; € da forma 4k + 3. Agora mostremos que se 1 é
uma soma de dois quadrados, digamos n = a* + b, entéo todos os f j sdo pares.

Se um primo g; da forma 4k + 3 ndo aparece na decomposigéo de n entdo ; = 0.
Caso contrario, se q; aparece na decomposic¢do de n = a* +b* entdo q; divide @’ +b* =
(a+bi)(a—bi). Como gq; € primo em Z[i] (Coroldrio , segue que g; divide a +bi ou
q; divide a —bi. Em qualquer dos casos existem inteiros c e d tais que a = gjc e b = q;d.

Assim
_ 2 2 2 2_ 202 12
n=a"+b"=(gjc)"+(g;d)" = q].(c +d°).
Se q; ndo aparece na decomposigao de ? +d? entdo f j = 2. Caso contrério, se q; aparece
na decomposicao de c* +d?, repetimos 0 mesmo argumento para mostrar que q? aparece

na decomposicdo de ¢ +d?, e portanto q? aparece na decomposic¢do de n. Continuando

assim vemos que f; € par. O

Observe que a Proposigao ¢ uma consequéncia do Teorema De fato,
ndo podem existir inteiros x, y e z tais que X% +y? =377 porque na decomposicdo de 372

em fatores primos, 3 aparece um niimero impar de vezes e 3 é um primo da forma 4k + 3.
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CONSIDERACOES FINAIS

O curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de Educacao, Ciénciae
Tecnologia de Goias, Campus Valparaiso, possui duas disciplinas destinadas a elaboracao
e defesa de um Trabalho de Conclusao de Curso (TCC). Essas disciplinas sdo TCC I e
TCC II, e sdo ministradas nos dois semestres finais do curso.

Para ser aceito na disciplina de TCC I, é necessario ter a carta de aceite de um
orientador e a aprovacdo de um pré-projeto pelo Ntucleo Docente Estruturante do curso.
Ap06s obter um orientador, e em comum acordo com ele, submeti um projeto cujo tema
abordava aplicacdes de algumas médias. Meu projeto foi aprovado e matriculei-me na
disciplina de TCC I.

No comego do semestre letivo, ao comecarmos uma pesquisa bibliogréfica mais
aprofundada, meu orientador e eu percebemos que as referéncias sobre o tema eram
escassas e que ndo poderfamos basear a pesquisa apenas na dissertagdo de mestrado
que tomamos como base para a elaboragdo do pré-projeto.

Nesse mesmo semestre, eu também era aluno do meu orientador na disciplina
Fungoes de Varidveis Complexas. Ap6s ele ministrar um ter¢o do curso, no qual tratou das
propriedades operatdrias dos niimeros complexos, ele me propds um novo tema para o
TCC, que era sobre uma caracterizagdo dos primos que sdo soma de dois quadrados.
Esse é um resultado classico da teoria dos nimeros, atribuido a Fermat. Os pré-requisitos
para estudar esse problema envolviam alguns conhecimentos sobre ntimeros complexos,
que eu tinha obtido na disciplina, e alguns conhecimentos da teoria cldssica de nameros,
que aprendi na disciplina Teoria dos Ntimeros quando a frequentei no quarto semestre.

Apo6s realizar alguns levantamentos bibliogrédficos sobre o meu novo tema,
concentrei meus estudos, com a ajuda do meu orientador, no Capitulo 3 do livro Tépicos
de Algebra (Herstein, [2005) e no artigo Inteiros Gaussianos (Charra; Moura; Strey, 2023).

O estudo de|Charra, Moura e Strey|(2023) foi importante para compreender como
certas propriedades do anel dos inteiros Z se conectam com algumas propriedades do
anel dos inteiros gaussianos Z[i].

O Capitulo 3 de Herstein! (2005) forneceu uma estrutura para esta monografia.
Por exemplo, foi desse capitulo que extraimos o Lema e o Teorema[3.4.2]

Foi no livro de Santos| (2002) que encontramos o enunciado do Teorema m
(nosso teorema principal). Achamos esse enunciado interessante porque ele fornece, de
maneira explicita, uma condigdo necessdria e suficiente para que um inteiro positivo n
seja soma de dois quadrados. Como a demonstracdo desse teorema em [Santos| (2002)
ndo usava os mesmos pré-requisitos ja estudados por mim, resolvemos adaptar um
roteiro de demonstracdo que encontramos em |Aigner Martin; Ziegler (2017).

Os resultados da Sec¢ao 2.3 foram todos retirados de|Goldman! (1998).
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Para demonstrar que Z[i] é anel euclidiano (Proposigao utilizamos Charra)
Moura e Strey| (2023). Para demonstrar o Algoritmo da Divisdo (Teorema usamos
Milies| (2020).

Para elaborar o Capitulo 1 desta monografia, precisei realizar um estudo sobre
anéis. Essa foi uma barreira a ser vencida, tendo em vista que durante o curso ndo tive
nenhum contado com esse tema. Para escrever esse capitulo, usamos principalmente
(Goncalves, 2026) e (Herstein, 2005).

Outro desafio encontrado na elaboracdo desta monografia foi a leitura de textos
em lingua inglesa e a escrita usando latex. Para a tradugdo de alguns trechos de livros,
usamos o ChatGP e para a escrita e compilacdo do texto em latex, usamos o Overlea

Julgamos ser importante fornecer alguns conextos histdricos para alguns resulta-
dos apresentados na monografia. Para isso, as seguintes referéncias foram consultadas:
(Boyer, [1974),(Eves, 2011), (Gray), 2018), (Cajori, 1909), (Gray) 2018).

Nesta monografia tratamos da caracaterizagdo dos inteiros que podem ser escritos
como uma soma de dois quadrados. Esse resultado ja foi generalizado em varias dire¢des
por diversos autores.

Por exemplo, pode-se perguntar: um inteiro positivo qualquer pode ser represen-
tado como soma de no méximo quantos quadrados? Essa pergunta foi respondida por
Lagrange em 1770: “Todo inteiro ndo negativo pode ser representado como soma de no
méximo quatro quadrados.”(Eves| 2011} p. 391). Uma demonstracdo moderna desse
resultado, usando o chamado anel dos quatérnios inteiros de Hurwitz, encontra-se em
(Andrade, 2014).

Segundo|Cox| (1989, p. 1), também sdo de Fermat os seguintes resultados sobre os
nameros inteiros:

Se p é um primo impar, entdo p = x> +2y?, se e somente se p = 1,3 (mod 8).

Se p é um primo impar, entdo p = x* + 3y, se e somente se p =3 ou =1 (mod 3).

O livro de|Cox|(1989) trata da seguinte questdo: dado um inteiro positivo n, quais
primos p podem ser expressos da forma p = x*> +ny?, onde x e y sio inteiros?

No livro (Aigner Martin; Ziegler, 2017) é apresentada uma segunda demonstracao
de que cada primo da forma 4k+1 é uma soma de dois quadrados. Essa prova foi

descoberta por Roger Heath-Brown em 1971 e apareceu em 1984.

! CHATGPT. Modelo de inteligéncia artificial desenvolvido pela OpenAl para geragdo de textos e

respostas automaéticas em linguagem natural. Disponivel em: |<https://chat.openai.com/>. Acesso em:
7 jul. 2025.
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Acesso em: 7 jul. 2025.
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