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RESUMO

O objetivo desse trabalho foi o de compreender como sdo tratadas as demonstracdes
matematicas em um livro didatico do 1° ano do Ensino Médio. Com intuito de alcancar esse
objetivo foi escolhido um livro didatico, adotado em diversas escolas brasileiras. Esse livro foi
submetido a um processo de analise qualitativa, da qual buscou-se entender como 0s autores
apresentam as proposi¢cdes e como eles tratam o processo de demonstragdo dessas proposicoes.
Como resultado, observou-se que a quantidade de proposi¢es demonstradas é superior ao das
ndo demonstradas. Além disso, pOde-se perceber que, seguindo as orientacdes de livros
didaticos, € possivel ensinar os conteudos do 1° ano do Ensino Médio com énfases em
demonstracfes matematicas.

Palavras-chave: Demonstracdo Matematica. Ensino Médio. Livro Didatico. Proposi¢oes.



ABSTRACT

The objective of this work was to understand how mathematical demonstrations are treated in
a textbook for the 1st year of high school. In order to achieve this goal, a textbook was chosen,
adopted in several Brazilian schools. This book underwent a process of qualitative analysis,
which sought to understand how the authors present the propositions and how they deal with
the process of demonstrating these propositions. As a result, it was observed that the number of
demonstrated propositions is higher than the unproven propositions. In addition, it was possible
to perceive that, following the guidelines of textbooks, it is possible to teach the contents of the

1st year of secondary school with an emphasis on mathematical demonstrations.

Keywords: Mathematical Demonstration. Secondary School. Textbook. Propositions.
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1 INTRODUCAO

Demonstra¢do matematica (ou prova) é algo muito presente no cotidiano dos estudantes
de graduacdo em Matematica (Licenciatura ou Bacharelado). Durante meu percurso académico,
senti muita dificuldade em relacdo ao processo de demonstracdo matematica, tanto para fazer
como entender uma demonstragdo. Essa deficiéncia se deu por se tratar de algo novo, isto €, no
meu Ensino Médio ndo houve énfase sobre esse processo, isso me fez questionar se essa
dificuldade era uma particularidade da minha formacdo ou era algo que acontece com
frequéncia em outras instituicdes de ensino. Entretanto, acreditamos que essa dificuldade tem
uma ligacéo direta com a maneira que esse tema é tratado no Ensino Médio. Essas inquietaces
me motivaram a propor essa tematica de investigacdo, pois para que se construa uma boa
formacéo

os alunos devem chegar ao ensino secundario [consequentemente na
graduagdo] com uma experiéncia ja considerdvel de actividades de
investigacdo em matematica, durante a qual tiveram numerosas ocasides para
argumentar e demonstrar, e refletir com a ajuda do professor sobre essa
experiéncia matematica (VELOS0,1998, p.362, grifo nosso)

Inicialmente nossa proposta era investigar o que de fato ocorre em sala de aula, ou seja,
ouvir dos professores se, e como, eles trabalham demonstracdes matematicas em suas aulas. No
entanto, devido a algumas dificuldades nossas, decidimos ter como objeto de investigacdo o
livro didatico, por acreditar que ele € a base de orientacdo do professor em suas aulas. Além
disso, a ideia inicial era de observar os trés anos do Ensino Médio, porém demandaria um tempo
maior do que tinhamos disponivel, por isso optamos em escolher apenas uma das séries, no
caso, 0 1° ano do Ensino Médio.

O objetivo deste trabalho foi de compreender como séo tratadas as demonstracoes
matematicas em um livro didatico do 1° ano do Ensino Médio. Para isso, escolhemos o
livro: Matematica: ciéncia e aplicacgdes, lezzi et al. (2016).

Buscando alcancar nosso objetivo, fizemos uma leitura geral, observando quais
proposi¢Oes eram apresentadas no livro e quais delas eram demonstradas. Essas informacoes
foram postas em trés quadros para facilitar a organizacdo e 0 nosso entendimento das
informagdes e, consequentemente, auxiliar-nos no processo de analise.

Este texto foi dividido em cinco capitulos, sendo o primeiro esta introducdo, onde é
apresentada uma visdo geral de todo trabalho realizado. O segundo traz os aspectos
metodologicos, onde sdo apresentados os procedimentos propostos e implementados no
desenvolvimento desta pesquisa. O terceiro capitulo apresenta uma fundamentagdo tedrica

sobre demonstracfes matematicas, discorrendo sobre o que é demonstracdo, ou prova, e sobre
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0s métodos de demonstracdes matematicas utilizados. No capitulo quatro é feita uma descrigéo
das informacGes coletadas e uma anélise do livro investigado. Por fim, no Gltimo capitulo, sdo
trazidas as consideracdes, sob um olhar critico da pesquisadora, baseado em sua experiéncia

como professora e na fundamentacéo teorica apresentada.
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2 ASPECTOS METODOLOGICOS

Nesta pesquisa, buscamos investigar como as demonstracbes de proposicoes
matematicas séo tratadas no 1° ano do Ensino Médio. Para isso, fizemos uma leitura sistematica
de um livro do 1° ano do Ensino Meédio, evidenciando e analisando as proposi¢des contidas
nele. A partir disso, buscamos entender a relacdo entre a quantidade de proposicdes
demonstradas e ndo demonstradas. Tentamos entender também por que nem todas as
proposicdes enunciadas nesse livro sdo demonstradas. Para facilitar esse trabalho, dividimos
nossa tarefa por grupos de capitulos do livro investigado, isto €, categorizamos os capitulos do
livro por meio de um Quadro, separando os contetddos enunciados de maneira formal dos
enunciados de maneira informal. Dentro dessas categorias, formal e informal, foram destacadas
e analisadas as proposicoes apresentadas.
2.1 Situando a pesquisa

Buscando alcancar o objetivo desta pesquisa, compreender como sdo tratadas as
demonstracfes matematicas em um livro didatico do 1° ano do Ensino Médio,
primeiramente selecionamos um livro didatico aprovado pelo PNLD — Programa Nacional do
Livro Didatico. O livro escolhido para essa investigacdo foi Matematica: ciéncia e aplicacoes,
lezzi et al. (2016). A escolha desse livro se deu por ele ter autores renomados, ser adotado por
varias instituicdes publicas® e privadas e, principalmente, por ser um dos livros que tivemos
acesso.

Do ponto de vista da abordagem, apesar de termos apresentado diversos dados
guantitativos sobre o livro investigado, nossa pesquisa se constitui (carater predominante) como
qualitativa, pois pesquisa qualitativa

considera que ha uma relacdo dindmica entre 0 mundo real e o sujeito, isto ¢,
um vinculo indissociavel entre 0 mundo objetivo e a subjetividade do sujeito
gue ndo pode ser traduzido em ndmeros. A interpretacdo dos fendmenos e a
atribuicdo de significados sdo basicas no processo de pesquisa qualitativa. Nao
requer o uso de métodos e técnicas estatisticas. (KAUARK; MANHAES;
MEDEIROS, 2010, p.26)

Do ponto de vista dos objetivos, nossa pesquisa se constitui como descritiva, isto é,
“visa descrever as caracteristicas de determinada populagdo ou fenémeno, ou o estabelecimento
de relacdes entre variaveis” (KAUARK; MANHAES; MEDEIROS, 2010, p.28). Uma pesquisa

1 Em uma pesquisa que realizamos, constatamos que esse livro foi adotado nas escolas: Instituto Federal
do Rio Grande do Sul, Instituto Federal da Bahia, Escola de Educacdo Basica Irmd Maria Tereza,
Colégio Estadual José Candido Rosa.
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descritiva busca um amplo grau de generalizacdo, ou seja, pretende descrever todo acontecido,
cabendo ao pesquisador realizar um estudo detalhado das evidéncias levantadas.

Para melhor orientar nosso processo de andlise de dados, propusemos as seguintes

questdes:

1) Quantos conceitos sdo enunciados formalmente e quantos sdo enunciados
informalmente?

2) Quantas proposi¢des sao enunciadas no livro investigado?

3) Quantas proposi¢des enunciadas sdo demonstradas no livro?

4) Existem proposi¢6es enunciadas e ndo demonstradas no livro? Se sim, por qué?

5) Qual a relagdo de uma proposicdo demonstrada no livro didatico com a formalizacdo,

ou ndo, do conceito relativo a essa proposi¢do?

2.2 Procedimentos metodoldgicos

Buscando responder as perguntas de pesquisa, elaboramos um conjunto de estratégias e
procedimentos para nos guiar neste processo de investigacdo. Primeiramente fizemos um
estudo sobre demonstracdo matematica, para entendermos o que € demonstracdo
matematica, como ela se constitui e ¢ classificada. Em seguida, realizamos a escolha de um
livro do 1° ano do Ensino Médio para ser analisado. A partir disso, fizemos uma leitura
flutuante que “consiste em estabelecer contato com os documentos a analisar e em conhecer
0 texto deixando-se invadir por impressdes e orientagdes” (BARDIN, 2011, p. 126).
Durante essa leitura, categorizamos todos os conteldos de cada capitulo, tdpico a tdpico,
buscando identificar de que forma eles eram apresentados (por meio de defini¢do, de
propriedades, teoremas, exemplos, exercicios etc.) e quais proposi¢cdes estavam presente em
cada topico e, também, quais dessas proposi¢bes eram provadas no livro. Para melhor
entendimento e execucdo do processo de andlise, colocamos o0s dados em Quadros (Quadros
1,2 e 3). Em cada Quadro foram evidenciados os conceitos e as proposi¢cdes de cada
capitulo, para facilitar o processo de analise. Durante essa analise, foram observadas se as
proposicOes apresentadas eram, ou ndo, demonstradas no livro didatico. A partir disso,
procuramos entender como as demonstracdes eram feitas ou porque elas ndo eram

realizadas.
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3 DEMONSTRACOES MATEMATICAS

A matematica, quando pensada de forma estruturada e com mais formalismo, se
fundamenta sobre dois entes: definicdo e proposicdo. A definicdo é responsavel por criar
denominacdes para objetos matematicos de acordo com suas caracteristicas, ou seja, definir
significa nomear objetos de uma classe que possuem uma ou mais caracteristicas comuns. Por
exemplo, quando definimos niimero par como “todo numero inteiro divisivel por dois”, ndo
estamos criando um objeto novo, estamos apenas nomeando 0s numeros inteiros, objetos
matematicos ja existentes, que possuem a caracteristica de ser divisivel por 2. Por outro lado,
quando analisamos objetos matematicos com suas especificidades, em geral, apresentadas por
uma definicdo, observando sua composicdo dentro do contexto da matematica, ou sua relacéo
com outros objetos, dentre outras coisas, podemos evidenciar afirmacGes que podem ser
estabelecidas sobre esses objetos, e essas afirmacdes podem ser verdadeiras ou falsas, com
excecdo das afirmagdes indefiniveis, também conhecidas como paradoxos. Essas afirmacdes
que sdo verdadeiras ou falsas sdo chamadas proposi¢Oes e sdo enunciadas como teoremas
guando podem ser provadas, ou seja, quando é possivel apresentar uma prova da sua veracidade,
ou como axiomas quando sdo admitidas como verdadeiras por nao ser possivel prova-las.

Se existem proposicGes que podem ser provadas e se provar, ou entender uma prova, é
importante para o processo de ensino-aprendizagem, deve ser necessario saber o que é uma
prova e como fazé-la. Prova ¢ “aquilo que demonstra que uma afirmagdo ou um fato sdo
verdadeiros” (HOUAISS; VILLAR, 2009, p. 1567). Segundo esses mesmos autores, prova ¢
sindnimo de demonstracdo. Porém, essa definicdo de prova ndo consegue dar conta de explicar
como e quando podemos garantir que uma prova matematica foi realmente concluida e,
principalmente, se ela esta correta.

Segundo Carnielli e Epstein (2005), a maioria dos matematicos ndo se preocupam em
clarificar precisamente 0 que é uma prova, por ndo julgarem isso necessario. Eles sabem
intuitivamente o que é uma prova correta e 0 que ndo é. Esses autores, entdo, questionam de
onde vem essa intuicdo dos matematicos, e acreditam que ela é oriunda do resultado da imitagéo
e de correcBes e ajustes, durante o processo de aprendizagem de matematica, em que cada
geragdo vai passando & proxima uma maneira de se expressar matematicamente, construindo,
assim, uma cultura dentro da matematica. Como as culturas mudam com o passar do tempo, 0s
padrdes utilizados em provas atualmente sdo bem diferentes daqueles usados no tempo de
Euclides, ou mesmo no tempo de Leibniz e Newton, quando o Célculo Diferencial e Integral

foi desenvolvido. Inclusive, como afirma Carnielli e Epstein (2005), a maioria dos matematicos
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acreditam que o padrdo das provas atualmente é mais alto e que fazemos matemaética melhor
que as geracdes anteriores.

Carnielli e Epstein (2005) também chamam a atencao para que, independentemente das
mudancas ocorridas ao longo do tempo nos processos de se fazer provas matematicas, é preciso
ter em mente que uma prova € uma forma de comunicacao, em que a demonstracéo consiste na
apresentacdo ou no particular arranjo dos argumentos que produzem a prova. Observando que
guando se constroi uma prova tenta-se convencer alguém (possivelmente a si mesmo) de que
uma afirmacéo decorre de outras, e se essas outras sdo verdadeiras (foram provadas ou ja foram
aceitas como verdadeiras) entdo aquela que se quer provar também € verdadeira.

Consideraremos neste texto demonstracdo como sindnimo de prova, apesar de alguns
matematicos, como afirmam Carnielli e Epstein (2005), considerar uma demonstracdo como
uma versao informal de uma prova, que simplesmente apresentam ideias gerais a partir das
quais uma prova pode ser construida.

3.1 Métodos de demonstracao

Demonstrar, ou provar, uma proposicdo matematica nem sempre é uma coisa facil e
pode exigir habilidades que poucos possuem. De fato, uma demonstracdo, mesmo que
aparentemente simples, pode demandar um esforco muito além do que se esperava a priori e
demorar dias, meses e até varios anos para ser concluida. Por exemplo, o Ultimo Teorema de
Fermat, que pode ser enunciado de uma forma téo singela “a equagdo x™ + y™ = z™ ndo possui
solugéo inteira para n > 2” demorou, segundo Singh (2001), mais de 300 anos para ser provada
e somente a parte final da demonstracéo, a prova da conjectura de Tanyama-Shimura, tinha 130
paginas. Diante disso, a habilidade para se fazer demonstracdo matematica ndo € uma coisa que
se ensina, essa habilidade parece ser algo nata e/ou algo que vai se aprimorando ao longo de
um arduo trabalho pratico que exige muita dedicacdo e persisténcia.

Apesar de a habilidade em se fazer demonstracdo matematica ser algo que se adquire
por meio de experiéncias praticas, que ndo podem simplesmente ser ensinada, alguns
estudiosos, baseado em observacgdes de como os matematicos fazem demonstragdes, classificou
0s processos utilizados para se fazer uma prova matematica. E, a principio, estabeleceram dois
métodos: Direto e Indireto. E, além disso, evidenciaram outros recursos que podem ser usados
no processo de demonstragdo, como: exibir um contraexemplo; construir objetos que poderéao
auxiliar na argumentacao, aplicar principios (postulados ou proposic¢des ja provadas) proprios
para garantir a veracidade de alguma afirmacao etc.

3.1.1 Meétodo direto
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Segundo Garbi (2010), neste método parte-se de premissas ou de axiomas, e evidencia
a veracidade do que se quer provar, por meio de uma sequéncia direta de inferéncias. Neste
caso, a prova se constitui de uma classe de proposicdes postas em sequéncia, onde a ultima
proposicdo dessa sequéncia € o que se deseja provar. Sendo verdadeira a primeira proposicao
dessa sequéncia, mostra-se que a segunda também € verdadeira e, novamente, sendo a segunda
verdadeira, mostra-se que a terceira é verdadeira. Isso é feito até que a penultima proposicéo é
mostrada como verdadeira e, a partir dela, mostra-se que a Ultima, no caso a que se pretendia
provar inicialmente, é verdadeira.

Para ilustrar um exemplo desse método usaremos a seguinte proposi¢ao “Sendo A, B e
C conjuntos quaisquer, se A B € B< C, entdo A< C”. Para se provar essa proposicao,
primeiramente € preciso entender o que significa dizer que um conjunto esta contido em outro,
ou seja, 0 que significa X <Y, sendo X e Y dois conjuntos. Para entender o significado dessa
expressao basta recorrer a definicdo de inclusdo de conjuntos, em que é usado o simbolo C.
Essa definicdo estabelece que X <Y se todo elemento de X é também um elemento de Y e,
para facilitar uma demonstracéo, podemos escrever isso da seguinte forma “se para todo x € X
, tem-se x €Y ”, ou seja, essa expressdo € equivalente a X <Y . Assim, a demonstracdo que
queremos fazer pode ser feita tomando um elemento x qualquer em A e mostrar que x é também
um elemento de C. Essa demonstracdo pode ser feita da seguinte forma: “tomando x A, como
AcB, temos xeB e como B<C, temos xeC, portanto A< C”. Note que nessa
demonstracédo, considerou-se a premissa x A (primeira proposicdo considerada verdadeira),
em seguida mostrou-se que x < B (Ssegunda proposicdo) usando como argumento a hipotese
A < B. A partir disso, mostrou-se que x  C (terceira proposi¢do) usando como argumento a
hipotese B — C . Em seguida, concluiu-se que A < C (terceira e Ultima proposi¢éo, a que se
pretendia provar incialmente) usando como argumento o fato de que para qualquer x € A, tem-
se xeC.
3.1.2 Metodo indireto

Esse método, também conhecido como contradi¢céo ou reducéo ao absurdo, “consiste
em assumir por hipotese que a proposicao que se quer demonstrar é falsa [..]. Se disso derivamos
uma contradicdo, entdo ndo podemos assumir tal hipétese, e, portanto, a proposicdo é
necessariamente verdadeira” (CARNIELLI; EPSTEIN, 2005b, p. 59).

Esse método é muito usado em varias areas da matematica, como Algebra e Teoria de
NUmeros, e é considerado muito eficiente para se fazer demonstracdo. Vale ressaltar que nem

toda demonstragdo pode ser feita usando esse metodo, pois nem sempre sera facil, ou mesmo
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possivel, se chegar a uma contradicdo. Ademais, ndo existe um método que se aplique a todos
os tipos de demonstragéo, assim, para se conseguir demonstrar uma proposigéo, primeiramente
é preciso descobrir o método certo e conseguir implementa-lo.

Para entendermos como se aplica o0 Método Indireto, vamos fazer dois exemplos, o
primeiro, mais simples, que serd usado na argumentacdo do segundo. Nesses exemplos,
precisamos da defini¢cdo de nimero par e de numero impar. Define-se nimero par como “todo
namero inteiro que pode ser escrito na forma 2n, com n inteiro” e nimero ¢ impar “todo
ndmero inteiro que pode ser escrito na forma 2n-+1, com n inteiro”.

Como primeiro exemplo do uso do Método Indireto, vamos fazer a demonstragdo da
proposicdo “se a’> é um numero par, entdo a também ¢ par”. Pelo Método Indireto,

admitiremos, por hipétese, que a’é par e supomos, por contradicdo, que a ndo é par. Se a

ndo é par, entdo a € impar, logo a pode ser escrito na forma 2n+1, com neZ. Logo,

a=2n+l,neZ e, consequentemente, a’=(2n+1)2=4n’+4n+1=2(2n*+2)+1. Para

. . ~ . 2 .

simplificar essa expressdo, podemos considerar M=2n°+2, disso decorre que mez
2 2 - . - - ;s

a“=2m+1. Como a° pode ser escrito como o dobro de um niimero inteiro, a’é impar, mas

R , - - s 2 4 ~ 7 7
isso é absurdo, pois, por hipétese, a° é par. Observe que ao se supor que a ndo € par obtem-se

uma contradicdo, portanto a deve ser um ndmero par.

Como segundo exemplo, vamos fazer a demonstracdo da proposicédo J2 é um nimero
irracional”. De antemao ja percebemos a impossibilidade da utilizagdo do Método Direto, visto
que, ndo se tem, em um contexto elementar, uma definicdo para nimeros irracionais. De fato,
para se definir nimero irracional seria preciso um estudo aprofundado de sequéncias e nimeros
reais, incluindo outras defini¢cbes, como convergéncia, e seria necessario demonstrar outras
proposi¢des para estabelecer tal defini¢do, como a proposi¢ado “existem sequéncias de nimeros
racionais que convergem para um nmero que nao € racional”.

Diante dessa impossibilidade de se apoiar em uma definicdo de namero irracional para

se fazer uma demonstracao, podemos provar a afirmacgéo proposta, J2 é um namero irracional,
com base na dicotomia entre nUmero racional e irracional, isto €, se um numero real ndo é
irracional, entdo ele € racional. Isso, de certa forma, ja induz ao Método Indireto, pois para
provar que um numero é irracional basta provar que ele ndo é racional e, para isso, basta supor

que esse numero seja racional e obter uma contradicao.
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Suponha que J2 seja um numero racional. Por definicdo, todo ndmero racional pode

) a . a
ser escrito na forma s com a e b inteiros, sendo b = 0. Como y corresponde a uma classe

de fracdes, ou seja, pode ser escrita de infinita formas, por exemplo, % pode ser escrita como

% ou =2 ou % ou g etc., podemos escolher % com sendo a forma mais simplificada do

namero racional, ou seja, aquela em que ndo se tem um divisor comum para a e b, exceto, é
claro, 1 e — 1 que sdo divisores de todos os numeros, isso € equivalente a dizer que

2

2
mdc(a,b)=1. Logo, podemos escrever /2 :% = (\/5)2 =(Ej =2 =% =a’=2b%.

;e . , 2 s . 2 4 , . .
Dessa ultima igualdade, concluimos que a° é par, pois @~ € o dobro de um numero inteiro. O

2 - ~ . .
fato de a° ser par nos leva a concluir, com base na demonstragdo que fizemos anteriormente,

que a também é par. Sendo a um ndmero par, podemos escrever a =2n, com n inteiro.
- 5 A2 2 2 2 2 2 2 2
Substituindo @ por 2n naexpressdo a° =2b°, temos (2n) =2b° = 4n"=2b" = 2n“ =D

i . , 2, . , , . . )
. Dessa Ultima igualdade, concluimos que b~ é par, pois ele é o dobro do nimero inteiro n°.

-z . 2 s ~ . . . , .
Como ja provamos anteriormente, se b é par, entdo b também € par, mas isso € absurdo, pois

mostramos que a também é par. E se @ e b sdo nimeros pares, entdo ambos sdo divisiveis
por 2, o0 que contraria o fato de o mdc(a,b) =1. Concluimos que ao supor que 2 néo é um

namero irracional obtemos uma contradicdo, portanto 2 deve ser irracional.
3.2 Outros recursos para demonstracao

Além dos dois métodos, direto e Indireto, citados anteriormente, para se fazer uma
demonstracdo matematica, dispomos de outros recursos que podem ser, inclusive, combinados
com esses dois métodos. O conhecimento desses recursos € importante para quem deseja
desenvolver habilidades para fazer provas matematicas. A seguir apresentaremos cada um
desses recursos, juntamente com um exemplo para explicitar como coloca-lo em praética.
3.2.1 Prova por construcao

Esse recurso consiste em se construir um objeto matematico, figura, equacgéo, funcéo
etc., de forma que esse objeto exiba explicitamente a veracidade do que pretendemos provar ou

nos auxilie de maneira eficiente na argumentacao da demonstragéo.
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Para demonstrar como utilizar esse recurso de demonstracdo, vamos fazer a prova de

J2 ) : —_—
sen45°:7. Para fazermos essa demonstracéo, precisamos saber a defini¢cdo de seno e,

conhecer o teorema de Pitagoras. Sendo a e b, respectivamente, a hipotenusa e o cateto oposto

de um angulo «, interno de um tridngulo retéangulo, entdo, por definicdo, sena=— .Secéo
a

outro cateto desse tridngulo, entdo, pelo Teorema de Pitagoras, temos a’ =b*+c*. Com base
nessas informacdes, podemos fazer a demonstracédo da proposicao dada, por meio da construcao
de um tridngulo retdngulo em que um dos seus angulos internos seja 45°. E uma forma de se
conseguir isso, seria dividir um quadrado em duas partes, por uma de suas diagonais, como

mostra a figura a sequir.

Figura 1- Construgdo de um triangulo retangulo com um angulo de 45°

—

a

a
Fonte: Elaborado pela autora

Podemos identificar, na Figura 1, um triangulo retangulo de hipotenusa d e com dois

catetos iguais a a. Pelo Teorema de Pitagoras, temos d* =a’*+a’ = d*=2a’ = d =+/2a’

— d =a+/2 . Usando a definigio de seno, podemos calcular o seno de 45° por 59”45023 -

a 1 1 2 A2
a2 2 N2 2 2

Como outro exemplo, vamos provar a proposi¢do “se um niimero natural n>1 ndo é

primo, entdo n € divisivel por algum numero primo p. Para demonstrar essa proposicgéo,
precisamos saber o0 que é numero primo. NUmero primo, por definigdo, é todo nimero natural
maior que 1 e que possui como divisores apenas 0 1 e ele proprio. Um outro conhecimento

necessario € o de uma proposi¢cdo denominada Principio da Boa Ordem, ou Principio do Menor
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Numero Natural, que estabelece que todo subconjunto, ndo vazio, de nimeros naturais possuli
um menor elemento.
Dessa vez, combinaremos um processo construtivo com o Método Indireto. Comegamos

construindo um conjunto S, constituido de todos os divisores de n diferentes de 1 e do proprio
n., ou seja, s ={x e N" |x divide n}. Como n n&o é primo, por hipotese, ele possui pelo menos

um divisor a diferente de 1 e dele mesmo, logo ae S e, portanto, S ndo vazio. Pelo Principio
da Boa Ordem, S possui um minimo, que chamaremos de p. Vamos usar 0 Método Indireto para
provar que p é primo, ou Seja, vamos supor que p nao seja primo e obter uma contradicao.
Assim, considerando que p ndo é primo, p possui um divisor b, diferente de 1 e do proprio p,

logol<b< p. Como b divide p e p divide n, temos que b divide n, consequentemente be S,
mas isso € absurdo, pois b < p e p € o minimo de S. Portanto, p é primo e p € um divisor de n.

3.2.2 Prova por contraexemplo

Esse tipo de demonstracao acontece quando queremos provar que uma dada afirmacéo
ndo é sempre verdadeira, ou sempre falsa. Para isso, basta exibir um objeto, ou evidenciar uma
situacdo, que contrarie a afirmacdo, ou seja, mostrar que, para aquele caso, a afirmacéo ndo é
sempre verdadeira, ou ndo € sempre falsa. Esse método pode ser usado desde casos elementares,
em que conseguimos facilmente determinar um contraexemplo, até casos mais complexo em
que o contraexemplo precisa ser construido, necessitando assim de uma combinagdo com uma
demonstracdo construtiva e, muitas vezes, ha a necessidade também do uso do Método Direto
ou Indireto.

Um exemplo bem simples seria provar que nao ¢ verdadeira a afirmagao “todo niimero
primo ¢ impar”. Para isso, basta exibir como contraexemplo no nimero 2, que s6 possui como
divisores 0 1 e ele préprio, logo 2 € primo e ndo é impar.

Para um segundo exemplo, consideremos a afirmagdo “qualquer que seja n natural,

n*+4In+41 ¢ um namero primo”. Podemos mostrar que essa afirmagdo ndo é sempre

verdadeira tomando n = 41. Com efeito, 41* +41.41+41=2.41* + 41= 41(2.41+1) = 41.83,

logo n®+41n+41, paran = 41, é divisivel por 41 e por 83, portanto ndo é um nimero primo.
Observe que para todo numero natural n, menor que 41, essa afirmacao € verdadeira.

Muitas vezes, a busca por um contraexemplo é feita quando desconfiamos que alguma
afirmacdo ndo é sempre verdadeira, ou sempre falsa. E encontrar esse contraexemplo pode ndo
ser uma coisa facil, podendo, inclusive, produzir uma nova proposi¢éo sobre a existéncia desse

contraexemplo, essa proposicao seria do tipo “ndo existe um objeto que satisfaca tal situagdo”.
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Como exemplo, podemos citar o ultimo Teorema de Fermat, isto ¢, a proposi¢cdo “a equagao

n

x"+y"=2z" ndo possui solucdo inteira para n > 2”. Inicialmente, os matematicos que
desconfiaram que essa afirmac&o ndo era valida para todo n > 2, buscaram um contraexemplo

que contrariasse essa afirmacdo, ou seja, buscaram uma terna de nimeros inteiros x, y e z que
satisfizessem a equacdo x>+ y® =z% , ou outra com grau maior que 3, mas € ldgico que ndo

encontraram esse contraexemplo, pois, mais de 300 anos depois que esse teorema foi enunciado,
ele foi provado.

Quando um contraexemplo nao é encontrado e Ndo se consegue provar a ndo existéncia
dele, temos uma conjectura. Uma conjectura € uma proposi¢ao em que se tem conviccao de sua
validade, porém ninguém conseguiu prova-la. Como exemplo de uma conjectura, evidenciada
pela falta de um contraexemplo, podemos citar a conjectura dos nimeros quase perfeitos. Para
entendermos essa conjectura, primeiro precisamos entender o que é um nimero perfeito e um
namero quase perfeito. Um numero natural é chamado perfeito se a soma de seus divisores,
excluindo-o, for igual ao préprio nimero. 6 € um numero perfeito, pois os divisores de 6 sdo:
1, 2, 3 e 6 e soma desses divisores, excluindo o préprio 6, € 1+2+3=6. Um nimero é quase
perfeito quando a soma de seus divisores, excluindo o préprio nimero, se difere desse nimero
por apenas uma unidade. Por exemplo, 8 € um numero quase perfeito, de fato, os divisores de
8 sdo: 1, 2, 4 e 8 e soma desses divisores, excluindo o 8, é 1+2+4 = 7 que se difere de 8 por
apenas uma unidade. A proposi¢do “ndo existe um niimero natural cuja soma de seus divisores,
excluindo o proprio nimero, exceda esse nimero em apenas uma unidade” ¢ um exemplo de
uma proposicao que ndo foi provada e ndo se conseguiu um contraexemplo que contrariasse
essa afirmacdo, ou seja, um ndmero em que a soma de seus divisores, excluindo o préprio
namero, dé uma unidade a mais que esse nimero. Depois de muita procura por contraexemplo,
sem sucesso, acredita-se que esse contraexemplo nédo exista e, portanto, conjecturou-se essa
afirmacdo”, ou seja, acredita-se que ela seja verdadeira, mas como néo ainda nao foi provada,
ela ndo pode ser considerada um teorema, ¢ apenas uma “conjectura”.

Apesar de usarmos o termo “prova por contraexemplo”, muitas vezes a prova ¢ feita
exibindo-se um exemplo. Porém, as duas formas séo equivalentes, pois depende somente de
como se enuncia a proposi¢do. Por exemplo, se ao invés de enunciar “qualquer que seja n
natural, n® +41n+41¢é um ndmero primo”, fosse enunciado “n’ +41n+41n&o é primo, para
todo n”, que sdo duas proposigdes equivalentes, a demonstragao seria feita exibindo um valor

para n em que n”+41n+41 ndo fosse primo. Neste caso, 41 ndo seria um contraexemplo, ou
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seja, um valor que iria contrariar a proposi¢do, mas sim um exemplo, isto é, um valor que iria

satisfazer a proposicéo.
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4 DESCRICAO E ANALISE DOS DADOS

Os dados que compds a nossa pesquisa foram obtidos por meio de uma leitura
sistematica do livro Matematica: ciéncia e aplicaces, lezzi et al. (2016). A partir dessa leitura,
foram construidos trés quadros. Esses quadros nos auxiliaram na organizacao das informacoes,
facilitando evidenciar aquelas relacionadas a nossa proposta de investigacdo, ou seja,
informacdes que nos ajudaram a responder as nossas questdes de pesquisa. Nossa escolha em
dividir o conjunto de informacdes, categorizadas por nos a partir do livro didatico investigado,
se deu em virtude do grande nimero de informacgdes que, em um unico quadro, se tornaria
muito extenso, dificultando sua apresentacdo e 0 nosso processo de anélise.

Muitos conceitos sdo utilizados no livro sem serem definidos, acreditamos que 0s
autores consideraram esses conceitos como sendo de conhecimento do aluno, obtido em séries
anteriores. Na nossa investigacao, esses conceitos, nao definidos, foram chamados Informais,
pois, pela nossa percepgdo, 0s autores consideraram que 0s estudantes conheciam o0s
significados de alguns objetos de maneira intuitiva (informal), como é o caso de fragdes,
namero par, nimero impar etc. Muitas vezes, com intuito de revisar ou clarificar um conceito,
0s autores o introduzem a partir de uma ideia intuitiva para que o leitor possa produzir
significado para algum objeto. Uma maneira muito usada para constru¢do informal de um
conceito é por meio de exemplos capazes de levar o leitor a conceber esse conceito. Em algumas
situacdes, no livro, os conceitos sdo apresentados de maneira formalizada, ou seja, por meio de
uma definicdo. Nestes casos, esses conceitos foram chamados, neste trabalho, de Formais.

Durante a apresentacdo das informacoes, sistematizadas nos quadros mencionados,
buscamos, dentre outras coisas, identificar quais e quantas proposic¢des sao fundamentadas em
conceitos formais e informais, além disso, quais delas sdo demonstradas no livro investigado.
E, a partir disso, tentar entender qualitativamente como os autores do livro didatico investigado
se posicionam em relacdo ao processo de demonstracdo para esse nivel.

Primeiramente, nos itens 4.1, 4.2 e 4.3, s@o apresentados os quadros mencionados,
juntamente com uma descri¢do das informacgdes colocadas neles, e no item 4.4 é feita uma
andlise das informacdes, por meio de uma discussdo geral sobre todo o livro, com fortes
posicionamentos da pesquisadora, baseados no seu entendimento sobre a relacdo entre

demonstragdo matematica e ensino-aprendizagem.

4.1 Descrigéo e andlise dos capitulos de 1 a 4
No Quadro 1, sdo apresentadas informag6es dos capitulos 1, 2, 3 e 4. Essas informagdes

referem-se a quais conteddos tém seus conceitos trazidos de maneira formal e quais séo
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apresentados de maneira informal, juntamente com o numero de proposi¢des demonstradas e 0

namero de proposi¢Ges ndo demonstradas.

Quadro 1 — Informacdes sobre os capitulos de 1 a 4

Conceitos

Quantidade de
proposicoes
Demonstrada

Quantidade de
proposicoes nao
Demonstradas

Capitulo 1

Formal

Igualdade de conjunto; Subconjuntos — Relagao de Inclusao;
Interseccdo; conjunto das partes; reunido; diferenca e
complementar.

10

Informal

Conjuntos; elementos; pertinéncia; diagrama de Venn e conjunto.

Capitulo 2

Formal

Numeros inteiros opostos; médulo de um mimero inteiro;
o conjunto @, intervalos Reais; Razao, Propor¢ao;
Porcentagem; inverso; quadrado perfeito;

Informal

Nuimeros naturais; niimero inteiro; nimero par; nimero impar;
numero primo; multiplo de 3; interpretagdo geométrica dos
numeros inteiros, nimero racional; forma decimal das fracdes;
decimais exatos; dizima periédica; fracao; Representagao
geométrica do conjunto dos niimeros racionais; niimeros
irracionais; numero real; média aritmética.

Capitulo 3

Formal

fungao; Nota¢ao; Dominio e contradominio; Determinacao
de dominio; Conjunto Imagem; ponto de maximo e
minimo; fun¢do par e func¢do impar; taxa média de
variagao;

Informal

Relagdo; funcdo; Nogao intuitiva; Funcoes definidas por
formulas; Leitura informal de graficos; O plano
cartesiano; graficos; Analise de graficos, fungao
crescente e decrescente; zero de uma fungao;

Capitulo 4

Formal

Fungao do 1° grau; Gréfico de fungdo de 1° grau; Raiz
de uma equacado do 1° grau; Fungao afim crescente e
decrescente; Sinal; grandezas inversamentes
proporcionais.

Informal

Funcdo do 1° grau; Intersecdo de retas; Funcdo constante;;
Taxa média de variagdo de fungdo afim; Inequagdes;
coeficiente angular e linear; Grandezas  diretamente
proporcionais.

Fonte: Elaborado pela autora

No capitulo 1 do livro investigado, como pode ser observado no Quadro 1, ndo ha

nenhuma proposicdo posta sobre conceitos informais, mas ha 11 proposi¢cdes apresentadas

dentro dos conceitos formais em que, destas, apenas uma, relacionada aos conceitos de

Intersecdo e Reunido, foi demonstrada. Essa proposicéo afirma que a quantidade de elementos

na unido de dois conjuntos € a soma do numero de elementos dos dois conjuntos, subtraida a

quantidade de elementos da interseccdo entre esses dois conjuntos. A demonstragdo dessa

proposicédo, apresentada no livro, é mostrada na Figura 2.
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Figura 2 — Demonstracao de uma proposicao apresentada no capitulo 1

Pelo diagrama ao lado, vé-se que:

A=XU@BNBeAUB=XUB '\\
Como X N (AN B) = &, entao temos: v \
) |
n{A) = n(x) + n{A N B) 1 |
/B

Como X M B = &, entdo temos:
n(A 1L B) = n(X) + ni(B) 2
Assim, de 1 temos: n(X) = n(A) — n(A N B), que, substituido em ' 2 , resulta em:

n{A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B)

Em particular, se A e B sdo disjuntos, ou seja, se A M B = &, temos:
n(A N B) = 0 e, nesse caso, n(A U B) = n(A) + n(B).

Fonte: lezzi et al. (2016 p.13)

Em algumas situacdes, o livro ndo faz a demonstracdo das proposi¢fes enunciadas,
porém deixa claro que se trata de uma afirmacao cabivel de demonstracao ao dizer que ela sera

aceita sem demonstragdo, como pode ser visto na Figura 3.

Figura 3- Proposi¢cdo ndo demonstrada no capitulo 1

Propriedades da intersecao e da reuniao

Vamos admitir, sem demonstracao, a validade de cada uma das seguintes propriedades.
Quaisquer que sejam os conjuntos A, B e C:
Idempotente: ANA=A e AUA=A
Comutativa: ANB=BNA e AUB=BUA
Associativa: ANBNO=ANBNC e AUBUQOQ=(AUBUC
Distributiva: AN BUQO=ANB UANC e AUBNO=AUBNAUCQ
Fonte: lezzi et al. (2016, p. 14)

O capitulo 2 apresenta apenas uma proposi¢éo relacionada a conceitos formalizados, e

esta proposigdo é demonstrada. Em relagdo aos conceitos informais tém-se 11 proposi¢oes, em

que trés sdo demonstradas.
A Figura 4 apresenta os conceitos formais relacionados a tnica proposi¢do demonstrada,

juntamente com sua demonstracao.
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Figura 4- Demonstracdo da proposicdo relacionada a conceitos formais no capitulo 2
Proporg¢do

S L = <
Dadas duas razdes bea chama-se proporgao a igualdade entre essas razoes:

% (I&-se: a esta para b assim como c esta para d)
Em uma proporcao, os nimeros a e d sao chamados extremos, e os nu-
meros b e ¢ sao chamados meios.

Na propor¢ao % - % vale a propriedade:
ad=b-c

Para demonstra-la, basta multiplicar os dois membros da igualdade por
b-d#0:

b-d-%:b-d-i:aw}:b-c
Dizemos que o produto dos extremos (a e d) é igual ao produto dos meios (b e c).

Por exemplo, na proporgéo% = %lemos 2:9=6-3=18;em L4

4 16
temos 1-16=4-4.

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 34)

Como pode ser visto no Quadro 1, no capitulo 3, que trata de contetdos relacionados a
conceitos formais e informais de func¢@es, ndo h& nenhuma proposigao enunciada.

No capitulo 4, vemos que ha apenas trés proposicdes estabelecidas sobre 0s conceitos
formais: gréafico de uma funcé@o do primeiro grau, raiz de uma equacgdo do primeiro grau e
coeficiente linear, todas demonstradas. Nesse capitulo, hd somente uma proposicdo sobre
conceitos informais, e ela também foi demonstrada.

Na Figura 5, é apresentado um exemplo de conceito informal apresentado no livro.

Figura 5 — Exemplo de conceito informal
B Funcio linear

Um caso particular de funcao afim é aquele em que b = 0. Nesse caso,
temos a funcao afim f de R em R dada pela lei f(x) = ax com a real e a # 0,
que recebe a denominacao especial de fungao linear.

Exemplos:

« f(x) = 3x, emquea=3eb = 0.

« f(x) = —4x, emquea = —4eb = 0.

f(x) = x, emquea = 1 eb = 0. Nesse caso a funcao f recebe o nome de
funcao identidade.
Fonte: lezzi et al. (2016, p. 71)

4.2 Descrigéo e analise dos capitulos de 5 a 8
No Quadro 2, a seguir, séo apresentadas as proposi¢oes relacionadas a conceitos formais

e informais dos capitulos de 5 a 8, e 0 numero de proposi¢des demonstradas e ndo demonstradas.
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Quadro 2 — Informacges sobre os capitulos de 5a 8

Conceitos Quantidade de Quantidade de
proposicoes proposicoes
Demonstrada nao
Demonstradas
Fungdo quadratica; Parabola; Raizes de uma equagao do 2° grau;
Soma e produto das raizes; Forma fatorada; Coordenadas do
Formal et 4 2
vértice.
° Gréfico; Quantidade de raizes; Conjunto imagem; Esbogo da parabola; Sinal;
= Inequagoes.
;-.' Informal 0 1
Q
Mobdulo de um nimero real; fungao modular.
Formal 4 1
o
% Fungao definida por mais de uma sentenga; Grafico; Equagdes
%'. modulares; Inequagdes modulares.
< Informal 0 2
6]
Propriedades de poténcia, Raiz enésima; Fungao exponencial.
Formal 1 14
'; Funcao exponencial; Poténcia de expoente inteiro negativo;
E_ Informal Poténcia de exponte racional; Poténcia de exponte irracional, 3 3
B nlorma Poténcia de expoente real; Grafico; Numero de Euler, Grafico;
o Equacao exponencial.
Logaritmo; Logaritmo do produto; Logaritmo do quociente;
Logaritmo da poténcia; Aplicagao importante.
Formal 9 0
°°° Consequencias; Sistemas de logaritmo; Fungao logaritmica; Grafico
= de uma fungdo logaritmica; Fungdo exponencial e fungdo
= Informal TR T - x 5 0
2 logaritmica; Equagdes exponenciais.
Q

Fonte: Elaborado pela autora

Como pode ser observado no Quadro 2, no capitulo 5 tém-se 6 proposi¢cdes sobre
conceitos formais, sendo quatro demonstradas e duas ndo demonstradas. Em relacdo aos
conceitos informais tem-se somente uma proposicao, e ela ndo é demonstrada.

No capitulo 6, tém-se quatro proposi¢cdes demonstradas e uma ndo demonstrada,
relacionadas a conceitos formais. Apenas duas proposicdes aparecem sobre 0s conceitos
informais e nenhuma delas é demonstrada. Vale ressaltar que todas as proposi¢des
demonstradas neste capitulo sdo sobre a existéncia de propriedades de Mddulo e Funcdo

Modular. Uma dessas demonstragdes pode ser vista na figura 6.
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Figura 6 — Uma das demonstracGes do livro relacionada ao conceito de Mddulo
I) xeR, |[x| =0

Demonstracao:

E imediata, pois: se x>0, |x| = x>0
sex<0, |x| =—-x>0
esex=20, |x| =0

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 121)

No capitulo 7, ha 14 proposi¢cbes ndo demonstradas e apenas uma demonstrada,
relacionadas aos conceitos formais. Sobre os conceitos informais sdo apresentadas seis
proposicdes, sendo 3 demonstradas e 3 ndo demonstradas.

O capitulo 8 apresenta nove proposicdes demonstradas sobre conceitos formais, sendo
uma delas, relacionada ao conteudo de logaritmo, trazida em um tépico denominado “Aplicacéo
importante”. Essa demonstracdo pode ser vista na figura 7. Sobre conteddos relacionados a
conceitos informais tém-se 5 proposicdes, todas demonstradas. Vale ressaltar que neste capitulo
ndo h& nenhuma proposi¢do ndo demonstrada.

Figura 7- Aplicacdo importante ao contetdo de logaritmo

Sejam a e b reais positivos e diferentes de 1. Temos que:

log,a-log.b=1 ou Iogba=|

og, b
Demonstracao:
Basta escrever log, a na base a, de acordo com a propriedade da mudanca
de base:
log, a 1 _
log, a = — = , ou seja, log,a - log,. b =1

log, b log, b

Note que, como b # 1, o denominador log_ b é diferente de zero.

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 159)

4.3 Descrigéo e analise dos capitulos de 9 a 13

No Quadro 3 sdo apresentadas informacdes relacionadas aos capitulos de 9 a 13. Esse
Quadro, da mesma forma que os anteriores, apresenta informacdes divididas entre conceitos
formais e informais, evidenciando o nUmero de proposi¢des demonstradas, ou n&o

demonstradas, relacionadas a cada tipo de conceito.
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Quadro 3- Informacdes sobre os capitulo de 9 a 13

Conceitos Quantidade de Quantidade de
proposicoes proposigdes ndo
Demonstrada Demonstradas
Progressio artmética, classificacio, Termo geral de wma PA, Soma
Formal dos 1 primeiros termos de uma PA, Progressiio geometrica, 4 3
orma classificacto, Termo geral de uma PG, Soma dos n pnimeiros
termos de numa PG, Soma dos n termos de uma PG infinita.
-
= Sequéncia mamerica, Tenmo Geral, Frogressdo aritmetica e fungio afim. PG
E & fungio exponencial,
E Informal 0 ]
Semelhanga de idngulos, Teorema de Tales, Teorema fundamental da
semelhanga, Criterios de semelhanga, Consequéncia da semethanga de
Formal tridngnles, relagdes metricas, Aplicapbes notaveis, 10 4
]
=
£l Semelhanga, Razio de semelhanga,,
B
& | Informal U] ]
Seno e cosseno de wm dngubo agudo, Triingulo equilatero,
uadrado
Formal Q 2 2
=
% Razbes rigonometricas, Tangente de wm angulo agudo, Tabela
de razdes ingonometricas,
£ | mformal 8 4 0
[
Area do retingulo, Area do Quadrado, Area do paralelogramo,
Area do tridngulo, Area do tningulo equilatero, Area do
Formal I L 7 0
losango, Area do trapézio, Arca de um poligono regular,
- . - : :
a Area do circulo, Area do setor circular, Area da coroa circular, Area
E do segmento circular,
E Informal 3 ]
L]
Frequéncia relativa
Formal L1} 1]
-
E Amostragem, YVaridvel, Representagio Grafica.
E
& | Informal 0 i
-
1)

Fonte: Elaborado pela autora

No capitulo 9, pode-se observar que ndo ha nenhuma proposicdo relacionadas a
conceitos informais. Sdo 6 proposicOes referente aos conceitos formais, quatro destas foram
demonstradas e duas ndo demonstradas.

No capitulo 10 ha 14 proposicdes referente a conceitos formais, 10 destas proposicGes
foram demonstradas e apenas 4 nao foram demonstradas. Da mesma forma que ocorreu no
capitulo 9, ndo ha proposicdes relacionadas a conceitos informais.

O capitulo 11 apresenta quatro proposicoes referente aos conceitos formais, sendo duas
demonstradas e duas ndo demonstradas. Referente aos conceitos informais, tém-se 4
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proposi¢des, todas demonstradas. Algumas demonstraces sdo feitas pelo Método Direto,

utilizando representacdes visuais, como pode ser visto na figura 8.

Figura 8- Proposicdo ndo demonstrada capitulo 11

Obscrve quc a drca dc uma coroa circular ¢ igual a diferenca entre as drcas
dos circulos cujos raios medem Rer.

logo: A=A, —A,= A=nR!— nr?

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 247)

O capitulo 12 apresenta 7 proposicGes sobre conceitos formais, todas elas
demonstradas. Sobre conceitos informais tém-se 3 proposicdes, todas também demonstradas.
O ultimo capitulo, capitulo 13, € bem pequeno em comparagdo com 0s outros capitulos.

Esse capitulo é sobre Estatistica basica e ndo traz nenhuma proposicao.

4.4 A anélise das evidéncias

No livro investigado foram enunciadas 114 proposi¢es, das quais 65 foram
demonstradas e 49 ndo foram demonstradas, correspondendo, respectivamente, a 57% e 43%.
Essa comparacéo é ilustrada no grafico 1.

Gréfico 1- Comparacgdo entre nimeros de proposi¢des demonstradas e ndo demonstradas
NAO

DEMONSTRADAS
43%

DEMONSTRADAS
57%

Fonte: Elaborado pela autora
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A principio, acreditdvamos que o numero de proposi¢cGes ndo demonstradas fosse
superior aos das demonstradas, inclusive com uma grande diferenca, pois, baseado na nossa
experiéncia como professores de Educacdo Basica, nesse estagio, em geral, ndo se tém muitos
estudantes com nivel de abstracdo suficiente para entender demonstracbes matematicas,
principalmente, apenas por meio de leituras. Mais dificil ainda, é que esses estudantes sejam
capazes de fazer todas as demonstracOes das proposi¢des enunciadas no livro investigado. Vale
ressaltar que, como foi colocada nas descricOes, existem proposi¢des cuja demonstracdo requer
conhecimento em nivel mais elevado, por exemplo, o Teorema de Tales. Além disso, mesmo
que todas as demonstracGes fossem colocadas no livro, seria invidvel trabalhar todas durante o
ano letivo, inclusive acreditamos que nem todas as demonstragdes feitas no livro poderiam ser
reproduzidas e discutidas pelo professor durante as aulas, devido a limitacdo de tempo, a
quantidade de contetido a serem trabalhados e a dificuldade de se ensinar demonstracao. Porém,
é importante que se trabalhe a maior quantidade possivel de demonstracfes matematicas, pois,
como afirmam Carnielli e Epstein (2005), demonstracdo matematica € uma forma de
comunicacdo que consiste na apresentacdo ou no particular arranjo que produz a prova. Nesse
sentido, 0 conhecimento sobre o0 processo de demonstracao torna-se de grande importancia para
a aprendizagem de Matematica.

Ressaltemos que, apesar de muitas das proposi¢des apresentadas no livro-texto néo
serem provadas, 0s autores demonstram preocupacao e enfatizam, de certa forma, a necessidade

do aluno em entender demonstracdo matematica, ao afirmarem que

Do ponto de vista da Matematica, prevalece o método dedutivo, em que uma
propriedade matematica so é validada por meio de uma demonstracdo. Na
Matematica, uma propriedade (ou um teorema) é uma proposi¢ao do tipo “Se
p entdo q”, em que p é a hipotese e q € a tese. A demonstracdo é uma sequéncia
(finita) de passos ldgicos que permitem, a partir de p, concluir que q é
verdadeira. (IEZZI et al., 2016, p.22)

E, ainda, os autores apresentam, na pagina 22, um exemplo especificamente para ilustrar
0 que € uma demonstracdo matematica.

Além disso, podemos perceber a preocupagéo dos autores sobre a discussdo da validade
de uma proposic¢do, mesmo quando as proposi¢des ndo sdo demonstradas, pois, as vezes, eles
apresentam proposicdes enfatizando que elas ndo serdo demonstradas, “Vamos admitir, sem
demonstracdo, a validade de cada uma das seguintes propriedades [...]” (IEZZI et al., 2016,
p.14).

Ha alguns casos em que as proposi¢des podem ser consideradas axiomas, como “N €

fechado em relagdo a adigdo e a multiplicagdo” (IEZZI et al., 2016, p.19). Essa afirmacgédo nédo
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poderia ser demonstrada, pois ela é fundamentada sobre objetos sem definicdo (nimeros
naturais) e, além disso, a adi¢do e a multiplicacdo ndo poderiam ser apresentadas formalmente
neste contexto. Portanto, proposicdes desse tipo devem ser admitidas sem demonstracéo, ou
seja, como axiomas.

As proposicdes relacionadas a conceitos formais totalizam 81, sendo 46 delas
demonstradas e 35 ndo demonstradas, enquanto as proposi¢Oes definidas sobre conceitos
informais somam 33, das quais 19 sdo demonstradas e 14, ndo. O Grafico 2 apresenta uma

relacdo comparativa dessas informacoes.

Gréfico 2- Comparacdo entre o nimero de proposic¢des relativas a conceitos formais e

informais.
50
45
40
35
30
25
20
15
10
5
0
Formais Informais
M Poposigdes demonstradas Proposi¢des ndo demonstradas

Fonte: Elaborado pela autora

Como podemos observar, 0 numero de proposi¢cfes demonstradas relacionadas a
conceitos formais € bem maior que o das relacionadas a conceitos informais. Isso ja era
esperado, pois, como afirma Garbi (2010, p.33), “[...] definicdes matematicas [...] necessitam
ser rigorosas, para evitar dubiedades que comprometeriam a qualidade das provas.”. Nesse
sentido, tem-se maior dificuldades em se fazer demonstragdes matematicas utilizando apenas
conceitos informais, pois conceitos informais sdo aqueles considerados de conhecimento do
individuo ou construidos por meio de exemplos ou outras situagGes capazes de levar esse
individuo a produzir significados relevantes para os objetos matematicos conceituados. Diante
disso, torna-se mais dificil utilizar esses conceitos, construidos intuitivamente, para
fundamentar uma demonstragdo matematica, visto que uma demonstracdo matematica precisa
ser feita de maneira formalizada, e em linguagem matematica, ou seja, tem que ter argumentos,

e ndo simplesmente expor suas ideias de maneira escrita.
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Portanto, levando em consideracdo todo estudo feito por nos, do livro didatico; a
dificuldade dos estudantes com o processo de demonstracdo matemaética; a necessidade do
cumprimento de um conteldo programatico, dentro de um tempo pré-estabelecido; e uma
quantidade de contetdos ainda ndo estudados, necessarios para se fazer algumas demonstracdes
de proposic¢des apresentadas no livro-texto, concluimos que o livro superou nossas expectativas,
visto que os autores teve o cuidado em observar a necessidade de se fazer, ou pelo menos
entender, uma demonstracdo matematica. Além do grande nimero de demonstraces feitas séo
apresentadas também sugestdes para que o leitor (incluindo professor) possa desenvolver sua
habilidade em fazer demonstracdes. Vale ressaltar também que houve uma preocupacdo dos
autores em escrever as demonstraces de maneira clara e em nivel de conhecimento compativel
com a série (1° ano do Ensino Médio), inclusive quando se tratava de demonstracdes
semelhantes, como em um grupo de propriedades, uma delas era demonstrada, enquanto as
outras eram deixadas como exercicios.

Gostariamos de enfatizar que nosso trabalho se restringiu exclusivamente sobre o livro
didatico. Diante disso, ndo podemos mensurar os resultados praticos de um trabalho feito por
um professor em sala de aula, pois, primeiramente, ndo é possivel saber como esse professor
faria a utilizacdo desse livro em sala de aula, se 0 seguiria a risca ou ignoraria partes, dentre
elas as relacionadas as demonstracGes matematicas. Em segundo, destacamos outros fatores
que deveriam ser levados em consideracao: a aceitacao e as habilidades dos estudantes em fazer
e entender demonstragdes matematicas. Apesar disso, acreditamos que o livro didatico
investigado tem qualidades suficientes para cumprir seu papel no que tange ao processo de

demonstracdo matematica para uma turma inicial do Ensino Médio.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A habilidade para fazer e entender uma demonstracdo matematica pode ser considerada
importante para o desenvolvimento da capacidade do aluno em aprender matematica e, até
mesmo, outras disciplinas que necessitem de raciocinio légico e de uma capacidade de
argumentacao. Acreditamos que essa habilidade ndo pode ser adquirida a curto prazo, por isso,
quanto antes envolver o estudante nesse processo, melhor. Neste sentido, temos uma ideia
convicta de que esse trabalho poderia ser feito a partir das séries iniciais, por meio de
questionamentos elementares que necessitassem de uma argumentacao embasada nos conceitos
introduzidos pelo professor. Dessa forma, quando o estudante chegar ao Ensino Médio, ja no
primeiro ano, o professor poderd fazer um trabalho mais consistente de matematica,
apresentando e discutindo demonstracdo de maneira formalizada, exigido, inclusive,
argumentagdes escritas.

Diante do que foi exposto, acreditamos que o livro didatico tem um papel fundamental
no processo de desenvolvimento de habilidades do estudante em relacdo a demonstracéo
matematica. E, como foi observado neste trabalho, um livro didatico, com as caracteristicas do
livro investigado nesta pesquisa, apesar de poder ser aprimorado, jA é capaz de auxiliar
professores e estudantes nesse processo. A pergunta que se faz, levando em consideracao que
o livro propde um ensino com base em demonstracdo, € se o professor do primeiro ano do
ensino médio trabalha essas demonstragdes proposta pelo livro. Para responder essa questao
acreditamos que sejam necessarias mais pesquisas nessa linha.

Temos a conviccdo de que nossa pesquisa é apenas um ponto de partida para adentrar
nesse tema, que acreditamos ser de grande relevancia para o processo de ensino-aprendizagem
de matematica, pois nossa investigacdo se limitou a apenas o estudo de um livro didatico, e
apenas a umas das séries do Ensino Médio. No entanto, a partir dela, visualizamos um cem-
numeros de outros trabalhos que poderiam ser desenvolvidos nessa mesma esteira. Acreditamos
que valeria a pena fazer uma pesquisa comparativa desse livro com outros livros do primeiro
ano do Ensino Médio, aprovados no PNLD, e seria igualmente relevante abordar esse tema em
pesquisas com foco em outras séries do Ensino Médio e até mesmo no Ensino Fundamental.
Uma outra pesquisa importante, nessa mesma linha, seria uma investigacdo que buscasse
evidenciar a origem das dificuldades, de estudantes do primeiro periodo de Licenciatura em
Matematica, em entender e fazer demonstracbes matematicas. Alem dessas, uma outra
investigacao, que inclusive comegamos a desenvolver, seria entender o que ocorre efetivamente
em sala de aula, ou seja, como os professores de matematica da educacao basica tratam esse

tema em suas aulas.
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Em suma, essas nossas inquietacfes poderiam ser configuradas em uma pergunta: “se
nos cursos superiores, incluindo principalmente os de Licenciatura em Matematica, 0s
professores enfatizam a necessidade de saber fazer justificativas formais (demonstracéo
matematica), considerando que o entendimento e o desenvolvimento da capacidade do
estudante sobre essas justificativas demandam longo prazo, observando que os livros didéticos,
pelo menos ja no inicio do Ensino Médio fazem uma abordagem consistente sobre isso, por que
os estudantes de Graduacdo tém tanta dificuldade em entender e fazer demonstracdo

matematica?”
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