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Resumo

O presente trabalho discorre sobre a segunda forma fundamental de uma su-
perfície, estrutura geométrica responsável por descrever propriedades extrínsecas da
geometria das superfícies, ou seja, aquelas que dependem de sua imersão no espaço
ambiente. Por meio dessa forma, é possível obter informações como a curvatura
normal, as curvaturas principais, a curvatura de Gauss e a curvatura média. Tais
conceitos permitem uma compreensão mais aprofundada do comportamento local
das superfícies e de suas variações no espaço. Neste estudo, desenvolvemos essas
ideias por meio de definições, exemplos e aplicações que ilustram sua utilidade e
importância no contexto da geometria diferencial.

Palavras-chave: Superfícies; segunda forma fundamental; curvatura normal; curva-
turas principais; curvatura de Gauss.



Abstract

This work discusses the second fundamental form of a surface, a geometric
structure responsible for describing extrinsic properties of surface geometry—that
is, those that depend on the surface’s immersion in ambient space. Through this
form, it is possible to obtain information such as the normal curvature, principal
curvatures, Gaussian curvature, and mean curvature. These concepts allow for a
deeper understanding of the local behavior of surfaces and their variations in space.
In this study, we develop these ideas through definitions, examples, and applications
that illustrate their usefulness and importance within the context of differential
geometry.

Keywords: Surfaces; second fundamental form; normal curvature; principal curva-
tures; Gaussian curvature.
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1 Introdução

Este trabalho dedica-se ao estudo da Segunda Forma Fundamental de uma su-
perfície, uma estrutura geométrica essencial para descrever propriedades extrínsecas
da geometria diferencial, ou seja, aquelas que dependem da imersão da superfície
no espaço ambiente. Por meio dessa forma, é possível identificar e analisar carac-
terísticas como a curvatura normal, as curvaturas principais, a curvatura de Gauss
e a curvatura média, fundamentais para compreender o comportamento local e as
variações das superfícies no espaço tridimensional.

O tema aqui tratado está inserido no campo da geometria diferencial, área da
matemática que investiga propriedades de objetos geométricos por meio do cálculo
diferencial e das estruturas algébricas. A escolha da Segunda Forma Fundamental
como objeto de análise justifica-se pela sua importância, tanto teórica quanto prá-
tica, ampliando o entendimento da geometria das superfícies para além do que é
possível observar apenas pela primeira forma fundamental.

Este estudo tem como objetivo geral conhecer as propriedades da Segunda
Forma Fundamental e suas aplicações na descrição das curvaturas locais das super-
fícies. Para tanto, busca-se como objetivos específicos:

• Caracterizar formalmente a Segunda Forma Fundamental e a curvatura nor-
mal;

• Identificar e descrever as curvaturas principais, a curvatura de Gauss e a cur-
vatura média;

• Analisar aplicações que demonstrem a relevância desses conceitos no contexto
da geometria diferencial.

Desde a infância, a matemática tem sido uma companheira constante e fonte de
fascínio, influenciando minha trajetória acadêmica e minha percepção do mundo. A
decisão por estudar a Segunda Forma Fundamental surge do interesse em aprofundar
conhecimentos na área de geometria diferencial e contribuir para a disseminação
desse conhecimento.



2 Preliminares

Neste capítulo são apresentadas definições e resultados importantes ao estudo
da primeira forma fundamental. O texto ao longo do capítulo é baseado em Introdu-
ção à Geometria Diferencial de Keti Tenenblat (Tenenblat, 2008) e Álgebra Linear
de Elon Lages Lima (Lima, 2020).

2.1 Vetores Linearmente Independentes

Definição 2.1. Seja V um espaço vetorial, os vetores v1, v2, ..., vn são ditos linear-
mente independentes se toda equação vetorial da forma λ1v1+λ2v2+ · · ·+λnvn = 0

tem solução única λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.

Consideramos nessa definição que os coeficientes pertencem ao conjunto dos
reais.

Quando essa definição não se efetiva para os vetores v1, v2, ..., vn de um es-
paço vetorial V, eles são chamados linearmente dependentes. Ou seja, se existirem
números reais λ1, λ2, ..., λn, nem todos nulos, tais que λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn = 0.

2.2 Base e Dimensão

Definição 2.2. Seja V um espaço vetorial sobre R. É chamada de base de V, um
subconjunto B de V, que satisfaz:

(i) B é linearmente independente;
(ii) B gera V, isto é, qualquer vetor de V pode ser escrito como combinação

linear dos vetores de B.

Exemplo 2.3. Sendo R3 espaço vetorial sobre R, o conjunto {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
é base de R3, pois é linearmente independente e gera, de fato, R3. Se (α, β, γ) ∈ R3,
então (α, β, γ) = α(1, 0, 0) + β(0, 1, 0) + γ(0, 0, 1) com α, β, γ ∈ R.

Um espaço vetorial pode contar com mais de uma base, todas elas com o
mesmo número de vetores. A partir disso, temos que:

Definição 2.4. Seja V um espaço vetorial e B = {v1, v2, ..., vn} uma base de V. A
dimensão de V é igual ao número de vetores da base (dimV = n).
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Podemos considerar dois casos especiais:
(i) Se V não possui base ⇒ dimV = 0;
(ii) Se V tem uma base com infinitos vetores ⇒ dimV = ∞ (a dimensão de V

é infinita).

Exemplo 2.5. Seja V = R2. O conjunto B = [(1, 0), (0, 1)] é uma base de V. De
fato,

B(x, y) ⊂ R2,

tem-se

(x, y) = x(1, 0) + y(0, 1)

e,

(x, y) = (0, 0) ⇔ x(1, 0) + y(0, 1) = (0, 0) ⇔ x = y = 0.

Logo, dim(R2) = 2.

Teorema 2.6. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita n. Então:
i) Se B = {v1, v2, · · · , vn} gera V então B é base de V;
ii) Se B = {u1, u2, · · · , un} é linearmente independente então B é base de V.

2.3 Transformação Linear

Definição 2.7. Sejam U e V espaços vetoriais sobre R. Uma aplicação T : U → V

é uma Transformação Linear se

(1) T (u1 + u2) = T (u1) + T (u2) ∀ u1, u2 ∈ U , e
(2) T (λu) = λT (u),∀ λ ∈ R e ∀ u ∈ U .

Exemplo 2.8. A transformação T : R2 → R2 dada por

T (x, y) = (5x+ y, 3x− 2y)

é linear.
De fato, se u1 = (x1, y1) e u2 = (x2, y2) vetores de R2, então
(a)
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T (u1 + u2) = T ((x1, y1) + (x2, y2))

= T ((x1 + x2, y1 + y2))

= (5(x1 + x2) + (y1 + y2), 3(x1 + x2)− 2(y1 + y2))

= (5x1 + 5x2 + y1 + y2, 3x1 + 3x2 − 2y1 − 2y2)

= (5x1 + y1, 3x1 − 2y1) + (5x2 + y2, 3x2 − 2y2)

= T (u1) + T (u2).

(b) ∀ λ ∈ R, temos

T (λu1) = T (λ(x1, y1))

= T (λx1, λy1))

= (5λx1 + λy1, 3λx1 − 2λy1)

= (λ(5x1 + y1), λ(3x1 − 2y1))

= λ(5x1 + y1, 3x1 − 2y1)

= λT (u).

Portanto, T é uma transformação linear.

2.4 Forma Bilinear

Definição 2.9. Sejam U e V espaços vetoriais sobre R. Uma função f : U ×V → R
é chamada de forma bilinear de U × V em R se satisfizer:

(i) f(λu1+u2, v) = λf(u1, v)+f(u2, v), para todos λ ∈ R, u1, u2 ∈ U e v ∈ V .
(ii) f(u, λv1+v2) = λf(u, v1)+f(u, v2), para todos λ ∈ R, u ∈ U e v1, v2 ∈ V .

Dessa forma, uma função f : U×V → K é uma forma bilinear se, ao deixarmos
uma variável fixa, for linear na outra variável. Vejamos agora os conceitos de forma
bilinear simétrica e produto interno.

Definição 2.10. B : R2 × R2 → R é dita simétrica se

B(v1, v2) = B(v2, v1),∀ v1, v2 ∈ R2.

Definição 2.11. Uma forma bilinear simétrica que satisfaz:

B(u, u) ≥ 0 e B(u, u) = 0 ⇔ u = 0
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é chamado de produto interno.

Exemplo 2.12. A forma B : R2 × R2 → R dada por

B(u, v) = xuxv + yuyv,

u = (xu, yu), v = (xv, yv)

é uma forma bilinear simétrica. Mais do que isso, B é, de fato, um produto interno.

Exemplo 2.13. A função f : R2 ×R2 → R dada por f((x1, x2), (y1, y2)) = 5x1y2 −
2x2y1, ∀(x1, x2), (y1, y2) ∈ R2 é uma forma bilinear que não é um produto interno.

Quando uma forma bilinear B : R2×R2 → R é um produto interno, denotamos
B(u, v) por ⟨u, v⟩. Neste caso, a função f : R2 → R dada por f(u) = (⟨u, u⟩) 1

2 é
denominada uma norma em V proveniente do produto interno ⟨.⟩ e satisfaz:

i) f(u) ≥ 0 e f(u) = 0 ⇔ u = 0;
ii) f(λu) = |λ|f(u);
iii) f(u+ v) ≤ f(u) + f(v);
Ocorre que no espaço vetorial R2, fixando o produto interno dado no exemplo

1.12, temos

f(u) = ⟨u, u⟩
1
2 = (x2u + y2u)

1
2 =

√
x2u + y2u,

isto é,

f(u) =
√
x2u + y2u,

é o comprimento do vetor u⃗ (com origem no ponto (0, 0) e extremidade u). Por
simplicidade usamos, em ambos os casos, apenas u.

Finalmente, fazendo

∥u∥ = f(u) =
√
x2u + y2u,

temos que a norma euclidiana ou comprimento de um vetor u ∈ R2 denotada por
||u|| é dado pela expressão acima. Em geral, tem-se

∥u∥ =
√
⟨u, u⟩.

É importante observar que existem normas que não são provenientes de produtos
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internos, mas estas não serão consideradas neste trabalho. Para mais detalhes veja
Hoffman e Kunze (1971) e Lima (2020).

2.5 Curvas Parametrizadas Definidas em R3

Dados os conjuntos de ternos ordenados de números reais (x, y, z) ∈ R3. Po-
demos destacar alguns subconjuntos de R3 nos quais possa ser aplicado o cálculo
diferencial. Lembrando que uma função de variável real será diferenciável, se ela
possuir em todos os pontos derivadas de todas as ordens (contínuas).

Nessa seção vamos introduzir os conceitos básicos para curvas no espaço eucli-
diano R3.

2.5.1 Definição

Definição 2.14. Uma curva parametrizada diferenciável de R3 é uma aplicação
diferenciável α, de classe C∞, de um intervalo aberto I ⊂ R em R3. A variável t ∈ I

é o parâmetro da curva, e o subconjunto de R3 formado pelos pontos α(t), t ∈ I, é
o traço da curva.

Essa aplicação é da forma α(t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
, t ∈ I, na qual x(t), y(t), z(t)

são funções diferenciáveis de classe C∞.

2.5.2 Exemplos

Exemplo 2.15. A aplicação,

α(t) = (x0 + at, y0 + bt, z0 + ct), t ∈ R,

onde a2+b2+c2 ̸= 0 é uma curva parametrizada diferenciável, cujo traço é uma linha
reta passando pelo ponto (x0, y0, z0) e paralela ao vetor de coordenadas (a, b, c).

O Exemplo 1.15 representa uma família de curvas planas.

Exemplo 2.16. A curva parametrizada diferenciável

α(t) = (a cos t, a sen t, bt),

t ∈ R, a > 0, b ̸= 0 é a hélice circular.
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Figura 2.1: Hélice Circular

Fonte: Imagem elaborada pela autora

O traço desta curva está contido no cilindro x2 + y2 = a2. Se α(t1) e α(t2) são
dois pontos que têm as duas primeiras coordenadas respectivamente iguais, então as
terceiras coordenadas diferem por um múltiplo de 2πb.

Definição 2.17. Uma curva parametrizada diferenciável α : I → R3 é dita plana
se existe um plano de R3 que contém α(I)

O exemplo 1.15 é uma curva plana.

2.5.3 Vetor Tangente, Curva Regular e Mudança de Parâme-
tros

Definição 2.18. Seja α(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ I ⊂ R3, uma curva parametrizada
diferenciável. O vetor tangente a α em t ∈ I é o vetor α′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)). A
curva α é regular se ∀ t ∈ I, α′(t) ̸= 0. A reta tangente à curva regular α em t0 ∈ I

é a reta que passa por α(t0) na direção de α′(t0), isto é, a reta dada pela função
g(r) = α(t0) + rα′(t0), r ∈ R.

Definição 2.19. Sejam I e J intervalos abertos de R, α : I → R3 uma curva regular
e h : J → I uma função diferenciável C∞, cuja derivada de primeira ordem é não-
nula em todos os pontos de J e tal que h(J) = I. Então, a função composta

β = α ◦ h : J → R3



18

é uma curva regular, que tem o mesmo traço que α, chamada reparametrização de
α por h. A função h é chamada mudança de parâmetro.

Seja α : I → R3 uma curva regular e fixemos t0 e t1 do intervalo I. Subdi-
vidindo o intervalo [t0, t1] nos pontos t0 = a0 < a1 < ... < an = t1, e ligando re-
tilineamente os pontos α(a0), α(a1), ..., α(an), obtemos uma linha poligonal inscrita
à curva entre α(t0) e α(t1). Esta poligonal tem um comprimento. Consideremos
agora todas as poligonais inscritas à curva entre α(t0) e α(t1). Como α é uma curva
regular (na realidade, é suficiente que a derivada de primeira ordem da função α

exista e seja contínua), pode-se verificar que existe o limite superior do conjunto
dos comprimentos dessas linhas poligonais, e é igual a

∫ t1
t0

|α′(t)|dt, que é chamado
comprimento de arco da curva α de t0 e t1.

Definição 2.20. A aplicação s(t) =
∫ t

t0
|α′(t)|dt é denominada função comprimento

de arco da curva α a partir de t0. Esta função é diferenciável de classe C∞, pois α
é uma curva regular.

Definição 2.21. Uma curva regular α : I → R3 é dita parametrizada pelo compri-
mento de arco se, para cada t0, t1 ∈ I, t0 ≤ t1, o comprimento de arco da curva α de
t0 a t1 é igual a t1 − t0. Isto é,∫ t1

t0

|α′(t)|dt = t1 − t0.

Proposição 2.22. Uma curva regular α : I → R3 está parametrizada pelo compri-
mento de arco se, e só se, ∀ t ∈ I, ∥α′(t)∥ = 1.

Demonstração. Suponhamos um α(t) parametrizada pelo comprimento de arco, fi-
xemos t0 ∈ I. Considere a função s(t) : I → R3, que para cada t ∈ I, associa
s(t) =

∫ t0
t

∥α′(t)∥dt. Se t0 ⩽ t, então por hipótese,
∫ t

t0
∥α′(t)∥dt = t − t0; se t ≤ t0,

então −s(t) =
∫ t0
t

∥α′(t)∥dt = t0 − t. Portanto, para todo t ∈ I, s(t) = t − t0 e
s′(t) = 1. Como s′(t) = ∥α′(t)∥, concluímos que ∥α′(t)∥ = 1, ∀ t ∈ I. A recíproca é
análoga.

Proposição 2.23. Sejam α : I → R3 uma curva regular e s : I → s(I) ⊂ R a
função comprimento de arco de α a partir de t0. Então, existe a função inversa h
de s, definida no intervalo aberto J = s(I), β = α ◦ h é uma reparametrização de
α, onde β está parametrizada pelo comprimento de arco.
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Exemplo 2.24. Consideremos α(t) = (at+ c, bt+ d), t ∈ R e a2+ b2 ̸= 0. Seja s(t)
a função comprimento de arco de α a partir de t0 = 0, isto é,

s(t) =

∫ t

0

√
a2 + b2 dt =

√
a2 + b2 t.

A função inversa de s é dada por h(s) = s√
a2+b2

, s ∈ R. Portanto, β = α ◦ h, que a
cada s associa

β(s) =

(
a

s√
a2 + b2

+ c, b
s√

a2 + b2
+ d

)
,

é uma reparametrização de α pelo comprimento de arco.

2.5.4 Teoria Local das Curvas Parametrizadas pelo Compri-
mento de Arco

Considere uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s, α : I =

(a, b) → R3. Temos que α′(s) é um vetor tangente unitário e o módulo da derivada
segunda |α′′(s)| mede a taxa de variação do ângulo que as tangentes vizinhas fazem
com a tangente de s. Ou seja, |α′′(s)| mede quão rápido a curva se afasta da tangente
de s em uma vizinhança de s.

Figura 2.2: Vetor Tagente

Fonte: Carmo (2012, p. 20)

Definição 2.25. Seja α : I → R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco s ∈ I. O número |α′′(s)| = k(s) chama-se curvatura de α em s.

É possível observar que ao mudar a orientação, o vetor tangente muda de
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sentido.

β(−s) = α(s) ⇒ dβ

d(−s)
(−s) = −dα

ds
(s).

Além disso, em uma mudança de orientação, α′′(t) e a curvatura não variam.
Analisemos agora os pontos nos quais k(s) ̸= 0. Pela equação α′′(s) = k(s)n(s),

fica bem definido um vetor unitário n(s) na direção de α′′(s). Observe que α′′(s)

é normal a α′(s), pois ao derivarmos ⟨α′(s), α′(s)⟩ = 1 obtemos ⟨α′′(s), α′(s)⟩ = 0.
Dessa forma, n(s) é normal a α′(s) e recebe o nome de vetor normal em s. Chamamos
de plano osculador em s o plano determinado pelos vetores α′(s) e n(s). Esse plano
contém tanto a direção tangente quanto a direção normal principal da curva em s e
é o que melhor aproxima a curva em uma vizinhança do ponto α(s).

Figura 2.3: Plano Osculador

Fonte: Carmo (2012, p. 21)

O vetor normal e o plano osculador não estão definidos nos pontos em que
k(s) = 0 e para a análise das curvas é necessário o plano osculador. Conveniente-
mente, dizemos que s ∈ I é um ponto singular de ordem 1 se α′′(s) = 0.

Nos voltemos para as curvas parametrizadas pelo comprimento do arco sem
pontos singulares de ordem 1. Indicaremos o vetor tangente unitário de α em s por
t(s) = α′(s) e teremos que t′(s) = k(s)n(s). O vetor unitário b(s) = t(s) × n(s) é
normal ao plano osculador e receberá o nome de vetor binormal em s.

Faremos uma análise semelhante a feita para α′(s) no primeiro parágrafo desse
tópico. Uma vez que b(s) é unitário, o módulo |b′(s)| medirá a taxa de variação do
ângulo do plano osculador em s com os planos osculadores vizinhos. Ou seja, |b′(s)|
mede quão rápido a curva se afasta do plano osculador em s em uma vizinhança de
s.

No que tange os cálculos de b′(s), devemos observar que, por um lado, que
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b′(s) é normal a b(s), e por outro, normal a t(s):

b′(s) = t′(s)× n(s) + t(s)× n′(s) = t(s)× n′(s);

A partir disso, temos que b′(s) é paralelo a n(s) e vale

b′(s) = τ(s)n(s)

para alguma função τ(s).

Definição 2.26. Seja α : I → R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco s tal que |α′′(s)| ≠ 0, s ∈ I. O número τ(s) definido por b′(s) = τ(s)n(s) é
chamado de torção de α em s.

A torção (τ), diferentemente da curvatura (k), pode ser positiva ou negativa.
Ao mudarmos a orientação, o vetor binormal muda de sinal, uma vez que b = t× n.
Assim, b′(s) e, consequentemente, a torção τ , não variam em uma mudança de
orientação.

Em síntese, para cada valor do parâmetro s é associado três vetores unitários
e ortogonais t(s), n(s), b(s). Eles constroem o chamado triedo de Frenet em s. É
possível obter informações sobre o comportamento de α em uma vizinhança de s
a partir das entidades geométricas (curvatura k e torção τ) que as derivadas dos
vetores t(s) e b(s) (respectivamente, t′(s) = kn, b′(s) = τn) nos fornecem ao serem
expressas na base {t, n, b}.

Vale destacar as fórmulas de Frenet:

t′ = kn,

n′ = −kt− τb,

b′ = τn.

Omitimos o s por comodidade. Vejamos também algumas denominações comumente
utilizadas:

• O plano tb: plano retificante;

• O plano nb: plano normal;

• A reta que passa por α(s) e contêm n(s): normal principal em s;

• A reta que passa por α(s) e contêm b(s): binormal em s;
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Fisicamente, é possível pensar em uma curva em R3 como originada a partir
de uma reta entortada (curvatura) ou torcida (torção). Dessa forma, é possível
descrever completamente o comportamento local de uma curva por k e τ .



3 Teoria Local de Superfícies

As definições usadas nesse capítulo são advindas dos livros Introdução à Geo-
metria Diferencial de Keti Tenenblat e Geometria Diferencial de Curvas e Superfícies
de Manfredo Perdigão do Carmo.

3.1 Superfície Parametrizadas Regulares

As Superfícies Parametrizadas Regulares podem ser compreendidas de modo
análogo às Curvas Parametrizadas Diferenciáveis. Uma curva é uma aplicação di-
ferenciável α que pode ser vista tanto em R² como em R³. No entanto, em ambos
os casos, os domínios estão sempre contidos em R. Dessa forma, a parametrização
das Curvas sempre ocorre em função de uma única variável, chamada parâmetro da
curva e geralmente denotado por t.

Nas Superfícies, o domínio, por sua vez, é o R² e, portanto, a aplicação se dá
em função de duas variáveis, as quais representaremos por u e v.

Definição 3.1. Uma Superfície Parametrizada Regular é uma aplicação X : U ⊂
R2 → R3, na qual U é um aberto de R2, tal que:

a) X é diferenciável de classe C∞;

b) Para todo q = (u, v) ∈ U, a diferencial de X em q, dXq : R2 → R3, é injetora.

Assim, denotamos S como a superfície parametrizada em R³ formado pelos
pontos X(u, v).

As variáveis u, v são os parâmetros da superfície. O subconjunto S de R³,
obtido pela imagem da aplicação X é denominado traço de X.

Para melhor compreensão do conceito de Superfície Parametrizada Regular,
vamos destrinchar as restrições a e b da definição.

a) Ao mencionar que X é diferenciável de classe C∞ signfica que na aplicação
X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) as funções x(u, v), y(u, v), z(u, v) têm deri-
vadas parciais contínuas de todas as ordens.

b) O item b é equivalente a algumas outras afirmações. Veja:
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b.1) dXq é injetora ⇔ a matriz J(u0, v0) tem posto 2;

J(u0, v0) é a matriz jacobiana associada a dXq nas bases canônicas de R².
Denotamos essa base por e1 e e2.

J(u0, v0) =



∂x

∂u
(u0, v0)

∂x

∂v
(u0, v0)

∂y

∂u
(u0, v0)

∂y

∂v
(u0, v0)

∂z

∂u
(u0, v0)

∂z

∂v
(u0, v0)

 .

Dizer que uma matriz tem posto 2 é o mesmo que dizer que ela tem duas li-
nhas e duas colunas linearmente independentes (L.I). Temos também que uma
matriz tem duas linhas L.I se, e somente se, ela tem duas colunas L.I. Desse
modo, basta verificarmos que suas linhas, ou suas colunas, são linearmente
independentes, para concluirmos que a matriz tem posto 2. Na matriz jaco-
biana acima, as colunas são dadas por dois vetores, o qual denotaremos por
Xu(u0, v0) e Xv(u0, v0) e exigiremos que sejam linearmente independentes.

dXq(e1) =

(
∂x

∂u
(u0, v0),

∂y

∂u
(u0, v0),

∂z

∂u
(u0, v0)

)
,

dXq(e2) =

(
∂x

∂u
(u0, v0),

∂y

∂u
(u0, v0),

∂z

∂u
(u0, v0)

)
.

O que acarreta na próxima afirmação:

b.2) dXq é injetora ⇔ os vetores Xu(u0, v0) e Xv(u0, v0) são linearmente indepen-
dentes;

Sabemos também que dois vetores linearmente independentes só podem ser
considerados assim se, e somente se, o produto vetorial deles for não nulo. A
partir disso, chegamos na última equivalência:

b.3) dXq é injetora ⇔ Xu(u0, v0)×Xv(u0, v0) ̸= 0

Todas essas afirmativas garantem a existência de um plano tangente em cada
ponto da superfície.
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Considere X : U ⊂ R2 → R3 uma superfície parametrizada, então se fixarmos
um ponto (u0, v0) ∈ U , as curvas

u 7→ X(u, v0),

v 7→ X(u0, v),

serão curvas coordenadas de X em (u0, v0). Os vetores Xu(u0, v0) e Xv(u0, v0) são
vetores tangentes às curvas coordenadas.

Apresentaremos agora alguns exemplos de superfícies parametrizadas regula-
res.

3.1.1 Plano

Exemplo 3.2. Sejam p0 = (x0, y0, z0) um ponto de R3, a = (a1, a2, a3), e b =

(b1, b2, b3) vetores linearmente independentes de R3. Consideremos a aplicação X :

R2 → R3 que, para cada (u, v) ∈ R2, associa X(u, v) = p0 + ua+ vb, isto é

X(u, v) = (x0 + ua1 + vb1, y0 + ua2 + vb2, z0 + ua3 + vb3).

Figura 3.1: Plano

x

y

z

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Então, X é uma aplicação que define a superfície S e é parametrizada re-
gularmente, pois X é diferenciável e os vetores Xu = a,Xv = b são linearmente
independentes. A aplicação X descreve um plano de R3 que passa pelo ponto p0,
ortogonal ao vetor a× b. As curvas coordenadas de X, determinadas por Xu e Xv,
descrevem retas do plano, paralelas aos vetores a e b, respectivamente.
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3.1.2 Esfera

Exemplo 3.3. Consideremos a aplicação X : U ⊂ R2 → R3 definida por

X(u, v) = (a sen v cos u, a sen v sen u, a cos v),

na qual a > 0 e U = R× (0, π) = {(u, v) ∈ R2;u ∈ R e 0 < v < π}.
A aplicação X é diferenciável e os vetores

Xu = (−a sen v sen u, a sen v cos u, 0)
Xv = (a cos v cos u, a cos v sen u,−a sen v)

são linearmente independentes, para todo (u, v) ∈ U . De fato,

Xu ×Xv = (−a2 sen2 v cos u,−a2 sen2 v sen u,−a2 sen v cos v) e

|Xu ×Xv| = a2 sen v ̸= 0,

já que v ∈ (0, π). A imagem de X é a esfera centrada na origem de raio a, menos
os dois polos. As curvas coordenadas são os meridianos e os paralelos da esfera.

Figura 3.2: Esfera

Fonte: Imagem elaborada pela autora
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3.1.3 Paraboloide Elíptico

Exemplo 3.4. Seja

X(u, v) =

(
u, v,

u2

a2
+
v2

b2

)
; (u, v) ∈ R2

onde a e b são constantes não-nulas. A aplicação X é diferenciável e os vetores
Xu = (1, 0, 2u

a2
), Xv = (0, 1, 2v

b2
) são linearmente independentes para todo (u, v) ∈ R2.

Portanto, X é uma superfície parametrizada regular, cuja imagem é o paraboloide
elíptico.

Figura 3.3: Paraboloide Elíptico

Fonte: Imagem elaborada pela autora

S =

{
(x, y, z) ∈ R3; z =

x2

a2
+
y2

b2

}
As curvas coordenadas descrevem as parábolas obtidas pela intersecção de S com
os planos paralelos a xz e yz.

3.1.4 Paraboloide Hiperbólico

Proposição 3.5. Se f(u, v) é uma função real diferenciável, onde (u, v) ∈ U , aberto
de R2, então a aplicação X(u, v) = (u, v, f(u, v)) é uma superfície parametrizada
regular, que descreve o gráfico da função f .
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Demonstração. A diferenciabilidade de X decorre do fato de que as funções coor-
denadas de X são diferenciáveis. A matriz jacobiana de X é igual a

X =

 1 0

0 1

fu fv

 ,
que tem posto 2, para todo (u, v).

Exemplo 3.6. Dessa proposição temos que a aplicação

X(u, v) =

(
u, v,

u2

a2
− v2

b2

)
, (u, v) ∈ R2,

na qual a e b são constantes não-nulas, é uma superfície parametrizada regular, cujo
traço é o paraboloide hiperbólico

S =

{
(x, y, z) ∈ R3; z =

x2

a2
− y2

b2

}
.

Figura 3.4: Paraboloide Hiperbólico

Fonte: Imagem elaborada pela autora

3.1.5 Superfícies de Rotação

Uma superfície de rotação é formada pela rotação de uma curva plana em
torno de um eixo fixo contido no mesmo plano. Cada ponto da curva descreve um
círculo ao redor do eixo, e a união desses círculos forma a superfície completa.
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Cilindro Circular

Esta superfície é uma dos muitos exemplos de superfície de rotação. Elas são
criadas pela rotação de um traço de uma curva regular plana em torno de uma reta
de R3 que não intercepta a curva.

Exemplo 3.7. A superfície

X(u, v) = (a cos v, a sen v, u),

na qual (u, v) ∈ R2, descreve o cilindro circular, que é obtido pela rotação da
reta α(u) = (a, 0, u) em torno do eixo 0z.

Figura 3.5: Cilindro Circular

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Proposição 3.8. Seja α(u) = (f(u), 0, g(u)), u ∈ I ⊂ R, uma curva regular tal que
f(u) não se anula. Então, a aplicação

X(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sen v, g(u)),

onde u ∈ I e v ∈ R é uma superfície parametrizada regular chamada “superfície de
rotação” da curva α em torno do eixo 0z.

Demonstração. Como α é uma aplicação diferenciável, temos que as funções coor-
denadas de X são diferenciáveis. Os vetores

Xu = (f ′(u) cos v, f ′(u) sen v, g′(u)),

Xv = (−f(u) sen v, f(u) cos v, 0),
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são linearmente independente, pois

|Xu ×Xv|2 = f 2(u)[(g′)2 + (f ′)2] ̸= 0,

já que α é uma curva regular e f não se anula. Portanto, concluímos que X é uma
superfície parametrizada regular.

Os dois exemplos de Superfícies Parametrizadas Regulares a seguir também
são exemplos de Superfícies de Rotação.

Catenóide

Exemplo 3.9. Consideremos a catenária

α(u) =
(
u, a cosh

u

a
, 0
)
, u ∈ R,

onde a > 0 é constante.

Figura 3.6: Catenária

Fonte: Imagem elaborada pela autora

A superfície

X(u, v) =
(
u, a cosh

u

a
cos v, a cosh

u

a
sen v

)
,
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(u, v) ∈ R2, descreve o catenoide, que é obtido pela rotação da catenária α em torno
do eixo 0x.

Figura 3.7: Catenoide

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Toro

Exemplo 3.10. Seja α(u) = (a+ r cos u, 0, r sen u) , u ∈ R, com 0 < r < a, a
curva que descreve a circunferência contida no plano x ◦ y, centrada no ponto (a, 0,
0), de raio r. Considerando a rotação de α em torno do eixo 0z, obtemos a superfície
de rotação

X(u, v) = ((a + r cos u) cos v, (a + r cos u) sen v, r sen u),

(u, v) ∈ R2, que descreve o toro.

Figura 3.8: Toro

Fonte: Carmo (2012, p. 73)
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3.1.6 Superfícies Regradas

Definição 3.11. Uma família (diferenciável) a 1-parâmetro de retas {α(t), w(t)}
é uma correspondência que associa a cada t ∈ I um ponto α(t) ∈ R3 e um vetor
w(t) ∈ R3, w(t) ̸= 0, tais que ambos α(t) e w(t) sejam diferenciáveis em t. Para
cada t ∈ I, a reta Lt passando por α(t) e que é gerada por w(t) é chamada a reta
da família em t. Assim, chamamos a superfície parametrizada

X(t, v) = α(t) + v w(t), t ∈ I, v ∈ R,

de superfície regrada gerada pela família {α(t), w(t)}.

As retas Lt são as geratrizes, e a curva α(t) é uma diretriz da superfície X.
Em alguns casos a expressão superfície regrada é usada significando o traço de X.

Os exemplos mais simples de superfícies regradas são as superfícies tangentes
a uma curva regular, os cilindros e os cones.

Superfície tangente

Exemplo 3.12. Seja α : I → R3 uma curva parametrizada regular. A superfície
definida por X(t, v) = α(t) + vα′(t) é a superfície tangente de α.

Figura 3.9: Tangente

Fonte: Carmo (2012, p. 93)

Cilindro

Vimos anteriormente um cilindro circular criado como uma superfície de rota-
ção. Veja agora um cilindro obtido no âmbito das superfícies regradas.
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Figura 3.10: Cilindro

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Um cilindro é uma superfície regrada gerada por uma família a 1-parâmetro
de retas {α(t), w(t)}, t ∈ I, inde α(t) está contida em um plano P e w(t) é paralelo
a uma direção fixa em R3.

Exemplo 3.13. Se α : I → R3 é uma curva plana e w(t) é paralelo a uma direção
fixa em R3 obtemos um cilindro. Em particular se α(t) = (a cos t, a sen t, 0) e
α(t) = (0, 0, 1), a superfície X(t, v) = (a cos t, a sen t, v), (u, v) ∈ R2 e a > 0

descreve um cilindro circular.

Cone

Exemplo 3.14. Um cone é uma superfície regrada por uma família {α(t), w(t)}, t ∈
I, onde α(I) ⊂ P e todas as geratrizes Lt passam por um ponto p ∈ P
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Figura 3.11: Cone

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Hiperbolóide de Revolução

Exemplo 3.15. Sejam S1 o círculo unitário x2 + y2 = 1 no plano xy, e α(s) uma
parametrização de S1 pelo comprimento de arco. Para cada s, seja w(s) = α′(s)+e3,
onde e3 é o vetor unitário do eixo Oz. Então

x(s, v) = α(s) + v(α′(s) + e3)

é uma superfície regrada. Podemos colocá-la em uma forma mais familiar escrevendo

x(s, v) = (cos s− v sen s, sen s+ v cos s, v);

e observando que x2 + y2 − z2 = 1+ v2 − v2 = 1. Isto mostra que o traço de x é um
hiperboloide de revolução.
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Figura 3.12: Hiperboloide de Revolução

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Helicóide

Exemplo 3.16. Consideremos a superfície

X(u, v) = (v cos u, v sen u, bv), (u, v) ∈ R2.

A descrição geométrica dessa superfície é dada da seguinte forma: Seja α(u) =

(cos u, sen u, bu) uma hélice circular. Para cada u existe uma única reta ortogonal
ao eixo 0z, que passa por α(u). O traço de X é o conjunto de pontos de R3, obtido
pela união dessas retas, que é denominada helicoide.

Figura 3.13: Helicoide

Fonte: Imagem elaborada pela autora
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3.2 Plano Tangente

Para definirmos e compreendermos plano tangente, usaremos os conceitos de
vetor tangente e curva parametrizada diferenciável.

No início desse capítulo fizemos um paralelo entre Superfícies Parametrizadas
Regulares e Curvas Parametrizadas Diferenciáveis, reforçando a diferença do do-
mínio entre elas, visto que as duas podem ter como imagem um subconjunto de
R3.

Dessa forma, vamos considerar a superfície parametrizada regularX(u, v), (u, v)

∈ U ⊂ R2. Seja u e v funções diferenciáveis de um parâmetro t, t ∈ I ⊂ R, obtemos
uma curva diferenciável α(t) = X(u(t), v(t)) com o traço contido na nossa superfície
X(u, v). Ou seja, a partir de α, uma curva parametrizada da nossa superfície em
R3, determinaremos um vetor tangente e, posteriormente, o plano tangente.

Definição 3.17. Se X(u, v) é uma superfície parametrizada regular, dizemos que
um vetor w de R3 é um vetor tangente a X em q = (u0, v0) se w = α′(t0), onde
α(t) = X(u(t), v(t)) é uma curva da superfície, tal que (u(t0), v(t0)) = (u0, v0).

Uma vez que os vetores Xu(u0, v0) e Xv(u0, v0) são tangentes às curvas coor-
denadas de X, temos também que eles são vetores tangentes a X.

Definição 3.18. O plano tangente a uma Superfície X em (u0, v0) é o conjunto
de todos os vetores tangentes a X em (u0, v0), que denotamos por TqX, onde q =

(u0, v0).

Assim sendo, a partir dos vetores tangentes Xu(q) e Xv(q), linearmentes inde-
pendentes pela definição de superfície parametrizada regular, chegaremos ao plano
tangente à superfície TqX ⊂ R3. Observe:

Proposição 3.19. Seja X(u, v) uma superfície parametrizada regular e q = (u0, v0).
Então, TqX é o conjunto de vetores obtidos como combinação linear de Xu(u0, v0)

e Xv(u0, v0).

Demonstração. Se w ∈ TqX, então w = α′(t0), em que α(t) = X(u(t), v(t)) e
(u(t0), v(t0)) = (u0, v0). Portanto,

w = α′(t0) =
d

dt
(X(u(t)), v(t)) |t=t0

= Xu(u0, v0) u
′(t0) +Xv(u0, v0) v

′(t0),
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isto é, w é uma combinação linear dos vetores Xu e Xv em (u0, v0). Reciprocamente,
suponhamos que

w = a Xu(u0, v0) + b Xv(u0, v0),

então existe uma curva α(t) da superfície tal que (u(0), v(0)) = (u0, v0) e α′(0) = w.
De fato, basta considerar

α(t) = X(u(t), v(t)),

onde u(t) = u0 + at, e v(t) = v0 + bt, com t ∈ R.

3.3 Vetor Normal

Definição 3.20. Se X(u, v) é uma superfície e q = (u0, v0), dizemos que um vetor
de R3 é normal a X em q se é ortogonal a TqX, isto é, é ortogonal a todos os vetores
tangentes a X em q.

Considerando o ponto q = (u0, v0) e o plano tangente a qual pertence, passará
por ele uma única reta ortogonal ao plano. Essa reta pode conter somente dois
vetores unitários, em sentidos opostos. Assim fixaremos o vetor unitário normal a
X em q como sendo o vetor

N(q) =
Xu ×Xv

|Xu ×Xv|
(q).
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Figura 3.14: Vetor Normal

Fonte: Tenenblat (2008, p. 134)

3.4 Mudança de Parâmetros

Ao longo desse capítulo, é possível observar um cilindro circular sendo escrito
de duas maneiras diferentes: como superfície de rotação e como superfície regrada.
Isso é possível pois duas superfícies parametrizadas podem ter o mesmo traço. Para
uma superfície parametrizada regular X pode-se obter diversas superfícies parame-
trizadas com o mesmo traço. Observe:

Proposição 3.21. Seja X : U ⊂ R2 → R3 uma superfície parametrizada regular.
Se h : Ū ⊂ R2 → U é uma aplicação diferenciável, cujo determinante da matriz
jacobiana não se anula e h(Ū) = U , então Y = X◦h é uma superfície parametrizada
regular que tem o mesmo traço de X.

Demonstração. A aplicação Y é diferenciável, pois é composta de funções
diferenciáveis. Seja

X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

h(ū, v̄) = (u(ū, v̄), v(ū, v̄)).

Vamos verificar que Y (ū, v̄) = X ◦ h(ū, v̄) = X(u(ū, v̄), v(ū, v̄)) satisfaz a
condição Yū × Yv̄ ̸= 0. Como
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Yū = (
∂x

∂u

∂u

∂ū
+
∂x

∂v

∂v

∂ū
,
∂y

∂u

∂u

∂ū
+
∂y

∂v

∂v

∂ū
,
∂z

∂u

∂u

∂ū
+
∂z

∂v

∂z

∂ū
),

Yv̄ = (
∂x

∂u

∂u

∂v̄
+
∂x

∂v

∂v

∂v̄
,
∂y

∂u

∂u

∂v
+
∂y

∂v

∂v

∂ū
,
∂z

∂u

∂u

∂v̄
+
∂z

∂v

∂v

∂v̄
),

temos que:

Yū = (Xu
∂u

∂ū
+Xv

∂v

∂ū
),

Yv̄ = (Xu
∂u

∂v̄
+Xv

∂v

∂v̄
).

Portanto,

Yū × Yv̄ = Xu ×Xv(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄
− ∂u

∂v̄

∂v

∂ū
)

Como Xu ×Xv ̸= 0 e o determinante da matriz jacobiana de h não se anula,
concluímos que Yū × Yv̄ ̸= 0.

A aplicação Y é chamada reparametrização de X por h, sendo h a mudança
de parâmetros.

Uma mudança de parâmetros não precisa ser injetora, mas o determinante da
matriz jacobiana de h deve ser obrigatoriamente não nulo.

Exemplo 3.22. A superfície

Y (ū, v̄) = (ū, v̄, ū2 − v̄2), (ū, v̄) ∈ R2,

é uma reparametrização de

X(u, v) = (u+ v, u− v, 4uv), (u, v) ∈ R2,

por h : R2 → R2 na qual h(ū, v̄) = 1
2
(ū+ v̄, ū− v̄).

Proposição 3.23. Seja X : U ⊂ R2 → R3 uma superfície parametrizada regular.
Para cada (u0, v0) ∈ U existe um aberto V , (u0, v0) ∈ V ⊂ U e uma mudança de
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parâmetros h : Ū → V , tal que o traço de Y = X ◦ h, Y : Ū → R3, é o gráfico de
uma função diferenciável.

Demonstração. Consideremos

X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

Sem perda de generalidade, suponhamos que∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u
(u0, v0)

∂x

∂v
(u0, v0)

∂y

∂u
(u0, v0)

∂y

∂v
(u0, v0)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Se F : U ⊂ R2 → R2 é definida por F (u, v) = (x(u, v), y(u, v)), então, segue-se
do teorema da função inversa que existe um aberto V, (u0, v0) ∈ V ⊂ U, tal que
F restrita a V admite inversa F−1 diferenciável. Seja Ū = F (V ) e denotemos por
h : Ū → V a inversa de F . Vamos verificar que a reparametrização Y = X ◦ h
descreve o gráfico de uma função diferenciável.
De fato, se (ū, v̄) ∈ Ū , então

Y (ū, v̄) = (x ◦ h(ū, v̄), y ◦ h(ū, v̄), z ◦ h(ū, v̄)) = (F ◦ h(ū, v̄), z ◦ h(ū, v̄)).

Como h é inversa de F , concluímos que

Y (ū, v̄) = (ū, v̄, z ◦ h(ū, v̄));

isto é, Y descreve o gráfico da função diferenciável z ◦ h.

Exemplo 3.24. Consideremos a superfície

X(u, v) = (cos u, sen u, v), (u, v) ∈ R2.

que descreve o cilindro circular. Fixado o ponto (π
2
, 0) ∈ R2, consideremos a vizi-

nhança desse ponto V = {(u, v) ∈ R2; 0 < u < π, v ∈ R}. Então, a restrição de X
ao aberto V admite uma reparametrização

Y (ū, v̄) = (ū,
√
1− ū2, v̄), na qual − 1 < ū < 1, v̄ ∈ R,

que descreve o gráfico da função
√
1− ū2.



4 Primeira Forma Fundamental e
Aplicações

A primeira forma fundamental, também conhecida como primeira forma qua-
drática, é de grande valor no estudo da teoria local das superfícies. Ela está direta-
mente relacionada com o comprimento das curvas em uma superfície, o ângulo entre
vetores tangentes e a área de regiões da superfície.

É esperado que ao concluir o ensino básico no Brasil, o aluno saiba como
calcular a distância entre dois pontos em um plano bidimensional. No entanto,
esse caminho já não se faz tão útil quando estamos no R3 e queremos considerar
a superfície como o único caminho possível de um ponto a outro. Na figura 3.1,
podemos ver a diferença entre as duas possibilidades.

Figura 4.1: Primeira forma

Fonte: Picado (2006, p. 119)

Assim, no teorema fundamental das superfícies, a primeira forma fundamental,
assim como a segunda, nos permite resolver essa questão e determinar uma superfície
sem considerar o espaço a que pertence.

Dada a importância e utilidade da mencionada Primeira Forma Fundamental,
a analisaremos no decorrer desse capitúlo, estudando sobre os ditos comprimentos,
ângulos e áreas e fazendo as devidas aplicações.
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4.1 Primeira Forma Fundamental

Definição 4.1. Seja X : U ⊂ R2 → R3 uma superfície regular, ∀ q ∈ U , a aplicação

Iq : TqX −→ R

w −→ Iq(w) = ⟨w,w⟩ = |w|2

é denominada a primeira forma quadrática de X em q.

Nessa definição, recobramos o conceito de plano tangente TqX. Dessa forma,
podemos definir o vetor w ∈ TqX para uma superfície dada por X(u, v) e um ponto
q = (u0, v0) como:

w = a Xu(u0, v0) + b Xv(u0, v0),

Sendo a e b ∈ R. Fazendo as devidas substituições na definição, obtemos:

Iq(w) = a2⟨Xu, Xu⟩(u0, v0) + 2ab⟨Xu, Xv⟩(u0, v0) + b2⟨Xv, Xv⟩(u0, v0).

Adotaremos uma nova notação a partir de agora. Seja:

E(u0, v0) = ⟨Xu, Xu⟩(u0, v0),
F (u0, v0) = ⟨Xu, Xv⟩(u0, v0),
G(u0, v0) = ⟨Xv, Xv⟩(u0, v0),

Temos que:

Iq(w) = a2 E(u0, v0) + 2ab F (u0, v0) + b2 G(u0, v0).

Esta é a primeira forma fundamental ou quadrática. Variando (u, v) temos as
funções diferenciáveis E(u, v), F (u, v) e G(u, v) como coeficientes da primeira forma
quadrática.

As funções E,F,G satisfazem as seguintes propriedades:

a) E(u, v) > 0 e G(u, v) > 0 para todo (u, v), pois os vetores Xu e Xv são não nulos;

b) E(u, v)G(u, v)− F 2(u, v) > 0. De fato, como

|Xu ×Xv|2 + ⟨Xu, Xv⟩2 = |Xu|2|Xv|2,
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temos que

EG− F 2 = |Xu|2|Xv|2 − ⟨Xu, Xv⟩2 = |Xu ×Xv|2 > 0

Exemplo 4.2. Seja X(u, v) = p0 + uw1 + vw2, (u, v) ∈ R2, onde p0 ∈ R3 e w1, w2

são vetores ortonormais de R3, isto é, X descreve o plano ortogonal a w1 × w2 que
passa por p0. Então, Xu(u, v) = w1 e Xv(u, v) = w2. Como w1 e w2 são ortonormais,
obtendo que os coeficientes da primeira forma quadrática são as funções constantes
E(u, v) = 1, F (u, v) = 0, G(u, v) = 1.

Exemplo 4.3. Consideremos a superfície

X(u, v) = (cos u, sen u, v), (u, v) ∈ R2,

que descreve o cilindro circular S = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 = 1}.

Figura 4.2: Cilindro Circular S

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Os coeficientes da primeira forma quadrática são dados por E(u, v) = G(u, v) =

1, F (u, v) = 0. De fato:

Xu(u, v) = (sen u,−cos u, 0) e Xv(u, v) = (0, 0, 1);
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Assim temos que:

E(u, v) = ⟨Xu, Xu⟩ = sen2 u+ cos2 u + 0 = 1,

F (u, v) = ⟨Xu, Xv⟩ = 0 + 0 + 0 = 0,

G(u, v) = ⟨Xv, Xv⟩ = 0 + 0 + 1 = 1.

E portanto, temos a primeira forma quadrática:

Iq(w) = a2 + b2.

Exemplo 4.4. Consideremos a superfície

X(u, v) = (v cos u, v sen u, bu), (u, v) ∈ R2,

A descrição geométrica dessa superfície é dada da seguinte forma. Seja α(u) =

(cos u, sen u, bu) uma hélice circular. Para cada u existe uma única reta ortogonal
ao eixo 0z, que passa por α(u). O traço de X é o conjunto de pontos de R3, obtido
pela união dessas retas, que é denominadado helicóide.

Figura 4.3: Helicóide

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Visto que:

Xu(u, v) = (−v sen u, v cos u, b) e Xv(u, v) = (cos u, sen u, 0);
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Os coeficientes da primeira forma quadrática de X são dados por

E(u, v) = ⟨Xu, Xu⟩ = v2sen2u+ v2cos2u+ b2 = v2 + b2,

F (u, v) = ⟨Xu, Xv⟩ = v sen u cos u− v sen u cos u+ 0 = 0,

G(u, v) = ⟨Xv, Xv⟩ = cos2u+ sen2u+ 0 = 1.

E portanto, temos a primeira forma quadrática:

Iq(w) = (v2 + b2)a2 + b2.

4.2 Comprimento

Definição 4.5. Seja X(u, v) uma superfície parametrizada regular. Se α(t) =

X(u(t), v(t)), t ∈ I ⊂ R, é uma curva diferenciável da superfície, então, para
t0, t1 ∈ I, t0 ≤ t1, o comprimento de t0 a t1 é dado por∫ t1

t0

|α′(t)|dt =
∫ t1

t0

√
Iq(t)(α′(t))dt,

em que usamos o fato de que α′(t) é um vetor tangente à superfície em q(t) =

(u(t), v(t)).

4.3 Ângulos

O ângulo entre dois vetores não é um segredo da geometria diferencial. Con-
sidere dois vetores não nulos, tangentes a X em q = (u, v), w1 e w2. O ângulo
0 ≤ θ ≤ π determinado por w1 e w2 é dado por

cos θ =
⟨w1, w2⟩
|w1||w2|

.

Essa equação por si só não necessita da teoria local de superfícies, mas vamos
expressar cos θ em termos da primeira forma fundamental e nos aprofundar no as-
sunto. Temos que a primeira forma fundamental é dada por: Iq(w) = ⟨w,w⟩ = |w|2

e w1 + w2 é um vetor tangente a X em q.
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Assim sendo, podemos escrever:

Iq(w1) = ⟨w1, w1⟩ = |w1|2,
Iq(w2) = ⟨w2, w2⟩ = |w2|2 e

Iq(w1 + w2) = ⟨w1 + w2, w1 + w2⟩ = |w1|2 + 2⟨w1, w2⟩+ |w2|2.

Fazendo as devidas manipulações algébricas, temos que:

⟨w1, w2⟩ =
|w1|2 + 2⟨w1, w2⟩+ |w2|2 − |w1|2 − |w2|2

2
e

|w1||w2| =
√

|w1|2|w2|2;

Portanto,

cos θ =
Iq(w1 + w2)− Iq(w1)− Iq(w2)

2
√
Iq(w1)Iq(w2)

.

Para curvas, usaremos do mesmo raciocínio. Dada duas curvas da superfície
α(t) = X(u(t), v(t)) e β(r) = X(u(r), v(r)) tais que (u(t0), v(t0)) = (u(r0), v(r0)),
então o ângulo θ com que as curvas se intersectam é dado por

cos θ =
⟨α′(t0), β

′(r0)⟩
|α′(t0)||β′(r0)|

.

Em particular, o ângulo formado pelas curvas coordenadas de X(u, v) em
(u0, v0) é dado por

cos θ =
⟨Xu, Xv⟩
|Xu||Xv|

(u0, v0).

Escreveremos a mesma afirmação com os coeficientes da primeira forma fun-
damental. Sejam eles:

E(u0, v0) = ⟨Xu, Xu⟩(u0, v0),
F (u0, v0) = ⟨Xu, Xv⟩(u0, v0),
G(u0, v0) = ⟨Xv, Xv⟩(u0, v0).
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Temos que:

cos θ =
F (u0, v0)√

E(u0, v0)G(u0, v0)
.

Assim, concluímos que as curvas coordenadas de uma superfície X(u, v) se
intersectam ortogonalmente se, e somente se, F (u, v) = 0 para todo (u, v).

4.4 Área

O intuito desse tópico é abordar nocões de área de regiões de uma superfície.
Para tal, vamos começar definindo o que seriam essa tais regiões.

Definição 4.6. Uma região D do plano é um subconjunto de R2 fechado e limitado,
cujo interior é homeomorfo a uma bola aberta de R2 e cujo bordo, homeomorfo a
uma circunferência, é formado por um número finito de traços de curvas regulares.

Seja X : U ⊂ R2 → R3 uma superfície regular e uma região D ⊂ U de R2.
Denominamos X(D) como a região da superfície X.

Definição 4.7. Seja X : U ⊂ R2 → R3 uma superfície parametrizada regular e
D ⊂ U uma região de R2, tal que X restrita ao interior de D é injetiva. A área da
região X(D) é dada por

A(X(D)) =

∫ ∫
D

√
EG− F 2 dudv;

em que E,F,G são coeficientes da primeria forma quadrática.

Figura 4.4: Área de uma região

Fonte: Tenenblat (2008, p. 143)

Geometricamente, fixemos um ponto (u0, v0) ∈ D. A área do paralelogramo
formado pelos vetores Xu(u0, v0) e Xv(u0, v0) é dada por |Xu(u0, v0) × Xv(u0, v0)|.
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Este valor é aproximadamente igual a área de uma região em X(D̄) em que D̄ ⊂ D é
um retângulo com vértice em (u0, v0) e cujos lados são paralelos ao eixos coordenados
u e v. Além disso, lembramos que |Xu ×Xv| =

√
EG− F 2.

A área de uma região da superfície é invariante por mudança de coordenadas.
Para melhor compreensão, vamos considerar uma reparametrização X(u, v) = X ◦
h(ū, v̄) de X por h, na qual X : U ⊂ R2 → R3 e h : Ū ⊂ R2 → U é uma mudança de
coordenadas. Sejam D̄ ⊂ Ū e D ⊂ U regiões do plano tais que D = h(D̄). Assim,
A(X(D)) = A(X̄(D̄)). De fato, se h(ū, v̄) = (u, v), então∫ ∫

D̄

|Xū ×Xv̄|dūdv̄ =

∫ ∫
D̄

|Xu ×Xv|| det J(h)|dūdv̄ =

∫ ∫
D

|Xu ×Xv|dudv,

em que J(h) se refere a matriz jacobianada de h e a última igualdade decorre do
teorema de mudança de variáveis para integrais duplas.

Ao trabalharmos decomposição de áreas, podemos proceder de maneira seme-
lhante à matemática básica. Assim, a área total é a soma das áreas decompostas,
independente da decomposição. Se X : U ⊂ R2 → R3 é uma superfície regular e Q
um subconjunto de X(U) que pode ser decomposto em um número finito de regiões,
então definimos a área de Q como soma das áreas das regiões da decomposição.

Exemplo 4.8. Seja S uma esfera de raio r cuja parametrização é dada por:

X(θ, φ) = (r sen θ cos φ, r sen θ sen φ, r cos θ),

V = {(θ, φ); 0 < θ < π, 0 < φ < 2π}.

Para a superfície em questão, temos

Xθ = (r cos θ cos φ, r cos θ sen φ,−r sen θ),
Xφ = (−r sen θ sen φ, r sen θ cos φ, 0).

Calculando os coeficiente E,F e G, obtemos

E(θ, φ) = ⟨Xθ, Xθ⟩ = r2cos2θ cos2φ+ r2cos2θ sen2φ+ r2 sen2θ = r2,

F (θ, φ) = ⟨Xθ, Xφ⟩ = −r2sen θ cos θ sen φ cos φ+ r2sen θ cos θ sen φ cos φ = 0,

G(θ, φ) = ⟨Xφ, Xφ⟩ = r2sen2θ sen2φ+ r2sen2θ cos2φ = r2sen2θ.
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Assim temos que

√
EG− F 2 =

√
r4sen2θ = r2senθ.

Sabemos que 0 < θ < π e 0 < φ < 2π, então a área total de S2 é dada por:

A(R) =

∫ 2π

0

∫ π

0

r2senθ dθ dφ

= r2
∫ 2π

0

[ ∫ π

0

senθ dθ

]
dφ

= r2
∫ 2π

0

[
− cosθ

∣∣π
0

]
dφ

= r2
∫ 2π

0

[−cosπ − (−cos0)]dφ

= r2
∫ 2π

0

2dφ

= 2r2
(
φ
∣∣2π
0

)
= 4πr2.
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4.5 Aplicações

Os exercícios resolvidos nesse tópico podem ser encontrados nas páginas 117
a 121 do livro Geometria Diferencial de Curvas e Superfícies de Manfredo Perdigão
do Carmo (2012).

1. Calcule, para os pontos regulares, a primeira forma fundamental das
seguintes superfícies parametrizadas:

a) X(u, v) = (a sen u cos v, b sen u sen v, c cos u); elipsóide.

Figura 4.5: Elipsóide

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solução:

Seja w um vetor tangente à superfície em um ponto X(u, v), dado na base
Xu, Xv por

w = AXu +BXv.

A primeira forma fundamental da superfície parametrizada é:

I(w) = |w|2 = ⟨AXu +BXv, AXu +BXv⟩
= A2⟨Xu, Xu⟩+ 2AB⟨Xu, Xv⟩+B2⟨Xv, Xv⟩
= A2E + 2ABF +B2G.

Para o elipsóide em questão, temos:
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Xu = (a cos u cos v, b cos u sen v,−c sen u),
Xv = (−a sen u sen v, b sen u cos v, 0).

Sendo os coeficientes:

E(u, v) = ⟨Xu, Xu⟩ = a2cos2u cos2v + b2cos2u sen2v + c2sen2u,

F (u, v) = ⟨Xu, Xv⟩ = b2sen u cos u sen v cos v − a2sen u cos u sen v cos v,

G(u, v) = ⟨Xv, Xv⟩ = a2sen2u sen2v + b2sen2u cos2v.

E, portanto:

I(w) = A2(a2cos2u cos2v + b2cos2u sen2v − c sen2u)

+ 2AB(b2 − a2)(sen u cos u sen v cos v) +B2sen2u(a2sen2v + b2cos2v).

b) X(u, v) = (au cos v, bu sen v, u2); paraboloide elípitico.

Figura 4.6: Paraboloide Elíptico

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solução:

Xu = (a cos v, b sen v, 2u),

Xv = (−au sen v, bu cos v, 0).
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E(u, v) = ⟨Xu, Xu⟩ = a2cos2v + b2sen2v + 4u2,

F (u, v) = ⟨Xu, Xv⟩ = −a2u sen v cos v + b2 u sen v cos v,

G(u, v) = ⟨Xv, Xv⟩ = a2u2sen2v + b2u2cos2v.

Dessa forma, a primeira forma fundamental da superfície é:

I(w) = A2(a2cos2v + b2sen2v + 4u2) + 2AB(b2 − a2)(u sen v cos v)

+ B2u2(a2sen2v + b2cos2v).

c) X(u, v) = (au cosh v, bu senh v, u2); paraboloide hiperbólico.

Figura 4.7: Paraboloide Hiperbólico

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solução:

Xu = (a cosh v, b senh v, 2u),

Xv = (au senh v, bu cosh v, 0).

E(u, v) = ⟨Xu, Xu⟩ = a2cosh2v + b2senh2v + 4u2,

F (u, v) = ⟨Xu, Xv⟩ = a2u senh v cosh v + b2 u senh v cosh v,

G(u, v) = ⟨Xv, Xv⟩ = a2u2senh2v + b2u2cosh2v.
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E assim, temos a primeira forma fundamental:

I(w) = A2(a2cosh2v + b2senh2v + 4u2) + 2AB(a2 + b2)(u senh v cosh v)

+ B2u2(a2senh2v + b2cosh2v).

d) X(u, v) = (a senh u cos v, b senh u sen v, c cosh u); hiperbolóide de
duas folhas.

Figura 4.8: Hiperbolóide de Duas Folhas

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solução:

Xu = (a cosh u cos v, b cosh u sen v, c senh u),

Xv = (−a senh u sen v, b senh u cos v, 0).

Sendo os coeficientes:

E = ⟨Xu, Xu⟩ = a2cosh2u cos2v + b2cosh2u sen2v + c senh2u,

F = ⟨Xu, Xv⟩ = b2senh u cosh u sen v cos v − a2senh u cosh u sen v cos v,

G = ⟨Xv, Xv⟩ = a2senh2u sen2v + b2senh2u cos2v.

E, portanto:

I(w) = A2(a2cosh2u cos2v + b2cosh2u sen2v + c senh2u)

+ 2AB(b2 − a2)(senh u cosh u sen v cos v) +B2senh2u(a2sen2v + b2cos2v).
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2. Seja X(φ, θ) = (sen θ cos φ, sen θ sen φ, cos θ) uma parametrização da
esfera unitária S2. Seja P o plano x = z cotg α, 0 < α < π e β o ângulo
agudo que a curva P ∩ S2 faz com o semi-meridiano φ = φ0. Calcule
cos β.

Figura 4.9: Parametrização da Esfera Unitária S²

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solução:

P = {(z cotg α, y, z), y, z ∈ R};

A interseção P ∩ S2 ocorre quando

z2cotg2α + y2 + z2 = 1 ⇒ y = ±
√

1− z2(cotg2α + 1).

Seja
α(t) = (sen t cos φ0, sen t sen φ0, cos t)

uma parametrização do semimeridiano φ = φ0 e

β(t) = (t cotg α,
√

1− t2(cotg2α + 1), t)
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uma parametrização de P ∩ S2. Tais curvas se intersectam quando
t0 cotg α = sen t0 cos φ0√

1− t20(cotg
2α + 1) = sen t0 sen φ0

t0 = cos t0

1 = cos2t0 + sen2t0 ⇒ 1 = t20 +
t20 cotg

2α

cos2φ0

⇒ t20 =
cos2φ0

cotg2α + cos2φ0

.

Portanto,

cos β = cos

(
⟨α′(t0), β

′(t0)⟩
|α′(t0)||β′(t0)|

)
.

3. Obtenha a primeira forma fundamental da esfera na parametrização
dada pela projeção estereográfica.

Solução:

Uma maneira de definir um sistema de coordenadas para a esfera S2, dada
por x2 + y2 + (z + 1)2 = 1, é considerar a chamada projeção esterográfica
π : S2 − {N} → R2, que leva um ponto p = (x, y, z) da esfera S2 menos
o pólo norte N = (0, 0, 2) sobre o plano xy. Seja (u, v) = π(x, y, z), onde
(x, y, z) ∈ S2 − {N} e (u, v) ∈ plano xy. Observe que π−1 : R2 → S2 é dada
por

π−1



x = 4u
u2+v2+4

,

y = 4v
u2+v2+4

,

z = 2(u2+v2)
u2+v2+4

.
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Figura 4.10: Projeção Estereográfica

Fonte: Carmo (2012, p. 79)

Além disso, utilizando a projeção esteográfica, é possível cobrir a esfera com
duas vizinhanças coordenadas.

Considerando essas informações, temos:

X(u, v) = π−1(u, v) =

(
4u

u2 + v2 + 4
,

4v

u2 + v2 + 4
,
2(u2 + v2)

u2 + v2 + 4

)
.

Sendo as derivadas parciais

Xu =

(
4(u2 + v2 + 4)− 8u2

(u2 + v2 + 4)2
,

−8uv

(u2 + v2 + 4)2
,
4u(u2 + v2 + 4)− 4u(u2 + v2)

(u2 + v2 + 4)2

)

=

(
−4u2 + 4v2 + 16

(u2 + v2 + 4)2
,

−8uv

(u2 + v2 + 4)2
,

16u

(u2 + v2 + 4)2

)
;

Xv =

(
−8uv

(u2 + v2 + 4)2
,
4(u2 + v2 + 4)− 8v2

(u2 + v2 + 4)2
,
4v(u2 + v2 + 4)− 4v(u2 + v2)

(u2 + v2 + 4)2

)

=

(
−8uv

(u2 + v2 + 4)2
,
4u2 − 4v2 + 16

(u2 + v2 + 4)2
,

16v

(u2 + v2 + 4)2

)
.
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E os coeficientes

E =
(−4u2 + 4v2 + 16)2 + 64u2v2 + 256u2

(u2 + v2 + 4)4
,

F =
−8uv(−4u2 + 4v2 + 16)− 8uv(4u2 − 4v2 + 16) + 256uv

(u2 + v2 + 4)4
= 0,

G =
64u2v2 + (4u2 − 4v2 + 16)2 + 256v2

(u2 + v2 + 4)4
.

Logo, se w é um vetor tangente a X(u, v), dado na base {Xu, Xv} por w =

AXu +BXv, temos que:

I(w) =A2

[
(−4u2 + 4v2 + 16)2 + 64u2v2 + 256u2

(u2 + v2 + 4)4

]
+ B2

[
64u2v2 + (4u2 − 4v2 + 16)2 + 256v2

(u2 + v2 + 4)4

]
.

4. Mostre que a área A de uma região limitada R da superfície z =

f(x, y) é

A =

∫ ∫
Q

√
1 + f 2

x + f 2
y dx dy,

onde Q é a projeção ortogonal de R sobre o plano xy.

Solução:

Seja X : U ⊂ R2 → S dado por X(x, y) = (x, y, f(x, y)), em que U ⊂ Df

(domínio de f) e R ⊂ X(U). Assim, a área de R é dada por

A(R) =

∫ ∫
Q

|Xx ×Xy|dxdy,

e Q = X−1(R) = π(R), sendo π(x, y, z) = (x, y);
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Mas Xx = (1, 0, fx) e Xy = (0, 1, fy). Logo,

|Xx ×Xy| =

∣∣∣∣∣Det
( i j k

1 0 fx

0 1 fy

)∣∣∣∣∣
= |(−fx,−fy, 1)|

=
√

1 + f 2
x + f 2

y .

E, portanto,

A(R) =

∫ ∫
Q

|Xx ×Xy|dxdy =

∫ ∫
Q

√
1 + f 2

x + f 2
y dxdy;

em que Q é a projeção ortogonal de R sobre o plano xy.

5. As curvas coordenadas de uma parametrização X(u, v) constituem
uma rede de Tchebyshef se os comprimentos dos lados opostos de
qualquer quadrilátero formado por elas são iguais. Mostre que uma
condição necessária e suficiente para que isso aconteça é

∂E

∂v
=
∂G

∂u
= 0.

Solução:

(⇒) Sejam (u0, v0) ∈ U fixo e (u, v) ∈ U fixo porém arbitrário. Sejam α1(t) =

X(t, v0) e α2(t) = X(t, v) curvas coordenadas da parametrização X. Sabemos
que os comprimentos de arcos de α1 e α2, entre u0 e u, são dados por∫ u

u0

√
E(t, v0) dt e

∫ u

u0

√
E(t, v) dt,

respectivamente. Como estamos supondo que as curvas coordenadas consti-
tuem uma rede de Tchebychef, segue que∫ u

u0

√
E(t, v0) dt =

∫ u

u0

√
E(t, v) dt, ∀ (u, v) ∈ U.

Diferenciando com respeito a u, temos√
E(u, v0) =

√
E(u, v), ∀ (u, v) ∈ U.
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Logo E(u, v0) = E(u, v), para todo (u, v) ∈ U , e, portanto,

∂E

∂v
(u, v) = 0 ∀ (u, v) ∈ U.

De maneira análoga teremos
∂G

∂u
(u, v) = 0.

(⇐) Se
∂E

∂v
(u, v) =

∂G

∂u
(u, v) = 0, então E = E(u) e G = G(v). Portanto, os com-

primentos dos lados opostos do quadrilátero formado pelas curvas coordenadas
são iguais, já que ∫ u

u0

√
E(t, v0) dt =

∫ u

u0

√
E(t, v) dt,

e ∫ v

v0

√
G(u0, t) dt =

∫ v

v0

√
G(u, t) dt,

(u0, v0), (u, v) ∈ U. Logo as curvas coordenadas constituem uma rede de Tchebyshet.

6. Prove que sempre que as curvas coordenadas constituem uma rede
de Tchebyshef (ver exercício 5) é possível reparametrizar a vizi-
nhança coordenada de tal maneira que os novos coeficientes da pri-
meira forma fundamental são

E = 1, F = cos θ, G = 1.

onde θ é o ângulo formado pelas curvas coordenadas.

Solução:

Pelo exercício anterior, os comprimentos dos lados opostos de qualquer qua-
drilátero formado pelas curvas coordenadas de uma parametrização X(u, v)

são iguais (Rede de Tchebyshef) se, e somente se,
∂E

∂v
=
∂G

∂u
= 0. E,

∂E

∂v
=
∂G

∂u
= 0 ⇒ E = E(u) e G = G(v).

Reparametrizamos a vizinhança coordenada pela mudança de coordenada h(u, v) =
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(ū, v̄), em que

ū(u, v) =

∫ u

0

√
E(ū) dū e v̄(u, v) =

∫ v

0

√
G(v̄) dv̄.

Assim,

X(u, v) = X̄(h(u, v)) = X̄(ū, v̄),

Xu = X̄ū
∂ū

∂u
+ X̄v̄

∂v̄

∂u
= X̄ū

∂ū

∂u
,

Xv = X̄ū
∂ū

∂v
+ X̄v̄

∂v̄

∂v
= X̄v̄

∂v̄

∂v
.

Observe que

∂ū

∂u
=
√
E(u),

∂v̄

∂v
=
√
G(v),

Portanto,

Xu = X̄ū

√
E(u),

⇒ |Xu|2 = |X̄ū|2E
⇒ E = ĒE ⇒ Ē = 1.

Obs.: E não pode ser zero pois E = |Xu|2 e Xu é a coluna da derivada de X,
que é injetiva.

Analogamente, Ḡ = 1. Finalmente,

F̄ = ⟨X̄ū, X̄v̄⟩ = ⟨ Xu√
E
,
Xv√
G
⟩ = ⟨Xu, Xv⟩

|Xu||Xv|
= cos θ,

em que θ é o ângulo formado pelas curvas coordenadas. Portanto, descobrimos
uma nova parametrização da vizinhança coordenada tal que

Ē = 1, F̄ = cos θ e Ḡ = 1.

7. Mostre que uma superfície de revolução sempre pode ser parame-
trizada de modo que

E = E(v), F = 0, G = 1.
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Solução:

Figura 4.11: Superfíce de Revolução

Fonte: Carmo (2012, p. 90)

Seja S uma superfície de revolução. Então S é o conjunto obtido ao girarmos
uma curva regular plana C em torno de um eixo no plano que não encontra
curva. Consideremos o plano xz como o plano da curva e o eixo Oz como o
eixo de rotação. Seja{

x = f(v)

z = g(v)
;α(v) = (f(v), g(v)), v ∈ I

parametrização de C pelo comprimento de arco, isto é, f ′(v)2+g′(v)2 = 1. Seja
θ o ângulo de rotação em torno do eixo Oz. Assim, obtemos a parametrização
de S

X(θ, v) = (f(v) cos θ, f(v) sen θ, g(v)), v ∈ I, θ ∈ (0, 2π)

Logo,

Xθ = (−f(v) sen θ, f(v) cos θ, 0),
Xv = (f ′(v) cos θ, f ′(v) sen θ, g′(v)).
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Corroborando na nossa afirmação inicial:

E = f 2(v) sen2θ + f 2(v) cos2θ = f 2(v) = E(v),

F = −f(v)f ′(v)sen θ cos θ + f(v)f ′(v)sen θ cos θ = 0,

G = f ′(v)2 cos2θ + f ′(v)2 sen2θ + g′(v)2 = f ′(v)2 + g′(v)2 = 1.

8. Seja P = {(x, y, z) ∈ R3; z = 0} o plano xy e seja X : U → P uma
parametrização de P dada por

X(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sen θ),

onde
U = {(ρ, θ) ∈ R2; ρ > 0, 0 < θ < 2π}.

Calcule os coeficientes da primeira forma fundamental de P nesta
parametrização.

Solução:

Figura 4.12: Plano xy

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Calculemos E,F e G. Observe que

Xρ = (cos θ, sen θ) e Xθ = (−ρ sen θ, ρ cos θ).
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Assim,

E = cos2θ + sen2θ = 1,

F = −ρ sen θ cos θ + ρ sen θ cos θ = 0,

G = ρ2sen2θ + ρ2cos2θ = ρ2.

Portanto, E = 1, F = 0 e G = ρ2.

9. Seja S uma superfície de revolução e C a sua curva geratriz. Seja
s o comprimento de um arco de C e denote por ρ = ρ(s) a distância
do ponto correspondente a s em C ao eixo de rotação.

a) (Teorema de Pappus.) Mostre que a área de S é

2p

∫ l

0

π(s)ds,

onde l é o comprimento de C.

Solução:

Seja {
x = f(s)

z = g(s)
;α(s) = (f(s), g(s)), s ∈ I

parametrização de C pelo comprimento de arco. Seja

X(θ, s) =
(
f(s) cos θ, f(s) sen θ, g(s)

)
, s ∈ I, θ ∈ (0, 2π)

parametrização de S. Assim,

Xθ =
(
− f(s) sen θ, f(s) cos θ, 0

)
,

Xs =
(
f ′(s) cos θ, f ′(s) sen θ, g′(s)

)
.

e E = f(s)2, F = 0 e G = 1. Logo |Xu ×Xv| =
√
EG− F 2.

A(S) =

∫ ∫
Q

|Xθ ×Xs| dθds =
∫ ∫

Q

√
EG− F 2 dθds =

∫ ∫
Q

√
f 2(s) dθds.
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Observe que ρ(s) = |f(s)| =
√
f 2(s). Assim,

A(S) =

∫ l

0

∫ 2π

0

ρ(s) dθds =

∫ l

0

ρ(s)θ
∣∣∣2π
0
ds = 2π

∫ l

0

ρ(s) ds.

b) Aplique a parte a para calcular a área de um toro de revolução.

Figura 4.13: Toro de Revolução 1

Fonte: Carmo (2012, p. 73)

Solução:

Considere o círculo de raio r e centro (a, 0) no plano xz.

α(u) = (a+ rcos u, rsen u), 0 < u < 2π.

Temos que

|α′(u)| = |(−rsen u, rcos u) =
√
r2(sen2u+ cos2u) = r

S(u) =

∫ u

0

|α′(u)|du =

∫ u

0

r du = ru

⇒ u(s) =
s

r
.

Assim, reparametrizando α(u) pelo comprimento de arco, temos

α(s) = (a+ rcos
s

r
, rsen

s

r
), 0 < s < 2πr

⇒ p(s) = a+ rcos
s

r
.



65

Logo, por a), temos

A(S) = 2π

∫ 2πr

0

p(s) ds = 2π

∫ 2πr

0

(
a+ rcos

s

r

)
ds

= 2π
(
as+ r2sen

s

r

)∣∣∣2πr
0

= 4πr2a.

Figura 4.14: Toro de Revolução 2

Fonte: Carmo (2012, p. 117)

10. (Famílias de Curvas Ortogonais)

a) Sejam E,F e G os coeficientes da primeira forma fundamental de
uma superfície regular S na parametrização X : U ⊂ R2 → S. Sejam
φ(u, v) = const. e ψ(u, v) = const. duas famílias de curvas regulares em
X(U) ⊂ S. Prove que essas duas famílias são ortogonais (i.e.,sempre
que duas curvas de famílias distintas se intersectam, as suas retas
tangentes são ortogonais) se e somente se

Eφvψv − F (φuψv + φvψu) +Gφuψu = 0.

Solução:

Seja f : X(U) ⊂ S → R dada por f = φ ◦X−1. Seja C1 uma curva da família
φ(u, v) = const., isto é,

C1 = f−1(c), c = const.

= (φ ◦X−1)−1(c)

= {p ∈ X(U); φ(X−1(p)) = c}.

Seja α : I → X(U) uma parametrização de C1, ou seja, α(t) = X(ᾱ(t)), onde
ᾱ : I → U, ᾱ(t) = (u1(t), v1(t)), é uma curva C̄1 em U dada por φ−1(c). Assim,
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temos que ⟨ᾱ′,▽φ⟩ = 0 e, portanto,

ᾱ′ = λ1(−φv, φu).

Considere agora C2 ⊥ C1 uma curva da família ψ(u, v) = const. De forma
análoga, considere β : J → X(U), dada por

β(s) = X(β̄(s)) = X(u2(s), v2(s)),

parametrização de C̄2 na qual β̄ = (u2, v2) é parametrização de C̄2. Portanto
⟨β̄′,▽ψ⟩ = 0 e, assim,

β̄′ = λ2(−ψv, ψu).

Logo,

C1 ⊥ C2 ⇔ ⟨α′(t), β′(t)⟩ = 0

⇔ ⟨dXqᾱ
′, dXqβ̄

′⟩ = 0

⇔ λ1λ2⟨dXq(−φv, φu), dXq(−ψv, ψu)⟩ = 0

⇔ ⟨−Xuφv +Xvφu,−Xuψv +Xvψv⟩ = 0,

Portanto,

C1 ⊥ C2 ⇔ Eφvψv − F (φuψv − φvψu) +Gφuψu = 0;

como queríamos demonstrar.

b) Aplique a parte a para mostrar que na vizinhança coordenada X(U)

do helicóide do X(u, v) = (v cos u, v sen u, au) com 0 < u < 2π e
−∞ < v <∞, as duas famílias de curvas regulares

vcos u = const., v ̸= 0,

(v2 + a2)sen2u = const., v ̸= 0, u ̸= π,

são ortogonais.

Solução:

X(u, v) = (v cos u, v sen u, au), 0 < u < 2π, −∞ < v <∞.
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Tome

φ(u, v) = v cos u = const., v ̸= 0, e

ψ(u, v) = (v2 + a2)sen2u = const., v ̸= 0, u ̸= π.

Xu = (−v sen u, v cos u, a),
Xv = (cos u, sen v, 0).

Assim, temos que E = v2 + a2, F = 0 e G = 1.

φu = −v sen u,
φv = cos u,

ψu = 2(v2 + a2) sen u cos u,

ψv = 2v sen2u.

⇔ Eφvψv − F (φuψv − φvψu) +Gφuψu =

2v(v2 + a2) sen2u cos u− 2v(v2 + a2) sen2u cos u = 0.

Logo, por a), as duas famílias de curvas regulares são ortogonais.



5 Segunda Forma Fundamental e
Aplicações

No capítulo anterior, foi abordada a primeira forma fundamental, cuja impor-
tância reside na descrição das propriedades intrínsecas de uma superfície regular, tais
como medidas de comprimento, ângulo e área. Em continuidade a esse estudo, este
capítulo dedica-se à segunda forma fundamental, também conhecida como segunda
forma quadrática, uma estrutura geométrica essencial para a análise das proprie-
dades extrínsecas da superfície. Serão exploradas suas relações com as curvaturas
locais da superfície, incluindo a curvatura normal e as curvaturas principais, que for-
necem informações fundamentais sobre o comportamento e a variação da superfície
no espaço ambiente.

5.1 A Segunda Forma Fundamental e a Curvatura
Normal

Definição 5.1. Seja X : U ⊂ R2 → R3 uma superfície parametrizada regular.
Fixado q = (u0, v0) ∈ U , a segunda forma quadrática de X em q é uma aplicação
IIq : TqX → R, que para cada vetor w ∈ TqX associa IIq(w) da seguinte forma: se
α(t) = X(u(t), v(t)) é uma curva diferenciável da superfície, tal que (u(t0), v(t0)) = q

e α′(t0) = w, então definimos IIq(w) = ⟨α′′(t0), N(u0, v0)⟩, onde N é o vetor normal
a X.

Temos que IIq(w) não depende da curva escolhida. De fato, seja

w = aXu(u0, v0) + bXv(u0, v0),

e consideremos uma curva α(t) = X(u(t), v(t)) tal que q = (u(t0), v(t0)) e w = α′(t0),
isto é,

(u(t0), v(t0)) = (u0, v0), (u′(t0), v
′(t0)) = (a, b).
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Como

α′(t) = u′(t)Xu(u(t), v(t)) + v′(t)Xv(u(t), v(t))

e

α′′(t) = u′′(t)Xu(u(t), v(t)) + (u′(t))2Xuu(u(t), v(t))+

+ 2u′(t)v′(t)Xuv(u(t), v(t)) + (v′(t))2Xvv(u(t), v(t))+

v′′(t)Xv(u(t), v(t)),

temos que

IIq(w) = ⟨α′′(t0), N(u0, v0)⟩
⇒ IIq(w) = a2⟨Xuu, N⟩(u0, v0) + 2ab⟨Xuv, N⟩(u0, v0) + b2⟨Xvv, N⟩(u0, v0),

e, portanto, IIq(w) não depende da curva α. Denotando

e(u0, v0) = ⟨Xuu, N⟩(u0, v0),
f(u0, v0) = ⟨Xuv, N⟩(u0, v0),
g(u0, v0) = ⟨Xvv, N⟩(u0, v0),

obtemos

IIq(w) = a2 e(u0, v0) + 2ab f(u0, v0) + b2 g(u0, v0).

Ao variar os valores de (u, v), obtemos as funções diferenciáveis e(u, v), f(u, v), g(u, v),
denominadas coeficientes da segunda forma quadrática da superfície parametrizada
X.

Definição 5.2. Seja X(u, v) uma superfície parametrizada regular e q = (u0, v0).
A função curvatura normal em q é uma aplicação kn : TqX − {0} → R que, para
cada vetor w ∈ TqX não-nulo, associa

kn(w) =
IIq(w)

Iq(w)
.

Exemplo 5.3. Obtenha a segunda forma quadrática e a curvatura normal da super-
fície de rotação X(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)), com a < u < b, 0 < v < 2π e
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f(u) > 0, gerada pela rotação da curva α(u) = (f(u), 0, g(u)) em torno do eixo Oz,
conforme definido na Proposição 3.8.

Para essa superfície, temos as seguintes derivadas

Xu(u, v) = (f ′(u) cos v, f ′(u) sin v, g′(u)),

Xv(u, v) = (−f(u) sin v, f(u) cos v, 0),

Xuu(u, v) = (f ′′(u) cos v, f ′′(u) sin v, g′′(u)),

Xuv(u, v) = (−f ′(u) sin v, f ′(u) cos v, 0),

Xvv(u, v) = (−f(u) cos v,−f(u) sin v, 0).

Convém supor que a curva geratriz seja parametrizada pelo comprimento de
arco, isto é,

(f ′(u))2 + (g′(u))2 = 1,

para todo u no intervalo considerado. Essa hipótese simplifica várias expressões,
incluindo o cálculo do vetor normal da superfície.

Calculando o produto vetorial Xu ×Xv, obtemos

Xu ×Xv = (−f(u)g′(u) cos v,−f(u)g′(u) sin v, f ′(u)f(u)).

E a partir dele, encontramos a norma

∥Xu ×Xv∥ =

√
(−f(u)g′(u) cos v)2 + (−f(u)g′(u) sin v)2 + (f ′(u)f(u))2

=
√
f(u)2g′(u)2(cos2 v + sin2 v) + f ′(u)2f(u)2

=
√
f(u)2g′(u)2 + f ′(u)2f(u)2

= f(u)
√
g′(u)2 + f ′(u)2

= f(u) · 1 = f(u).

e o vetor normal

N(u, v) =
Xu ×Xv

|Xu ×Xv|

=
(−f(u)g′(u) cos v,−f(u)g′(u) sin v, f ′(u)f(u))

f(u)

= (−g′(u) cos v,−g′(u) sin v, f ′(u)).
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Dessa forma, vamos calcular os coeficientes da segunda forma quadrática:

e(u0, v0) = ⟨Xuu, N⟩(u0, v0)
= ⟨(f ′′(u0) cos v0, f

′′(u0) sin v0, g
′′(u0)) , (−g′(u0) cos v,−g′(u0) sin v, f ′(u0))⟩

= −f ′′(u0)g
′(u0) + g′′(u0)f

′(u0) = f ′(u0)g
′′(u0)− f ′′(u0)g

′(u0).

f(u0, v0) = ⟨Xuv, N⟩(u0, v0)
= ⟨(−f ′(u0) sin v, f

′(u0) cos v, 0) , (−g′(u0) cos v0,−g′(u0) sin v0, f ′(u0))⟩
= 0,

g(u0, v0) = ⟨Xvv, N⟩(u0, v0)
= ⟨(−f(u0) cos v0,−f(u0) sin v0, 0) , (−g′(u0) cos v0,−g′(u0) sin v0, f ′(u0))⟩
= f(u0)g

′(u0).

E chegamos na segunda forma quadrática:

IIq(w) = a2e(u0, v0) + 2abf(u0, v0) + b2g(u0, v0)

= a2 [f ′(u0)g
′′(u0)− f ′′(u0)g

′(u0)] + 2ab · 0 + b2 (f(u0)g
′(u0))

= a2 [f ′(u0)g
′′(u0)− f ′′(u0)g

′(u0)] + b2f(u0)g
′(u0).

Para descobrirmos a curvatura normal da superfície, devemos descobrir tam-
bém a primeira forma quadrática dela. Os coeficientes da primeira forma quadrática
Iq(w) são (ver Seção 4.5 para mais detalhes):

E(u0, v0) = ⟨Xu, Xu⟩ = (f ′(u0))
2 + (g′(u0))

2 = 1,

F (u0, v0) = ⟨Xu, Xv⟩ = 0,

G(u0, v0) = ⟨Xv, Xv⟩ = f(u0)
2.

Logo, a primeira forma quadrática é:

Iq(w) = a2 · 1 + b2f(u)2 = a2 + b2f(u)2.
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Finalmente, vamos calcular a curvatura normal kn(w). Ela é dada por:

kn(w) =
IIq(w)

Iq(w)
=
a2 [f ′(u)g′′(u)− f ′′(u)g′(u)] + b2f(u)g′(u)

a2 + b2f(u)2
.

Vamos agora analisar a interpretação geométrica desse resultado. A curvatura
normal mede o quanto a superfície está se curvando na direção de um vetor tangente.
No caso da superfície de rotação, essa curvatura depende da forma da curva geratriz
α(u) = (f(u), 0, g(u)) e da rotação dessa curva em torno do eixo Oz.

O termo f ′(u)g′′(u) − f ′′(u)g′(u) representa a curvatura da curva geratriz no
plano. Já o termo f(u)g′(u) está ligado ao efeito da rotação: quanto mais afastada
do eixo Oz (isto é, quanto maior f(u)), maior a curvatura causada pela rotação.

Portanto, a expressão final de kn(w) mostra como esses dois fatores contribuem
para a curvatura da superfície: a curvatura da curva original e a influência da
rotação. Isso evidencia que a geometria local da superfície de rotação depende tanto
da forma da curva que está sendo girada quanto da forma como ela se posiciona em
relação ao eixo de rotação.

Qualquer que seja um número real λ ̸= 0, a função curvatura normal kn(w) =
kn(λw), para w ∈ TqX não-nulo.

Com efeito, seja w = aXu(u0, v0), em que (a, b) ̸= (0, 0) e e0, f0, g0 os coefici-
entes da segunda forma quadrática em (u0, v0). Temos

kn(λw) =
IIq(λw)

Iq(λw)
=
λ2a2e0 + 2λ2abf0 + λ2b2g0

λ2⟨w,w⟩
=

=
a2e0 + 2abf0 + b2g0

⟨w,w⟩
=
IIq(w)

Iq(w)
= kn(w).

Vamos considerar no plano tangente TqX um vetor unitário w. Seja α(s) =

X(u(s), v(s)) uma curva regular da superfície parametrizada pelo comprimento de
arco tal que

(u(s0), v(s0)) = q

α′(s0) = w.

Seja n(s0) o vetor normal a α em s0 e θ o ângulo formado pelos vetores n(s0) e
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N(u(s0), v(s0)). Se a curvatura da curva α em s0, k(s0) ̸= 0, então

kn(w) = IIq(w) = ⟨α′′(s0), N(u(s0), c(s0))⟩
= k(s0)⟨n(s0), N(u(s0), v(s0))⟩
= k(s0) cos θ,

onde n(s0) é o vetor normal a α em s0 e θ é o ângulo formado pelos vetores n(s0) e
N(u(s0), v(s0)).

Figura 5.1: Ângulo θ entre vetores normais

Fonte: Tenenblat (2008, p. 155)

Já vimos que IIq(w) e kn(w) não dependem da curva α escolhida. Assim,
vamos aplicar a igualdade kn(w) = k(s0) cos θ na curva mais conveniente, a seção
normal da superfície determinada por w. Essa curva é obtida pela interseção do
traço de X(u, v), para (u, v) suficientemente próximos de (u0, v0), com o plano que
contém o ponto X(u0, v0) e é ortogonal a w ×N(u0, v0).

Figura 5.2: Seção normal da superfície determinada por w

Fonte: Tenenblat (2008, p. 155)
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Sob estas condições, a seção normal corresponde ao traço de uma curva regular
plana definida por α(s) = X(u(s), v(s)), parametrizada pelo comprimento de arco,
tal que (u(s0), v(s0)) = (u0, v0) e β′(s0) = w. Se a curvatura da curva no ponto s0
for zero, ou seja, k(s0) = 0 (equivalente a β′′(s0) = 0), então kn(w) = IIq(w) = 0.
Por outro lado, se k(s0) > 0, o vetor normal à curva no ponto s0 é dado por
n(s0) = ±N(u0, v0), onde N é o vetor normal da superfície. Dessa forma, temos que

kn(w) = IIq(w) = ±k(s0).

Dessa forma, podemos concluir que se w é um vetor unitário tangente à su-
perfície em q, então a curvatura da seção normal em q determinada por w é igual a
|kn(w)|.

Além disso, se w é um vetor não-nulo de TqX, então

IIq(w) = |w2|kn(w).

Ou seja, |IIq(w)| é igual à curvatura da seção normal a X em q, determinada por
w, multiplicada por |w2|.

Exemplo 5.4. Se X(u, v) é uma superfície parametrizada regular que representa
um plano em R3, então a curvatura normal e a segunda forma fundamental são
identicamente nulas. De fato, todas as seções normais correspondem a retas, cuja
curvatura é zero.

Exemplo 5.5. Consideremos a superfície

X(u, v) = (a sen v cosu, a sen v sen u, a cos v),

a > 0, u ∈ R, 0 < v < π. Essa parametrização é a usual da esfera de raio a.

• Todas as seções normais são circunferências de raio a, logo a curvatura normal
é constante e igual a 1/a.

• O vetor normal

N(u, v) = (− sen v cosu,− sen v sen u,− cos v)

aponta para o interior da esfera, visto que é o negativo do vetor posição uni-
tário.
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• Utilizando a relação

kn(w) =
IIq(w)

Iq(w)
,

onde Iq(w) = |w|2 é a primeira forma fundamental, concluímos que a segunda
forma quadrática IIq(w) é igual a |w|2/a, para todo q = (u, v) e w ∈ TqX.

5.2 Curvaturas Principais; Curvatura de Gauss; Cur-
vatura Média

Na seção anterior, determinamos a função curvatura normal. Nessa seção,
observaremos que ela admite um valor máximo e um valor mínimo.

Os valores máximo e mínimo da função curvatura normal em um ponto q serão
denominados curvaturas principais. A partir desses valores, definiremos a curvatura
de Gauss e a curvatura média.

Denotaremos por E0, F0, G0, e0, f0 e g0 os coeficientes da primeira e segunda
formas quadráticas de uma superfície parametrizada regular X(u, v) em um ponto
q = (u0, v0).

Proposição 5.6. Sejam X(u, v) uma superfície parametrizada regular e kn a fun-
ção curvatura normal de X em q = (u0, v0). Então, existem vetores unitários e
ortogonais w1, w2 ∈ TqX tais que k1 = kn(w1) e k2 = kn(w2) são os valores mínimo
e máximo da função kn.

Demonstração. Se kn é uma função constante, então quaisquer dois vetores unitários
e ortogonais de TqX satisfazem as condições da proposição.

Suponhamos, então, que kn não é constante. Consideremos a função

k̃n : R2 \ {(0, 0)} → R

definida por
k̃n(a, b) = kn(aXu(q) + bXv(q)),

com (a, b) ̸= (0, 0). Isto é,

k̃n(a, b) =
a2e0 + 2abf0 + b2g0
a2E0 + 2abF0 + b2G0

.
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A função k̃n é diferenciável, pois estamos considerando apenas pontos (a, b)

diferentes de (0, 0). Além disso, para todo λ ̸= 0, temos:

k̃n(λa, λb) = k̃n(a, b).

Assim, para estudar os valores máximo e mínimo de k̃n, basta restringi-la ao conjunto
de vetores de comprimento 1, ou seja, à circunferência C ⊂ R2 definida por:

C = {(a, b) ∈ R2 | a2 + b2 = 1}.

Como k̃n é uma função contínua definida sobre a circunferência C, que é fechada
e limitada, ela atinge valores máximo e mínimo nesse conjunto. Portanto, existem
pontos (a1, b1) e (a2, b2) sobre C tais que:

k1 = k̃n(a1, b1), k2 = k̃n(a2, b2),

onde k1 e k2 são, respectivamente, os valores mínimo e máximo da função k̃n restrita
a C.

Portanto, para todo vetor não nulo (a, b) ∈ R2 \ {(0, 0)}, temos que o valor de
k̃n(a, b) está limitado pelos números reais k1 e k2, isto é,

k1 ≤ k̃n(a, b) ≤ k2.

Além disso, como assumimos que kn não é constante, esses extremos são distintos,
ou seja,

k1 < k2.

Agora, definimos os vetores em TqX:

w̄1 = a1Xu(q) + b1Xv(q) e w̄2 = a2Xu(q) + b2Xv(q),

que correspondem, respectivamente, às direções onde a função k̃n atinge seus valores
mínimo e máximo.

Pela definição da função k̃n, temos que para qualquer vetor w ∈ TqX \ {0},

k1 = kn(w̄1) ≤ kn(w) ≤ kn(w̄2) = k2.

Ou seja, os vetores w̄1 e w̄2 definem os extremos da curvatura normal na direção de
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w.
Para concluir a prova, precisamos mostrar que esses vetores são ortogonais.

Isso ocorre porque (a1, b1) e (a2, b2), pontos onde k̃n atinge seus extremos, são pontos
críticos da função, ou seja, as derivadas parciais de k̃n nesses pontos são iguais a
zero.

Ao calcular essas derivadas parciais, chegamos ao seguinte sistema de equações
lineares para cada ponto crítico:

(e0 − k1E0)a1 + (f0 − k1F0)b1 = 0, (5.1)

(e0 − k2E0)a2 + (f0 − k2F0)b2 = 0, (5.2)

(f0 − k1F0)a1 + (g0 − k1G0)b1 = 0, (5.3)

(f0 − k2F0)a2 + (g0 − k2G0)b2 = 0. (5.4)

Se a1, a2, b1, b2 são todos diferentes de zero, fazemos o seguinte: multiplicamos
a equação (5.1) por a2 e subtraímos da equação (5.2) multiplicada por a1. De forma
semelhante, multiplicamos a equação (5.3) por b2 e subtraímos da equação (5.4)
multiplicada por b1. Somando as duas expressões resultantes, obtemos:

(k1 − k2)
(
a1a2E0 + a1b2F0 + b1b2G0

)
= 0.

Como k1 ̸= k2, concluímos que

⟨w̄1, w̄2⟩ = a1a2E0 + a1b2F0 + b1b2G0 = 0,

ou seja, os vetores w̄1 e w̄2 são ortogonais com respeito ao produto interno induzido
pela primeira forma fundamental.

De maneira análoga, pode-se mostrar que essa ortogonalidade também vale
nos casos em que algum dos números a1, a2, b1, b2 seja zero.

Assim, encontramos dois vetores ortogonais w̄1, w̄2 — que não necessariamente
são unitários (embora a2i + b2i = 1 para i = 1, 2) — que correspondem aos pontos
onde a função curvatura normal kn atinge seus valores mínimo e máximo.

Por fim, definindo os vetores unitários

w1 =
w̄1

|w̄1|
, w2 =

w̄2

|w̄2|
,

e lembrando que kn(λw) = kn(w) para todo λ ̸= 0, concluímos que w1 e w2 satisfazem



78

as condições da proposição, ou seja, são os vetores principais de curvatura no ponto
q.

Usando a notação da proposição anterior, definimos os vetores w1 e w2 como
os vetores principais de X no ponto q. As curvaturas associadas a esses vetores, k1
e k2, são chamadas de curvaturas principais em q. As direções do espaço tangente
TqX determinadas por esses vetores são conhecidas como direções principais.

O produto das curvaturas principais, dado por

K(q) = k1 · k2,

é chamado de curvatura gaussiana de X no ponto q. Já a média aritmética dessas
curvaturas,

H(q) =
k1 + k2

2
,

recebe o nome de curvatura média de X em q.
Com base nessas definições, as curvaturas principais k1 e k2 podem ser encon-

tradas como as raízes da equação quadrática

x2 − 2H(q)x+K(q) = 0,

relacionando diretamente a curvatura média e a curvatura gaussiana com os valores
extremos da curvatura normal em q.

Uma reparametrização da superfície pode mudar o sinal da curvatura média,
mas não altera a curvatura gaussiana. Considere X̄ = X ◦h, onde h é uma mudança
de parâmetros. Suponha que K̄, H̄, k̄n representem, respectivamente, a curvatura
gaussiana, a curvatura média e a função curvatura normal da nova parametrização X̄
no ponto q̄, e queK,H, kn sejam as mesmas quantidades associadas à parametrização
original X no ponto h(q̄).

Como vimos na seção anterior, a função curvatura normal se transforma da
seguinte forma:

k̄n = ±kn,

sendo o sinal positivo ou negativo conforme o tipo de mudança feita pelos parâme-
tros. Ou seja, o sinal é positivo se detJ(h) > 0 e negativo se detJ(h) < 0.

Isso significa que as curvaturas principais associadas a X̄ em q̄ coincidem com
as da parametrização original, ou mudam ambas de sinal. Assim, a curvatura média,
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que é a média das curvaturas principais, também pode mudar de sinal:

H̄(q̄) = ±H(h(q̄)).

Por outro lado, como o produto de dois números que mudam simultaneamente de
sinal continua o mesmo, a curvatura gaussiana permanece inalterada:

K̄(q̄) = K(h(q̄)).

Exemplo 5.7. Seja X uma superfície parametrizada regular que descreve um plano.
Já vimos que, nesse caso, a curvatura normal em qualquer ponto é identicamente
nula. Como a curvatura normal coincide com a curvatura na direção de um vetor
tangente unitário, isso significa que todas as direções têm curvatura igual a zero.

Portanto, as curvaturas principais são k1 = k2 = 0, e qualquer vetor unitário
no plano tangente é um vetor principal. Como consequência, a curvatura gaussiana
e a curvatura média também são nulas em todos os pontos da superfície.

Exemplo 5.8. Vimos anteriormente que a esfera de raio a > 0, dada pela parame-
trização

X(u, v) = (a sen v cosu, a sen v senu, a cos v) ,

com u ∈ R e 0 < v < π, possui curvatura normal constante igual a kn = 1
a

em todos
os pontos.

Isso significa que todas as direções tangentes têm a mesma curvatura. Assim,
qualquer vetor unitário tangente é um vetor principal, e as curvaturas principais são

k1 = k2 =
1

a
.

Como consequência, temos:

K ≡ 1

a2
e H ≡ 1

a
,

isto é, a curvatura gaussiana e a curvatura média são constantes e positivas em toda
a superfície.

Proposição 5.9. (Fórmula de Euler) Sejam X(u, v) uma superfície parametrizada
regular, q = (u0, v0), k1, k2 as curvaturas principais de X em q e w1, w2 vetores
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principais em q. Para todo vetor w ∈ TqX tal que |w| = 1, se

w = cos θ w1 + sen θ w2,

então

kn(w) = k1 cos
2 θ + k2 sen2 θ.

Demonstração. Seja

w1 = a1Xu(q) + b1Xv(q),

w2 = a2Xu(q) + b2Xv(q),

tais que k1 = kn(w1) ≤ kn(w2) = k2. Consideremos um vetor arbitrário de TqX da
forma

w = cos θ w1 + sin θ w2.

Expandindo em termos de Xu e Xv, temos

w = (cos θa1 + sin θa2)Xu + (cos θb1 + sin θb2)Xv.

A curvatura normal em w é dada por

kn(w) = (cos θa1 + sin θa2)
2e0 + 2(cos θa1 + sin θa2)(cos θb1 + sin θb2)f0

+ (cos θb1 + sin θb2)
2g0,

onde e0, f0, g0 são os coeficientes da segunda forma fundamental de X em q.
Desenvolvendo esta expressão, obtemos:

kn(w) = cos2 θ (a21e0 + 2a1b1f0 + b21g0) + sin2 θ (a22e0 + 2a2b2f0 + b22g0)

+ 2 sin θ cos θ (a1a2e0 + (a1b2 + a2b1)f0 + b1b2g0)

E assim,
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kn(w) = cos2 θ k1 + sin2 θ k2 + 2A sin θ cos θ. (5.5)

em que definimos

k1 = a21e0 + 2a1b1f0 + b21g0

k2 = a22e0 + 2a2b2f0 + b22g0

A = a1a2e0 + (a1b2 + a2b1)f0 + b1b2g0.

Vamos demonstrar que a constante A deve ser zero. Sabemos que, para todo
θ, a desigualdade

kn(w) ≤ k2

é válida. Substituindo a expressão para kn(w) (5.5), temos:

cos2 θ k1 + sin2 θ k2 + 2A sin θ cos θ ≤ k2 = cos2 θ k2 + sin2 θ k2.

Reorganizando os termos, obtemos:

cos2 θ(k1 − k2) + 2A sin θ cos θ ≤ 0,

ou equivalentemente,

cos2 θ(k2 − k1)− 2A sin θ cos θ ≥ 0.

Dividindo por cos2 θ (para θ ̸= π
2
), resulta:

(k2 − k1)− 2A tan θ ≥ 0.

Agora, suponha que A ̸= 0. Se A > 0, podemos escolher um θ próximo, mas
menor que π

2
, tal que 2A tan θ > k2 − k1. Isso contradiz a desigualdade acima.

De forma semelhante, se A < 0, ao escolher θ ligeiramente maior que π
2
, teremos

novamente 2A tan θ > k2 − k1, gerando contradição.
Portanto, a única possibilidade sem contradição é que A = 0.
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Com isso, simplificamos a expressão para a curvatura normal:

kn(w) = cos2 θ k1 + sin2 θ k2.

Na proposição a seguir, verificamos como a curvatura médiaH(q) e a curvatura
gaussiana K(q) podem ser obtidas a partir dos coeficientes da primeira e segunda
formas quadráticas.

Proposição 5.10. Seja X(u, v) uma superfície parametrizada regular. Se q =

(u0, v0), então

H(q) =
1

2

e0G0 − 2f0F0 + E0g0
E0G0 − F 2

0

,

K(q) =
e0g0 − f 2

0

E0G0 − F 2
0

.

Demonstração. Seja k0 uma curvatura principal em q, na direção do vetor

w = a0Xu(q) + b0Xv(q).

Então, temos o sistema

(e0 − k0E0)a0 + (f0 − k0F0)b0 = 0,

(f0 − k0F0)a0 + (g0 − k0G0)b0 = 0.

Isso decorre do fato de que k0 é um extremo (mínimo ou máximo) da função

a2e0 + 2abf0 + b2g0
a2E0 + 2abF0 + b2G0

, (a, b) ∈ R2 \ {(0, 0)},

avaliada em (a0, b0). Ao calcular as derivadas parciais dessa função e igualá-las a
zero, obtemos o sistema acima.

Como (a0, b0) é uma solução não trivial do sistema, o determinante da matriz
dos coeficientes deve ser zero:∣∣∣∣∣e0 − k0E0 f0 − k0F0

f0 − k0F0 g0 − k0G0

∣∣∣∣∣ = 0.
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Isso implica que k0 satisfaz a equação quadrática

x2 − e0G0 − 2f0F0 + E0g0
E0G0 − F 2

0

x+
e0g0 − f 2

0

E0G0 − F 2
0

= 0.

Pela relação entre as raízes e os coeficientes de uma equação quadrática, con-
cluímos que

H(q) =
1

2

e0G0 − 2f0F0 + E0g0
E0G0 − F 2

0

e K(q) =
e0g0 − f 2

0

E0G0 − F 2
0

.

Como dito anteriormente, a proposição que acabamos de demonstrar fornece
uma forma prática de calcular a curvatura gaussiana K(u, v) e a curvatura média
H(u, v) de uma superfície parametrizada regular X(u, v), usando os coeficientes das
primeiras e segundas formas quadráticas.

Resolvendo a equação quadrática

x2 − 2H(u, v)x+K(u, v) = 0,

obtemos as curvaturas principais k1 e k2 da superfície. No próximo passo, mostra-
remos como determinar os vetores principais correspondentes a k1 e k2.

Proposição 5.11. Seja X(u, v) uma superfície parametrizada regular. Um vetor
não-nulo w = a0Xu(q) + b0Xv(q) tangente a X em q = (u0, v0) é uma direção
principal de curvatura principal k0 se, e só se, a0, b0 satisfazem o sistema de equações

(e0 − k0E0)a0 + (f0 − k0F0)b0 = 0

(f0 − k0F0)a0 + (g0 − k0G0)b0 = 0

Demonstração. Suponha que w é uma direção principal em q, associada à curvatura
principal k0, ou seja, kn(w) = k0. Conforme demonstrado anteriormente (Proposição
5.10), os coeficientes a0 e b0 satisfazem o sistema acima.

Reciprocamente, suponha que a0, b0 satisfazem esse sistema. Como (a0, b0) é
uma solução não trivial, o determinante do sistema deve ser nulo:∣∣∣∣∣e0 − k0E0 f0 − k0F0

f0 − k0F0 g0 − k0G0

∣∣∣∣∣ = 0.
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Pelo resultado da Proposição 5.10, isso implica que k0 é uma curvatura principal.
Para concluir que w é uma direção principal, resta verificar que kn(w) = k0.

Suponha inicialmente que a0 ̸= 0 e b0 ̸= 0. Multiplicando a primeira equação
do sistema por a0 e a segunda por b0, e somando as duas, obtemos:

a20(e0 − k0E0) + 2a0b0(f0 − k0F0) + b20(g0 − k0G0) = 0,

o que implica que

a20e0 + 2a0b0f0 + b20g0 = k0(a
2
0E0 + 2a0b0F0 + b20G0).

Portanto,

kn(w) =
a20e0 + 2a0b0f0 + b20g0
a20E0 + 2a0b0F0 + b20G0

= k0.

Nos casos em que a0 = 0 ou b0 = 0, o sistema se reduz a uma equação escalar,
e verifica-se de forma análoga que também se tem kn(w) = k0.

Assim, w é uma direção principal correspondente à curvatura principal k0.

Observamos que as soluções do sistema da proposição anterior fornecem dire-
ções principais. Para obter os vetores principais, basta considerar os vetores unitá-
rios nessas direções.

Exemplo 5.12. Consideremos o parabolóide hiperbólico dado por

X(u, v) = (u, v, v2 − u2), (u, v) ∈ R2.

Calculando os coeficientes das formas quadráticas no ponto q = (0, 0), obtemos:

E(0, 0) = 1, F (0, 0) = 0, G(0, 0) = 1,

e(0, 0) = −2, f(0, 0) = 0, g(0, 0) = 2.

Pela Proposição 5.9, segue que a curvatura média e a curvatura gaussiana em
q são

H(0, 0) = 0 e K(0, 0) = −4.

As curvaturas principais são obtidas resolvendo a equação:

x2 − 2H(0, 0)x+K(0, 0) = x2 − 4 = 0,
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cujas soluções são k1 = −2 e k2 = 2.
Para cada valor de k0, determinamos as direções principais resolvendo o sistema

(e0 − k0E0)a0 + (f0 − k0F0)b0 = 0,

(f0 − k0F0)a0 + (g0 − k0G0)b0 = 0.

No caso de k1 = −2, o sistema tem como solução w1 = Xu(0, 0) = (1, 0, 0), e para
k2 = 2, obtemos w2 = Xv(0, 0) = (0, 1, 0). Esses vetores são, portanto, os vetores
principais associados às curvaturas principais em q.

Entre as superfícies em R3, destacam-se duas classes com propriedades notá-
veis: aquelas com curvatura gaussiana constante e as chamadas superfícies mínimas,
caracterizadas por curvatura média nula em todos os pontos.

Uma superfície é dita de curvatura gaussiana constante quando a função K

assume um valor fixo em toda a superfície. Já uma superfície mínima é aquela para
a qual H = 0 em todo ponto.

O plano é um exemplo simples de superfície mínima com curvatura gaussiana
constante igual a zero. Outros exemplos de superfícies mínimas incluem a catenoide
e o helicoide. Nesses casos, como H = k1+k2

2
= 0, segue que k1 = −k2, o que implica

K = k1k2 ≤ 0.

5.3 Aplicações

Apresentaremos nessa seção, soluções de alguns exercícios propostos no livro
Introdução à Geometria Diferencial de Keti Tenenblat (Tenenblat, 2008), páginas
159 a 174 .

1. Obtenha a segunda forma quadrática e a função curvatura normal
da superfícies

X(u, v) = (a sin v cosu, a sin v sinu, a cos v),

a > 0, u ∈ R, 0 < v < π, que descreve a esfera de raio a.

Solução:

A superfície dada é uma parametrização da esfera de raio a. Todas as seções
normais da esfera são circunferências de raio a, o que implica que a curvatura
normal em qualquer direção tangente é constante e igual a 1/a.
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O vetor normal unitário, apontando para o interior da esfera, é:

N(u, v) = (− sin v cosu, − sin v sinu, − cos v)

Assim, a segunda forma quadrática é:

IIq(w) =
1

a
|w|2, para todo w ∈ TqX

e a curvatura normal é
kn =

1

a

2. Obtenha a segunda forma quadrática e a função curvatura normal
da superfície que descreve o gráfico de uma função diferenciável
X(u, v) = (u, v, f(u, v)).

Solução:

Para essa superfície, temos as seguintes derivadas:

Xu = (1, 0, fu(u, v)),

Xv = (0, 1, fv(u, v)),

Xuu = (0, 0, fuu(u, v)),

Xuv = (0, 0, fuv(u, v)),

Xvv = (0, 0, fvv(u, v)).

Calculando o produto vetorial Xu ×Xv, obtemos:

Xu ×Xv =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

1 0 fu

0 1 fv

∣∣∣∣∣∣∣ = (−fu,−fv, 1).

A partir disso, encontramos a norma:

∥Xu ×Xv∥ =
√

(−fu)2 + (−fv)2 + 12 =
√
f 2
u + f 2

v + 1.
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Logo, o vetor normal unitário é:

N(u, v) =
Xu ×Xv

∥Xu ×Xv∥
=

(−fu,−fv, 1)√
f 2
u + f 2

v + 1
.

Vamos calcular agora os coeficientes da segunda forma quadrática:

e(u0, v0) = ⟨Xuu, N⟩ =

〈
(0, 0, fuu),

(−fu,−fv, 1)√
f 2
u + f 2

v + 1

〉
=

fuu√
f 2
u + f 2

v + 1
,

f(u0, v0) = ⟨Xuv, N⟩ =

〈
(0, 0, fuv),

(−fu,−fv, 1)√
f 2
u + f 2

v + 1

〉
=

fuv√
f 2
u + f 2

v + 1
,

g(u0, v0) = ⟨Xvv, N⟩ =

〈
(0, 0, fvv),

(−fu,−fv, 1)√
f 2
u + f 2

v + 1

〉
=

fvv√
f 2
u + f 2

v + 1
.

Assim, obtemos a segunda forma quadrática:

IIq(w) = a2e(u0, v0) + 2abf(u0, v0) + b2g(u0, v0)

= a2

(
fuu√

f 2
u + f 2

v + 1

)
+ 2ab

(
fuv√

f 2
u + f 2

v + 1

)
+ b2

(
fvv√

f 2
u + f 2

v + 1

)

=
a2fuu + 2abfuv + b2fvv√

f 2
u + f 2

v + 1
.

Agora, vamos calcular os coeficientes da primeira forma quadrática:

E(u0, v0) = ⟨Xu, Xu⟩ = 1 + f 2
u ,

F (u0, v0) = ⟨Xu, Xv⟩ = fufv,

G(u0, v0) = ⟨Xv, Xv⟩ = 1 + f 2
v .

Logo, a primeira forma quadrática é:

Iq(w) = a2E + 2abF + b2G

= a2(1 + f 2
u) + 2abfufv + b2(1 + f 2

v ).
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Finalmente, a curvatura normal kn(w) é dada por:

kn(w) =
IIq(w)

Iq(w)
=

a2fuu + 2abfuv + b2fvv√
f 2
u + f 2

v + 1 · [a2(1 + f 2
u) + 2abfufv + b2(1 + f 2

v )]
.

3. Seja X : U → R3 uma superfície parametrizada regular e X̄ : V → R3

uma reparametrização de X pela mudança de parâmetros h : V → U.

Relacione os coeficiente da primeira e segunda formas quadráticas
de X̄ em q̄ ∈ V com os de X em h(q̄).

Solução:

Seja X̄ = X ◦ h uma reparametrização de X pela mudança de variáveis h :

V → U . Seja um vetor arbitrário w = aX̄ū + bX̄v̄, com X̄ū = dX̄q̄(e1) e
X̄v̄ = dX̄q̄(e2).

Como dX̄q̄ = dXh(q̄) ◦ dhq̄, segue que

Īq̄(w) = ⟨dX̄q̄(w), dX̄q̄(w)⟩
= ⟨dX̄q̄(a, b), dX̄q̄(a, b)⟩
= ⟨dXh(q̄)dhq̄(a, b), dXh(q̄)dhq̄(a, b)⟩
= Ih(q̄)(dhq̄(a, b)).

Analogamente, a segunda forma quadrática satisfaz

ĪI q̄(w) = IIh(q̄)(dhq̄(a, b)).

4. Considere a superfície

X(u, v) = (f(u), g(u), v),

onde α(u) = (f(u), g(u), 0) é uma curva regular. Verifique que, para
cada q = (u, v), existe uma direção w, tangente a X em q, para a qual
a curvatura normal se anula.

Solução:
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Considere a superfície parametrizada por

X(u, v) = (f(u), g(u), v),

onde α(u) = (f(u), g(u), 0) é uma curva regular.

Calculamos as derivadas parciais:

Xu = (f ′(u), g′(u), 0), Xv = (0, 0, 1).

O vetor normal unitário é

N =
Xu ×Xv

∥Xu ×Xv∥
=

(g′(u),−f ′(u), 0)√
f ′(u)2 + g′(u)2

.

Os coeficientes da segunda forma fundamental são

e = ⟨Xuu, N⟩ = f ′′(u)g′(u)− g′′(u)f ′(u)√
f ′(u)2 + g′(u)2

, f = ⟨Xuv, N⟩ = 0, g = ⟨Xvv, N⟩ = 0.

Assim, para um vetor tangente w = aXu + bXv, as formas quadráticas valem

IIq(w) = a2e, Iq(w) = a2(f ′(u)2 + g′(u)2) + b2.

Portanto, a curvatura normal é

kn(w) =
IIq(w)

Iq(w)
=

a2e

a2(f ′(u)2 + g′(u)2) + b2
.

Note que, ao escolher a = 0, isto é, na direção de Xv, obtemos

kn(w) = 0.

Logo, para cada ponto q = (u, v), existe uma direção tangente — a direção de
Xv — em que a curvatura normal se anula.

5. Considere a esfera de raio a > 0 descrita por

X(u, v) = (a sin v cosu, a sin v sinu, a cos v),
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u ∈ R, v ∈ (0, π).

Figura 5.3: Esfera

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Verifique que a curvatura gaussiana é constante igual a 1/a2. Dê um
exemplo de uma curva regular de X cuja curvatura k é constante e
diferente de 1/a.

Solução:

Considere a superfície parametrizada por

X(u, v) = (a sin v cosu, a sin v sinu, a cos v),

com u ∈ R e v ∈ (0, π), que representa uma esfera de raio a > 0.

Calculamos as derivadas parciais de primeira ordem:

Xu = (−a sin v sinu, a sin v cosu, 0), Xv = (a cos v cosu, a cos v sinu, −a sin v).

Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental são:

E = ⟨Xu, Xu⟩ = a2 sin2 v, F = ⟨Xu, Xv⟩ = 0, G = ⟨Xv, Xv⟩ = a2.

Derivando novamente, obtemos:

Xuu = (−a sin v cosu, −a sin v sinu, 0),
Xuv = (−a cos v sinu, a cos v cosu, 0),
Xvv = (−a sin v cosu, −a sin v sinu, −a cos v).
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O vetor normal unitário é dado por:

N =
Xu ×Xv

∥Xu ×Xv∥
=

1

a
(sin v cosu, sin v sinu, cos v).

A partir disso, obtemos os coeficientes da segunda forma fundamental:

e = ⟨Xuu, N⟩ = −a sin2 v, f = ⟨Xuv, N⟩ = 0, g = ⟨Xvv, N⟩ = −a.

Logo, a curvatura gaussiana é:

K =
eg − f 2

EG− F 2
=

(−a sin2 v)(−a)
a4 sin2 v

=
a2 sin2 v

a4 sin2 v
=

1

a2
,

isto é, constante e igual a 1
a2

.

Para a segunda parte da questão, consideramos o paralelo obtido ao fixar
v = v0 ∈ (0, π). A curva

β(u) = X(u, v0) = (a sin v0 cosu, a sin v0 sinu, a cos v0)

é uma circunferência de raio a sin v0, cuja curvatura é

k =
1

a sin v0
.

Trata-se de uma curvatura constante e, para v0 ̸= π
2
, temos k ̸= 1

a
, como

solicitado.

6. Prove que o helicóide

X(u, v) = (v cosu, v sinu, bu), b > 0,

é uma superfície mínima cuja curvatura gaussiana K satisfaz a rela-
çao −1/b2 ≤ K < 0.



92

Figura 5.4: Helicoide

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solução:

Seja a superfície parametrizada por

X(u, v) = (v cosu, v sinu, bu), b > 0.

Calculamos as derivadas parciais de primeira ordem:

Xu = (−v sinu, v cosu, b),
Xv = (cosu, sinu, 0).

A primeira forma fundamental é dada por:

E = ⟨Xu, Xu⟩ = v2 + b2,

F = ⟨Xu, Xv⟩ = 0,

G = ⟨Xv, Xv⟩ = 1.

Calculamos agora as derivadas de segunda ordem:

Xuu = (−v cosu,−v sinu, 0),
Xuv = (− sinu, cosu, 0),

Xvv = (0, 0, 0).



93

O vetor normal é dado por:

N =
Xu ×Xv

∥Xu ×Xv∥
.

Calculamos o produto vetorial:

Xu ×Xv =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−v sinu v cosu b

cosu sinu 0

∣∣∣∣∣∣∣ = (−b sinu, b cosu,−v),

e sua norma:
∥Xu ×Xv∥ =

√
b2 + v2.

Assim, o vetor normal unitário é:

N =
(−b sinu, b cosu,−v)√

b2 + v2
.

A segunda forma fundamental tem coeficientes:

e = ⟨Xuu, N⟩ =
〈
(−v cosu,−v sinu, 0), (−b sinu, b cosu,−v)√

b2 + v2

〉
=
vb(cosu sinu− sinu cosu)√

b2 + v2
= 0,

f = ⟨Xuv, N⟩ =
〈
(− sinu, cosu, 0),

(−b sinu, b cosu,−v)√
b2 + v2

〉
=
b(sin2 u+ cos2 u)√

b2 + v2
=

b√
b2 + v2

,

g = ⟨Xvv, N⟩ = ⟨(0, 0, 0), N⟩ = 0.

A curvatura média é:

H =
1

2
· eG− 2fF + gE

EG− F 2
=

1

2
· 0 · 1− 2f · 0 + 0 · (v2 + b2)

(v2 + b2)(1)− 0
= 0.

Logo, o helicóide é uma superfície mínima.

A curvatura gaussiana é:

K =
eg − f 2

EG− F 2
=

−f 2

(v2 + b2)(1)
= − b2

(v2 + b2)2
.
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Como b > 0 e v2 ≥ 0, temos:

0 <
b2

(v2 + b2)2
≤ 1

b2
,

logo

− 1

b2
≤ K < 0.

Portanto, o helicóide é uma superfície mínima cuja curvatura gaussiana satisfaz
a desigualdade − 1

b2
≤ K < 0.

7. Verifique que a curvatura gaussiana de um hiperbolóide de uma folha
é negativa.

Figura 5.5: Hiperboloide de Revolução

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solução:

Considere o hiperbolóide de uma folha parametrizado por

X(u, v) = (a cosh v cosu, a cosh v sinu, b sinh v),

onde a, b > 0, u ∈ [0, 2π) e v ∈ R.

Calculamos as derivadas parciais de primeira ordem:

Xu = (−a cosh v sinu, a cosh v cosu, 0),
Xv = (a sinh v cosu, a sinh v sinu, b cosh v).
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Os coeficientes da primeira forma fundamental são dados por:

E = ⟨Xu, Xu⟩ = a2 cosh2 v,

F = ⟨Xu, Xv⟩ = 0,

G = ⟨Xv, Xv⟩ = a2 sinh2 v + b2 cosh2 v.

As derivadas de segunda ordem são:

Xuu = (−a cosh v cosu, −a cosh v sinu, 0),
Xuv = (−a sinh v sinu, a sinh v cosu, 0),
Xvv = (a cosh v cosu, a cosh v sinu, b sinh v).

O vetor normal unitário é

N =
Xu ×Xv

∥Xu ×Xv∥
.

Calculando o produto vetorial,

Xu ×Xv =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−a cosh v sinu a cosh v cosu 0

a sinh v cosu a sinh v sinu b cosh v

∣∣∣∣∣∣∣
=
(
ba cosh2 v cosu, ba cosh2 v sinu, −a2 cosh v sinh v

)
.

E sua norma é

∥Xu ×Xv∥ = a cosh v
√
b2 cosh2 v + a2 sinh2 v.

Assim,

N =
1

∥Xu ×Xv∥
(
ba cosh2 v cosu, ba cosh2 v sinu, −a2 cosh v sinh v

)
.
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Os coeficientes da segunda forma fundamental são:

e = ⟨Xuu, N⟩ = −a2b cosh3 v

∥Xu ×Xv∥
,

f = ⟨Xuv, N⟩ = 0,

g = ⟨Xvv, N⟩ = a2b cosh v

∥Xu ×Xv∥
.

A curvatura gaussiana é dada por

K =
eg − f 2

EG− F 2
=

eg

EG
,

pois f = 0 e F = 0.

Substituindo os valores, temos

K =

−a2b cosh3 v

∥Xu ×Xv∥
· a2b cosh v

∥Xu ×Xv∥
a2 cosh2 v · (a2 sinh2 v + b2 cosh2 v)

=
−a4b2 cosh4 v

∥Xu ×Xv∥
.

Assim, concluímos que
K < 0,

para todo v ∈ R.

Portanto, a curvatura gaussiana do hiperbolóide de uma folha é negativa em
toda a superfície.

8. Verifique que a catenóide é uma superfície mínima.
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Figura 5.6: Catenoide

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solução:

Considere a catenóide parametrizada por

X(u, v) =
(
a cosh(v/a) cosu, a cosh(v/a) sinu, v

)
,

onde a > 0, u ∈ [0, 2π), e v ∈ R.

Calculamos as derivadas parciais:

Xu =
(
−a cosh(v/a) sinu, a cosh(v/a) cosu, 0

)
,

Xv =
(
sinh(v/a) cosu, sinh(v/a) sinu, 1

)
.

Os coeficientes da primeira forma fundamental são:

E = ⟨Xu, Xu⟩ = a2 cosh2(v/a),

F = ⟨Xu, Xv⟩ = 0,

G = ⟨Xv, Xv⟩ = sinh2(v/a) + 1 = cosh2(v/a).

Calculamos o vetor normal unitário:

N =
1

∥Xu ×Xv∥
·
(
a cosh(v/a) cosu, a cosh(v/a) sinu, −a sinh(v/a) cosh(v/a)

)
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As derivadas segundas necessárias são:

Xuu =
(
−a cosh(v/a) cosu, −a cosh(v/a) sinu, 0

)
,

Xuv =
(
− sinh(v/a) sinu, sinh(v/a) cosu, 0

)
,

Xvv =
(1
a
cosh(v/a) cosu,

1

a
cosh(v/a) sinu, 0

)
.

Os coeficientes da segunda forma fundamental são:

e = ⟨Xuu, N⟩ = −a2 cosh2(v/a)

f = ⟨Xuv, N⟩ = 0,

g = ⟨Xvv, N⟩ = cosh2(v/a).

A curvatura média H é dada por

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
=

1

2

eG+ gE

EG

=
1

2

(−a2 cosh2(v/a))(cosh2(v/a)) + (cosh2(v/a))(a2 cosh2(v/a))

a2 cosh4(v/a)
= 0.

Como H = 0 em todos os pontos, a catenóide é uma superfície mínima.

9. Considere a superfície

X(x, y) = (x, y, f(x, y)),

que descreve o gráfico de uma função diferenciável f(x, y). Obtenha
K(x, y) e H(x, y).

Primeiramente, os coeficientes das primeiras e segundas formas fundamentais
para a parametrização X(x, y) = (x, y, f(x, y)) são dados por

E = 1 + f 2
x , F = fxfy, G = 1 + f 2

y ,

e =
fxx√

1 + f 2
x + f 2

y

, f =
fxy√

1 + f 2
x + f 2

y

, g =
fyy√

1 + f 2
x + f 2

y

.

Substituindo esses coeficientes nas fórmulas clássicas de curvatura gaussiana e
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curvatura média,

K =
eg − f 2

EG− F 2
, H =

Eg − 2Ff +Ge

2(EG− F 2)
,

obtemos as expressões

K(x, y) =
fxxfyy − f 2

xy

(1 + f 2
x + f 2

y )
2

e

H(x, y) =
(1 + f 2

x)fyy − 2fxfyfxy + (1 + f 2
y )fxx

2(1 + f 2
x + f 2

y )
3/2

,

que foram utilizadas nas resoluções das questões a seguir.

a) Prove que X tem curvatura gaussiana identicamente nula se, e só
se, fxxfyy − f 2

xy = 0.

A curvatura gaussiana da superfície é dada por

K(x, y) =
fxxfyy − f 2

xy

(1 + f 2
x + f 2

y )
2
.

Como o denominador é estritamente positivo para todo (x, y), temos que
K(x, y) ≡ 0 se, e só se,

fxxfyy − f 2
xy = 0.

b) Verifique que X é uma superfície mínima se, e só se,

(1 + f 2
x)fyy + (1 + f 2

y )fxx − 2fxfyfxy = 0.

A curvatura média da superfície é dada por

H(x, y) =
(1 + f 2

x)fyy − 2fxfyfxy + (1 + f 2
y )fxx

2(1 + f 2
x + f 2

y )
3/2

.

Como o denominador é estritamente positivo para todo (x, y), temos que
H(x, y) ≡ 0 se, e só se,

(1 + f 2
x)fyy − 2fxfyfxy + (1 + f 2

y )fxx = 0.
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Reescrevendo os termos, obtemos:

(1 + f 2
x)fyy + (1 + f 2

y )fxx − 2fxfyfxy = 0,

o que conclui a verificação.

10. Verifique que, para toda superfície de rotação, as direções tangentes
aos meridianos e paralelos são direções principais

Solução:

Considere uma superfície de rotação parametrizada por

X(u, v) = (φ(u) cos v, φ(u) sin v, ψ(u)),

a < u < b, 0 < v < 2π, φ(u) > 0.

Nas superfícies de rotação, os paralelos são obtidos fazendo u constante e os
meridianos são obtidos fazendo v constante. Convém supor que a curva é
parametrizada pelo arco.

Calculamos a primeira forma fundamental:

E = ⟨Xu, Xu⟩ = 1,

F = ⟨Xu, Xv⟩ = 0,

G = ⟨Xv, Xv⟩ = φ(u)2.

O vetor normal unitário é

N =
Xu ×Xv

∥Xu ×Xv∥
.

As derivadas segundas são

Xuu = (φ′′(u) cos v, φ′′(u) sin v, ψ′′(u)),

Xuv = (−φ′(u) sin v, φ′(u) cos v, 0),

Xvv = (−φ(u) cos v,−φ(u) sin v, 0).

Os coeficientes da segunda forma fundamental, como vimos no exemplo 5.3,
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são

e = φ′ψ′′ − φ′′ψ′, f = 0, g = φ · ψ′.

Seja w = aXu+ bXv

Kn(w) =
a2e+ b2g

a2 + b2G

Calculando os pontos críticos de Kn obtemos o sistema{
(2a)e(a2 + b2G)− (a2e+ b2g)(2a) = 0

(2b)g(a2 + b2G)− (a2e+ b2g)(2b)G = 0
ou{

2ab2(eG− g) = 0

2a2b(g − eG) = 0
⇔ a = 0 ou b = 0

Ou seja, os vetores Xu e Xv, tangentes aos meridianos e paralelos respectiva-
mente, correspondem às direções principais. Além disso, se a = 0 (paralelos),

Kn =
g

G
=
φψ′

φ2
=
ψ′

φ
.

Se b = 0 (meridianos),
Kn = e = φ′ψ′′ − φ′′ψ.



6 Conclusão

Este trabalho apresentou um estudo detalhado da Segunda Forma Fundamen-
tal das superfícies, destacando seu papel fundamental na descrição das propriedades
extrínsecas da geometria diferencial. Por meio da caracterização formal dos coefi-
cientes e da análise das curvaturas associadas — curvaturas principais, curvatura
normal, curvatura média e curvatura de Gauss — foi possível compreender como
essa estrutura permite descrever o comportamento local das superfícies imersas no
espaço tridimensional.

Além disso, foram discutidas aplicações que ilustram a relevância da Segunda
Forma Fundamental, demonstrando sua utilidade no cálculo de medidas geométricas
e na análise das variações locais das superfícies. Com isso, evidenciou-se a importân-
cia desse objeto geométrico para além da primeira forma fundamental, ampliando
o entendimento da geometria das superfícies e abrindo caminho para estudos mais
profundos na área.

Dessa forma, espera-se que este trabalho contribua para o aprofundamento do
conhecimento em geometria diferencial e sirva de base para estudos posteriores.
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