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Resumo

O presente trabalho discorre sobre a segunda forma fundamental de uma su-
perficie, estrutura geométrica responsével por descrever propriedades extrinsecas da
geometria das superficies, ou seja, aquelas que dependem de sua imersao no espago
ambiente. Por meio dessa forma, é possivel obter informacoes como a curvatura
normal, as curvaturas principais, a curvatura de Gauss e a curvatura média. Tais
conceitos permitem uma compreensao mais aprofundada do comportamento local
das superficies e de suas variagoes no espago. Neste estudo, desenvolvemos essas
ideias por meio de defini¢oes, exemplos e aplicagoes que ilustram sua utilidade e

importancia no contexto da geometria diferencial.

Palavras-chave: Superficies; segunda forma fundamental; curvatura normal; curva-

turas principais; curvatura de Gauss.



Abstract

This work discusses the second fundamental form of a surface, a geometric
structure responsible for describing extrinsic properties of surface geometry—that
is, those that depend on the surface’s immersion in ambient space. Through this
form, it is possible to obtain information such as the normal curvature, principal
curvatures, Gaussian curvature, and mean curvature. These concepts allow for a
deeper understanding of the local behavior of surfaces and their variations in space.
In this study, we develop these ideas through definitions, examples, and applications
that illustrate their usefulness and importance within the context of differential

geometry.

Keywords: Surfaces; second fundamental form; normal curvature; principal curva-

tures; Gaussian curvature.
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1 Introducao

Este trabalho dedica-se ao estudo da Segunda Forma Fundamental de uma su-
perficie, uma estrutura geométrica essencial para descrever propriedades extrinsecas
da geometria diferencial, ou seja, aquelas que dependem da imersao da superficie
no espacgo ambiente. Por meio dessa forma, é possivel identificar e analisar carac-
teristicas como a curvatura normal, as curvaturas principais, a curvatura de Gauss
e a curvatura média, fundamentais para compreender o comportamento local e as
variacoes das superficies no espaco tridimensional.

O tema aqui tratado esta inserido no campo da geometria diferencial, area da
matemaética que investiga propriedades de objetos geométricos por meio do calculo
diferencial e das estruturas algébricas. A escolha da Segunda Forma Fundamental
como objeto de anélise justifica-se pela sua importancia, tanto tedrica quanto pra-
tica, ampliando o entendimento da geometria das superficies para além do que é
possivel observar apenas pela primeira forma fundamental.

Este estudo tem como objetivo geral conhecer as propriedades da Segunda
Forma Fundamental e suas aplica¢oes na descricao das curvaturas locais das super-

ficies. Para tanto, busca-se como objetivos especificos:

e Caracterizar formalmente a Segunda Forma Fundamental e a curvatura nor-

mal;

e Identificar e descrever as curvaturas principais, a curvatura de Gauss e a cur-

vatura média;

e Analisar aplica¢oes que demonstrem a relevancia desses conceitos no contexto

da geometria diferencial.

Desde a infancia, a matematica tem sido uma companheira constante e fonte de
fascinio, influenciando minha trajetoéria académica e minha percep¢ao do mundo. A
decisao por estudar a Segunda Forma Fundamental surge do interesse em aprofundar
conhecimentos na area de geometria diferencial e contribuir para a disseminagao

desse conhecimento.



2 Preliminares

Neste capitulo sao apresentadas defini¢oes e resultados importantes ao estudo
da primeira forma fundamental. O texto ao longo do capitulo é baseado em Introdu-
¢do a Geometria Diferencial de Keti Tenenblat (Tenenblat, 2008) e Algebra Linear
de Elon Lages Lima (Limal, 2020)).

2.1 Vetores Linearmente Independentes

Definicao 2.1. Seja V um espaco vetorial, os vetores vy, vs, ..., v, sao ditos linear-
mente independentes se toda equagao vetorial da forma Ajvq + Xvo+---+ A0, =0

tem solugao tnica A\ = Ay =--- =\, = 0.

Consideramos nessa definicao que os coeficientes pertencem ao conjunto dos
reais.

Quando essa definicao nao se efetiva para os vetores vy, vs,...,v, de um es-
paco vetorial V, eles sao chamados linearmente dependentes. Ou seja, se existirem

numeros reais Ai, Ag, ..., A,, nem todos nulos, tais que Ajv; + vy + ... + A\,v, = 0.

2.2 Base e Dimensao

Definigdo 2.2. Seja V um espaco vetorial sobre R. E chamada de base de V, um
subconjunto B de V, que satisfaz:

(i) B é linearmente independente;

(ii) B gera V, isto é, qualquer vetor de V pode ser escrito como combinagao

linear dos vetores de B.

Exemplo 2.3. Sendo R? espago vetorial sobre R, o conjunto {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
¢ base de R3, pois ¢é linearmente independente e gera, de fato, R3. Se («, 3,7) € R?,
entao («, 3,7) = «(1,0,0) + £(0,1,0) +~(0,0,1) com «, 3,7 € R.

Um espaco vetorial pode contar com mais de uma base, todas elas com o
mesmo numero de vetores. A partir disso, temos que:

Defini¢ao 2.4. Seja V um espago vetorial e B = {vy, vy, ..., v,} uma base de V. A

dimensao de V é igual ao ntimero de vetores da base (dim V' = n).
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Podemos considerar dois casos especiais:
(i) Se V nao possui base = dim V' = 0;
(ii) Se V tem uma base com infinitos vetores = dim V' = oo (a dimensao de V

¢ infinita).

Exemplo 2.5. Seja V = R?. O conjunto B = [(1,0),(0,1)] ¢ uma base de V. De

fato,
B(z,y) C R?,
tem-se

(z,y) = =(1,0) +y(0,1)

(x,y) =(0,0) & 2(1,0) + y(0,1) = (0,0) & x =y = 0.

Logo, dim(R?) = 2.

Teorema 2.6. Seja V um espago vetorial de dimensao finita n. Entdo:
i) Se B ={vy,vq, -+ ,v,} gera V entao B € base de V;

ii) Se B = {uy,us, - ,u,} € linearmente independente entio B é base de V.

2.3 Transformacao Linear

Definicao 2.7. Sejam U e V espacos vetoriais sobre R. Uma aplicacao T : U — V

é uma Transformagao Linear se

(1) T(uy +u2) =T(ur) + T(ug) Yur,ug € U, €
(2) T(Mu) = AT (u),YXeReVuel.

Exemplo 2.8. A transformacao T : R? — R? dada por

T(z,y) = (5z +y,3z — 2y)

¢é linear.

De fato, se u; = (x1,y1) e us = (22,%2) vetores de R?, entao

(a)
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T(u +uz) = T((1,y1) + (72, 92))
= T((z1+ 22,91 + y2))
(B(z1 + x2) + (Y1 + ¥2), 3(z1 + 72) — 2(y1 + ¥2))
= (bxy 4+ b5xo + Y1 + Y2, 371 + 3xe — 2y — 2y2)
(51 + 1,321 — 2y1) + (52 + Yo, 322 — 2y9)
= T(uy)+ T (ug).

(b) VA € R, temos
T(Aur) = T(Ax1, 1))
= T(Ax1,A\y1))
= (5BAx1 + A\y1, 3Az1 — 2)Ay1)
= (ABz1 4+ 1), A(3x1 — 211))
= Abxy + y1,371 — 2u1)
= AT(u).

Portanto, T é uma transformacao linear.

2.4 Forma Bilinear

Definicao 2.9. Sejam U e V espagos vetoriais sobre R. Uma fungao f: U xV — R
¢ chamada de forma bilinear de U x V em R se satisfizer:
(i) f(Auy+ug,v) = Af(u1,v)+ f(ug,v), para todos A € R, uj,up € U ev V.
(ii) f(u, Avg+ve) = Af(u,v1)+ f(u,ve), paratodos A € R, w € U e vy,v9 € V.

Dessa forma, uma funcao f : U xV — K é uma forma bilinear se, ao deixarmos
uma variavel fixa, for linear na outra variavel. Vejamos agora os conceitos de forma

bilinear simétrica e produto interno.

Definicao 2.10. B : R? x R? — R ¢ dita simétrica se
B(vi,v3) = B(vg,v1),V v1,v0 € R?,
Definicao 2.11. Uma forma bilinear simétrica que satisfaz:

B(u,u) > 0e B(u,u) =0< u=0
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¢ chamado de produto interno.

Exemplo 2.12. A forma B : R? x R? — R dada por

B(u, U) = TyTy + YulYus
U= ('rluyu)? U= ('rlnyl))

é uma forma bilinear simétrica. Mais do que isso, B é, de fato, um produto interno.

Exemplo 2.13. A funcao f : R? x R? — R dada por f((z1,%2), (y1,¥y2)) = bx1ys —

22911, V(21,72), (y1,y2) € R? é uma forma bilinear que nao ¢ um produto interno.

Quando uma forma bilinear B : R2xR? — R é um produto interno, denotamos
B(u,v) por (u,v). Neste caso, a funcdo f : R? — R dada por f(u) = ((u,u))? é
denominada uma norma em V' proveniente do produto interno (.) e satisfaz:

i) f(u) 2 0e f(u) =0 u=0;

i) F() = [ALf(0);

iii) f(u+v) < fu) + f(v);

Ocorre que no espaco vetorial R?, fixando o produto interno dado no exemplo

1.12, temos
fw) = (wu) = @ +y2)? = Val+yl,
isto &,
flu) =~/23 +us,

¢ o comprimento do vetor @ (com origem no ponto (0,0) e extremidade wu). Por
simplicidade usamos, em ambos os casos, apenas u.

Finalmente, fazendo

[ull = f(u) = Va3 + yz,

temos que a norma euclidiana ou comprimento de um vetor u© € R? denotada por

||u|| € dado pela expressdao acima. Em geral, tem-se

lull = v/ u, ).

E importante observar que existem normas que nao sao provenientes de produtos
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internos, mas estas nao serao consideradas neste trabalho. Para mais detalhes veja
Hoffman e Kunze (1971) e |Lima/ (2020).

2.5 Curvas Parametrizadas Definidas em R?

Dados os conjuntos de ternos ordenados de ntimeros reais (z,y,2) € R3. Po-
demos destacar alguns subconjuntos de R? nos quais possa ser aplicado o célculo
diferencial. Lembrando que uma funcao de variavel real sera diferenciavel, se ela
possuir em todos os pontos derivadas de todas as ordens (continuas).

Nessa se¢ao vamos introduzir os conceitos basicos para curvas no espago eucli-

diano R3.

2.5.1 Definicao

Definicao 2.14. Uma curva parametrizada diferenciavel de R? ¢ uma aplicacao
diferenciavel o, de classe C*, de um intervalo aberto I C R em R3. A variavel t € [
¢ o parametro da curva, e o subconjunto de R? formado pelos pontos a(t), t € I, é

o traco da curva.

Essa aplica¢ao ¢ da forma o(t) = (z(t), y(t), 2(t)), t € I, na qual z(t), y(t), z(t)

sao funcoes diferencidveis de classe C'*°.

2.5.2 Exemplos

Exemplo 2.15. A aplicacao,
a(t) = (xo +at,yo + bt, zp + ct), t € R,

onde a?+b?+c? # 0 é uma curva parametrizada diferenciavel, cujo traco é uma linha

reta passando pelo ponto (zg, yo, 20) € paralela ao vetor de coordenadas (a, b, ¢).
O Exemplo 1.15 representa uma familia de curvas planas.

Exemplo 2.16. A curva parametrizada diferenciavel
a(t) = (a cos t,a sen t,bt),

teR,a>0,b#0éa hélice circular.
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Figura 2.1: Hélice Circular

I
d

Fonte: Imagem elaborada pela autora

O trago desta curva esta contido no cilindro 22 + y* = a*. Se a(t;) e a(tz) sao
dois pontos que tém as duas primeiras coordenadas respectivamente iguais, entao as

terceiras coordenadas diferem por um miltiplo de 27b.

Definigao 2.17. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R? ¢ dita plana

se existe um plano de R? que contém (1)

O exemplo 1.15 é uma curva plana.

2.5.3 Vetor Tangente, Curva Regular e Mudanga de Parame-

tros

Definigao 2.18. Seja a(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € I C R? uma curva parametrizada
diferenciavel. O vetor tangente a o em t € I é o vetor o/(t) = (2/(¢),y/(t), ' (t)). A
curva « é regular se Vt € I, o/(t) # 0. A reta tangente a curva regular o em o € [
¢ a reta que passa por «a(ty) na diregdo de o/(tp), isto é, a reta dada pela fungao
g(r) = alty) +ra'(ty), r € R.

Definicao 2.19. Sejam [ e J intervalos abertos de R, o : I — R? uma curva regular
e h : J — I uma fungao diferencidvel C*°, cuja derivada de primeira ordem ¢é nao-

nula em todos os pontos de J e tal que h(J) = I. Entao, a fun¢ao composta

f=aoh:J—R?



18

¢ uma curva regular, que tem o mesmo traco que «, chamada reparametrizacao de

a por h. A funcao h é chamada mudanca de parametro.

Seja a : I — R3 uma curva regular e fixemos to e t; do intervalo /. Subdi-
vidindo o intervalo [ty,t;] nos pontos tg = ag < a3 < ... < a, = t1, e ligando re-
tilineamente os pontos a(ag), a(ay), ..., a(a,), obtemos uma linha poligonal inscrita
a curva entre a(ty) e a(ty). Esta poligonal tem um comprimento. Consideremos
agora todas as poligonais inscritas a curva entre a(ty) e a(t;). Como « é uma curva
regular (na realidade, é suficiente que a derivada de primeira ordem da fungao «
exista e seja continua), pode-se verificar que existe o limite superior do conjunto
dos comprimentos dessas linhas poligonais, e é igual a ftzl |/ (t)|dt, que é chamado

comprimento de arco da curva « de tg e t;.

Definigao 2.20. A aplicagao s(t) = ftz |/ (t)|dt é denominada fun¢ao comprimento
de arco da curva «a a partir de t;. Esta fungao é diferenciavel de classe C'°°, pois «

¢ uma curva regular.

Definigao 2.21. Uma curva regular o : I — R? & dita parametrizada pelo compri-
mento de arco se, para cada tg,t; € I,ty < t1, o comprimento de arco da curva « de

to a ty € igual a t; —ty. Isto é,

t1
/ |/ ()|dt =t — to.
to

Proposicao 2.22. Uma curva reqular o : I — R3 estd parametrizada pelo compri-

mento de arco se, e so se, Vtel, |o(t)] =1

Demonstra¢ao. Suponhamos um «a(t) parametrizada pelo comprimento de arco, fi-
xemos ty € I. Considere a fungao s(t) : I — R3, que para cada t € I, associa
s(t) = [ ||o/(t)||dt. Se ty < t, entdo por hipotese, ftz |/ (t)||dt =t — to; se t < to,
entdo —s(t) = [ [la’(t)||dt = t, —t. Portanto, para todo t € I,s(t) =t —t; e
§'(t) = 1. Como §'(t) = ||a/(t)]|, concluimos que ||a/(t)|| =1,V t € I. A reciproca é

analoga. O

Proposigao 2.23. Sejam a : I — R3 uma curva reqular e s : I — s(I) C R a
fung¢ao comprimento de arco de o a partir de ty. Entao, existe a funcdao inversa h
de s, definida no intervalo aberto J = s(I), 5 = ao h € uma reparametriza¢io de

a, onde (B estd parametrizada pelo comprimento de arco.
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Exemplo 2.24. Consideremos a(t) = (at + ¢, bt +d), t € R e a*+b* # 0. Seja s(t)
a funcao comprimento de arco de « a partir de to = 0, isto é,

t
s(t) :/ Va2 + b dt =+va?+ bt
0

S

A fungao inversa de s é dada por h(s) = T S € R. Portanto, 5 = o h, que a
cada s associa

Bs) = (@ + e, b 1 d),

é uma reparametrizagao de a pelo comprimento de arco.

2.5.4 Teoria Local das Curvas Parametrizadas pelo Compri-
mento de Arco
Considere uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s, o : [ =
(a,b) — R3. Temos que o/(s) ¢ um vetor tangente unitario e o modulo da derivada
segunda | (s)| mede a taxa de variacao do angulo que as tangentes vizinhas fazem

com a tangente de s. Ou seja, |@”(s)| mede quao rapido a curva se afasta da tangente

de s em uma vizinhanca de s.

Figura 2.2: Vetor Tagente

o)

o)
()

Fonte: |Carmo, (2012} p. 20)

Definicao 2.25. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco s € I. O namero |o”(s)| = k(s) chama-se curvatura de « em s.

E possivel observar que ao mudar a orientacao, o vetor tangente muda de



20

sentido.

dp da
B(—=s)=a(s) = d(—_s)(—s) = —%(5)-

Além disso, em uma mudanga de orientagao, a’(t) e a curvatura nao variam.

Analisemos agora os pontos nos quais k(s) # 0. Pela equacao o”(s) = k(s)n(s),
fica bem definido um vetor unitario n(s) na diregdo de a’(s). Observe que o(s)
¢ normal a (s), pois ao derivarmos (d/(s),/(s)) = 1 obtemos (a(s),a/(s)) = 0.
Dessa forma, n(s) ¢ normal a o’(s) e recebe o nome de vetor normal em s. Chamamos
de plano osculador em s o plano determinado pelos vetores o/(s) e n(s). Esse plano
contém tanto a direcao tangente quanto a dire¢ao normal principal da curva em s e

é o que melhor aproxima a curva em uma vizinhanga do ponto a(s).

Figura 2.3: Plano Osculador

Fonte: |Carmo| (2012, p. 21)

O vetor normal e o plano osculador nao estao definidos nos pontos em que
k(s) = 0 e para a analise das curvas é necesséario o plano osculador. Conveniente-
mente, dizemos que s € I é um ponto singular de ordem 1 se o’(s) = 0.

Nos voltemos para as curvas parametrizadas pelo comprimento do arco sem
pontos singulares de ordem 1. Indicaremos o vetor tangente unitario de o em s por
t(s) = d/(s) e teremos que t'(s) = k(s)n(s). O vetor unitario b(s) = t(s) x n(s) é
normal ao plano osculador e recebera o nome de vetor binormal em s.

Faremos uma andlise semelhante a feita para o/(s) no primeiro paragrafo desse
topico. Uma vez que b(s) é unitario, o modulo |0'(s)| medira a taxa de variagao do
angulo do plano osculador em s com os planos osculadores vizinhos. Ou seja, [V (s)]
mede quao rapido a curva se afasta do plano osculador em s em uma vizinhanca de
s.

No que tange os célculos de b/(s), devemos observar que, por um lado, que
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b'(s) ¢ normal a b(s), e por outro, normal a ¢(s):
V(s) =1t(s) x n(s) +t(s) x n'(s) =t(s) x n'(s);

A partir disso, temos que b'(s) é paralelo a n(s) e vale

para alguma funcao 7(s).

Definicao 2.26. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco s tal que |&(s)| # 0,s € I. O namero 7(s) definido por b'(s) = 7(s)n(s) é

chamado de tor¢ao de o em s.

A torgao (7), diferentemente da curvatura (k), pode ser positiva ou negativa.
Ao mudarmos a orientacao, o vetor binormal muda de sinal, uma vez que b =t X n.
Assim, ¥'(s) e, consequentemente, a tor¢do 7, ndo variam em uma mudanga de
orientagao.

Em sintese, para cada valor do parametro s é associado trés vetores unitarios
e ortogonais t(s),n(s),b(s). Eles constroem o chamado triedo de Frenet em s. E
possivel obter informacoes sobre o comportamento de a em uma vizinhanca de s
a partir das entidades geométricas (curvatura k e tor¢do 7) que as derivadas dos
vetores t(s) e b(s) (respectivamente, t'(s) = kn, b'(s) = 7n) nos fornecem ao serem
expressas na base {t,n,b}.

Vale destacar as férmulas de Frenet:

t' = kn,
n' = —kt — 7b,
b =1n.

Omitimos o s por comodidade. Vejamos também algumas denominacoes comumente

utilizadas:
e O plano tb: plano retificante;
e O plano nb: plano normal,;
e A reta que passa por «(s) e contém n(s): normal principal em s;

e A reta que passa por «(s) e contém b(s): binormal em s;
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Fisicamente, ¢ possivel pensar em uma curva em R? como originada a partir
de uma reta entortada (curvatura) ou torcida (torgao). Dessa forma, é possivel

descrever completamente o comportamento local de uma curva por k e 7.



3 Teoria Local de Superficies

As definigbes usadas nesse capitulo s@o advindas dos livros Introdugao a Geo-
metria Diferencial de Keti Tenenblat e Geometria Diferencial de Curvas e Superficies

de Manfredo Perdigao do Carmo.

3.1 Superficie Parametrizadas Regulares

As Superficies Parametrizadas Regulares podem ser compreendidas de modo
analogo as Curvas Parametrizadas Diferenciaveis. Uma curva é uma aplicagao di-
ferenciavel o que pode ser vista tanto em R? como em R3. No entanto, em ambos
os casos, os dominios estao sempre contidos em R. Dessa forma, a parametrizagao
das Curvas sempre ocorre em funcao de uma tnica varidvel, chamada parametro da
curva e geralmente denotado por ¢.

Nas Superficies, o dominio, por sua vez, ¢ o R? e, portanto, a aplicacao se da

em funcao de duas variaveis, as quais representaremos por u e v.

Definicao 3.1. Uma Superficie Parametrizada Regular é uma aplicagao X : U C

R? — R3, na qual U é um aberto de R, tal que:
a) X é diferenciavel de classe C'*;

b) Para todo ¢ = (u,v) € U, a diferencial de X em ¢,dX, : R* — R?, ¢ injetora.

Assim, denotamos S como a superficie parametrizada em R2 formado pelos
pontos X (u,v).

As variaveis u,v sao os parametros da superficie. O subconjunto S de R2,
obtido pela imagem da aplicacao X é denominado trago de X.

Para melhor compreensao do conceito de Superficie Parametrizada Regular,

vamos destrinchar as restrigoes a e b da defini¢ao.

a) Ao mencionar que X é diferenciavel de classe C'™ signfica que na aplicacao
X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) as fungdes x(u,v), y(u,v), z(u,v) tém deri-

vadas parciais continuas de todas as ordens.

b) O item b é equivalente a algumas outras afirmagoes. Veja:
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b.1) dX, é injetora < a matriz J(ug, vg) tem posto 2;

J(up,v0) ¢ a matriz jacobiana associada a dX, nas bases canonicas de R2.
Denotamos essa base por e; e es.

[ Ox ox T

%(Uoﬂio) %(UOJ}O)
0 0
J(ug,v) = a—z(uoyvo) a—z(uoavo)
0 0
8_2(%’1}0) 6_i(u0’vo)

Dizer que uma matriz tem posto 2 é o mesmo que dizer que ela tem duas li-
nhas e duas colunas linearmente independentes (L.I). Temos também que uma
matriz tem duas linhas L.I se, e somente se, ela tem duas colunas L.I. Desse
modo, basta verificarmos que suas linhas, ou suas colunas, sao linearmente
independentes, para concluirmos que a matriz tem posto 2. Na matriz jaco-
biana acima, as colunas sao dadas por dois vetores, o qual denotaremos por

Xy (ug,v0) e Xy(ug,vo) e exigiremos que sejam linearmente independentes.

0 0

x,fer) = (G tun, o), ), 5 ) ).
0
0

0z
qu(€2) = (%(anvo)a —Z(UmUo% %(Uojvo)) .

O que acarreta na proxima afirmacao:

b.2) dX, ¢é injetora < os vetores X, (ug, vg) e X,(uo,vp) s@o linearmente indepen-

dentes;

Sabemos também que dois vetores linearmente independentes s6 podem ser
considerados assim se, e somente se, o produto vetorial deles for nao nulo. A

partir disso, chegamos na tltima equivaléncia:

b.3) dX, ¢ injetora < X, (ug, vg) X X,(ug,vg) # 0

Todas essas afirmativas garantem a existéncia de um plano tangente em cada

ponto da superficie.
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Considere X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada, entao se fixarmos

um ponto (ug,vg) € U, as curvas

u— X (u,vg),

v = X (ug,v),

serao curvas coordenadas de X em (ug,vg). Os vetores X, (ug,vo) e X,(ug,vp) sdo
vetores tangentes as curvas coordenadas.

Apresentaremos agora alguns exemplos de superficies parametrizadas regula-

res.
3.1.1 Plano
Exemplo 3.2. Sejam py = (o, Yo, 20) um ponto de R3 a = (ai,as,a3), e b =

(b1, by, b3) vetores linearmente independentes de R3. Consideremos a aplicagao X :

R? — R? que, para cada (u,v) € R?, associa X (u,v) = pg + ua + vb, isto &

X(u,v) = (g + uay + vby, yo + uas + vby, zo + uaz + vbs).

Figura 3.1: Plano

SR

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Entao, X é uma aplicacao que define a superficie S e é parametrizada re-
gularmente, pois X ¢ diferenciavel e os vetores X, = a, X, = b sao linearmente
independentes. A aplicacao X descreve um plano de R3 que passa pelo ponto py,
ortogonal ao vetor a x b. As curvas coordenadas de X, determinadas por X, e X,

descrevem retas do plano, paralelas aos vetores a e b, respectivamente.
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3.1.2 Esfera

Exemplo 3.3. Consideremos a aplicacao X : U C R? — R? definida por
X(u,v) = (a sen v cos u,a sen v sen u,a cos v),

naquala>0eU =R x (0,7) = {(u,v) eERZueceRe0<v <7}

A aplicacao X é diferenciavel e os vetores

X, = (—asen v senu,a sen v cos u,0)

X, = (acosvcosu,acosv senu,—a senv)
sao linearmente independentes, para todo (u,v) € U. De fato,

X, X X, = (—a® sen® v cos u, —a® sen® v sen u, —a® sen v cos v) e

| X, x X,| = a® sen v #0,

ja que v € (0,7). A imagem de X ¢ a esfera centrada na origem de raio a, menos

os dois polos. As curvas coordenadas sao os meridianos e os paralelos da esfera.

Figura 3.2: Esfera

Fonte: Imagem elaborada pela autora
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3.1.3 Paraboloide Eliptico

Exemplo 3.4. Seja

u?  v?

X (u,v) = (u,v,ﬁ + b_2> o (u,0) €R?
onde a e b sao constantes nao-nulas. A aplicacao X ¢é diferenciavel e os vetores
X, = (1,0, i—;‘), X, = (0,1, 12)—3) sao linearmente independentes para todo (u,v) € R?.
Portanto, X é uma superficie parametrizada regular, cuja imagem é o paraboloide

eliptico.

Figura 3.3: Paraboloide Eliptico

Fonte: Imagem elaborada pela autora

2 2
S = {(x,y,z) € R?; Z:x_+y_}

a? b2

As curvas coordenadas descrevem as parabolas obtidas pela interseccao de S com

os planos paralelos a xz e yz.

3.1.4 Paraboloide Hiperbdlico

Proposigao 3.5. Se f(u,v) € uma fungao real diferencidvel, onde (u,v) € U, aberto
de R?, entio a aplicagio X (u,v) = (u,v, f(u,v)) € uma superficie parametrizada
reqular, que descreve o grdafico da funcao f.
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Demonstracao. A diferenciabilidade de X decorre do fato de que as fungoes coor-

denadas de X sao diferenciaveis. A matriz jacobiana de X ¢ igual a

1 0
X=10 11,
fu Jo
que tem posto 2, para todo (u,v). O

Exemplo 3.6. Dessa proposicao temos que a aplicagao

u? v

X (u,v) = UV~ g ,(u,v) € R?,

na qual a e b sao constantes nao-nulas, é uma superficie parametrizada regular, cujo

trago é o paraboloide hiperbdlico

$2 y2
S = (l’,y,Z)ERS;ZIE—b—z

Figura 3.4: Paraboloide Hiperbolico

(.
‘%Yé\}‘ o\

Ai\'}«
N

vi
v

Fonte: Imagem elaborada pela autora

3.1.5 Superficies de Rotacao

Uma superficie de rotagao é formada pela rotacao de uma curva plana em
torno de um eixo fixo contido no mesmo plano. Cada ponto da curva descreve um

circulo ao redor do eixo, e a uniao desses circulos forma a superficie completa.
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Cilindro Circular

Esta superficie é uma dos muitos exemplos de superficie de rotacao. Elas sao
criadas pela rotagao de um trago de uma curva regular plana em torno de uma reta

de R? que nao intercepta a curva.
Exemplo 3.7. A superficie
X(u,v) = (a cos v,a sen v, u),

na qual (u,v) € R?, descreve o cilindro circular, que é obtido pela rotagao da

reta a(u) = (a,0,u) em torno do eixo 0z.

Figura 3.5: Cilindro Circular

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Proposicao 3.8. Seja a(u) = (f(u),0,9(u)),u € I C R, uma curva regular tal que
f(u) néao se anula. Entao, a aplicagdo

X (u,v) = (£(u) cos v, f(u) sen v, g(u)),

onde u € I e v € R € uma superficie parametrizada reqular chamada “superficie de

rotacao” da curva o em torno do eizo 0z.

Demonstra¢ao. Como « é uma aplicagao diferenciavel, temos que as fung¢oes coor-

denadas de X sao diferenciaveis. Os vetores

X, = (f'(u) cosv, f'(u) sen v, g'(u)),
X, = (—f(u) sen v, f(u) cos v,0),
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sao linearmente independente, pois

[ Xu x X = F2(w)(9)* + (f)°] #0,

jd que a é uma curva regular e f nao se anula. Portanto, concluimos que X é uma
superficie parametrizada regular. O

Os dois exemplos de Superficies Parametrizadas Regulares a seguir também

sao exemplos de Superficies de Rotacao.

Catenoide

Exemplo 3.9. Consideremos a catenéria
u
alu) = (u,a cosh—,O) ,u € R,
a

onde a > 0 é constante.

Figura 3.6: Catenaria

i

Fonte: Imagem elaborada pela autora
A superficie

u u
X(u,v) = <u, a cosh— cos v, a cosh— sen v) ,
a a
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(u,v) € R?, descreve o catenoide, que ¢ obtido pela rotacao da catenéria o em torno

do eixo 0zx.

Figura 3.7: Catenoide

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Toro

Exemplo 3.10. Seja a(u) = (a+r cosu,0,r senu),u € R, com 0 < r < a, a
curva que descreve a circunferéncia contida no plano x oy, centrada no ponto (a, 0,
0), de raio r. Considerando a rotagao de o em torno do eixo 0z, obtemos a superficie

de rotacao
X(u,v) = ((a + r cosu) coswv,(a + rcosu)senv,r sen u),
(u,v) € R?, que descreve o toro.

Figura 3.8: Toro

Fonte: (2012 p. 73)
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3.1.6 Superficies Regradas

Definicao 3.11. Uma familia (diferenciavel) a 1-parametro de retas {a(t),w(t)}
¢ uma correspondéncia que associa a cada t € I um ponto «a(t) € R? e um vetor
w(t) € R3 w(t) # 0, tais que ambos a(t) e w(t) sejam diferencidveis em ¢. Para
cada t € I, a reta L; passando por «a(t) e que é gerada por w(t) é chamada a reta

da familia em ¢. Assim, chamamos a superficie parametrizada
X(t,v)=at) +vw(t), tel, veR,

de superficie regrada gerada pela familia {a(t), w(t)}.

As retas L; sdo as geratrizes, e a curva «(t) ¢ uma diretriz da superficie X.
Em alguns casos a expressao superficie regrada é usada significando o trago de X.

Os exemplos mais simples de superficies regradas sao as superficies tangentes
a uma curva regular, os cilindros e os cones.

Superficie tangente

Exemplo 3.12. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada regular. A superficie
definida por X (¢,v) = «a(t) + va/(t) ¢ a superficie tangente de a.

Figura 3.9: Tangente

Fonte: |Carmo (2012} p. 93)

Cilindro

Vimos anteriormente um cilindro circular criado como uma superficie de rota-

¢ao. Veja agora um cilindro obtido no ambito das superficies regradas.
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Figura 3.10: Cilindro

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Um cilindro é uma superficie regrada gerada por uma familia a 1-parametro
de retas {a(t), w(t)},t € I, inde a(t) esta contida em um plano P e w(t) é paralelo

a uma direcdo fixa em R3.

Exemplo 3.13. Se o : I — R?® é uma curva plana e w(t) ¢ paralelo a uma diregao
fixa em R? obtemos um cilindro. Em particular se a(t) = (a cos t,a sen t,0) e
a(t) = (0,0,1), a superficie X(t,v) = (a cos t,a sen t,v), (u,v) € R2ea > 0

descreve um cilindro circular.

Cone

Exemplo 3.14. Um cone é uma superficie regrada por uma familia {a(t), w(t)},t €

I, onde a(I) C P e todas as geratrizes L; passam por um ponto p € P
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Figura 3.11: Cone

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Hiperboléide de Revolucao

Exemplo 3.15. Sejam S! o circulo unitario 2 + *> = 1 no plano zy, e a(s) uma
parametrizagao de S! pelo comprimento de arco. Para cada s, seja w(s) = o/(s)+es,

onde ez é o vetor unitirio do eixo Oz. Entao
z(s,v) = a(s) + v(a'(s) + e3)
é uma superficie regrada. Podemos coloca-la em uma forma mais familiar escrevendo
z(s,v) = (cos s — v sen s, sen s+ v cos s, v);

e observando que 2% +y? — 22 = 1 +v? — 0% = 1. Isto mostra que o traco de x é um

hiperboloide de revolugao.
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Figura 3.12: Hiperboloide de Revolugao

Fonte: Imagem elaborada pela autora
Helicoide
Exemplo 3.16. Consideremos a superficie
X (u,v) = (v cos u,v sen u,bv), (u,v) € R?

A descrigdo geométrica dessa superficie ¢ dada da seguinte forma: Seja a(u) =
(cos u, sen u,bu) uma hélice circular. Para cada u existe uma tnica reta ortogonal
ao eixo 0z, que passa por a(u). O trago de X é o conjunto de pontos de R3, obtido

pela uniao dessas retas, que é denominada helicoide.

Figura 3.13: Helicoide

Fonte: Imagem elaborada pela autora
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3.2 Plano Tangente

Para definirmos e compreendermos plano tangente, usaremos os conceitos de
vetor tangente e curva parametrizada diferenciavel.

No inicio desse capitulo fizemos um paralelo entre Superficies Parametrizadas
Regulares e Curvas Parametrizadas Diferenciaveis, reforcando a diferenga do do-
minio entre elas, visto que as duas podem ter como imagem um subconjunto de
R3.

Dessa forma, vamos considerar a superficie parametrizada regular X (u, v), (u, v)
€ U C R?. Seja u e v funcoes diferenciaveis de um parametro t,t € I C R, obtemos
uma curva diferenciavel a(t) = X (u(t),v(t)) com o trago contido na nossa superficie
X (u,v). Ou seja, a partir de «, uma curva parametrizada da nossa superficie em

R3, determinaremos um vetor tangente e, posteriormente, o plano tangente.

Defini¢ao 3.17. Se X (u,v) é uma superficie parametrizada regular, dizemos que
um vetor w de R ¢ um vetor tangente a X em q = (ug,v9) se w = o’(ty), onde

a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva da superficie, tal que (u(ty), v(to)) = (uo, o).

Uma vez que os vetores X, (ug,v9) e X,(up,vg) sdo tangentes as curvas coor-

denadas de X, temos também que eles sao vetores tangentes a X.

Definigao 3.18. O plano tangente a uma Superficie X em (ug,vy) é o conjunto

de todos os vetores tangentes a X em (ug,vp), que denotamos por 7,X, onde ¢ =

(uo, vo).

Assim sendo, a partir dos vetores tangentes X, (¢q) e X,(¢), linearmentes inde-
pendentes pela definicao de superficie parametrizada regular, chegaremos ao plano
tangente a superficie 7, X C R®. Observe:

Proposicao 3.19. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular e ¢ = (ug, vy).
Entao, T, X € o conjunto de vetores obtidos como combinagao linear de X, (ug, vo)
e X, (ug, vo).

Demonstracao. Se w € T,X, entdo w = o/(tp), em que a(t) = X(u(t),v(t)) e
(u(to),v(to)) = (up,vo). Portanto,

w = o(t) = %(X(U(t))av(t)) |=to
= Xy(uo,vo) v (to) + Xy(uo, v0) v'(to),
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isto é, w é uma combinagcao linear dos vetores X, e X, em (ug, vg). Reciprocamente,

suponhamos que
w = a X,(ug,v) + b X, (uo, vo),

entao existe uma curva «(t) da superficie tal que (u(0),v(0)) = (ug, vo) € &/(0) = w.

De fato, basta considerar

onde u(t) = ug + at, e v(t) = vy + bt, com t € R. O

3.3 Vetor Normal

Definigao 3.20. Se X (u,v) é uma superficie e ¢ = (uop, vg), dizemos que um vetor
de R? ¢ normal a X em ¢ se ¢ ortogonal a T, X, isto é, é ortogonal a todos os vetores

tangentes a X em gq.

Considerando o ponto ¢ = (ug, vg) € o plano tangente a qual pertence, passara
por ele uma unica reta ortogonal ao plano. Essa reta pode conter somente dois
vetores unitarios, em sentidos opostos. Assim fixaremos o vetor unitario normal a

X em ¢ como sendo o vetor

X, x X,

N(q) = 2222w

(q)-
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Figura 3.14: Vetor Normal

Fonte: (2008, p. 134)

3.4 Mudanca de Parametros

Ao longo desse capitulo, é possivel observar um cilindro circular sendo escrito
de duas maneiras diferentes: como superficie de rotacao e como superficie regrada.
Isso ¢é possivel pois duas superficies parametrizadas podem ter o mesmo trago. Para
uma superficie parametrizada regular X pode-se obter diversas superficies parame-

trizadas com o mesmo traco. Observe:

Proposicao 3.21. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada reqular.
Se h: U C R> = U € uma aplicacio diferencidvel, cujo determinante da matriz

jacobiana nao se anula e h(U) = U, entaoY = X oh é uma superficie parametrizada

reqular que tem o mesmo traco de X.

Demonstracao. A aplicagao Y ¢é diferencidvel, pois é composta de funcgoes

diferencidveis. Seja

)) satisfaz a

]

Vamos verificar que Y (u,v) = X o h(u,v) = X(u(u,v),v(a,
condicao Yz x Y; # 0. Como
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eou grou dyou oyow 9z 020,
YO Noudu o Ovdu dudu  Ovdu dudu  Ovdu’

Peou dron dyouoyon 0:0u  0:0n,
U N0udr Ovon dudv  Ovdu dudv  Ovdv’

temos que:
ou ov
V. —(x. 2% 4 x 22
a=( “ga T ”aa)’
ou ov
Y = (Xu% + Xv%).
Portanto,
oudv  Oudv

Yﬂ XY@ :Xu XX,U(%%—%%)

Como X, x X, # 0 e o determinante da matriz jacobiana de h nao se anula,
concluimos que Yz x Y; # 0.

A aplicacao Y é chamada reparametrizacao de X por h, sendo h a mudanca
de parametros.

Uma mudancga de pardmetros nao precisa ser injetora, mas o determinante da

matriz jacobiana de h deve ser obrigatoriamente nao nulo.

Exemplo 3.22. A superficie

¢ uma reparametrizagao de
X(u,v) = (u+v,u—v,4uw), (u,v) € R?,
por h: R? — R? na qual h(u,v) = 3(a+ 0,4 — 0).

Proposicao 3.23. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada reqular.

Para cada (ug,vg) € U existe um aberto V', (ug,v9) € V. C U e uma mudanga de
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pardmetros h : U — V, tal que o traco deY = X oh, Y : U — R?, € o grdfico de

uma funcao diferencidvel.

Demonstracao. Consideremos

X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)).

Sem perda de generalidade, suponhamos que

0 0

= (t0,v0) 5 (o, v0)

8y( dy # 0.
% anvo) %(Uo,vo)

Se FF: U C R? - R? ¢ definida por F(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), entdo, segue-se
do teorema da funcao inversa que existe um aberto V, (ug,v9) € V C U, tal que
F restrita a V admite inversa F~! diferenciavel. Seja U = F(V) e denotemos por
h : U — V ainversa de F. Vamos verificar que a reparametrizacio ¥ = X o h
descreve o grafico de uma funcao diferenciavel.

De fato, se (u,7) € U, entao

Y (@,0) = (z 0 h(5, ),y o h(@, ), 2 o h(@, 7)) = (F o h(7,5), o h(a, 7).
Como h é inversa de F', concluimos que
Y (@,79) = (3,5, 2 0 h(@, 5));

isto ¢, Y descreve o grafico da funcao diferenciavel z o h. [

Exemplo 3.24. Consideremos a superficie

X (u,v) = (cos u, sen u,v), (u,v) € R%

3
nhanga desse ponto V = {(u,v) € R*0 < u < 7,v € R}. Entao, a restrigio de X

que descreve o cilindro circular. Fixado o ponto (Z,0) € R?, consideremos a vizi-

ao aberto V admite uma reparametrizacao
Y(u,v) = (u,vV1—u?0),naqual — 1 <u<1,0€R,

que descreve o grafico da funcao 1 — @?.



4 Primeira Forma Fundamental e

Aplicacoes

A primeira forma fundamental, também conhecida como primeira forma qua-
drética, é de grande valor no estudo da teoria local das superficies. Ela esté direta-
mente relacionada com o comprimento das curvas em uma superficie, o angulo entre
vetores tangentes e a area de regioes da superficie.

E esperado que ao concluir o ensino bésico no Brasil, o aluno saiba como
calcular a distancia entre dois pontos em um plano bidimensional. No entanto,
esse caminho ja nao se faz tao 1til quando estamos no R? e queremos considerar
a superficie como o tnico caminho possivel de um ponto a outro. Na figura 3.1,

podemos ver a diferenca entre as duas possibilidades.

Figura 4.1: Primeira forma

Fonte: [Picado| (2006, p. 119)

Assim, no teorema fundamental das superficies, a primeira forma fundamental,
assim como a segunda, nos permite resolver essa questao e determinar uma superficie
sem considerar o espago a que pertence.

Dada a importancia e utilidade da mencionada Primeira Forma Fundamental,
a analisaremos no decorrer desse capitiilo, estudando sobre os ditos comprimentos,

angulos e areas e fazendo as devidas aplicacoes.
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4.1 Primeira Forma Fundamental
Definicao 4.1. Seja X : U C R? — R? uma superficie regular, ¥ g € U, a aplicacao

I, : T,X —R

w — I,(w) = (w,w) = ]

é denominada a primeira forma quadratica de X em gq.

Nessa defini¢ao, recobramos o conceito de plano tangente 7,.X. Dessa forma,
podemos definir o vetor w € T, X para uma superficie dada por X (u,v) e um ponto

q = (up, vg) como:
w = a X, (ug, vo) + b X, (ug, vo),
Sendo a e b € R. Fazendo as devidas substitui¢coes na definigao, obtemos:
I,(w) = a® (X, Xu) (uo, vo) + 2ab( Xy, Xy ) (1o, vo) + b (X, X)) (g, vo).
Adotaremos uma nova notagao a partir de agora. Seja:

E(ug, vo) = (Xu, Xu) (o, o),
F(uo, vo) = (Xu, Xu) (o, v0),
G(UOa UO) = <Xva Xv>(u07 UO)>
Temos que:
I(w) = a® E(ug,vo) + 2ab F(ug, vo) + b* G(ug,vp).

Esta é a primeira forma fundamental ou quadratica. Variando (u,v) temos as
fungoes diferenciaveis E(u,v), F'(u,v) e G(u,v) como coeficientes da primeira forma
quadratica.

As fungoes FE, F, G satisfazem as seguintes propriedades:

a) E(u,v) > 0e G(u,v) > 0 para todo (u,v), pois os vetores X, e X, sdo nao nulos;
b) E(u,v)G(u,v) — F*(u,v) > 0. De fato, como

| X, x X2 4+ (Xu, Xo)2 = | X1 X, )%
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temos que
EG — F? = | X, | X, > — (X, X,)? = | X, x X,[* >0

Exemplo 4.2. Seja X (u,v) = py + vw; + vws, (u,v) € R% onde py € R? e wy, ws
sao vetores ortonormais de R3, isto ¢, X descreve o plano ortogonal a w; x ws que
passa por pg. Entao, X, (u,v) = w; e X,(u,v) = wy. Como w; e wy sdo ortonormais,
obtendo que os coeficientes da primeira forma quadratica sao as fungoes constantes
E(u,v) =1, F(u,v) =0,G(u,v) = 1.

Exemplo 4.3. Consideremos a superficie
X (u,v) = (cos u, sen u,v), (u,v) € R?,

que descreve o cilindro circular S = {(z,y, 2) € R* 2? + ¢y* = 1}.

Figura 4.2: Cilindro Circular S

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Os coeficientes da primeira forma quadratica sao dados por E(u,v) = G(u,v) =
1, F(u,v) = 0. De fato:

Xu(u,v) = (sen u, —cos u,0) e X,(u,v) = (0,0,1);
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Assim temos que:

E(u,v) = (X, X,) = sen® u+cos* u +0 =1,
Fu,v) = (X4, X)) =0+ 0+0=0,
G(u,v) = (X,, X,) =04+0+1=1.

E portanto, temos a primeira forma quadratica:
I(w) = a® + b*.
Exemplo 4.4. Consideremos a superficie
X (u,v) = (v cos u,v sen u,bu), (u,v) € R?,

A descrigao geométrica dessa superficie é dada da seguinte forma. Seja a(u) =
(cos u, sen u, bu) uma hélice circular. Para cada u existe uma tnica reta ortogonal
ao eixo 0z, que passa por a(u). O traco de X é o conjunto de pontos de R3, obtido

pela uniao dessas retas, que é denominadado helicéide.

Figura 4.3: Helicoide

Fonte: Imagem elaborada pela autora
Visto que:

Xu(u,v) = (—v sen u,v cos u,b) e X,(u,v) = (cos u, sen u,0);
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Os coeficientes da primeira forma quadratica de X sao dados por
E(u,v) = (X, X,,) = v?senu + vicos®u + b? = v* + b?,

F(u,v) = (X, X,) =v sen u cos u —v sen u cos u+ 0 =0,

G(u,v) = (X,, X,,) = cos®u + sen’u+0 = 1.
E portanto, temos a primeira forma quadratica:

I,(w) = (vV* + b%)a® + b*.

4.2 Comprimento

Definicao 4.5. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Se a(t) =
X(u(t),v(t)), t € I C R, é uma curva diferenciavel da superficie, entdo, para

to,t1 € I,ty < t1, o comprimento de ¢y a t; é dado por

/tt1 |/ (t)|dt = /tt1 \/ gy (e/(t))dt,

em que usamos o fato de que o/(t) é um vetor tangente a superficie em ¢(t) =

(u(t), v(t)).

4.3 Angulos

O angulo entre dois vetores nao é um segredo da geometria diferencial. Con-
sidere dois vetores nao nulos, tangentes a X em ¢ = (u,v), wy; e wy. O angulo

0 < 0 < 7 determinado por w; e wy é dado por

(w1, wy)

cosf) = ———=-.
w1 |ws]

Essa equacao por si s6 nao necessita da teoria local de superficies, mas vamos
expressar cos ) em termos da primeira forma fundamental e nos aprofundar no as-
sunto. Temos que a primeira forma fundamental ¢ dada por: I,(w) = (w,w) = |w|?

e wy + wo ¢ um vetor tangente a X em gq.



46

Assim sendo, podemos escrever:

I,(wy) = (wy,wi) = |w]?,
Io(ws) = (wa, ws) = |wo| e

Iq(w1 + U)Q) = <’UJ1 —+ Wa, W1 + w2> = |w1]2 + 2<w1, U)2> —+ |w2|2.

Fazendo as devidas manipulagoes algébricas, temos que:

[wn]* + 2w, ws) + Jws]* — Jwr[* — Jw]*
2

(w1, wy) =

[wi|[wa| = /|wy |[*|wa |

Portanto,

Iy (w1 + wg) — Iy(wy) — Iq(wz).
2¢/Iy(wi) 1y (w2)

cosf =

Para curvas, usaremos do mesmo raciocinio. Dada duas curvas da superficie

a(t) = X(u(t),v(t)) e B(r) = X(u(r),v(r)) tais que (u(to),v(ty)) = (u(re), v(re)),

entao o angulo € com que as curvas se intersectam é dado por

(o’(to), F'(r0))
|0 (t0) (15 (ro)|

Em particular, o dngulo formado pelas curvas coordenadas de X(u,v) em

cosf =

(1, vg) € dado por

(Xu, Xo)

(uo, vo).
| X[ X

cosf =

Escreveremos a mesma afirmacao com os coeficientes da primeira forma fun-

damental. Sejam eles:

E(ug,vo) = (Xu, X4u)
F(Uo,vo) = <Xu7Xv>
G (ug, vo) = (X, Xy) (ug, vo).
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Temos que:

F(UQ,UD) ‘
\/E(UO, UQ)G(U(), UQ)

cosf =

Assim, concluimos que as curvas coordenadas de uma superficie X (u,v) se

intersectam ortogonalmente se, e somente se, F(u,v) = 0 para todo (u,v).

4.4 Area

O intuito desse topico é abordar nocoes de area de regioes de uma superficie.

Para tal, vamos comecar definindo o que seriam essa tais regioes.

Definicao 4.6. Uma regiao D do plano ¢ um subconjunto de R? fechado e limitado,
cujo interior ¢ homeomorfo a uma bola aberta de R? e cujo bordo, homeomorfo a

uma circunferéncia, é formado por um ntmero finito de tragos de curvas regulares.

Seja X : U C R? — R3 uma superficie regular e uma regiao D C U de R2.
Denominamos X (D) como a regiao da superficie X.

Defini¢ao 4.7. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular e
D C U uma regiao de R?, tal que X restrita ao interior de D & injetiva. A area da

regido X (D) ¢ dada por
A(X(D)) = // VEG — F? dudv;
D

em que F, F, G sao coeficientes da primeria forma quadratica.

Figura 4.4: Area de uma regiao

=

Fonte: [Tenenblat| (2008, p. 143)

Geometricamente, fixemos um ponto (ug,vg) € D. A éarea do paralelogramo

formado pelos vetores X, (ug,vo) € X,(ug,vp) é dada por | X, (ug,vo) X X,(ug,vo)|-
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Este valor ¢ aproximadamente igual a drea de uma regido em X (D) em que D C D é
um retangulo com vértice em (ug, vg) e cujos lados sdo paralelos ao eixos coordenados
u e v. Além disso, lembramos que | X, x X,| = VEG — F2.

A area de uma regiao da superficie é invariante por mudanca de coordenadas.
Para melhor compreensao, vamos considerar uma reparametrizagao X (u,v) = X o
h(w,v) de X por h,naqual X : U CR? - R3e h: U C R? = U é uma mudanca de
coordenadas. Sejam D C U e D C U regides do plano tais que D = h(D). Assim,

A(X (D)) = A(X(D)). De fato, se h(u,v) = (u,v), entdo

// | Xz x Xp|dudo = // | X, x X,|| det J(h)|dudv:// | X X X,|dudv,
D D D

em que J(h) se refere a matriz jacobianada de h e a tltima igualdade decorre do
teorema de mudanga de variaveis para integrais duplas.

Ao trabalharmos decomposi¢ao de areas, podemos proceder de maneira seme-
lhante & matemética bésica. Assim, a area total é a soma das areas decompostas,
independente da decomposicao. Se X : U C R? — R? é uma superficie regular e Q
um subconjunto de X (U) que pode ser decomposto em um nimero finito de regides,

entao definimos a area de () como soma das areas das regides da decomposicao.

Exemplo 4.8. Seja S uma esfera de raio r cuja parametrizacao é dada por:

X(0,¢) = (r sen 6 cos p,r sen 0 sen @,r cos 0),
V={00,0);0<0<70<¢p<2r}.

Para a superficie em questao, temos

Xo = (r cos 0 cos @,r cos 0 sen @, —r sen ),

X, = (—r sen 8 sen p,r sen 8 cos ¢,0).
Calculando os coeficiente E, F' e G, obtemos

E(0,¢) = (X, Xg) = r’cos®0 cos*¢ + r’cos*0 sen*o +r? sen®d = r?,
F(0,¢) = (Xg, X,) = —1?sen 0 cos 0 sen ¢ cos p +r’sen 0 cos O sen ¢ cos p =0,
G(0, ) = (X,, X,) = r’sen®0 sen*p + r’sen’0 cos*p = r’sen’d.



Assim temos que

VEG — F2 = v/rtsen20 = r’senf.

Sabemos que 0 < § < 7 e 0 < p < 27, entdo a area total de S? ¢ dada por:

2m ™
= / / r?senf df dy
=7 / [/ send d@] dy
0
/ — cos@‘

/ —cosm — (—cos0)]dy

2w
r / 2dy
0

= 7"2%0 )
2

CJ

o

49
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4.5 Aplicacoes

Os exercicios resolvidos nesse topico podem ser encontrados nas péaginas 117
a 121 do livro Geometria Diferencial de Curvas e Superficies de Manfredo Perdigao
do Carmo (2012).

1. Calcule, para os pontos regulares, a primeira forma fundamental das

seguintes superficies parametrizadas:
a) X(u,v) = (a sen u cos v,b sen u sen v,c cos u); elipsoide.

Figura 4.5: Elipsoide

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solucao:

Seja w um vetor tangente a superficie em um ponto X (u,v), dado na base
Xy, X, por

w=AX,+ BX,.
A primeira forma fundamental da superficie parametrizada é:

I(w) = |w|* = (AX, + BX,, AX, + BX,)
= A%(X,, X,) + 2AB(X,, X,) + B¥(X,, X,)
= A’FE + 2ABF + B%G.

Para o elipsoide em questao, temos:
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Xy, = (a cos u cos v,b cos u sen v, —c sen u),

X, = (—a sen u sen v,b sen u cos v,0).
Sendo os coeficientes:

E(u,v) = (X, X,) = a’cos*u cos®v + b*cos*u senv + c*sen’u,
F(u,v) = (X, X,) = b?sen u cos u sen v cos v — a*sen u cos u sen v cos v,

G(u,v) = (X,, X,) = a’sen*u sen®v + b?sen’u cosv.

E, portanto:

I(w) = AQ(CLQCOSQU cos*v + b2cos*u sen*v — ¢ senzu)

+ 2AB(b* — a®)(sen u cos u sen v cos v) + B?sen*u(a’sen*v + b*cosv).

b) X(u,v) = (au cos v,bu sen v,u?); paraboloide elipitico.

Figura 4.6: Paraboloide Eliptico

Fonte: Imagem elaborada pela autora
Solucao:

X, = (a cos v,b sen v,2u),

X, = (—au sen v,bu cos v,0).



E(u,v) = (X,, X)) = a*cos®v + b?sen’v + 4u?,
F(u,v) = (X,, X,) = —a*u sen v cos v+ b* u sen v cos v,

G(u,v) = (X,, X,) = a*usenv + b*u’cos’v.
Dessa forma, a primeira forma fundamental da superficie é:

I(w) = A*(a*cos*v + b*sen®v + 4u?) + 2AB(V* — a®)(u sen v cos v)

+ B*u*(a*sen’v + b*cosv).

c) X(u,v) = (au cosh v,bu senh v,u?); paraboloide hiperbélico.

Figura 4.7: Paraboloide Hiperbolico

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solugao:

X, = (a cosh v,b senh v,2u),

X, = (au senh v, bu cosh v,0).

E(u,v) = (X, X.,) = a*cosh*v + b*senh*v + 4u?,
F(u,v) = (X,, X,) = a®*u senh v cosh v+ b* u senh v cosh v,

G(u,v) = (X,, X,) = a*u*senh®v + b*u*cosh?v.

52
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E assim, temos a primeira forma fundamental:

I(w) = A?(a®cosh®v + b*senh®v + 4u?) 4+ 2AB(a* + b*)(u senh v cosh v)
+ B*u?*(a’senh®v + b*cosh®v).

d) X(u,v) = (a senh u cos v,b senh u sen v,c cosh u); hiperboldide de
duas folhas.

Figura 4.8: Hiperboldide de Duas Folhas

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solucao:

X, = (a cosh u cos v,b cosh u sen v, c senh u),

X, = (—a senh u sen v,b senh u cos v,0).

Sendo os coeficientes:

E = (X,, X,) = a*cosh*u cos®v + b*cosh®u sen®v + ¢ senh*u,

F = (X, X,) = b*senh u cosh u sen v cos v — a*senh u cosh u sen v cos v,
G = (X,, X,) = a’senh®u sen*v + b*senh®u cos®v.

E, portanto:

I(w) = A*(a®cosh*u cos*v + b*cosh®u sen®v + ¢ senh’u)

+ 2AB(V? — a*)(senh u cosh u sen v cos v) + B*senh®u(a®sen*v + b*cosv).
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2. Seja X(p,0) = (sen 6 cos ¢, sen 0 sen p,cos §) uma parametrizagao da
esfera unitaria S?. Seja P o plano = = z cotg o,0 < o < 7w e 3 o angulo
agudo que a curva PN S? faz com o semi-meridiano ¢ = ¢,. Calcule

cos 3.

Figura 4.9: Parametrizacao da Esfera Unitéaria S2

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Solucao:
P ={(z cotg a,y,2),y,z € R};

A intersecao P N S? ocorre quando

PeotgPa+ 12 + 22 = 1=y = +£/1 — 22(cotga + 1).

Seja
a(t) = (sen t cos g, sen t sen g, cos t)

uma parametrizagao do semimeridiano ¢ = ¢, e

B(t) = (t cotg o, /1 — t2(cotg?a + 1), 1)
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uma parametrizacao de P N S2. Tais curvas se intersectam quando

to cotg o = sen Ty cos pg
V1 — t2(cotg?a + 1) = sen ty sen @,

to = cos 1y
t2 cotg’a cos?
120032t0+sen2t0:>1:t3+i:>t8: £0 .
cos*py cotg?a + cos?pq

Portanto,

cos f} = cos<<a/(t0)’ﬁ/(to)>).

| (£0) 18" (to)]

Obtenha a primeira forma fundamental da esfera na parametrizacao

dada pela projecao estereografica.
Solugao:

Uma maneira de definir um sistema de coordenadas para a esfera S?, dada
por 2 + 4% + (2 + 1) = 1, ¢é considerar a chamada projegao esterogréfica
m: 8% —{N} — R? que leva um ponto p = (z,y,2) da esfera S? menos
o polo norte N = (0,0,2) sobre o plano zy. Seja (u,v) = 7(z,y,2), onde
(z,y,2) € S* — {N} e (u,v) € plano zy. Observe que 7! : R? — 52 ¢ dada

por

( _ qu
€T = u2+’U2+4’
—1 . 4v
m Yy = u2+v2+44°
o 2(u2+v?)
\ 77 w44
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Figura 4.10: Projegao Estereografica

Fonte: (2012, p. 79)

Além disso, utilizando a projecao esteografica, é possivel cobrir a esfera com
duas vizinhancas coordenadas.

Considerando essas informagoes, temos:

X(u,v)zw_l(u,v):< 4u 4v 2(u —|—v))‘

w2 +4 w02 4+4"u+0v2 44

Sendo as derivadas parciais

Y 4(u? +v? 4+ 4) — 8u? —8uv 4u(u® + v? + 4) — du(u® + v?)
‘o (W24 v2+4)2 7 (u? 402 +4)% (u? 4 v2 +4)?
[ 4P+ 40?416 —8uv 16u '
S (2442 T (@042 (W42 +4)2 )

Xy

(W2 4+v2+4)27 (W2 +0v2+4)2 7 (u? + 02+ 4)?

< —8uv 4(u? + 02 +4) — 8v? dv(u® +v? +4) — dv(u® + 02))

—8uv 4u? — 4% + 16 16v
(u? + 02 +4)27 (v +0v2+4)27 (u2 +02+4)2 )
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E os coeficientes

(—4u? + 4v* 4+ 16)* + 64uv? + 256u?
<U2 +U2 +4)4
—8uv(—4u? + 4v? 4 16) — 8uv(4u?® — 4v? + 16) + 256uv
F — = 07
(u? 402 +4)4
64u’v? + (4u? — 4v% + 16)? + 25602
(u2 + 92 _|_4)4 ’

Jo

Y

G:

Logo, se w é um vetor tangente a X (u,v), dado na base {X,, X,} por w =
AX, + BX,, temos que:

I{w) =A2 [(—élu2 + 4v? + 16)? + 64uv? + 256u2}
(’LL2 +/U2 + 4)4
64u*v? + (4u? — 4v% + 16)? + 25602
('LL2 + 02 + 4)4 :| ’

+W[

4. Mostre que a area A de uma regiao limitada R da superficie z =

f(z,y) &
=/L¢EETEMW

onde () é a projecao ortogonal de R sobre o plano zy.
Solugao:

Seja X : U C R? — S dado por X(z,y) = (z,y, f(x,y)), em que U C Dy
(dominio de f) e R C X(U). Assim, a area de R é dada por

//|X X X, |dxdy,
X!

e = =m(R), sendo 7(x,y,z) = (z,y);
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Mas X, = (1,0, f;) e X, = (0,1, f,). Logo,

i j ok
Det( 1 0 f, >|

01 f,
= |(=fo, = £y, 1)

=izt

| Xz x X,| =

E, portanto,

A(R)://Q\Xxny]dxdy://Q\/mdxdy;

em que () é a projecao ortogonal de R sobre o plano xy.

As curvas coordenadas de uma parametrizagao X (u,v) constituem
uma rede de Tchebyshef se os comprimentos dos lados opostos de
qualquer quadrilatero formado por elas sao iguais. Mostre que uma

condicao necessaria e suficiente para que isso aconteca é

0B _ oG _
v Ou

Solucao:

Sejam (ug,vy) € U fixo e (u,v) € U fixo porém arbitrario. Sejam «;(t) =
X(t,v0) e as(t) = X (t,v) curvas coordenadas da parametrizacao X. Sabemos

que os comprimentos de arcos de ay e ao, entre uy e u, sao dados por

tﬁﬁﬁ@ﬁeﬁﬂ%ﬁ@

respectivamente. Como estamos supondo que as curvas coordenadas consti-

tuem uma rede de Tchebychef, segue que

/u VE(t,v) dt = /u Vv E(t,v) dt, ¥ (u,v) € U.

Diferenciando com respeito a u, temos

VE(u,v) = \/E(u,v), V (u,v) € U.
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Logo E(u,vy) = E(u,v), para todo (u,v) € U, e, portanto,

De maneira anéloga teremos a—(u, v) = 0.
u

Se ((;_E(u’ v) = a_G(u, v) =0, entao £ = E(u) e G = G(v). Portanto, os com-
% U

primentos dos lados opostos do quadrilatero formado pelas curvas coordenadas

sao iguais, ja que

/u:mdt:/u:mdt,

| Vet = [

(uo, o), (u,v) € U. Logo as curvas coordenadas constituem uma rede de Tchebyshet.

Prove que sempre que as curvas coordenadas constituem uma rede
de Tchebyshef (ver exercicio 5) é possivel reparametrizar a vizi-
nhanca coordenada de tal maneira que os novos coeficientes da pri-

meira forma fundamental sao
E=1 F=cost, G=1.

onde ¢ é o aAngulo formado pelas curvas coordenadas.
Solugao:

Pelo exercicio anterior, os comprimentos dos lados opostos de qualquer qua-

drilatero formado pelas curvas coordenadas de uma parametrizagao X (u,v)

E
sao iguais (Rede de Tchebyshef) se, e somente se, 8_ = 8—G =0. E,
ov  Ou
oF 0G
50 = Bu 0= (u) e G =G(v)

Reparametrizamos a vizinhanga coordenada pela mudanga de coordenada h(u, v) =
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(u,v), em que

ﬂ(u,v):/oumdﬂeﬁ(u,v) :/Ovmd@.

Assim,

_Jdu - 0v _ Ou
K= Ragy TN, = Mg
_Jdu - 0v _ 0v
Xo=Xagg T Xog) = Xog
Observe que
ou ov
gu~ VEW: 5, = V)

Portanto,
Xu - Xﬂ\/ E(u),
= | X = | Xa[’E
= F=FEFE=FE=1.
Obs.: E nao pode ser zero pois E = | X,|* e X, é a coluna da derivada de X,
que é injetiva.
Analogamente, G = 1. Finalmente,

F = (X0, X5) = (22, 22

em que 6 ¢é o angulo formado pelas curvas coordenadas. Portanto, descobrimos

(X, Xo)

) =
[ X[ X

= cos 6,

uma nova parametrizagao da vizinhanca coordenada tal que

E=1 F=cosfeG=1.

Mostre que uma superficie de revolugao sempre pode ser parame-

trizada de modo que
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Solucao:

Figura 4.11: Superfice de Revolugao

Paralelo

Fonte: |Carmo, (2012}, p. 90)

Seja S uma superficie de revolu¢ao. Entao S é o conjunto obtido ao girarmos
uma curva regular plana C' em torno de um eixo no plano que nao encontra
curva. Consideremos o plano xz como o plano da curva e o eixo O, como o

eixo de rotagao. Seja

{ T=I0) w) = (F) g v e T
z=g(v)

parametrizacao de C pelo comprimento de arco, isto ¢, f'(v)*+g¢'(v)? = 1. Seja
0 o angulo de rotacao em torno do eixo O,. Assim, obtemos a parametrizacao
de S

X(0,v) = (f(v) cos 0, f(v) sen 0,g(v)),v e I,0 € (0,2m)
Logo,

Xo = (—f(v) sen 0, f(v) cos 6,0),
X, = (f'(v) cos 0, f'(v) sen 0, g (v)).
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Corroborando na nossa afirmacgao inicial:
E = f2(v) sen®0 + f*(v) cos’0 = f*(v) = E(v),

F=—f()f'(v)sen 0 cos 6 + f(v)f'(v)sen 6 cos § =0,
G = f'(v)? cos*0 + f'(v)? sen®d + ¢'(v)* = f'(v)* + ¢ (v)* = 1.

8. Seja P = {(z,y,2) € R* z =0} o plano xy e seja X : U — P uma
parametrizacao de P dada por

X(p,6) = (p cos 0, p sen ),

onde
U={(p,0) eR?* p>0, 0<0<2r}.

Calcule os coeficientes da primeira forma fundamental de P nesta

parametrizacao.

Solugao:

Figura 4.12: Plano zy

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Calculemos F, F' e GG. Observe que

X, = (cos 8,sen 0) e Xy = (—p sen 0, p cos 6).
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Assim,

E = c0s*0 + sen’d = 1,
F = —psen 6 cos 0+ p sen 8 cos 0 =0,
G = p*sen®d + p*cos*0 = p*.

Portanto, E =1, F=0e G = p°.

9. Seja S uma superficie de revolugao e C' a sua curva geratriz. Seja
s o comprimento de um arco de C e denote por p = p(s) a distancia

do ponto correspondente a s em C' ao eixo de rotagao.

a) (Teorema de Pappus.) Mostre que a area de S é

I
Qp/ m(s)ds,
0

onde [ é o comprimento de C.
Solucao:

Seja
x = f(s
{ T ) = (gt s et
parametrizacao de C' pelo comprimento de arco. Seja
X(0,s) = (f(s) cos 0, f(s) sen 0,9(s)),s € 1,0 € (0, 2n)

parametrizacao de S. Assim,

Xy = (— f(s) sen 6, f(s) cos (9,()),
X, = (f'(s) cos 0, f'(s) sen 0, 4'(s)).

e F=f(s)2,F=0eG=1. Logo | X, x X,| = VEG — F2.

A(S)://Q\XQXXSId@dsz//@x/mdeds://cg\/ﬂ—(s)d@ds.



Observe que p(s) = |f(s)| = v/ f2(s). Assim,

as)= [ | / 7 p(s) dods = / p()

b) Aplique a parte a para calcular a area de um toro de revolugao.

21

0

!
ds = 27T/ p(s) ds.
0

Figura 4.13: Toro de Revolugao 1

Fonte: |Carmo| (2012} p. 73)

Solucao:

Considere o circulo de raio r e centro (a,0) no plano xz.

a(u) = (a+recos u,rsen u), 0 < u < 2.

Temos que
o/ (u)| = |(—rsen u,rcos u) = \/r2(sen?u + cos?u) = r
S(u) = / | (u)|du = / rdu=ru
0 0
s
= ==
u(s) =

Assim, reparametrizando «(u) pelo comprimento de arco, temos

a(s) = (a+rcos f,rsen f), 0<s<2mr
r r

S
= p(s) =a+rcos —.
T
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Logo, por a), temos

2mr 2mr
A(S) = 27T/0 p(s) ds = 27r/0 (a + rcos ;)ds
S 2rr
=27 (as + r2sen —) = 47rla.
r

0

Figura 4.14: Toro de Revolugao 2

Fonte: |Carmol (2012, p. 117)

10. (Familias de Curvas Ortogonais)

a) Sejam E,F e G os coeficientes da primeira forma fundamental de
uma superficie regular S na parametrizacao X : U ¢ R? = S. Sejam
o(u,v) = const. e (u,v) = const. duas familias de curvas regulares em
X(U) C S. Prove que essas duas familias sao ortogonais (i.e.,sempre
que duas curvas de familias distintas se intersectam, as suas retas

tangentes sao ortogonais) se e somente se

E%% - F(Spuwv + (vau) + qu% =0.

Solucao:

Seja f: X(U) C S — R dada por f = po X! Seja C; uma curva da familia

©(u,v) = const., isto &,

C, = f'(e), c = const.
=(po X)) o)
={p € X(U); o(X7}(p)) = c}.

Seja a : I — X (U) uma parametrizagio de C', ou seja, a(t) = X (a(t)), onde
a: I —U, a(t) = (u(t),vi(t)), ¢ uma curva C; em U dada por ¢~ !(c). Assim,
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temos que (@, 7¢) = 0 e, portanto,
& = M(=pu, Pu).

Considere agora Cy L C} uma curva da familia ¢ (u,v) = const. De forma
anéloga, considere 5 : J — X (U), dada por

B(s) = X(B(s)) = X (ua(s), va(s)),

parametrizacao de Cy na qual 3 = (ug, v3) é parametrizacdo de Cy. Portanto
(B, Vi) =0 e, assim,

B, - >‘2<_¢v7¢u)~
Logo,
Ci LCOy & <O/(t),ﬁl(t)> =0
& (dX,a@,dX,B) =0
Ang >‘1)‘2<qu(_901)7 SOU), qu(_,lvaUa @Du» =0
<~ <_Xu80v + Xv@m _Xu¢v + XU¢”U> - 07
Portanto,

Cl L C'2 g E%% - F(%% - (pku) + G%ﬂﬁa = O;
como queriamos demonstrar.

b) Aplique a parte a para mostrar que na vizinhanga coordenada X (U)
do helicéide do X(u,v) = (v cos u,v sen u,au) com 0 < u < 27 e

—0o0 < v < o0, as duas familias de curvas regulares

vcos u = const., v # 0,

(v? + a?)sen*u = const., v#0, u#m,

sao ortogonais.

Solugao:

X(u,v) = (v cos u,v sen u,au), 0 <u < 2w, —o0 < v < 00.
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Tome

o(u,v) = v cos u= const., v#0, e

Y(u,v) = (v + a®)sen’u = const., v # 0, u # 7.

Xy = (—v sen u,v cos u,a),

X, = (cos u, sen v,0).
Assim, temos que E =v? +a?>, F=0e G = 1.

Yy = —U sen u,
Yy = COS u,
Py = 2(v* + a?) sen u cos u,

P, = 2v sen’u.

A E‘vau - F(Sﬂu% - @ku) + Ggpquu =

20(v? 4 a?) sen? 2

u cos u — 2v(v? + a®) sen*u cos u = 0.

Logo, por a), as duas familias de curvas regulares sao ortogonais.



5 Segunda Forma Fundamental e

Aplicacoes

No capitulo anterior, foi abordada a primeira forma fundamental, cuja impor-
tancia reside na descri¢ao das propriedades intrinsecas de uma superficie regular, tais
como medidas de comprimento, angulo e area. Em continuidade a esse estudo, este
capitulo dedica-se a sequnda forma fundamental, também conhecida como sequnda
forma quadrdtica, uma estrutura geométrica essencial para a anélise das proprie-
dades extrinsecas da superficie. Serao exploradas suas relagoes com as curvaturas
locais da superficie, incluindo a curvatura normal e as curvaturas principais, que for-
necem informacoes fundamentais sobre o comportamento e a variacao da superficie

no espago ambiente.

5.1 A Segunda Forma Fundamental e a Curvatura

Normal

Definigao 5.1. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular.
Fixado ¢ = (ug,vo) € U, a sequnda forma quadrdtica de X em ¢ é uma aplicagdo
I1,:T,X — R, que para cada vetor w € T,X associa /I,(w) da seguinte forma: se
a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva diferenciavel da superficie, tal que (u(tg), v(to)) = ¢q
e o/ (ty) = w, entdo definimos 11, (w) = (" (to), N(uo, vo)), onde N é o vetor normal
a X.

Temos que I1,(w) ndo depende da curva escolhida. De fato, seja
w = aXy(ug, vo) + bX,(ug, vo),

e consideremos uma curva o(t) = X (u(t), v(t)) tal que ¢ = (u(to), v(to)) e w = a/(ty),

isto é,

(u(to), v(to)) = (uo,vo), (' (to), V' (o)) = (a, b).
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Como
o (t) = ' (t) X (u(t), v(t)) + v'() Xy (u(t), v(t))
a(t) = u" ()X (u(t), v(t)) + (' (£))* X (u(t), v(t))+
+ 20/ ()0 (1) X (ult), 0(1) + (V' (8))* X (ult), v(t))+
V" () X (u(t), v(t)),
temos que

Hy(w) = {a”(to), N(uo, vo))
= I1,(w) = a*(Xouu, N) (1o, v0) + 2ab{ Xy, N)(ug, vo) + b*( Xy, N)(ug, v0),

e, portanto, I1,(w) ndo depende da curva a. Denotando

obtemos
II,(w) = a® e(ug,vo) + 2ab f(ug,vo) + b* g(uo, vo).

Ao variar os valores de (u, v), obtemos as fungoes diferenciaveis e(u, v), f(u,v), g(u,v),

denominadas coeficientes da sequnda forma quadrdtica da superficie parametrizada

X.

Definicao 5.2. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular e ¢ = (ug, vp).
A fungdo curvatura normal em ¢ é uma aplicagdo k, : T,X — {0} — R que, para

cada vetor w € T, X nao-nulo, associa

Exemplo 5.3. Obtenha a segunda forma quadrética e a curvatura normal da super-
ficie de rotagao X (u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)), coma <u <b, 0 <v <27me
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f(u) > 0, gerada pela rotagao da curva a(u) = (f(u),0,g(u)) em torno do eixo Oz,
conforme definido na Proposicao 3.8

Para essa superficie, temos as seguintes derivadas

Xou(u,v) = (f'(u) cosv, f'(u)sinv, ¢'(u)),
Xp(u,v) = (—f(u)sinv, f(u) cosv,0),

Xow(u,v) = (f"(u) cosv, f"(u) sinv, g" (u)),
X —f'(u)sinv, f'(u) cos v, 0),
X, —f(u) cosv, —f(u) sinv, 0).

<

N3

—~

£
4

~
Il

/'\

<
—~
&
<
N
I
/'\

Convém supor que a curva geratriz seja parametrizada pelo comprimento de

arco, isto é,
(f'(w)? + (¢'(u)* =1,

para todo u no intervalo considerado. Essa hipotese simplifica varias expressoes,
incluindo o calculo do vetor normal da superficie.

Calculando o produto vetorial X, x X, obtemos

Xu x Xy = (=f(w)g'(u) cosv, — f(u)g'(u) sinv, f'(u) f ().

E a partir dele, encontramos a norma

1%, % X = /(=) (0 > + (=g (@) sin)? + (/) f(w)?

—\/f(u 2(cos? v +sin?v) + f/(u)2f (u)?

= TP+ Ty
)
).

%q'() + f'(w)?
1= f(u).

fu

f(u

e o vetor normal

X, X X,

| X, x X,

_ (—f(u)g'(u) cosv, — f(u)g' (u) sinv, f'(u)f(u))
fw)

= (—¢'(u) cosv, —¢'(u) sinv, f'(u)).

N(u,v) =
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Dessa forma, vamos calcular os coeficientes da segunda forma quadratica:
e(uo, vo) = (Xuu, N) (uo, vo)

((f"(uo) cosvo, f"(ug) sinvo, g" (uo)) , (—g'(uo) cos v, —g'(ug) sinv, f'(ug)))
= —f"(u0)g'(uo) + g"(uo) f'(uo) = f'(u0)g" (uo) — f"(u0)g’ (o).

f(uowo) = <Xuv; N)(Uoﬂfo)
(= f"(uo) sinw, f'(ug) cosv,0), (—g'(ug) cos vy, —g' (ug) sin vg, f'(ug)))
0,

Q(Uoﬂfo) = <vaa N)(UOaUO)
((=f(uo) cos vy, — f (ug) sin vy, 0) , (—gl(uo) COS )y, —gl(uo) sin v, f/(uo))>
= f(uo)g'(uo)-

E chegamos na segunda forma quadratica:

I1,(w) = a*e(ug, vo) + 2abf (ug, vo) + b*g(ug, vo)

= a” [f"(u0)g" (uo) — f"(u0)g (uo)] + 2ab - 0 + b* (f(uo)g (o))
= a” [f'(u0)g" (uo) — f"(uo)g (uo)] + b* f (u0)g' (uo).

Para descobrirmos a curvatura normal da superficie, devemos descobrir tam-
bém a primeira forma quadratica dela. Os coeficientes da primeira forma quadratica
I,(w) sao (ver Secao {.5| para mais detalhes):

E(ug, v0) = (X, Xu) = (f'(u0))? + (¢’ (u0))* = 1,
F(Uo, ’UQ) = <XU,XU> = O,

G (ug, v0) = (Xo, Xo) = f(uo)?.

Logo, a primeira forma quadrética é:

Li(w) = a® 1+ f(u)* = a® + b* f(u)”.
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Finalmente, vamos calcular a curvatura normal k,(w). Ela é dada por:

) — Hal0) 70" ) = £ () ()] + 1 () ()
Io(w) a® + b f(u)?

Vamos agora analisar a interpretacao geométrica desse resultado. A curvatura
normal mede o quanto a superficie esta se curvando na direcao de um vetor tangente.
No caso da superficie de rotagao, essa curvatura depende da forma da curva geratriz
a(u) = (f(u),0,g(u)) e da rotagao dessa curva em torno do eixo Oz.

O termo f'(u)g"(u) — f"(u)g'(u) representa a curvatura da curva geratriz no
plano. Ja o termo f(u)g'(u) esté ligado ao efeito da rotagdo: quanto mais afastada
do eixo Oz (isto é, quanto maior f(u)), maior a curvatura causada pela rotagao.

Portanto, a expressao final de &, (w) mostra como esses dois fatores contribuem
para a curvatura da superficie: a curvatura da curva original e a influéncia da
rotacao. Isso evidencia que a geometria local da superficie de rotagao depende tanto
da forma da curva que esta sendo girada quanto da forma como ela se posiciona em

relacao ao eixo de rotagao.

Qualquer que seja um numero real A # 0, a fungao curvatura normal k, (w) =
kn(Aw), para w € T,X nao-nulo.
Com efeito, seja w = aX,(ug,vg), em que (a,b) # (0,0) e eq, fo, go 08 coefici-

entes da segunda forma quadratica em (ug,vp). Temos

1 (Mw) A2aeq + 2X2abfy + N\2b%g, _

Fin(Aw) = IL,(Ow) A (w, w)
B a’eg + 2abfy + bzgo - IIq(w) _ w
- (w, w) B Iy (w) = Ful10).

Vamos considerar no plano tangente 7,X um vetor unitario w. Seja a(s) =
X (u(s),v(s)) uma curva regular da superficie parametrizada pelo comprimento de

arco tal que

(u(s0),v(s0)) = ¢

a'(s0) = w.

Seja n(sg) o vetor normal a a em sy e 6 o dngulo formado pelos vetores n(sg) e
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N(u(so),v(sp)). Se a curvatura da curva « em sg, k(sg) # 0, entao

kin(w) = 11y (w) = (" (s0), N(u(s0), c(s0)))
= k(s0){n(s0), N(u(so), v(50)))
= k(sp) cos b,

onde n(sg) é o vetor normal a o em sy e 6 é o angulo formado pelos vetores n(sg) e
N(u(so),v(s0))-

Figura 5.1: Angulo 6 entre vetores normais

N(u(sg),v(sg))

Fonte: (2008, p. 155)

Ja vimos que II,(w) e k,(w) nao dependem da curva o escolhida. Assim,
vamos aplicar a igualdade k,(w) = k(s¢) cos@ na curva mais conveniente, a se¢ao
normal da superficie determinada por w. Essa curva é obtida pela intersecao do
trago de X (u,v), para (u,v) suficientemente proximos de (ug, vg), com o plano que
contém o ponto X (ug,vg) e é ortogonal a w X N (ug, vg).

Figura 5.2: Se¢ao normal da superficie determinada por w

Segéo normal

Fonte: (2008, p. 155)
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Sob estas condigoes, a secao normal corresponde ao trago de uma curva regular
plana definida por «a(s) = X (u(s), v(s)), parametrizada pelo comprimento de arco,
tal que (u(so),v(s0)) = (ug,vo) € 8'(sp) = w. Se a curvatura da curva no ponto sg
for zero, ou seja, k(so) = 0 (equivalente a 5”(sg) = 0), entao k,(w) = I1,(w) = 0.
Por outro lado, se k(sp) > 0, o vetor normal & curva no ponto sy ¢ dado por

n(sp) = £N(ug, vp), onde N é o vetor normal da superficie. Dessa forma, temos que
kn(w) = I1,(w) = £k(s¢).

Dessa forma, podemos concluir que se w é um vetor unitario tangente a su-

perficie em ¢, entao a curvatura da se¢ao normal em ¢ determinada por w é igual a

LACHIE

Além disso, se w é um vetor nao-nulo de 7, X, entao

I1,(w) = [w?|k,(w).

Ou seja, [11,(w)| é igual a curvatura da se¢ao normal a X em ¢, determinada por

w, multiplicada por |w?|.

Exemplo 5.4. Se X (u,v) é uma superficie parametrizada regular que representa
um plano em R3, entdo a curvatura normal e a segunda forma fundamental sao
identicamente nulas. De fato, todas as se¢oes normais correspondem a retas, cuja

curvatura é zero.

Exemplo 5.5. Consideremos a superficie
X (u,v) = (a sen vcosu,a sen v sen u, acosv),

a>0,u€eR,0<v<m Essaparametrizacao é a usual da esfera de raio a.

e Todas as se¢oes normais sao circunferéncias de raio a, logo a curvatura normal

¢ constante e igual a 1/a.

e O vetor normal
N(u,v) = (— sen v cosu, — sen v sen u, — cosv)

aponta para o interior da esfera, visto que é o negativo do vetor posi¢ao uni-

tario.
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e Utilizando a relacao

onde I,(w) = |w|? é a primeira forma fundamental, concluimos que a segunda

forma quadrética IT,(w) é igual a |w|?/a, para todo ¢ = (u,v) e w € T, X.

5.2 Curvaturas Principais; Curvatura de Gauss; Cur-

vatura Média

Na secao anterior, determinamos a fungao curvatura normal. Nessa secao,
observaremos que ela admite um valor maximo e um valor minimo.

Os valores maximo e minimo da fun¢ao curvatura normal em um ponto g serao
denominados curvaturas principais. A partir desses valores, definiremos a curvatura
de Gauss e a curvatura média.

Denotaremos por Ey, Fy, Go, €, fo € go 0s coeficientes da primeira e segunda

formas quadraticas de uma superficie parametrizada regular X (u,v) em um ponto

q= (UO’U[))-

Proposicao 5.6. Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada regular e k,, a fun-
¢ao curvatura normal de X em q = (ug,vo). Entao, existem vetores unitdrios e
ortogonais wy, wy € T, X tais que ki = ky(w1) e ko = k,(w2) sao os valores minimo

e mdximo da funcao k,.

Demonstragao. Se k, € uma funcao constante, entao quaisquer dois vetores unitarios
e ortogonais de T, X satisfazem as condigoes da proposigao.

Suponhamos, entao, que k, nao é constante. Consideremos a funcao
kot RZ2\{(0,00} - R

definida por

kin(a,b) = kn(aX,(q) + bX,(q)),
com (a,b) # (0,0). Isto é,

Fo(ab) a’ey + 2abfy + b%go
W(a,b) = .
6L2E() + 2abF0 + bQGO
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A funcao k, ¢ diferenciavel, pois estamos considerando apenas pontos (a, b)
diferentes de (0,0). Além disso, para todo A # 0, temos:

Fn(Aa, Ab) = Ey(a,b).

Assim, para estudar os valores maximo e minimo de k,,, basta restringi-la ao conjunto

de vetores de comprimento 1, ou seja, a circunferéncia C' C R? definida por:
C ={(a,b) € R* | a* + b* = 1}.

Como k, é uma funcao continua definida sobre a circunferéncia C, que é fechada
e limitada, ela atinge valores méximo e minimo nesse conjunto. Portanto, existem

pontos (ay,b;) e (az, be) sobre C' tais que:
ki = kn(ar,b1), ko = kn(az,by),

onde k; e ko sao, respectivamente, os valores minimo e maximo da funcao k,, restrita
a C.

Portanto, para todo vetor nao nulo (a,b) € R?\ {(0,0)}, temos que o valor de

k. (a,b) esta limitado pelos nimeros reais ki e ko, isto é,
ki < kyp(a,b) < k.

Além disso, como assumimos que k, nao é constante, esses extremos sao distintos,
ou seja,

ky < ks.
Agora, definimos os vetores em T}, X:

Wy = a1 Xu(q) +01X0(q) e Wy = axXy(q) + b:X,(q),

que correspondem, respectivamente, as dire¢oes onde a fungao k,, atinge seus valores
minimo e maximo.

Pela definicdao da funcdo k,, temos que para qualquer vetor w € T,X \ {0},

Ou seja, os vetores w; e wo definem os extremos da curvatura normal na direcao de
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Para concluir a prova, precisamos mostrar que esses vetores sao ortogonais.
Isso ocorre porque (aq, by) e (az, be), pontos onde k,, atinge seus extremos, sao pontos
criticos da funcdo, ou seja, as derivadas parciais de k, nesses pontos sio iguais a
Zero.

Ao calcular essas derivadas parciais, chegamos ao seguinte sistema de equagoes

lineares para cada ponto critico:

(e0 — k1Eo)ar + (fo — k1Fo)br = 0, (5.1)
(eo — kaEo)as + (fo — k2Fp)ba = 0, (5.2)
(fo — k1Fo)ar + (9o — k1Go)br = 0, (5.3)
(fo = kaFp)az + (9o — k2Go)ba = 0. (5.4)

Se a1, as, by, by sao todos diferentes de zero, fazemos o seguinte: multiplicamos
a equagao (|5.1)) por ay e subtraimos da equagao (|5.2)) multiplicada por a;. De forma
semelhante, multiplicamos a equagao (5.3)) por by e subtraimos da equagao (|5.4)

multiplicada por b;. Somando as duas expressoes resultantes, obtemos:
(ky — k’g)(&lagEo + ar1bo Fy + blbgGo) =0
Como ki # ko, concluimos que
(W1, we) = ajagEy + a1ba Fy + bibeGo = 0,

ou seja, os vetores w; e w9 sao ortogonais com respeito ao produto interno induzido
pela primeira forma fundamental.

De maneira anédloga, pode-se mostrar que essa ortogonalidade também vale
nos casos em que algum dos nimeros aq, as, by, by seja zero.

Assim, encontramos dois vetores ortogonais ws, s — que nao necessariamente
sdo unitarios (embora a? + b? = 1 para i = 1,2) — que correspondem aos pontos
onde a fun¢ao curvatura normal &, atinge seus valores minimo e maximo.

Por fim, definindo os vetores unitarios

e lembrando que k, (Aw) = k,(w) para todo A # 0, concluimos que w; e w, satisfazem
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as condicoes da proposigao, ou seja, sao os vetores principais de curvatura no ponto

q.
[

Usando a notagao da proposi¢ao anterior, definimos os vetores w; e wy como
os vetores principais de X no ponto ¢q. As curvaturas associadas a esses vetores, k
e ko, sao chamadas de curvaturas principais em q. As dire¢oes do espago tangente
T,X determinadas por esses vetores sao conhecidas como diregoes principais.

O produto das curvaturas principais, dado por
K(Q) = kl : k?a

é chamado de curvatura gaussiana de X no ponto ¢. Ja a média aritmética dessas

curvaturas,
ky + ko

2 )
recebe o nome de curvatura média de X em gq.

H(q)

Com base nessas defini¢oes, as curvaturas principais ki e ky podem ser encon-

tradas como as raizes da equacao quadrética
v® —2H(q)z + K(q) =0,

relacionando diretamente a curvatura média e a curvatura gaussiana com os valores
extremos da curvatura normal em gq.

Uma reparametrizagao da superficie pode mudar o sinal da curvatura média,
mas nio altera a curvatura gaussiana. Considere X = X oh, onde h é uma mudanca
de parametros. Suponha que K , H , k, representem, respectivamente, a curvatura
gaussiana, a curvatura média e a funcdo curvatura normal da nova parametrizacao X
no ponto ¢, e que K, H, k,, sejam as mesmas quantidades associadas a parametrizagao
original X no ponto h(q).

Como vimos na secao anterior, a funcao curvatura normal se transforma da

seguinte forma:

En = :l:kna
sendo o sinal positivo ou negativo conforme o tipo de mudancga feita pelos parame-
tros. Ou seja, o sinal é positivo se detJ(h) > 0 e negativo se detJ(h) < 0.
Isso significa que as curvaturas principais associadas a X em ¢ coincidem com

as da parametrizacao original, ou mudam ambas de sinal. Assim, a curvatura média,
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que é a média das curvaturas principais, também pode mudar de sinal:
H(q) = +H(h(q))-

Por outro lado, como o produto de dois niimeros que mudam simultaneamente de

sinal continua o mesmo, a curvatura gaussiana permanece inalterada:

Exemplo 5.7. Seja X uma superficie parametrizada regular que descreve um plano.
Ja vimos que, nesse caso, a curvatura normal em qualquer ponto ¢ identicamente
nula. Como a curvatura normal coincide com a curvatura na direcao de um vetor
tangente unitario, isso significa que todas as dire¢oes tém curvatura igual a zero.
Portanto, as curvaturas principais sao k; = ko = 0, e qualquer vetor unitario
no plano tangente é um vetor principal. Como consequéncia, a curvatura gaussiana

e a curvatura média também sao nulas em todos os pontos da superficie.

Exemplo 5.8. Vimos anteriormente que a esfera de raio a > 0, dada pela parame-
trizagao

X (u,v) = (asenvcosu, asenvsenu, acosv),
comu € Re0 < v <, possui curvatura normal constante igual a k, = % em todos
0s pontos.

Isso significa que todas as direcoes tangentes tém a mesma curvatura. Assim,

qualquer vetor unitario tangente ¢ um vetor principal, e as curvaturas principais sao

1
ky =ky = —.
a
Como consequéncia, temos:
1 1
K=— e H=-,
a a

isto é, a curvatura gaussiana e a curvatura média sao constantes e positivas em toda

a superficie.

Proposicao 5.9. (Foérmula de Euler) Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada

reqular, ¢ = (ug,vo), k1,ke as curvaturas principais de X em q e wy,wy vetores
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principais em q. Para todo vetor w € T,X tal que |w| =1, se
w = cos B wy + senbwsy,
entao
kn(w) = ky cos? 0 + ky sen? 6.
Demonstracao. Seja

w1 = alXu(Q) + lev(Q)a
wy = as.Xy(q) + 02X, (q),

tais que k; = k,(w1) < k,(ws) = ko. Consideremos um vetor arbitrario de 7, X da
forma

w = cos @ w;y + sin 6 ws.

Expandindo em termos de X, e X, temos
w = (cosfay + sinfay) X, + (cos by + sin 0by) X,.
A curvatura normal em w é dada por

kn(w) = (cos fa, + sin fay)?eq + 2(cos fa, + sin fasy)(cos by + sin Oby) fo
+ (COS 9[)1 + sin Qb2)2go7

onde eq, fo, go sao os coeficientes da segunda forma fundamental de X em q.

Desenvolvendo esta expressao, obtemos:

kn(w) = cos® B (afeq + 2a1by fo + b go) + sin® 0 (a3eo + 2a2bs fo + b3go)
+ 2sin 6 cos 6 (ayaseq + (arbs + asby) fo + bibago)

E assim,
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ky(w) = cos® @ ki + sin? 0 ky + 2Asin 6 cos 6. (5.5)

em que definimos

k1 = afeq + 2a1b fo + bigo
ky = ajeq + 2azbs fo + b3g0
A = ayazeg + (arby + azby) fo + bibago.
Vamos demonstrar que a constante A deve ser zero. Sabemos que, para todo

0, a desigualdade
kn(w> S k2

é valida. Substituindo a expressao para ky,(w) (5.5]), temos:
cos? Ok +sin? 0 ky + 24806 cos 0 < ky = cos® 0 ky + sin’ 0 k.
Reorganizando os termos, obtemos:
cos? 0(ky — ky) +2Asinf cosf < 0,
ou equivalentemente,
cos? 0(ky — k1) — 2Asinf cos > 0.
Dividindo por cos®§ (para 6 # %), resulta:
(ko — k1) —2Atan6 > 0.

Agora, suponha que A # 0. Se A > 0, podemos escolher um 6 proximo, mas

menor que 7, tal que 2Atan6 > ky — k1. Isso contradiz a desigualdade acima.
De forma semelhante, se A < 0, ao escolher ¢ ligeiramente maior que 7, teremos

novamente 2A tan > ky — ky, gerando contradigao.

Portanto, a tnica possibilidade sem contradicao é que A = 0.
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Com isso, simplificamos a expressao para a curvatura normal:
2 .2
kn(w) = cos® 0 ki + sin® 6 ks.

]

Na proposigao a seguir, verificamos como a curvatura média H (q) e a curvatura
gaussiana K (q) podem ser obtidas a partir dos coeficientes da primeira e segunda

formas quadraticas.

Proposicao 5.10. Seja X(u,v) uma superficie parametrizada reqular. Se q =

(uo, v9), entdo

_ leoGo — 2foFo + Epgo

H
€090 — f(?
K = —
@)= FGo= 2

Demonstragao. Seja ky uma curvatura principal em ¢, na dire¢ao do vetor
w = aOXu(q> + bOXv(Q)
Entao, temos o sistema

(eo — koEo)ao + (fo — koFo)bo = 0,
(fo — koFv)ao + (go — koGo)bo = 0.

Isso decorre do fato de que kg € um extremo (minimo ou méaximo) da fungao

a’eq + 2abfy + b%go

b) € R%\ {(0,0
a2E0+2abF0+b2GO7 (0’7 )E \{( ? )}7

avaliada em (ag,bp). Ao calcular as derivadas parciais dessa funcdo e iguala-las a
zero, obtemos o sistema acima.
Como (ag, by) € uma solugdo nao trivial do sistema, o determinante da matriz

dos coeficientes deve ser zero:

eo — koEy fo—koFo —0
fo—koFo g0 — koGo
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Isso implica que kg satisfaz a equacao quadrética

2 eoGo — 2foFo + Eogo €ogo — f02

— 0.
FoGo—FZ ' FoGo— F2

Pela relacao entre as raizes e os coeficientes de uma equacao quadratica, con-

cluimos que

1egGo — 2foFy + E — f2
_ LeoGo JoFo + Eogo e K(q) = eogo — Jfo

H = W Jo
W =3 R - EoGo — F2

]

Como dito anteriormente, a proposicao que acabamos de demonstrar fornece
uma forma pratica de calcular a curvatura gaussiana K (u,v) e a curvatura média
H(u,v) de uma superficie parametrizada regular X (u, v), usando os coeficientes das
primeiras e segundas formas quadraticas.

Resolvendo a equacgao quadratica
2 — 2H (u,v)x + K (u,v) = 0,

obtemos as curvaturas principais k; e ko da superficie. No préximo passo, mostra-

remos como determinar os vetores principais correspondentes a ki e ks.

Proposicao 5.11. Seja X(u,v) uma superficie parametrizada reqular. Um vetor
nao-nulo w = agX,(q) + boX,(q) tangente a X em q = (ug,vo) € uma dire¢io

principal de curvatura principal ko se, e so se, ag, by satisfazem o sistema de equagoes

(60 — k)gE@)ao + (f() - koF())bo =0
(fo = koFo)ao + (90 — koGo)bo = 0

Demonstracao. Suponha que w é uma direcao principal em ¢, associada a curvatura
principal kg, ou seja, k,(w) = k. Conforme demonstrado anteriormente (Proposi¢ao
5.10), os coeficientes ag e by satisfazem o sistema acima.

Reciprocamente, suponha que ag, by satisfazem esse sistema. Como (ag,by) é

uma solucao nao trivial, o determinante do sistema deve ser nulo:

eo — koEy fo — koY
fo—koFo g0 — koGo

=0.
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Pelo resultado da Proposicao 5.10, isso implica que ky ¢ uma curvatura principal.
Para concluir que w é uma dire¢do principal, resta verificar que k, (w) = k.
Suponha inicialmente que ag # 0 e by # 0. Multiplicando a primeira equagao

do sistema por ag e a segunda por by, e somando as duas, obtemos:
ag(eo — koEo) + 2aobo(fo — koFo) + b3 (g0 — koGo) = 0,
o que implica que
aseo + 2aobo fo + bago = ko(aiEo + 2aobo Fy + b2Gy).

Portanto,

k:n(w) — C;(2)60 + 2a0b0f0 + b(zgl) _ kO-
CLOEQ + QCLob()FO + bOG()

Nos casos em que ag = 0 ou by = 0, o sistema se reduz a uma equacao escalar,

e verifica-se de forma anéloga que também se tem k, (w) = k.

Assim, w é uma direcao principal correspondente & curvatura principal ky. [

Observamos que as solucgoes do sistema da proposicao anterior fornecem dire-
¢oOes principais. Para obter os vetores principais, basta considerar os vetores unita-

rios nessas direcoes.

Exemplo 5.12. Consideremos o paraboloide hiperboélico dado por
X(u,v) = (u,v,0* —u?), (u,v) € R

Calculando os coeficientes das formas quadraticas no ponto ¢ = (0,0), obtemos:
E0,0) =1, F(0,0)=0, G(0,0)=1,

e(0,0) = —2, f(0,0)=0, ¢(0,0)=2.

Pela Proposicao 5.9, segue que a curvatura média e a curvatura gaussiana em
q sao
H(0,0)=0 e K(0,0)=—4.

As curvaturas principais sao obtidas resolvendo a equacao:

x* — 2H(0,0)x + K(0,0) = 2> — 4 =0,
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cujas solugoes sao ky = —2 e ky = 2.

Para cada valor de kg, determinamos as dire¢oes principais resolvendo o sistema

(eo — koFo)ao + (fo — koFo)bo = 0,
(fo — koFv)ao + (go — koGo)bo = 0.

No caso de k; = —2, o sistema tem como solugao w; = X,(0,0) = (1,0,0), e para
ks = 2, obtemos ws = X,(0,0) = (0,1,0). Esses vetores sao, portanto, os vetores

principais associados as curvaturas principais em q.

Entre as superficies em R3, destacam-se duas classes com propriedades nota-
veis: aquelas com curvatura gaussiana constante e as chamadas superficies minimas,
caracterizadas por curvatura média nula em todos os pontos.

Uma superficie é dita de curvatura gaussiana constante quando a fungao K
assume um valor fixo em toda a superficie. J& uma superficie minima é aquela para
a qual H = 0 em todo ponto.

O plano ¢ um exemplo simples de superficie minima com curvatura gaussiana
constante igual a zero. Outros exemplos de superficies minimas incluem a catenoide

k1+ko
2

e o helicoide. Nesses casos, como H = = 0, segue que k; = —ko, 0 que implica

K = kky <0.

5.3 Aplicacoes

Apresentaremos nessa secao, solugoes de alguns exercicios propostos no livro
Introdugao a Geometria Diferencial de Keti Tenenblat (Tenenblat, 2008), paginas
159 a 174 .

1. Obtenha a segunda forma quadratica e a fungao curvatura normal

da superficies
X(u,v) = (asinvcosu,asinvsinu,acosv),

a>0,u€R,0<v<m que descreve a esfera de raio a.
Solugao:

A superficie dada é uma parametrizacao da esfera de raio a. Todas as segoes
normais da esfera sao circunferéncias de raio a, o que implica que a curvatura

normal em qualquer dire¢ao tangente é constante e igual a 1/a.
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O vetor normal unitério, apontando para o interior da esfera, é:
N(u,v) = (—sinvcosu, —sinvsinu, —cosv)
Assim, a segunda forma quadrética é:

1
I1,(w) = a]wﬁ, para todo w € T, X

e a curvatura normal é

1
kyn =

a
. Obtenha a segunda forma quadratica e a funcao curvatura normal

da superficie que descreve o grafico de uma funcao diferenciavel
X(u,v) = (u,v, f(u,v)).
Solucao:

Para essa superficie, temos as seguintes derivadas:

( )
X, = (0,1, fo(u,v)),
Xuw = (0,0, fuu(u,v)),
Xuw = (0,0, fun(u,v)),
va = (anafvv(uﬂv))‘

Xu = (1,0, fu(u,v)
)

Calculando o produto vetorial X, x X,, obtemos:

k

Xu X Xv = fu = (_fua_fm 1)

O = e
—= O .

:h

A partir disso, encontramos a norma:

1Xu X Xoll = V(= fu) + (= f2 + 12 = V2 + f2 + 1.
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Logo, o vetor normal unitario é:

XuXXv o (_fu7_fv71)

N(u,v) = = :
[Xu x Xoll - /F2+f2+1
Vamos calcular agora os coeficientes da segunda forma quadratica:

(_fua_fval) > _ fuu

6(“07”0) = <qu7N> = <(Oa07fuu)a \/m \/m’

<_fua_fv71> > _ fuv

<_fu>_fv71) > _ fvv

gt = (o ) = <<0’0’ RV e VY R s

Assim, obtemos a segunda forma quadratica:

I1,(w) = a*e(ug, vo) + 2abf (ug, vo) + b%g(ug, vo)

=a® # + 2ab L +b? #

Agora, vamos calcular os coeficientes da primeira forma quadratica:

E(u07U0) = <XuaXu> =1+ qu?
F(u()?UO) = <Xu7X’U> = fufv;
G(UO,U()) = <XU,X,U> =1+ f3

Logo, a primeira forma quadratica é:

I,(w) = a®E + 2abF + b*G
= (1 + [) + 2abfufu + V(1 + f).
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Finalmente, a curvatura normal k, (w) é dada por:

Ig(w) a° fuu + 20D fu + % fuo

kn(w) = = -
(w) I(w) 2+ 241 [a®(1+ f2) + 2abfuf, + b2(1 + f2)]

. Seja X : U — R? uma superficie parametrizada regular e X : V — R?
uma reparametrizagao de X pela mudanga de parametros h:V — U.
Relacione os coeficiente da primeira e segunda formas quadraticas
de X em G €V com os de X em h(q).

Solucao:

Seja X = X o h uma reparametrizacdo de X pela mudanca de variaveis h :
V — U. Seja um vetor arbitrario w = aXy + bXy, com X; = dXg(e;) e
qu = qu(eg)

Como dX; = dXp(g) © dhg, segue que

Ii(w) = (dXz(w), dXz(w))

= (dXq(a,b),dXq(a,b))

= (dX dh (a b), dXh dh (a,b))
= fh(q)(dhq(a, b)).

Analogamente, a segunda forma quadratica satisfaz

[T4(w) = Iy (dhy(a,b)).

. Considere a superficie

X(u,v) = (f(u), g(u), v),

onde «o(u) = (f(u),g(u),0) é uma curva regular. Verifique que, para
cada ¢ = (u,v), existe uma direcao w, tangente a X em ¢, para a qual

a curvatura normal se anula.

Solucao:
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Considere a superficie parametrizada por

X(”j”) = (f(u),g(u),v),

onde a(u) = (f(u), g(u),0) é uma curva regular.

Calculamos as derivadas parciais:

O vetor normal unitario é

N = Xy X Xy _ (g,<u>7 —f’(u),O)
[Xu X Xoll /()2 + ¢'(u)?

Os coeficientes da segunda forma fundamental sao

e = (X N = f"(u)g'(u) — 9”(U)f’(U)’ F e (X N) = 0, g = (Xu, N} = 0.

VI W)? + g (u)?

Assim, para um vetor tangente w = aX, + bX,, as formas quadraticas valem
[ (w) = d%e, I, (w)=a*(f'(u)’+g'(v)*) + "

Portanto, a curvatura normal é

I (w) a’e
k() = T 00y ~ @ + g @) 1 8

Note que, ao escolher a = 0, isto é, na direcao de X, obtemos

kn(w) = 0.

Logo, para cada ponto ¢ = (u,v), existe uma diregdo tangente — a diregao de

X, — em que a curvatura normal se anula.

5. Considere a esfera de raio a > 0 descrita por

X(u,v) = (asinvcosu, asinvsinu, acosv),
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ueRve(0,m).

Figura 5.3: Esfera

Fonte: Imagem elaborada pela autora

Verifique que a curvatura gaussiana é constante igual a 1/a*. D& um
exemplo de uma curva regular de X cuja curvatura k é constante e
diferente de 1/a.

Solucao:

Considere a superficie parametrizada por
X(u,v) = (asinvcosu, asinvsinu, acosv),

com u € R ew € (0,7), que representa uma esfera de raio a > 0.

Calculamos as derivadas parciais de primeira ordem:
X, = (—asinvsinu, asinvcosu, 0), X, = (acosvcosu, acosvsinu, —asinv).
Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E=(X,, X,) =ad’sin®v, F=(X,X,)=0, G=(X,X,)=ad.

Derivando novamente, obtemos:

Xy = (—asinvcosu, —asinvsinu, 0),
Xuww = (—acosvsinu, acosvcosu, 0),
Xy = (—asinvcosu, —asinvsinu, —acosv).
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O vetor normal unitario é dado por:

X, X X, 1,. . .
N —(sinv cosu, sinvsinu, cosv).

I Xux X e
A partir disso, obtemos os coeficientes da segunda forma fundamental:

€= <quaN> = —asin’ v, f= <Xuv>N> =0, ¢g= <XUU’N> = —a.

Logo, a curvatura gaussiana é:

K- eg—f*  (—asin’v)(—a) a*sin®v 1

EG — F? a*sin?v a*sinv  a?’

isto é, constante e igual a aiz

Para a segunda parte da questao, consideramos o paralelo obtido ao fixar

v=ug € (0,7). A curva
B(u) = X(u,vy) = (asinvg cosu, asinvgsin u, acosvy)

¢ uma circunferéncia de raio asin vy, cuja curvatura é

1

asinvg

-

Trata-se de uma curvatura constante e, para vy # g, temos k # %, €como

solicitado.

6. Prove que o helicdide
X(u,v) = (veosu,vsinu,bu),b > 0,

é uma superficie minima cuja curvatura gaussiana K satisfaz a rela-
gao —1/b* < K < 0.
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Figura 5.4: Helicoide

e

e
2z

S

Fonte: Imagem elaborada pela autora
Solugao:
Seja a superficie parametrizada por

X (u,v) = (veosu,vsinu, bu), b > 0.
Calculamos as derivadas parciais de primeira ordem:

X, = (—vsinu,vcosu,b),

X, = (cosu,sinu,0).

A primeira forma fundamental é dada por:

E=(X,,X,) =0+
F=(X,,X,) =0,
G=(X,,X,)=1.

Calculamos agora as derivadas de segunda ordem:

Xuu = (—vcosu, —vsinu, 0),
Xy = (—sinu, cosu, 0),

X = (0,0,0).
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O vetor normal é dado por:

X, X X,
N=—"7/#—.
[ Xu x Xl
Calculamos o produto vetorial:
i j k
X, X X, = |-vsinu vcosu b| = (—bsinu,bcosu, —v),
cos U sinu 0

€ Sua normas:
X0 % X, || = VB2 + 02

Assim, o vetor normal unitario é:

N = (—bsinu, bcosu, —v)

N

A segunda forma fundamental tem coeficientes:

_ (—bsinu, bcosu, —v)>
e = (Xuyu, N) = ( (—vcosu,—vsinu,0),
Ko ) <( SN rur

vb(cos u sinu — sin u cos u)

- — 0,
N
, (—bsinu, bcos u, —v)>
= (Xuw, N) = ( (—sinu,cosu,0),
=) = ) SR
_ b(sin®u + cos® u) b

e Pt
g = (X, N) =((0,0,0), N) = 0.

A curvatura média é:

gl cG-2fF+gE 1 0-1-2f-040-(*+b°)
2 EG—F2 2 (v2 +b2)(1) — 0 -

Logo, o helicoide é uma superficie minima.
A curvatura gaussiana é:

. eg—f2 B _f2 b2

T EG-F*  (24+0)(1) (24022
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Como b > 0 e v? > 0, temos:

logo

Portanto, o helicoide é¢ uma superficie minima cuja curvatura gaussiana satisfaz
a desigualdade —biz < K <.

7. Verifique que a curvatura gaussiana de um hiperboléide de uma folha

é negativa.

Figura 5.5: Hiperboloide de Revolucao

Fonte: Imagem elaborada pela autora
Solucao:
Considere o hiperboléide de uma folha parametrizado por
X (u,v) = (acoshvcosu, acoshvsinu, bsinhv),

onde a,b >0, u € [0,27) e v € R.

Calculamos as derivadas parciais de primeira ordem:

Xy

(—acoshvsinu, acoshvcosu, 0),

X, = (asinh v cosu, asinhvsinu, bcoshv).



Os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por:

(Xy, Xy) = a*cosh®v,
(Xu, Xy) =0,
(X,, X,) = a?sinh® v 4 b? cosh® v.

Qoo™
Il

As derivadas de segunda ordem sao:

(—acoshvcosu, —acoshvsinu, 0),

XU'LL
Xuww = (—asinhwvsinu, asinhvcosu, 0),
X'UU

(acoshvcosu, acoshvsinu, bsinhwv).

O vetor normal unitario é

Xy X X,
N= X2
[ Xu x Xl
Calculando o produto vetorial,
i j k
X, x X, =|—acoshvsinu acoshvcosu 0

asinhvcosu asinhvsinu bcoshv

= (ba cosh? v cosu, ba cosh?vsinu, —a? cosh vsinh v) :

E sua norma é

| Xy X X, = a cosh v/ b2 cosh? v + a2 sinh? v.

Assim,

1

N=—
[ X X Xo|

(ba cosh? v cosu, ba cosh?vsinu, —a? coshvsinh v) )
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Os coeficientes da segunda forma fundamental sao:

—a?bcosh® v
€= <quaN> = v v
[ X > Xo|
f: <XuU7N> :Oa
a’bcoshv
= (X, Ny = 20
7= e NS SR
A curvatura gaussiana é dada por
eg—f*  eg
K pu— pu—
EG —-F? EG’

pois f =0e FF'=0.

Substituindo os valores, temos

—a?bcosh® v a?bcoshw
XXX X < X
a2 cosh® v - (a2 sinh® v + b2 cosh? v)
_ —a*b?cosh’v
X x Xl

Assim, concluimos que
K <0,

para todo v € R.

Portanto, a curvatura gaussiana do hiperboléide de uma folha é negativa em

toda a superficie.

. Verifique que a catendide é uma superficie minima.
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Figura 5.6: Catenoide

Fonte: Imagem elaborada pela autora
Solugao:
Considere a catenoéide parametrizada por
X(u,v) = (acosh(v/a) cosu, acosh(v/a)sinu, v),

onde a > 0, u € [0,27), e v € R.

Calculamos as derivadas parciais:

X, = (—acosh(v/a) sinu, acosh(v/a)cosu, 0),

X, = (sinh(v/a) cosu, sinh(v/a)sinu, 1).

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

(X,,X,) = a®cosh’(v/a),
<Xu7 X7J> - 07
(X,, X,) = sinh*(v/a) + 1 = cosh®*(v/a).

Q T 3
[

Calculamos o vetor normal unitéario:

1
N = Ko x X (acosh(v/a) cosu, acosh(v/a)sinu, —asinh(v/a)cosh(v/a))
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As derivadas segundas necessérias sao:

= (—acosh(v/a) cosu, —acosh(v/a)sinu, 0),

(— sinh(v/a) sinu, sinh(v/a)cosu, 0),

XUU
X'U/U
1 1 :

Xy = (= cosh(v/a) cosu, —cosh(v/a)sinu, 0).

a a

Os coeficientes da segunda forma fundamental sao:

Il
=
=

e ) = —a? cosh?(v/a)
f: <Xuv7N> :07
g = (Xy, N) = cosh?(v/a).

A curvatura média H é dada por

_leG-2fF+gE 1eG+ gl

H=2"Fc-Fr ~2 Ec
_ 1(—a’ cosh?(v/a))(cosh®(v/a)) + (cosh?(v/a))(a® cosh®(v/a)) o
2 a2 cosh*(v/a)

Como H = 0 em todos os pontos, a catendide é uma superficie minima.

. Considere a superficie

X(z,y) = (2,y, f(2,9)),

que descreve o grafico de uma fungao diferenciavel f(z,y). Obtenha
K(z,y) e H(z,y).

Primeiramente, os coeficientes das primeiras e segundas formas fundamentais

para a parametrizacao X (z,y) = (z,y, f(x,y)) sao dados por
E=1+4f2 F=/ff, G=1+F

e e fw

Substituindo esses coeficientes nas formulas classicas de curvatura gaussiana e

f=

e =
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curvatura média,

K eqg — f2 _ Eg—2Ff+Ge
- EG - F?’ - 2(BEG - F?)
obtemos as expressoes
_ 42
K(:p, y) — fxxfyy Ty

I+ 12+ 1)

(1 + f:?)fyy B Qfxfyfxy + (1 + ny)fZ'x
201+ f2+ f7)° ’

que foram utilizadas nas resolugoes das questoes a seguir.

H(xay> =

a) Prove que X tem curvatura gaussiana identicamente nula se, e s6
2 _
Se’ fa::c.fyy - Ty O

A curvatura gaussiana da superficie é dada por

fxxfyy - J?y
(L+ 2+ f2)*

K(x>y) =

Como o denominador é estritamente positivo para todo (z,y), temos que
K(z,y) =0 se, e s6 se,
faczfyy - fz2y =0.

b) Verifique que X é uma superficie minima se, e s se,

A curvatura média da superficie é dada por

(1 + f?)fyy - 2fxfyfa:y + (1 + f;)fxx

H(x,y) = 2(1 + f2 +f3)3/2

Como o denominador é estritamente positivo para todo (z,y), temos que
H(z,y) =0 se, e s6 se,

(1 =+ fg?)fyy - 2fmfyfxy + (1 + fyz)fx:r - O.
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Reescrevendo os termos, obtemos:

(1 + fg?)fyy + (1 + ny)fxx - Zfzfyfxy = 07
o que conclui a verificagao.
Verifique que, para toda superficie de rotagao, as diregoes tangentes
aos meridianos e paralelos sao direcoes principais
Solucao:

Considere uma superficie de rotacao parametrizada por

X(u,v) = (p(u) cosv, p(u) sinv, P (u)),

a<u<b0<v<2mpu)>0.

Nas superficies de rotagao, os paralelos sao obtidos fazendo u constante e os
meridianos sao obtidos fazendo v constante. Convém supor que a curva é

parametrizada pelo arco.

Calculamos a primeira forma fundamental:

O vetor normal unitéario é

Xy x X,
[ X x X

As derivadas segundas sao

"

(" (u) cos v, " (u) sinv, " (u)),
(—¢'(u) sinv, ¢'(u) cos v, 0),

X’uu
X’LH)
X'l)”U

(—p(u) cosv, —p(u) sinv, 0).

Os coeficientes da segunda forma fundamental, como vimos no exemplo [5.3]
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sao
e=p Y =", f=0,g=p-9.

Seja w = aXu + bXwv

a’e + bg

Bulw) = sa

Calculando os pontos criticos de K, obtemos o sistema

{ (2a)e(a® + 1*G) — (a%e +bg)(20) =0
(

2b)g(a? + b*G) — (ae + bg)(2b)G =0
2ab*(eG — g) = 0
ab(e 9) & a=00ub=0
2a*b(g — eG) =0
Ou seja, os vetores X, e X, tangentes aos meridianos e paralelos respectiva-
mente, correspondem as diregdes principais. Além disso, se a = 0 (paralelos),

/ !/

G ©

Se b = 0 (meridianos),
Kn —e = SOI,QZ)” _ SDH¢-



6 Conclusao

Este trabalho apresentou um estudo detalhado da Segunda Forma Fundamen-
tal das superficies, destacando seu papel fundamental na descricao das propriedades
extrinsecas da geometria diferencial. Por meio da caracterizagao formal dos coefi-
cientes e da analise das curvaturas associadas — curvaturas principais, curvatura
normal, curvatura média e curvatura de Gauss — foi possivel compreender como
essa estrutura permite descrever o comportamento local das superficies imersas no
espaco tridimensional.

Além disso, foram discutidas aplicagoes que ilustram a relevancia da Segunda
Forma Fundamental, demonstrando sua utilidade no célculo de medidas geométricas
e na analise das variagoes locais das superficies. Com isso, evidenciou-se a importan-
cia desse objeto geométrico para além da primeira forma fundamental, ampliando
o entendimento da geometria das superficies e abrindo caminho para estudos mais
profundos na area.

Dessa forma, espera-se que este trabalho contribua para o aprofundamento do

conhecimento em geometria diferencial e sirva de base para estudos posteriores.
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