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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo abrangente da trigonometria sob uma perspectiva algébrica,
explorando tanto as definições tradicionais quanto as tentativas de compreensão da trigonometria
por meio de objetos algébricos. Foram abordados aqui os fundamentos da trigonometria usual
no triângulo retângulo e no círculo trigonométrico desde as razões trigonométricas até as funções
trigonométricas. A partir disso, iniciou-se uma busca por uma nova compreensão da trigonometria.
Nesta busca foi evidenciada a necessidade de construir um parâmetro e utilizou-se para isso a área
de um setor circular e medidas de segmento de retas por meio da exploração de semelhança entre
triângulos. Por fim, utilizaram-se séries de potências para a construção algébrica do cosseno e
do seno na trigonometria convencional. A pesquisa demonstrou que a perspectiva algébrica pode
enriquecer a compreensão dos conceitos trigonométricos, conectando aspectos tradicionais com
abordagens inovadoras. A hipótese inicial, que propunha que a abordagem algébrica poderia
oferecer novas formas de compreender e aplicar a trigonometria, foi confirmada ao demonstrar
a possibilidade de construir conceitos trigonométricos utilizando ferramentas algébricas.

Palavras-chave: Álgebra; Geometria; Série de potências; Relações trigonométricas.
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ABSTRACT

This work presents a comprehensive examination of trigonometry from an algebraic standpoint,
delving into both conventional definitions and efforts to interpret trigonometry through algebraic
entities. It covers the fundamentals of conventional trigonometry in the context of right triangles
and the trigonometric circle, encompassing topics ranging from trigonometric ratios to trigonome-
tric functions. From this, a quest for a new understanding of trigonometry began.The investigation
utilized measurements of the area of a circular sector and keasurements of line segments through
the exploration of triangle similarity. Finally, power series were employed for the algebraic cons-
truction of cosine and sine in traditional trigonometry. The research has illustrated that adopting an
algebraic perspective can enhance the comprehension of trigonometric concepts, establishing con-
nections between traditional elements and innovative approaches. The initial hypothesis, asserting
that this algebraic approach could offer novel insights into understanding and applying trigono-
metry, was validated by demonstrating the possibility of constructing trigonometry through the
utilization of algebraic concepts.

Keywords: Algebra; Geometry; Power series; Trigonometric relations.
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INTRODUÇÃO

A trigonometria é uma disciplina matemática fundamental que estuda as relações entre os
ângulos e os lados dos triângulos, bem como as funções trigonométricas. Historicamente, essa
área da matemática desempenhou um papel crucial em várias aplicações científicas e práticas,
desde a medição de distâncias astronômicas até a análise de movimentos oscilatórios. No entanto,
ao longo do tempo, matemáticos têm explorado abordagens alternativas para entender os conceitos
trigonométricos, especialmente por meio de métodos algébricos.

Este trabalho tem como objetivo principal realizar um estudo da trigonometria sob uma pers-
pectiva algébrica, visando enriquecer a compreensão tradicional desta disciplina. Este estudo
engloba tanto a trigonometria tradicional, que chamaremos de "trigonometria usual", quanto as
abordagens alternativas e inovadoras e suas potenciais contribuições para a compreensão da ma-
téria. Os objetivos específicos deste trabalho incluem explorar a trigonometria no triângulo retân-
gulo, analisar a circunferência trigonométrica (incluindo sua construção e a unidade de medida
em radianos), investigar as funções trigonométricas e explorar novas abordagens e tentativas de
compreender a trigonometria a partir de métodos algébricos, além de construir identidades tri-
gonométricas a partir da álgebra. Essa abordagem, ao traduzir conceitos trigonométricos para a
linguagem algébrica, permite-nos estabelecer relações fundamentais, como a soma de ângulos, e
revelar padrões subjacentes que podem não ser imediatamente evidentes na formulação trigono-
métrica original.

A problematização central deste estudo reside na busca por construir uma trigonometria alter-
nativa por meio de uma perspectiva algébrica. A hipótese subjacente a esta pesquisa é que uma
perspectiva algébrica da trigonometria pode proporcionar novas formas de compreensão e aplica-
ção desses conceitos matemáticos, tornando-se uma ferramenta valiosa para estudantes, professo-
res e pesquisadores da matemática. Este trabalho se estrutura em três seções principais, conforme
detalhado no sumário, para abordar de forma mais abrangente os objetivos estabelecidos e contri-
buir para o avanço do conhecimento na área da trigonometria.

Esperamos que este estudo beneficie estudantes, professores e pesquisadores de diversas ma-
neiras. Para estudantes, aprofundando sua compreensão da trigonometria e suas aplicações ma-
temáticas, proporcionando uma base sólida para o avanço em disciplinas mais avançadas. Para
professores, oferecendo recursos robustos que podem enriquecer o processo de ensino, tornando
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as aulas mais envolventes e informativas. E para pesquisadores, abrindo possibilidades de novas
investigações e descobertas, contribuindo assim para o desenvolvimento contínuo da matemática.
Desejamos que esse estudo não apenas forneça conhecimento, mas também inspire a busca pelo
saber, promovendo avanços significativos em diversas áreas da matemática.
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1 A TRIGONOMETRIA USUAL

Para reescrever a trigonometria usual em termos puramente algébricos, sem depender de ob-
jetos geométricos, é fundamental conhecer seus elementos, entender seus conceitos e suas defini-
ções. Nesse processo, basearemos nossa compreensão na estruturação e nas abordagens apresen-
tadas por Iezzi (2016), Leonardo (2016), Paiva (2013) e Santos e Maymone (2018).

1.1 Trigonometria no Triângulo Retângulo
Na geometria euclidiana, um triângulo retângulo é aquele que possui um ângulo reto. Na

Figura 1.1, ilustramos um triângulo retângulo com os ângulos alpha (α), beta (β ) e theta (θ ),
sendo θ o ângulo reto, que possui um valor de 90 graus.

Figura 1.1: Triângulo retângulo

Fonte: elaborada pelo autor

Para melhor explorar as características de um triângulo retângulo, atribuímos algumas deno-
minações aos seus lados. Ainda com base na Figura 1.1, chamamos o lado oposto ao ângulo reto
θ de hipotenusa a, o lado oposto ao ângulo α de cateto oposto b, e o lado adjacente ao ângulo α

de cateto adjacente c.
Esses lados podem ser relacionados por meio da propriedade da área de um quadrado formado

pelos lados do triângulo. Nesse caso, podemos expressar a relação entre os lados a (hipotenusa)
e b e c (catetos) da seguinte forma: a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da
hipotenusa.

a2 = b2 + c2 (1.1)
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Essa relação é conhecida como o Teorema de Pitágoras, e uma representação geométrica dela
pode ser observada na Figura 1.2.

Figura 1.2: Interpretação geométrica do Teorema de Pitágoras

Fonte: elaborada pelo autor

A trigonometria no triângulo retângulo estabelece relações entre os ângulos agudos do tri-
ângulo retângulo e seus lados. Essas relações são denominadas razões trigonométricas, e serão
apresentadas nos subtópicos a seguir.

1.1.1 Razões Trigonométricas no Triângulo Retângulo

A Figura 1.3 ilustra a possibilidade de construir infinitos triângulos retângulos a partir de duas
semirretas não paralelas e não coincidentes, de modo que todos esses triângulos compartilham o
mesmo ângulo agudo de medida α .
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Figura 1.3: Triângulos retângulos formados por semiretas

Fonte: elaborada pelo autor

Nos triângulos △OAB, △OCD e △OEF da Figura 1.3, usando a propriedade da semelhança
de triângulos, obtemos as seguintes razões proporcionais:

AB
OA

=
CD
OC

=
EF
OE

= r1

OB
OA

=
OD
OC

=
OF
OE

= r2

AB
OB

=
CD
OD

=
EF
OF

= r3

Podemos nomear as razões proporcionais r1, r2 e r3 como as razões trigonométricas chamadas,
respectivamente, seno de α (sen(α)), cosseno de α (cos(α)) e tangente de α (tg(α)). Isso significa
que essas razões relacionam os lados de qualquer triângulo retângulo (Figura 1.1) da seguinte
maneira:

sen(α) =
medida do cateto oposto a α

medida da hipotenusa
=

b
a

cos(α) =
medida do cateto adjacente a α

medida da hipotenusa
=

c
a

tg(α) =
medida do cateto oposto a α

medida do cateto adjacenete a α
=

b
c

1.1.2 Razões Trigonométricas de Ângulos Notáveis

Para facilitar o estudo da trigonometria, é útil conhecer os chamados Ângulos notáveis, que
são ângulos agudos com medidas de 30◦, 45◦ e 60◦. Esses ângulos tornam os cálculos das razões
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trigonométricas mais simples.

Ângulo de 45◦

Pelo Teorema de Pitágoras (1.1), podemos facilmente demonstrar que a medida de cada di-
agonal de um quadrado com lado a é a

√
2. Além disso, essa diagonal atua como uma bissetriz

interna dos ângulos internos do quadrado, dividindo cada ângulo de 90◦ em dois ângulos 45◦.

Figura 1.4: Diagonal de um quadrado

Fonte: elaborada pelo autor

Quando o ângulo mede 45◦, obtemos as seguintes razões trigonométricas:

sen(45◦) = a
a
√

2
= 1√

2
=

√
2

2

cos(45◦) = a
a
√

2
= 1√

2
=

√
2

2

tg(45◦) = sen(45◦)
cos(45◦) =

a
a = 1

Ângulos de 30◦ e 60◦

Em um triângulo equilátero de lado a, onde cada ângulo mede 60◦, o Teorema de Pitágoras
(1.1) nos permite facilmente mostrar que a medida de qualquer uma de suas alturas é a

√
3

2 . Nesse
caso, a altura age simultaneamente como a bissetriz interna do vértice e a mediana do lado oposto
a esse mesmo vértice, resultando em um ângulo interno de 30◦ e um lado da base com medida a

2 ,
conforme ilustrado na Figura 1.5.
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Figura 1.5: Triângulo equilátero

Fonte: elaborada pelo autor

Desta forma, podemos obter as razões trigonométrica para o ângulo de 30◦, por:

sen(30◦) =
a
2
a = 1

2 , cos(30◦) =
a
√

3
2
a =

√
3

2 , e tg(30◦) = sen(30◦)
cos(30◦) =

a
2
a

a
√

3
2
a

= 1√
3
=

√
3

3

Para o ângulo de 60◦, temos:

sen(60◦) =
√

3
2 cos(60◦) = 1

2 tg(60◦) = sen(60◦)
cos(60◦) =

√
3

2
1
2
=
√

3

Com as razões trigonométricas dos ângulos com medidas de 30◦, 45◦ e 60◦, podemos construir
uma tabela, denominada Tabela Trigonométrica dos ângulos notáveis (Tabela 1.1).

Tabela 1.1: Tabela trigonométrica dos ângulos notáveis

30◦ 45◦ 60◦

sen 1
2

√
2

2

√
3

2

cos
√

3
2

√
2

2
1
2

tg
√

3
3 1

√
3

Fonte: elaborada pelo autor

Agora, respondemos às seguintes perguntas: podemos determinar as razões trigonométricas
para outros ângulos? É possível encontrar os valores das razões trigonométricas dos ângulos
obtusos e de outros ângulos? A resposta é sim, podemos. Para facilitar o raciocínio, construiremos
uma circunferência denominada Circunferência Trigonométrica, que será abordada no próximo
tópico.
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1.2 Circunferência Trigonométrica
A trigonometria desenvolvida no triângulo retângulo se limita aos ângulos compreendidos

entre 0 e 90◦. Para ampliar a compreensão da trigonometria para outros ângulos, ou seja, os
maiores ou iguais a 90◦ e os menores ou iguais a zero, é preciso fazer o uso de outro objeto
geométrico, no caso, uma circunferência denominada circunferência trigonométrica.

1.2.1 Construção da Circunferência Trigonométrica

Conforme vimos anteriormente, as razões trigonométricas (seno, cosseno e tangente) de um
ângulo agudo em um triângulo retângulo não dependem dos lados do triângulo, mas sim da me-
dida dos ângulos. No entanto, para entender as razões trigonométricas em uma circunferência
trigonométrica, primeiro precisamos construí-la. Começamos considerando uma circunferência
de raio r = 1, cujo centro O coincide com a origem do sistema de coordenadas cartesianas, como
mostrado na Figura 1.6.

Figura 1.6: Circunferência trigonométrica em graus

x

y

0◦

30◦
60◦

90◦
120◦

150◦

180◦

210◦

240◦
270◦

300◦
330◦

360◦

(√
3

2 , 1
2

)
(

1
2 ,

√
3

2

)
(
−

√
3

2 , 1
2

)
(
−1
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Fonte: elaborada pelo autor

Define-se a origem de todos os arcos na circunferência como o ponto A(1,0). Quando a
medida de um arco é no sentido horário, é considerada negativa (−), e quando a medida é no
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sentido anti-horário, é positiva (+). A circunferência trigonométrica também é conhecida como
Círculo Unitário.

1.2.2 Unidade de Medida de Arco e de Ângulo: Radiano

Além de medir ângulos em graus (◦), também podemos medir essa grandeza em radianos
(rad). Um radiano (1 rad) é definido como a medida de um arco cujo comprimento é igual ao raio
(r), que é geralmente definido como a distância do centro da circunferência a qualquer ponto nela
contido, como ilustrado na Figura 1.7. Assim, o ângulo central que subentende um arco de x rad
tem medida de x rad.

Figura 1.7: Arco em radiano

Fonte: elaborada pelo autor

Sabendo que 360 graus é a medida do arco que completa uma volta em uma circunferência e
que o comprimento desse arco é igual a 2πr (em que r é o raio da circunferência), podemos deter-
minar sua equivalência em radianos usando a regra de três, de acordo com a proporcionalidade:

medida do arco (rad) Comprimento do arco
1 rad r

x 2πr

1rad
x

=
r

2πr
⇒ xr = 2πr rad ⇒ x =

2πr rad
r

⇒ x = 2π rad

Portanto, x = 2π rad é a medida do arco que completa uma volta completa na circunferência,
o que equivale a um ângulo de 360º, como ilustrado na Figura 1.8.
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Figura 1.8: Circunferência trigonométrica em radianos
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Fonte: elaborada pelo autor

1.2.3 Razões Trigonométricas de um Arco Trigonométrico

Neste tópico, iremos estabelecer as razões trigonométricas de maneira semelhante ao que fi-
zemos no triângulo retângulo, porém extendendo para outros ângulos.

1.2.3.1 Seno e Cosseno de um Arco Trigonométrico

Para definir as razões trigonométricas em uma circunferência trigonométrica, usaremos a defi-
nição de seno e cosseno de um ângulo agudo em um triângulo retângulo. Para isso, considere um
ponto M em uma circunferência trigonométrica, onde OM é o raio dessa circunferência, ou seja,
OM = 1. Além disso, considere um arco ÃM com medida α , conforme ilustrado na Figura 1.9.
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Figura 1.9: Seno e cosseno de um arco trigonométrico

Fonte: elaborada pelo autor

Dessa maneira, determinamos as razões seno e cosseno por:

cos(α) =
OP
1

= OP & sen(α) =
PM
1

= PM

Ao projetar os catetos do triângulo △OPM nos eixos cartesianos, podemos observar que sen(α)

e cos(α) são, respectivamente, a coordenada y e x do ponto M. Na circunferência trigonométrica,
chamamos o eixo das ordenadas (y) de eixo dos senos e o eixo das abscissas (x) de eixo dos
cossenos.

É importante notar que os valores de seno e cosseno para um ângulo α estão limitados pelo raio
da circunferência, que, nesse caso, tem medida 1. Considerando essa limitação e a possibilidade
deles serem tanto positivos, quanto negativos, podemos concluir que:

−1 ≤ cos(α)≤ 1

−1 ≤ sen(α)≤ 1

Como o seno e o cosseno de um arco trigonométrico podem ser representados pelas coordena-
das de um ponto (x,y) na circunferência trigonométrica em um plano cartesiano, o sinal (positivo
ou negativo) dessas razões trigonométricas está relacionado ao sinal da ordenada e/ou da abscissa
desse ponto. Para entender essa relação, dividimos a circunferência trigonométrica em quatro par-
tes, conhecidas como quadrantes, e observamos cada ponto dessa circunferência, considerando o
sentido anti-horário. O 1◦ quadrante é o conjunto de todos os pontos em que tanto a ordenada
quanto a abscissa são positivos (0◦ a 90 ◦).
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Dessa forma, o seno é positivo quando a ordenada (eixo y) é positiva, o que ocorre no 1◦ e 2◦

quadrante, e é negativo quando a ordenada assume valores negativos, o que acontece no 3◦ e 4◦

quadrante. Por outro lado, o cosseno é positivo quando a abscissa (x) é positiva, o que ocorre no
1◦ e 4◦ quadrante, e é negativo quando a abscissa assume valores negativos, o que acontece no 2◦

e 3◦ quadrante.

1.2.3.2 Tangente de um Arco Trigonométrico

De maneira análoga ao que fizemos para seno e cosseno, podemos definir a tangente de um
arco trigonométrico com base nas definições de tangente de um ângulo agudo de um triângulo
retângulo. Para isso, consideramos novamente uma circunferência trigonométrica. Tomamos um
arco ÃM com medida α e uma reta t paralela ao eixo das ordenadas, que passa pelo ponto A, como
na Figura 1.10.

Figura 1.10: Tangente de um arco trigonométrico

Fonte: elaborada pelo autor

Pela definição de tangente e pela Figura 1.10, temos:

tan(α) =
sen(α)

cos(α)
=

Cateto oposto
Cateto adjacente

=
AT
OA

=
AT
1

= AT → tg(α) = AT

Dessa forma, a tangente de um arco trigonométrico ÃM de medida α é a ordenada (ponto T ,
na Figura 1.10) do ponto de interseção da semirreta

−−→
OM com a reta t, também chamada de eixo

das tangentes.
Diferentemente do cosseno e cosseno, a tangente de um arco trigonométrico não possui res-

trições em relação ao seu valor, em outras palavras, a tangente pode assumir qualquer valor real.
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No entanto, se a abscissa for zero, ou seja, se o valor do cosseno for zero, o valor da tangente será
indeterminado.

O sinal da tangente dependerá do quadrante em que a ordenada do ponto T se encontra, ou
seja, em qual quadrante a semirreta

−−→
OM intercepta o eixo das tangentes. Se a interceptação estiver

no 1º ou 3º quadrante, a tangente terá um sinal positivo; se estiver no 2º ou 4º quadrante, a tangente
terá um sinal negativo.

1.2.4 Razões Trigonométricas Inversas

Definimos em um triângulo retângulo (Figura 1.1) as razões trigonométricas seno (sen(α)),
cosseno (cos(α)) e tangente (tg(α)) de um ângulo agudo α . Além disso, também podemos definir
as suas razões inversas: a cossecante (cossec(α)), a secante (sec(α)) e a cotangente (cotg(α))
para esse mesmo ângulo agudo α .

Como o próprio nome já diz, as razões trigonométricas inversas são as inversas das razões
trigonométricas, ou seja,

cossec(α) =
1

sen(α)
=

medida da hipotenusa
medida do cateto oposto a α

=
a
b

sec(α) =
1

cos(α)
=

medida da hipotenusa
medida do cateto adjacente a α

=
a
c

cotg(α) =
1

tg(α)
=

cos(α)

sen(α)
=

medida do cateto adjacente a α

medida do cateto oposto a α
=

c
b

Com o conhecimento das razões trigonométricas e suas inversas, podemos estabelecer a exis-
tência de algumas propriedades chamadas de identidades trigonométricas. Neste trabalho, no
entanto, apresentaremos a identidade conhecida como a Relação Fundamental da Trigonometria e
as fórmulas de adição.

1.2.5 Relação Fundamental da Trigonometria e Outras Identidades

Considere um triângulo retângulo inscrito em uma circunferência trigonométrica, como o
△OPM na Figura 1.9, em que a hipotenusa é o raio da circunferência e, consequentemente, mede
1 unidade. Sabemos que OP = cos(α) e PM = sen(α) aplicando o de Teorema de Pitágoras (1.1),
obtemos:

OP2 +PM2 = 1 ⇒ sen2(α)+ cos2(α) = 1

sen2(α)+cos2(α) = 1 é conhecida como a Relação fundamental da Trigonometria, e através
dela, podemos derivar várias outras identidades trigonométricas. No entanto, uma vez que o foco
deste trabalho está em outro aspecto, não apresentaremos as demonstrações dessas identidades.
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Em vez disso, destacaremos algumas delas a seguir, e na Tabela 1.2, listaremos essas e outras
identidades.

sen(α +φ) = sen(α)cos(φ)+ cos(α)sen(φ),

sen(α −φ) = sen(α)cos(φ)− cos(α)sen(φ),

cos(α +φ) = cos(α)cos(φ)− sen(α)sen(φ),

cos(α −φ) = cos(α)cos(φ)+ sen(α)sen(φ).

Tabela 1.2: Relações trigonométricas

1) sen2(α)+ cos2(α) = 1 2) tg(α) = sen(α)
cos(α)

3) cossec(α) = 1
sen(α) 4) sec(α) = 1

cos(α)

5) cotg(α) = 1
tg(α) 6) cotg(α) = cos(α)

sen(α)

7) 1+ tg2(α) = sec2(α) 8) 1+ cotg2(α) = cossec2(α)
9) sen(−α) =−sen(α) 10) cos(−α) = cos(α)
11) tg(−α) =−tg(α) 12) sen(α ±φ) = sen(α)cos(φ)± cos(α)sen(φ)
13) cos(α ±φ) = cos(α)cos(φ)∓ sen(α)sen(φ) 14) tg(α +φ) = tg(α)+tg(φ)

1−tg(α)tg(φ)

15) tg(a−b) = tg(α)−tg(φ)
1+tg(α)tg(φ) 16) cos2(α) = 1+cos(2α)

2

17) sen2(α) = 1−cos(2α)
2 18) |sen(α

2 )|=
√

1−cos(α)
2

19) |cos(α

2 )|=
√

1+cos(α)
2 20) tg(α

2 ) =
1−cos(α)

sen(α) = sen(α)
1−cos(α)

21) sen(α)sen(φ) = cos(α−φ)−cos(α+φ)
2 22) cos(α)cos(φ) = cos(α−φ)+cos(α+φ)

2
23) sen(α)cos(φ) = sen(α−φ)+sen(α+φ)

2 24) cos(α)sen(φ) = sen(α+φ)−sen(α−φ)
2

25) 1± sen(α) = 1± cos(π

2 −α) 26) sen(α)± sen(φ) = 2sen(α±φ

2 )cos(α∓φ

2 )

27) cos(α)+ cos(φ) = 2cos(α+φ

2 )cos(α−φ

2 ) 28) cos(α)− cos(φ) =−2sen(α+φ

2 )sen(α−φ

2 )

Fonte: adaptado de Universidade Federal de Pelotas, 2013

1.3 Funções Trigonométricas
Ao longo do trabalho, tentaremos definir funções e, para fins de comparação, é importante

compreender as funções trigonométricas sen(x) e cos(x), juntamente com algumas de suas propri-
edades.
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1.3.1 Função Seno

Definimos a função seno como uma função f : R→ R, pela lei de formação dada por f (x) =
sen(x). Como não há restrições em sen(x), o domínio de f é D f = R. Conforme vimos anterior-
mente, −1 ≤ sen(x)≤ 1, o que significa que a imagem de f é [-1, 1], ou seja, Im f ⊂ [−1,1]. Além
disso, observamos que sen(x) > 0, para (x,sen(x)) nos 1º e 2º quadrantes, enquanto sen(x) < 0,
para (x,sen(x)) nos 3º e 4º quadrantes. Portanto, f (x)> 0 nos primeiros dois quadrantes e f (x)< 0
nos dois últimos quadrantes.

Também podemos representar o gráfico de f (x), conforme mostrado na Figura 1.11.

Figura 1.11: Gráfico da função f(x) = sen(x)

Fonte: elaborada pelo autor

Podemos observar que a função é periódica, com um período de 2π e deduzir da circunferência
trigonométrica, as seguintes relações:

sen(0) = 0, e

sen(−x) =−sen(x)

1.3.2 Função Cosseno

De maneira análoga, podemos definir uma função g : R→ R, com a lei de formação g(x) =
cos(x) e o domínio de g dado por Dg = R. Como vimos anteriormente, −1 ≤ cos(x) ≤ 1, o que
significa que a imagem de g ⊂ [−1,1], isto é, Im f = [−1,1].

Também sabemos que cos(x) > 0, para (x,cos(x)) no 1º e 4º quadrante, e cos(x) < 0, para
(x,cos(x)) no 2º e 3º quadrante. Portanto, g(x) > 0 no primeiro e quarto quadrante, enquanto
g(x)< 0 no segundo e terceiro quadrante.

Podemos ver a representação do gráfico de g(x) na 1.12.



28

Figura 1.12: Gráfico da função g(x) = cos(x)

Fonte: elaborada pelo autor

Pelo gráfico de g(x), na Figura 1.12, podemos ver que sua periodiciade também é de 2π .
Temos ainda, pela circunferência trigonométrica:

cos(0) = 1 e

cos(−x) = cos(x)

1.3.3 Derivadas das Funções Seno e Cosseno

Guidorizzi (2011) prova que as derivadas de sen(x) e cos(x) são, respectivamente, cos(x) e
−sen(x), ou seja:

sen′(x) = cos(x), e

cos′(x) =−sen(x)

Neste capítulo, apresentamos as razões trigonométricas e algumas de suas propriedades com
o objetivo de, ao longo do trabalho, comparar tais identidades com os resultados apresentados nos
capítulos subsequentes. Com isso em mente, buscaremos desenvolver uma trigonometria algébrica
no próximo capítulo.
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2 UMA NOVA TRIGONOMETRIA:
ABORDAGENS, TENTATIVAS E
OBSTÁCULOS

Neste capítulo, apresentamos nossa busca pelo desenvolvimento da Trigonometria algébrica.
Inicialmente consideramos dois números reais a e b tais que

a2 +b2 = 1 (2.1)

A partir disso, resolvemos nomear a como sendo cosseno (cos) e b como sendo seno (sen),
ou seja, a = cos e b = sen. E, com isso, alguns conceitos e propriedades da trigonometria usual
podem ser construídos algebricamente. Por exemplo, é possível definir tangente (tg), secante
(sec), cossecante (cossec) e cotangente (cotg), por: tg = sen

cos =
b
a , para a ̸= 0; sec = 1

cos =
1
a , para

a ̸= 0; cossec = 1
sen = 1

b , para b ̸= 0; e cotg = cos
sen = a

b , para b ̸= 0. Ainda, observa-se que a relação
fundamental sen2 + cos2 = 1 já foi estabelecida por a2 +b2 = 1. Outras relações, decorrentes da
fundamental, são construídas naturalamente, como 1+ tg2 = sec2 e cotg2 +1 = cossec2, bastando
dividir todos os termos da relação fundamental por a2 ou por b2.

Apesar de conseguirmos obter algum sucesso na construção da nova trigonometria, ficamos
limitados pela falta de uma relação entre os entes trigonométricos (a e b) e um determinado valor
fixado, como ocorre na trigonometria usual, em que tem-se uma relação entre as razões trigonomé-
tricas e o ângulo. Assim, nosso próximo passo foi tentar estabelecer essa relação, ou seja, buscar
um parâmetro para os entes trigonométricos. Observamos que bastava focar em seno e cosseno,
pois os outros elementos podem ser escritos em função desses dois.

Em suma, era preciso ter:

a = a(x) ou cos = cos(x)

b = b(x) ou sen = sen(x)

ou ainda, a = cos(x) e b = sen(x), em que x ∈ R

Desta forma, neste capítulo, exploramos as abordagens, tentativas e obstáculos que surgiram
ao buscar uma relação entre os números reais a e b com outro número real x.

As abordagens surgiram durante o processo de pesquisa, através de discussões com o profes-
sor orientador e outros professores acerca do tema. Uma dessas abordagens visou relacionar os
números a e b com a área de um setor circular, de forma que a área fosse uma função de a e/ou de
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b. Outra tentativa buscou relacionar esses números com um número real t, que estava relacionado
com a medida de um segmento de reta, pertencente a uma reta tangente à circunferência trigono-
métrica. Vale ressaltar que o uso de geometria se deu apenas para orientar a parametrização pois,
após a obtenção dessa parametrização ela seria definida algebricamente.

2.1 Área de uma Região de um Setor Circular
A primeira abordagem foi uma tentativa de calcular a área de uma região de um setor circular,

que é externa ao triângulo △OPQ (2.1), em função de ao menos um número a e/ou b.
Assim, consideramos uma circunferência de raio r = 1 com centro em O, coincidindo com a

origem do plano cartesiano. Escolhendo um ponto P(a, b) qualquer nessa circunferência, busca-
mos calcular a área A, que está hachurada na Figura 2.1. Com base nos conhecimentos adquiridos
na disciplina de Cálculo Integral e Diferencial I, sabemos que é possível encontrar essa área a
partir de uma integral.

Figura 2.1: Área do segmento cirular A

Fonte: elaborada pelo autor

Para determinar a função a ser integrada, basta isolar uma das variavéis da equação da circun-
ferência de raio r = 1, isto é, x2 + y2 = 1. Por conveniência, isolamos a variável y e obtemos as
funções

y =±
√

1− x2,com a ≤ x ≤ 1

Como estamos considerando apenas o primeiro quadrante, optamos pela função y =
√

1− x2.
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Desta meneira, podemos calcular a área pertencida por meio da integral, ou seja:

A =
∫ 1

a

√
1− x2 dx

Mas, ao tentarmos resolver a integral, encontramos um obstáculo: o resultado dessa integral,
que seria nosso parâmetro, depende do ângulo, e isso frustrou nossa primeira tentativa. Portanto,
buscamos uma abordagem diferente, como veremos a seguir.

2.2 Semelhança Entre Triângulos
Ao buscar uma abordagem diferente da anterior, tentamos estabelecer uma relação entre os

números a e b conforme a Equação 2.1, com parâmetro t, obtido por meio da semelhança entre os
triângulos △OT P e △OAB na Figura 2.2.

Figura 2.2: Interpretação geométrica

Fonte: elaborada pelo autor

Dessa semelhança entre triângulos, temos que

T P
AB

=
OT
OA

⇒ t
b
=

1
a
⇒ t =

b
a

(2.2)

Como a2 +b2 = 1, b =±
√

1−a2. Assim,

t =
b
a
⇒ t =

√
1−a2

a
⇒

t =

√
1−a2

a
⇒ ta =

√
1−b2 ⇒ t2a2 = 1−a2 ⇒ t2a2 +a2 = 1 ⇒
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a2(t2 +1) = 1 ⇒ a2 =
1

t2 +1
⇒ a =±

√
1

t2 +1

Desta forma, podemos expressar o valor de a em função de t.
De maneira análoga, podemos encontrar o valor de b em função de t. como a2+b2 = 1, temos

a =±
√

1−b2. Assim,

t =
b
a
⇒ t =

b√
1−b2

⇒

t =
b√

1−b2
⇒ t

√
1−b2 = b ⇒ t2(1−b2) = b2 ⇒ t2 − t2b2 = b2 ⇒

t2 = b2 + t2b2 ⇒ t2 = b2(1+ t2) ⇒ t2

t2 +1
= b2 ⇒ b =±

√
t2

t2 +1

Agora podemos expressar a e b em função de t:

a = a(t) =±
√

1
t2 +1

b = b(t) =±

√
t2

t2 +1

2.2.1 Funções a(t) e b(t)

Entretanto, da forma como estão escritas, a(t) e b(t) não são funções, pois para cada valor de
t, existem dois valores possíveis para a e b. Para resolver esse problema e tornar essas expressões
semelhantes ao cosseno e ao seno da trigonometria usual, definiremos as funções a(t) e b(t) da
seguinte maneira:

a : R→ R, a(t) =


√

1
t2+1 , se t ≥ 0

−
√

1
t2+1 , se t < 0

b : R→ R, b(t) =


√

t2

t2+1 , se t ≥ 0

−
√

t2

t2+1 , se t < 0

Como t2 ̸=−1, ∀ t ∈ R, podemos determinar os domínios de a e b sendo Da = R e Db = R.
Para determinar a imagem da função a, vamos considerar

0 ≤ t2 ⇒ 1 ≤ t2 +1 ⇒ 1
t2 +1

≤ 1 ⇒
√

1
t2 +1

≤ 1
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Assim, a imagem de a(t) é restrita no intervalo [−1,1], ou seja, −1 ≤ a(t)≤ 1. Para a imagem de
b, temos:

0 < 1 ⇒ t2 < t2 +1 ⇒ t2

t2 +1
< 1 ⇒

√
t2

t2 +1
< 1

Portanto, a imagem de b está no intervalo entre −1 e 1, ou seja, −1 < b(t)< 1.
Pelo modo como foram definidas, podemos notar algumas diferenças entre as funções a(t) e

b(t), respectivamente, com as funções cossseno e seno da trigonometria usual. Por exemplo, para
a função a(t), temos que a(−t) =−a(t) e não existe t ∈ R, para o qual a(t) = 0. Já a função b(t)
não assume valores iguais a 1 e -1. Além disso, podemos observar que ambas as funções não são
periódicas. Outra coisa que podemos observar é que a e b tem sempre o mesmo sinal, ou seja,
a(t) ·b(t) > 0,∀t ∈ R, isso significa que nenhum t tem relação com ângulos do segundo e quarto
quadrantes.

Na Figura 2.3 ilustramos o gráfico de a(t).

Figura 2.3: Gráfico da função a(t)

Fonte: elaborada pelo autor

E a seguir, na Figura 2.4, o gráfico da função b(t):

Figura 2.4: Gráfico da função b(t)

Fonte: elaborada pelo autor
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2.2.2 Parâmetros associados aos ângulos notáveis

Vamos calcular alguns valores de t associados aos ângulos notáveis da trigonometria usual,
a fim de construir uma tabela semelhante à Tabela Trigonométrica dos ângulos notáveis (1.1). A
grosso modo, essa variável tem o valor da tangente na trigonometria usual.

Para t =
√

3
3 , temos

a(

√
3

3
) =

√
1

(
√

3
3 )2 +1

=

√
1

3
9 +1

=

√
1

1
3 +1

=

√
1
4
3

=

√
4
3
=

√
3

2

b(

√
3

3
) =

√√√√ (
√

3
3 )2

(
√

3
3 )2 +1

=

√
3
9

3
9 +1

=

√
1
3

1
3 +1

=

√
1
3
4
3

=

√
1.3
3.4

=

√
1
4
=

1
2

Com t = 1:

a(1) =

√
1

(1)2 +1
=

√
1

1+1
=

√
1
2
=

1√
2
=

√
2

2

b(1) =

√
(1)2

(1)2 +1
=

√
1

1+1
=

√
1
2
=

1√
2
=

√
2

2

E para t =
√

3:

a(
√

3) =

√
1

(
√

3)2 +1
=

√
1

3+1
=

√
1
4
=

1
2

b(
√

3) =

√
(
√

3)2

(
√

3)2 +1
=

√
3

3+1
=

√
3
4
=

√
3

2

Conhecendo esses valores, podemos construir a tabela de parâmetros associados aos ângulos
notáveis (Tabela 2.1):

Tabela 2.1: Tabela Trigonométrica de parâmetros associados aos ângulos notáveis

t
√

3
3 1

√
3

a(t)
√

3
2

√
2

2
1
2

b(t) 1
2

√
2

2

√
3

2

Fonte: elaborada pelo autor

Agora, vamos explorar algumas identidades trigonométricas.
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2.2.3 Relação Fundamental da Trigonometria e Outras identidades

Neste tópico, demonstraremos identidades trigonométricas usando a(t) e b(t). Vamos começar
com a relação fundamental:

a2(t)+b2(t) = (

√
1

t2 +1
)2 +(

√
t2

t2 +1
)2 =

1
t2 +1

+
t2

t2 +1
=

t2 +1
t2 +1

= 1

Mostramos que a2(t) + b2(t) = 1, ou seja, a relação fundamental da trigonometria. Agora
vamos mostrar as fórmulas de adição:

a(t +u) =

√
1

(t +u)2 +1
=

√
1

t2 +2tu+u2 +1

a(t −u) =

√
1

(t −u)2 +1
=

√
1

t2 −2tu+u2 +1

b(t +u) =

√
(t +u)2

(t +u)2 +1
=

√
t2 +2tu+u2

t2 +2tu+u2 +1

b(t +u) =

√
(t −u)2

(t −u)2 +1
=

√
t2 −2tu+u2

t2 −2tu+u2 +1

Com alusão à tangente, à secante, à cossecante e cotangente, definiremos as funções T (t),
a(t)−1, b(t)−1 e T (t)−1, respectivamente, por:

T (t) =
b(t)
a(t)

=

√
t2

t2+1√
1

t2+1

=

√√√√ t2

t2+1
1

t2+1

=

√
t2

1
= |t|,

a(t)−1 =
1

a(t)
=

1√
1

t2+1

=
1
1√

t2+1

=
√

t2 +1,

b(t)−1 =
1

b(t)
=

1√
t2

t2+1

=
1
√

t2√
t2+1

=

√
t2 +1√

t2
=

√
t2 +1

t2 para t ̸= 0,

T (t)−1 =
1

T (t)
=

1
|t|

Neste tópico, conseguimos construir uma trigonometria algébrica que, apesar de não possuir
todas as caraterísticas e propriedades da trigonometria usual, ela pode ser explorada como uma
nova forma de entender uma estrutura matemática. Ressaltamos que apresentamos apenas um
recorte do que poderia ser explorado nessa forma de pensar trigonometria.
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3 A TRIGONOMETRIA COMO
SÉRIES DE POTÊNCIAS

Durante a pesquisa sobre o tema, observamos uma carência de abordagens que desvinculem a
trigonometria da geometria, especialmente no contexto da educação básica. Vale ressaltar que, até
o momento, encontramos apenas métodos que se apoiam em matemática de nível superior para
abordar essa desvinculação. Enquanto a trigonometria tradicionalmente se apoia em conceitos ge-
ométricos, a proposta de Lima (2006) apresenta uma perspectiva que transcende essa dependência,
sendo notadamente explorada no ensino superior por meio das séries de Taylor. Assim, o autor
considera as séries

c(x) =
∞∑

n=0

(−1)nx(2n)

(2n)!
e s(x) =

∞∑
n=0

(−1)nx(2x+1)

(2n+1)!

Ao decorrer deste capítulo, veremos que as séries acima correspondem, respectivamente, ao
cos(x) e sen(x) da trigonometria usual. A seguir, mostraremos a convergência dessas séries.

3.1 Convegência de c(x) e s(x)
Como c(x) e s(x) são séries de potência, podemos demonstrar a convergência dessas séries

através do teste da razão
r = lim

n→∞

|un+1|
|un|

< 1

Primeiro, vamos usar a sequência correspondente a c(x), an =
(−1)nx2n

(2n)! . Como vamos trabalhar

com valor absoluto, podemos simplificar a sequência para an =
x2n

(2n)! . Desta forma, temos:

ra = lim
n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

| x2(n+1)

(2(n+1))! |

| x2n

(2n)! |
= lim

n→∞

| x2n+2

(2n+2)! |

| x2n

(2n)! |
= lim

n→∞

|x2n||x2|
|(2n+2)||(2n+1)||(2n)!|

|x2n|
|(2n)!|

= lim
n→∞

|x2|
|(2n+2)||(2n+1)|

= lim
n→∞

| x2

(2n+2)(2n+1)
|= 0

Assim ra = 0 < 1, indenpendente de x, ou seja, a série c(x) converge no intervalo x ∈ (−∞,+∞).

Agora, usaremos a sequência bn =
(−1)nx2n+1

(2n+1)! para a série s(x). E. pelo motivo anterior, vamos

simplificar a expressão para bn =
x2n+1

(2n+1)! . Assim:



37

rb = lim
n→∞

|bn+1|
|bn|

= lim
n→∞

| x2(n+1)+1

(2(n+1)+1)! |

| x2n+1

(2n+1)! |
= lim

n→∞

| x2n+3

(2n+3)! |

| x2n+1

(2n+1)! |
= lim

n→∞

|x2n+1||x2|
|(2n+3)||(2n+2)||(2n+1)!|

|x2n+1|
|(2n+1)!|

= lim
n→∞

|x2|
|(2n+3)||(2n+2)|

= lim
n→∞

| x2

(2n+3)(2n+3)
|= 0

Como rb = 0,, ∀x, então s(x) converge no invetervalo x ∈ (−∞,+∞).
Sabendo que as séries convergem e que o raio de convergência tanto de c(x) quanto de s(x)

está no intervalo x ∈ (−∞,+∞), isto é, possui raio de convegência infinito, vamos expandir essas
séries e trabalhar com as funções c(x) e s(x).

3.2 Definindo as Funções c(x) e s(x)
Vimos que c(x) e s(x) possuem raio de convergência infinito. Assim, podemos definir, por

meio das séries apresentadas, as funções c: R → R e s : R → R, sendo ambas de classe C∞, ou
seja, podem ser diferenciadas infinitamente.

Expandindo a série c(x), temos

c(x) =
(−1)0x(2·0)

(2 ·0)!
+

(−1)1x(2·1)

(2 ·1)!
+

(−1)2x(2·2)

(2 ·2)!
+

(−1)3x(2·3)

(2 ·3)!

+
(−1)4x(2·4)

(2 ·4)!
+

(−1)5x(2·5)

(2 ·5)!
+

(−1)6x(2·6)

(2 ·6)!
+

(−1)7x(2·7)

(2 ·7)!
+ · · ·

⇒ c(x) = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
− x10

10!
+

x12

12!
− x14

14!
+ · · ·

Fazendo de maneira análoga com s(x), vamos obter

s(x) = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+

x9

9!
− x11

11!
+

x13

13!
− x15

15!
+ · · ·

Com as séries expandidas, é fácil observar que c(0) = 1, c(−x) = c(x), s(0) = 0 e s(−x) =
−s(x)

Também podemos observar que

c′(x) = 0− x+
x3

3!
− x5

5!
+

x7

7!
− x9

9!
+

x11

11!
− x13

13!
+ · · ·=−s(x) e

s′(x) = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
− x10

10!
+

x12

12!
− x14

14!
+ · · ·= c(x)

Agora que conhecemos essas relações, podemos mostrar algumas identidades, começando
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pela relação fundamental da trigonometria.

3.3 Relação Fundamental da Trigonometria
Dada a função f (x) = c2(x) + s2(x), Observe f (0) = c2(0) + s2(0) = 12 + 02 = 1+ 0 = 1.

Derivando f (x), temos
f ′(x) = 2c(x)c′(x)+2s(x)s′(x)

Sabendo que c′(x) =−s(x) e s′(x) = c(x), temos:

f ′(x) = 2c(x)(−s(x)+2sc(x) =−2c(x)s(x)+2s(x)c(x) = 0

Se f ′(0) = 0, então f (x) é uma função constante. Uma vez que f (0) = 1, podemos concluir
que c2(x)+ s2(x) = 1, ∀x ∈ R. Ou seja, a relação fundamental da trigonometria.

3.4 Fórmulas de Adição
Podemos, de forma análoga, mostrar as fórmulas de adição:

c(x+ y) = c(x)c(y)− s(x)s(y)

s(x+ y) = s(x)c(y)+ c(x)s(y)

Para provar as fórmulas citadas considere as funções f (x) = c(x+ y)− c(x)c(y)+ s(x)s(y) e
g(x) = s(x+ y)− s(x)c(y)− c(x)s(y). Vamos provar que f (x) = g(x) = 0, ∀x ∈ R.

Fazendo a derivada de f (x) e g(x), em relação a x, temos:

f ′(x)= c′(x+y)−c′(x)c(y)+s′(x)s(y)=−s(x+y)+s(x)c(y)+c(x)s(y)=−[s(x+y)−s(x)cy(y)−c(x)s(y)]=−g(x)

g′(x) == s′(x+ y)− s′(x)c(y)− c′(x)s(y) = c(x+ y)− c(x)c(y)+ s(x)s(y) = f (x)

Agora, considere a função h(x) = f 2(x)+g2(x). Derivando h(x), temos:

h′(x) = 2 f ′(x) f (x)+2g′(x)g(x) =−2g(x) f (x)+2 f (x)g(x) = 0

Uma vez que h′(x) = 0, podemos assumir que h(x) é constante. Em outras palavras, f 2(x)+
g2(x) é constante. Dado f (0) = c(0+y)−c(0)c(y)+s(0)s(y) = c(y)−c(y)+0= 0 e g(0) = s(0+
y)− s(0)c(y)− c(0)s(y) = s(y)− 0− s(y) = 0, obemos f(0) = g(0) = 0. Logo f 2(x)+ g2(x) = 0.
Portanto, f (x) = g(x) = 0, ∀x ∈ R.

Como f (x) = 0 e g(x) = 0, então
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c(x+ y)− c(x)c(y)+ s(x)s(y) = 0 ⇒ c(x+ y) = c(x)c(y)− s(x)s(y)

s(x+ y)− s(x)c(y)− c(x)s(y) = 0 ⇒ s(x+ y) = s(x)c(y)+ c(x)s(y)■

3.5 Periodicidade
Nesse tópico provaremos a periodicidade das funções c(x) e s(x), mas antes mostraremos que

existe x > 0 tal que c(x) = 0. Para isso, vamos supor, por absurdo, que ∀x > 0, c(x)> 0 e chegar
numa contradição. Sabemos que s′(x) = c(x). Como c(x) > 0, então s(x) é crescente para todo
x > 0.

Como c′(x) =−s(x), então
∫

s(x)dx =−c(x). Desta forma, ∀ x > 1, temos:

c(x) = c(1)−
∫ x

1
s(t)dt > 0 ⇒ c(1)>

∫ x

1
s(t)dt

Se s é crescente, vale a desigualdade

s(x)> s(1) ⇒
∫ x

1
s(t)dt > s(1)(x−1) , parax > 1

E portanto:
c(1)> s(1)(x−1) , parax > 1

O que é um absurdo, pois c(1) é constante e s(1) > 0. Logo existe x > 0 tal que c(x) = 0.
O conjunto dos x > 0 tais que c(x) = 0 é fechado, já que c é contínua e c(0) = 1 > 0. Esta

afirmação será demonstrada a seguir.
Considere a função F : B → R contínua
Seja A o conjunto dos pontos a ∈ B tais que f (a) ̸= 0. Isto é, A = {a ∈ B/ f (a) ̸= 0}.
Observe que no caso do cosseno, esse conjunto A é não vazio visto que c(0) = 1.
Como f é contínua, para cada a ∈ A, existe um intervalo Ia = (a−s,a+s) tal que x ∈ Ia∩B ⇒

f (x) ̸= 0 ⇒ Ia ∩B ⊂ A. Seja H = ∪
a∈A

Ia, então H é um conjunto aberto e H ∩B ⊂ A e A ⊂ H ∩B,
ou seja, A = H ∩B.

Assim, se B é aberto, o conjunto A é aberto (pois H é aberto). A sendo aberto, seu comple-
mentar é fechado. ■

Desta forma, o conjunto dos x > 0 tais que c(x) = 0 é fechado e portanto possui um menor
elemento positivo tal que c(x) = 0. Chamaremos esse menor elemento de p

2 , ou seja, c(p/2) = 0.
Mostraremos a seguir a periodicidade das funções c(x) e s(x), com período de 2p.

Da relação fundamental da trigonometria, temos c2(x)+ s2(x) = 1 ⇒ s2(x) = 1−c2(x); Além
disso, usando a fórmula de adição para c(x+ y), encontramos: ¨

c(2x) = c(x+x) = c(x)c(x)−s(x)s(x) = c2(x)−s2(x),⇒ c(2x) = c2(x)−(1−c2(x)) = 2c2(x)−1
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Sabendo disso, podemos calcular

c(p) = c(p/2+ p/2) = 2c2(p/2)−1 = 2.0−1 =−1

c(2p) = c(p+ p) = 2c2(p)−1 = 2(c(p))2 = 2(−1)2 −1 = 2−1 = 1

Conhecendo c(p) =−1 e c(2p) = 1, podemos encontrar os valores de s(p) e s(2p):

s(p) = s(p/2+ p/2) = s(p/2)c(p/2)+ c(p/2)s(p/2) = s(p/2).0+0.s(p/2) = 0

s(2p) = s(p+ p) = s(p)c(p)+ c(p)s(p) = 0.(−1)+(−1).0 = 0

Agora podemos ver a periodicidade de c(x) e s(x):

c(x+2p) = c(x)c(2p)− s(x)s(2p) = c(x).1− s(x).0 = c(x),

s(x+2p) = s(x)c(2p)+ c(x)s(2p) = s(x).1+ c(x).0 = s(x)

Desta forma provamos a periodicidade de 2p das funções c(x) e s(x). Podemos trocar a letra
do nosso alfabeto p pela letra grega π , para se assemelhar a periodicidade da trigonometria usual.
Asim, o período é de 2π .

Neste capítulo, descobrimos que, por meio das séries de Taylor, é possível definir as funções
c(x) e s(x), que correspondem às funções cosseno e seno da trigonometria usual. Além disso,
utilizando as razões s(x)

c(x) ,
1

c(x) ,
1

s(x) ,
c(x)
s(x) , podemos definir, respectivamente, tangente, secante, cos-

secante e cotangente. E, as propriedades da trigonometria usual podem ser provadas com base nas
propriedades de série de potências, observando sempre sua convergência.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

O estudo da trigonometria sob uma perspectiva algébrica revelou-se uma jornada rica e desa-
fiadora, proporcionando conhecimentos valiosos sobre uma das disciplinas matemáticas mais fun-
damentais. Nossa investigação começou explorando os princípios da trigonometria usual, desde
a trigonometria no triângulo retângulo até a circunferência trigonométrica e as funções trigono-
métricas. Também exploramos novas abordagens, considerando aspectos como a área de setores
circulares e semelhanças entre triângulos. Além disso, investigamos as séries de potências c(x) e
s(x) e descobrimos que elas correspondem, respectivamente, ao cosseno e ao seno da trigonome-
tria usual.

Ao longo deste estudo, nossa hipótese de que uma perspectiva algébrica pode enriquecer a
compreensão da trigonometria foi confirmada. Mostramos que é possível construir uma trigono-
metria por meio do uso de conceitos algébricos.

Esperamos que esta pesquisa beneficie estudantes, professores e pesquisadores, proporcio-
nando uma visão ampla e aprofundada da trigonometria algébrica e seu potencial nas aplicações
matemáticas. À medida que continuamos explorando novos horizontes na matemática, a trigono-
metria na perspectiva algébrica se revela como um campo promissor que enriquece nosso enten-
dimento da disciplina.

Além disso, sugerimos futuras linhas de pesquisa para aprofundar ainda mais o campo. A
aplicação da metodologia proposta em sala de aula pode ser explorada, desenvolvendo materiais
didáticos específicos e estratégias pedagógicas que utilizem a trigonometria sob a perspectiva al-
gébrica. Uma investigação das funções sob a perspectiva do cálculo, analisando as derivadas e
integrais das funções a(t) e b(t) obtidas no capítulo 2, ofereceria uma extensão natural deste es-
tudo. Explorar aplicações práticas da trigonometria algébrica em diversos campos, como física,
engenharia e ciência da computação, pode proporcionar percepções valiosoa sobre a eficácia dessa
abordagem em contextos do mundo real.

Assim, encerramos este estudo com a convicção de que a trigonometria, quando abordada de
maneira algébrica, não apenas preserva sua relevância histórica, mas também abre portas para no-
vas descobertas e aplicações matemáticas, contribuindo significativamente para o desenvolvimento
contínuo do campo da matemática.
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