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Resumo

Este trabalho explora as transformagoes geométricas no plano cartesiano, concentrando-
se nas isometrias (translacao, reflexdo e rotagdo) e na homotetia. Para que o leitor com-
preenda todos os conceitos, o trabalho inicia-se com um capitulo de conhecimentos preli-
minares. Em seguida, cada transformacao é apresentada com defini¢des claras e exemplos
praticos, que ajudam a desenvolver o raciocinio geométrico. As isometrias sdo aborda-
das com énfase em sua caracteristica principal: a preservacao da forma e do tamanho da
figura original. Discute-se como elas mantém a distancia entre os pontos e os dngulos,
resultando em uma nova figura que é congruente a inicial. Em contraste, a homotetia é
detalhada como uma transformacgao que foca em ampliacdo e reducdo de figuras. Ela pre-
serva a forma e as proporc¢oes, mas altera o tamanho, criando figuras que sdo semelhantes
a original. Ao final, uma série de exercicios é proposta para solidificar a compreenséao e a

visualizagdo dos conceitos.

Palavras-chave: Transformacoes Geométricas; Isometrias; Homotetia.



Abstract

This work explores geometric transformations on the Cartesian plane, focusing on
isometries (translation, reflection, and rotation) and homothety. To ensure the reader un-
derstands all the concepts, the work begins with a chapter on preliminary knowledge. Fol-
lowing that, each transformation is presented with clear definitions and practical examples,
which help to develop geometric reasoning. Isometries are approached with an emphasis
on their main characteristic: the preservation of the original figure’s shape and size. It
discusses how they maintain the distance between points and angles, resulting in a new
figure that is congruent to the initial one. In contrast, homothety is detailed as a transfor-
mation that focuses on the enlargement and reduction of figures. It preserves the shape
and proportions but alters the size, creating figures that are similar to the original. Fi-
nally, a series of exercises is proposed to solidify the understanding and visualization of

the concepts.

Keywords: Geometric Transformations; Isometries; Homothety
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1 Introducao

No amplo campo da geometria, a compreensao de como as formas se movimentam,
se transformam e se relacionam no plano é fundamental. Duas das transformacoes geo-
métricas mais importantes e frequentemente estudadas sdo as isometrias e as homotetias.
Embora ambas alterem a posicao de figuras, elas o fazem de maneiras distintas, cada uma
com suas proprias propriedades e aplicagOes cruciais em diversas areas da matematica e
além.

As isometrias, do grego iso que significa "igual" e metron que significa "medida" sao
transformagoes que preservam a forma e o tamanho de uma figura. Em outras palavras,
quando uma figura passa por uma isometria, ela ¢ movida no espaco sem ser esticada,
encolhida ou distorcida. Isso significa que comprimentos de segmentos, medidas de angulos
e areas de figuras permanecem inalterados. As isometrias podem ser visualizadas como
"movimentos rigidos" e incluem translagoes, rotacgoes e reflexdes.

Cada isometria manipula uma figura geométrica escolhida para alterar sua posigdo
no plano cartesiano. A translagdo permite deslocar uma figura para uma direcdo desejada,
mantendo suas caracteristicas iniciais. A reflexdo espelha uma figura desejada em relacao
a uma reta no plano cartesiano. A rotagado gira a figura desejada em torno de um ponto
escolhido no plano cartesiano.

Por outro lado, as homotetias, do grego homoios que significa "semelhante" e tetos
que significa "posicao" sdo transformacoes que modificam o tamanho de uma figura, mas
mantém sua forma e orientacdo. Elas atuam como uma "ampliacdo" ou "reducao’ de uma
figura a partir de um ponto fixo, chamado centro de homotetia, e por um fator de escala
especifico. Diferente das isometrias, as homotetias ndo preservam o comprimento dos
segmentos, mas mantém a proporcionalidade entre eles, além de preservar as medidas dos
angulos.

As homotetias sdo importantes para entender conceitos de semelhanca de figuras,
projecoes e modelagem em diferentes escalas, com aplicagdes em cartografia, arquitetura
e engenharia, onde a representacdo de objetos em diferentes tamanhos é comum.

Utilizaremos nesse trabalho como base de construcao tedrica os conceitos presentes
nos livros de (Rezende, 2008) e (Wagner; Carneiro, 2007).

O estudo dessas transformagoes é de suma importancia para a compreensao de con-
ceitos presentes na geometria, tendo em vista que estdao presentes em diversas areas, como
arte, arquitetura, computacao grafica, escalas de mapas, maquetes e projetos de engenha-
ria. Juntas, essas transformagoes oferecem ferramentas poderosas para analisar e mani-
pular formas no espaco, revelando a beleza da geometria.

Esse trabalho em primeiro momento, busca fazer uma breve revisdo de conceitos
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fundamentais da geometria para uma melhor compreensao do tema central, seguido de
uma introdugdo sobre isometrias, apresentando as principais defini¢cbes, propriedades e
exemplos de situacbdes envolvendo sua utilizagdo, em seguida apresentando a homotetia,
suas defini¢oes, propriedades e exemplos. Ao final temos uma lista de exercicios para

melhor fixacdo do contetido apresentado.



2 Noc¢oes Fundamentais

Antes de adentrarmos nas defini¢oes de transformagoes no plano, é necessario revi-
sar algumas defini¢oes fundamentais da geometria euclidiana para a melhor compreensao
e contextualizacdo das propriedades utilizadas nos capitulos seguintes. A base tedrica

utilizada serd predominantemente os livros (Rezende, 2008) e (Wagner; Carneiro, 2007).

2.1 Retas e Angulos

Nessa secao serao apresentadas algumas definigoes e propriedades acerca das retas
e dos angulos. Iniciar-se-4 com os termos indefinidos: ponto e reta. O plano serd visto
como o conjunto composto de pontos e as retas sao seus subconjuntos. Iniciaremos com

os postulados abaixo e, com suas consequéncias.

2.1.1 Retas

Os trés postulados a seguir sdo conhecidos como Postulados de Incidéncia.
Postulado 1. Dado dois pontos distintos, existe uma tnica reta que os contém.
Postulado 2. Em qualquer reta estdo no minimo dois pontos distintos.

Os pontos que estao em uma mesma reta sao chamados de pontos colineares.
Postulado 3. Existem pelo menos trés pontos distintos ndo colineares.

Utilizando apenas os postulados de incidéncia, podemos perceber que os pontos de
uma reta nao podem ser representados pela figura usual de uma reta "continua". Podemos
considerar como exemplo, um "plano" sendo um conjunto formado por trés pontos A, B e
C, e considerar como 'retas" os subconjuntos {4, B}, {A,C} e {B,C}.

Definigao 2.1. Duas retas sdo chamadas de paralelas, se ndo se interseccionam, isto é, se
nenhum ponto pertence a ambas as retas. Se duas retas distintas se interseccionam, sao

chamadas de retas concorrentes.
Como consequéncia dos postulados e da Defini¢do 2.1 acima, temos que:
Teorema 2.2. Duas retas concorrentes se interseccionam em um tinico ponto.

Demonstragdo. Considere r e s duas retas concorrentes em um ponto A. Seja B um
outro ponto que esteja em ambas as retas. Temos pelo Postulado 1, que a reta r é
a reta determinada pelos pontos A e B. Por consequéncia da unicidade apresentada
nesse postulado, r e s seriam a mesma reta, o que contradiz a hipétese inicial de serem

concorrentes. Logo, A é tinico. O
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Como consequéncia dos postulados anteriores, tém-se que:

Teorema 2.3. a) Dada uma reta, existe pelo menos um ponto nao pertencente a ela.
b) Dado um ponto qualquer, existe pelo menos uma reta nao passando por ele.

¢) Dado um ponto qualquer, existem pelo menos duas retas que passam por ele.

Postulado 4. (Postulado da Distancia) A cada par de pontos corresponde um unico
nimero maior ou igual a zero, sendo que este nimero sé é zero se os pontos forem coinci-
dentes.

O ntmero obtido pelo postulado acima é chamado de distancia entre os dois
pontos, os pontos sdo chamados de coincidentes se forem o mesmo ponto.

Sera denotado por AB a distdncia entre os pontos A e B.
Postulado 5. (Postulado da Régua) Podemos estabelecer uma correspondéncia entre

os pontos de uma reta e os nimeros reais de modo que:

1. Cada ponto da reta corresponde a exatamente um nimero real.
2. Cada ntimero real corresponde a exatamente um ponto da reta.

3. A distancia entre dois pontos é o valor absoluto da diferenca entre os nimeros

correspondentes.

Figura 2.1: Exemplo de correspondéncia de pontos

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Foi estabelecido na figura que o S estd em correspondéncia com o ntimero -2, o ponto
P com o nimero 0, o ponto ) com o nimero 1 e o ponto A com o nimero a.

Podemos observar que este postulado nos da a ideia de "continuidade" da reta.
E chamado de postulado da régua porque nos permite, através de uma "régua infinita’
colocada sobre uma reta, medir a distdncia entre dois pontos quaisquer da reta.

Uma correspondéncia como descrito no postulado acima é chamada de sistema
de coordenadas para a reta. O ntmero correspondente a qualquer ponto da reta é
chamado de coordenada do ponto. Dessa forma, caso tenhamos dois pontos A e B
cujas coordenadas sdo a e b respectivamente, a distdncia entre os pontos A e B é dada
por AB = |b—al.
Postulado 6. (Postulado da Colocagdao da Régua) Dados dois pontos A e B numa
reta, pode ser escolhido um sistema de coordenadas de modo que a coordenada de A seja

zero e a coordenada de B seja positiva.
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Figura 2.2: Exemplos de pontos A e B
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Fonte: Elaborada pelo autor
Definicao 2.4. Sejam A, B e C trés pontos colineares e distintos quando tomados dois
a dois. Se AB + BC = AC, dizemos que B esta entre A e C, que serd denotado por
A—-B-C.

Figura 2.3: Pontos colineares A, B e C'

A B c

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Podemos observar que se temos A — B — C' temos também C' — B — A.

Para compreensao dos teoremas seguintes, serd necessaria a relacdo "estar entre"
para numeros reais, que serd definida do seguinte modo: se a, b e ¢ sdo numeros reais,
dizemos que y estd entre x e zse z < y < z ou z < y < . Em ambos os casos serd

utilizada a notacdo z —y — z.

Teorema 2.5. Sejam dados uma reta e trés pontos A, B. e C pertencentes a ela, com

coordenadas x,y e z, respectivamente. Se x —y — z, entdao A — B — C.

Demonstragio. Se © < y < z, entdo AB = |ly—x| =y—x, BC =|z—y|l=2z—ye
AC = |z — x| = z — z. Logo, temos AB+ BC = (y—z)+ (¢ —y) = 2z —x = AC. Logo,
A—B—C. Se z <y < z, de forma anéloga, podemos obter C — B — A. O

Teorema 2.6. Dados trés pontos distintos pertencentes a mesma reta, um e apenas um

deles esté entre os outros dois.

Demonstragéo. Sejam A, B e C pontos colineares distintos. Mostraremos inicialmente
que um deles estd entre os outros dois.

Sejam z, y e z as coordenadas dos pontos A, B e C, respectivamente. Por proprie-
dades de nimeros reais, apenas um, entre os nimeros x, y € z, estd entre os outros dois.
Pelo Teorema 2.6 obtemos que o correspondente ponto A, B ou C estd entre os outros
dois.

Para demonstragao da unicidade, considere que um dos pontos, por exemplo o ponto
B, esté entre os pontos A e C.iremos demonstrar que nao podemos ter A que esta entre

B e C enem C que esta entre A e B.
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De fato, se A estivesse entre os pontos B e C, teriamos que BA+ AC' = BC. Como
por hipétese B esta entre A e C, temos que AB + BC = AC. Como resultado de ambos
teremos 2AB = 0, o que seria impossivel, tendo em vista que A e B sdo pontos distintos.

De forma andloga é possivel demonstrar que C nao pode estar entre A e B. ]
Teorema 2.7. Se A e B sdo pontos distintos quaisquer, entao:

1. Existe um ponto C tal que A — B — C.

2. Existe um ponto C’ tal que C' — A — B.

3. Existe um ponto D tal que A — D — B.

Demonstragdo. Sejam x e y as coordenadas dos pontos A e B, respectivamente. Suponha
que x < y. Tome o ponto C' com a coordenada y + 1, o ponto C’ com coordenada = — 1 e
Tty

o ponto D com coordenada *5¥, dessa forma os itens (1), (2) e (3) acima sao facilmente

verificados. No caso em que y < x o procedimento é analogo. O

Podemos entdo, neste contexto, passar a denotar por f@ a reta determinada pelos

pontos A e B, o que lemos reta AB.
Definig¢ao 2.8. Sejam A e B pontos distintos.

a) O segmento de reta AB, ou simplesmente segmento AB, o qual é denotado por
AB, é definido como sendo o conjunto de pontos A e B, e dos pontos X tais que

A— X — B. Os pontos A e B sao denominados extremidades do segmento AB.

Figura 2.4: Segmento AB

A, B

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)
b) A medida ou comprimento de um segmento AB é definida como a distancia entre
os pontos A e B e, como tal, é denotada por AB.

c) A semi-reta de origem A contendo o ponto B, a qual é denotada por E, é
definida como a unido dos pontos do segmento AB com o conjunto dos pontos X

tais que A — B — X. O ponto A é denominado origem da semi-reta.

Se A esta entre B e C, entao z@ e ﬁ sdo chamadas semi-retas opostas.

Definicao 2.9. Dois segmentos que possuem a mesma medida sdo chamados segmentos

congruentes.
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%
Figura 2.5: 1@ a esquerda e AB a direita

A 8 X x B A

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)
Teorema 2.10. (Teorema da Localizacao de Pontos) Seja 1@ uma semi-reta e seja x um
numero positivo. Entdo existe um tnico ponto P em AB tal que AP = x.

Demonstragdo. Pelo Postulado da Colocacao da Régua, podemos escolher um sistema de
coordenadas para a reta jﬁ de modo que a coordenada de A seja zero e a coordenada de

B seja um ntimero positivo r.

Figura 2.6: Ilustracao do Teorema 2.10

A B P

0 r x

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgdes (Rezende, 2008)

Seja P o ponto cuja coordenada é o ntmero positivo x. Entdo P pertence a 1@
e AP = |x — 0| = |z| = . Como somente um ponto da semi-reta tem a coordenada z,

somente um ponto da semi-reta estard a uma distincia z de A. ]

Definicao 2.11. Um ponto B é ponto médio de um segmento AC se B esta entre A
eC,e AB = BC.

Figura 2.7: Ponto médio de AC

A B c

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Teorema 2.12. Todo segmento tem um tnico ponto médio.

Demonstragdo. Inicialmente iremos provar a existéncia do ponto médio. Queremos um
ponto B, tal que AB + BC = AC e que AB = BC.

Considere um namero real positivo x = %AC . Pelo Teorema 2.10, existe um tnico
ponto B na semi-reta AC tal que AB = .

Como o ponto B estd em ﬁ, temos que B estd em AC ou A—C — B, sendo B # A,
e B#C.

Se B estd em AC temos A — B — C, logo AB + BC = AC e portanto
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BC = AC — %AC’ = %AC = AB.
Se B é tal que A — C — B entao temos que AC + CB = AB e portanto
CB:%AC—AC:—%AC<O

o que é um absurdo. Logo temos AB + BC' = AC e AB = BC, ou seja, B é ponto médio
de AC.

Para provarmos a unicidade do ponto médio, suponhamos que exista outro ponto
M, que seria outro ponto médio de AC, isto é, um ponto M que satisfaz AM +MC = AC
e AM = MC.

Dessa forma, terfamos que 2AM = AC, ou seja, AM = %AC’ e pelo Teorema 2.10,

M coincidiria com B. Logo AC possui um tnico ponto médio. O
Definicao 2.13. Um conjunto é convexo se, para todo par de pontos distintos A e B

desse conjunto, o segmento AB estd inteiramente contido nele.

Figura 2.8: Exemplos de conjuntos convexos

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Figura 2.9: Exemplos de conjuntos ndo convexos

DN o¥ &/,

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Postulado 7. (Postulado da Separagao do Plano) Dada uma reta , os pontos que

nao pertencem a ela formam dois conjuntos disjuntos tais que
1. Cada um dos conjuntos é convexo.

2. Se A pertence a um dos conjuntos e B ao outro, entdo o segmento AB intersecciona

a reta.

Definigcao 2.14. Dada uma reta r, os conjuntos determinados pelo postulado anterior sdao
chamados semiplanos, e r é chamada origem de cada um deles. Dizemos que 7 separa
o plano em dois semiplanos. Se dois pontos A e B estdo no mesmo semiplano, dizemos
que A e B estdo no mesmo lado de r, se A estd em um dos semiplanos e B no outro,

dizemos que A e B estdo em lados opostos da reta r.
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Observagao 2.15. Em relacdo a reta que separa um plano em dois semiplanos, temos

que:

1. Se dois pontos pertencem ao mesmo semiplano, entdo o segmento determinado por

estes pontos estd no mesmo semiplano.

2. Se dois pontos estdo em semiplanos diferentes, entdao o segmento determinado por

estes pontos corta a reta.
Teorema 2.16. Dado os pontos A, B, C e a reta r segue que:

a) Se A e B estdao em lados opostos de uma reta 7, e B e C' estdo em lados opostos de

r, entdo A e C estdo no mesmo lado de r.

b) Se A e B estdo em lados opostos de uma reta r, e B e C estdo no mesmo lado de 7,

entdo A e C estdao em lados opostos de 7.

2.1.2  Angulos

De acordo com (Rezende, 2008), existem controvérsias entre estudiosos quanto &
definigdo de angulo. Vamos aqui dar uma defini¢do, que seréd utilizada no decorrer do

desenvolvimento da teoria aqui apresentada.

Definig¢ao 2.17. Um angulo é a unido de duas semi-retas que tém a mesma origem, mas
nao estao contidas numa mesma reta. Se um angulo é formado pelas semi-retas AB e AC,
entao essas semi-retas sdo chamadas lados do angulo, e o ponto A é chamado vértice do
angulo. Tal dangulo é denominado dngulo BAC' ou dngulo C' AB e representado por BAC
ou @, respectivamente. Algumas vezes, quando estd claro no texto, é simplesmente

denominado dngulo A e representado por A.

Figura 2.10: angulo BAC

A C

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Observacgao 2.18. Na Defini¢ao 2.17, angulo é simplesmente um conjunto que é a uniao
de duas semi-retas de mesma origem nao contidas na mesma reta. No capitulo seguinte,
sera introduzido o conceito de angulos orientados, que sdo dngulos nos quais sao destacados
o lado inicial e final. Nesse caso, os lados inicial e final podem ser coincidentes, definindo

um angulo de medida zero, ou opostos, definindo um angulo de medida 180.
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Definigao 2.19. Dizemos que o ponto P estd no interior do adngulo BAC ou é ponto
interior do 4ngulo BAC' se os pontos P e B estdo no mesmo lado da reta AC e os pontos
P e C estao no mesmo lado da reta AB. O interior do dngulo BAC é o conjunto de todos

0s seus pontos interiores.

E possivel mostrar que o interior de um angulo é um conjunto convexo e que a uniao
de um angulo com o seu interior também é um conjunto convexo.

O exterior de W ¢é o conjunto dos pontos que nao estao no interior e ndo estao no
proprio angulo BAC. Um ponto desse tipo é chamado de ponto exterior do angulo BAC.

Na figura abaixo, P é ponto interior de W, pois P e B estdao no mesmo lado de
jﬁ e P e C estdo no mesmo lado de j@ Os pontos Q, R, T', S e U sdo pontos exteriores
do BAC.

Figura 2.11: Pontos interiores e exteriores de BAC

(4
: P
L]
T
..__-_rrA G
a7, 2

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Postulado 8. (Postulado da Medida de Angulos) A cada angulo BAC corresponde

a um unico nimero real entre 0 e 180.
Definig¢ao 2.20. Pelo postulado anterior, tem-se que:

a) O ntimero correspondente ao postulado anterior é chamado medida do 4ngulo, o que
é denotado por mBAC.

b) Angulos que tém a mesma medida sdo chamados 4ngulos congruentes.
Se BAC e @ sdo congruentes, isto é denotado por BAC = fQ\R

Observacao 2.21. A notacao mBAC representa a medida em graus do angulo W,
isto é, o niimero de graus do dngulo. Nao sera utilizado o simbolo (?) para expressar essa

medida.
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Figura 2.12: mBOA = 45

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Postulado 9. (Postulado da Construgao do Angulo). Seja /ﬁ uma semi-reta
contida na reta origem de um semiplano H. Para cada nimero r entre 0 e 180 existe

exatamente uma semi-reta AP com P em H, tal que mPAB = r.

Figura 2.13: Construcao do angulo PAB

A B

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Postulado 10. (Postulado de Adigdo de Angulos) Se D é um ponto interior do
W, entao m@ = mB/A\D + mﬁA\C

Figura 2.14: Soma dos angulos BAD e DAC

5 | F+8
A, C

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Na figura acima, r é a medida do angulo B/@, s a medida do angulo DAC e r + s

denota a medida do angulo BAC.

Definicao 2.22. Se a soma das medidas de dois dngulos é 180, entdo dizemos que os

angulos sdo suplementares e que cada um é o suplemento do outro.
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Definigao 2.23. Se a soma das medidas de dois adngulos é 90, entdo os adngulos sdo
chamados complementares, e cada um é o complemento do outro.
Um angulo com medida menor que 90 é chamado dngulo agudo, e um angulo com

medida maior que 90 é chamado de Angulo obtuso.

E importante observar que estas definicoes nao estao relacionadas as posigoes dos

angulos, apenas com suas medidas.

Definigcao 2.24. Se zﬁ e @ sao semi-retas opostas e xﬁ é uma outra semi-reta, entao

BAD e DAC formam um par linear.

Figura 2.15: Par linear DAC

5]

c B

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgdes (Rezende, 2008)

Postulado 11. (Postulado do Suplemento) Se dois dngulos formam um par linear,

entdo sdo suplementares.

Observagao 2.25. Sejam E e B duas semi-retas tais que: ou sdo semi-retas opostas e
D é um ponto pertencente a um dos semiplanos determinados pela reta AB, ou nao estao
contidas na mesma reta e D é um ponto interior ao dngulo BAC' por elas formado. Em

ambos os casos, os angulos DAB e DAC sdo chamados angulos adjacentes.

Definigao 2.26. Se os dois angulos de um par linear sdo congruentes, entdo cada um é

um angulo reto.

Figura 2.16: Pares lineares congruentes

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Observagao 2.27. Observe que pelo Postulado do Suplemento temos que um angulo reto

¢ um angulo de medida 90.
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Definigao 2.28. Dois conjuntos, sendo cada um deles uma reta, uma semi-reta, ou um
segmento, sdo perpendiculares se as retas que os contém determinam um angulo reto.

Se uma reta r é perpendicular a uma reta s, isso serd denotado por r L s.

Definigao 2.29. Dois dngulos sdo opostos pelo vértice se os lados de um sdo as semi-

retas opostas aos lados do outro.
Teorema 2.30. Dois angulos opostos pelo vértice sdo congruentes.

Demonstragdo. Considere os dngulos opostos pelo vértice BAC ¢ DAE tais que @ e ﬁ ,
e E e E, sejam dois pares de semi-retas opostas. Entao, pelo Postulado do Suplemento,
BAC e C/@, e CAD e DAE sio pares de angulos suplementares. Assim BAC e EAD

tém o mesmo suplemento. Portanto mCAB = mDAE. ]

Figura 2.17: Angulos DAE ¢ CAB

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Teorema 2.31. Se duas retas que se cortam formam um angulo reto, entdao formam

quatro angulos retos.

Demonstragdo. Considere r e s duas retas que se cortam em um ponto A. Considere
também os pontos B e D pertencentes a r tal que B—A— D e os pontos C e E pertencentes
a s tal que C — A — E. Pela Defini¢do 2.24 temos que DAC e BAC sio um par linear, e
pelo Postulado do Suplemento temos que DAC ¢ BAC sio suplementares, como o angulo
DAC = 90 temos que BAC = 90. Pelo Teorema 2.30 temos que mDAE = mBAC = 90

e mDAC = mEAB = 90, ou seja, todos os dngulos formados sao angulos retos. O

Definicdo 2.32. Sejam A um ponto e 7 um nimero real positivo. Definimos a circun-
feréncia de centro A e raio r, a qual denotamos por C(A,r), como sendo o conjunto de
todos os pontos do plano que estdo & mesma distancia r do ponto A.

O interior de C(A,r) é o conjunto de todos os pontos X tais que AX < r. Um
ponto desse tipo é chamado ponto interior da circunferéncia.

O exterior de C(A,r) é o conjunto de todos os pontos X tais que AX > r. Um
ponto desse tipo é chamado ponto exterior da circunferéncia

A unido de uma circunferéncia com seu interior é chamada uma regido circular

fechada ou circulo.
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Figura 2.18: Circunferéncia e Circulo
A
[ r . r
\ B, / \ A /
Cildr) Circulo

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Definicao 2.33. Chamamos de corda de uma circunferéncia qualquer segmento cujas
extremidades sejam pontos pertencentes a circunferéncia. Qualquer corda de uma circun-
feréncia que contenha seu centro é chamada de didmetro da circunferéncia. Um raio é
também um segmento com uma extremidade sendo um ponto da circunferéncia e a outra,
o centro da mesma. A medida do didmetro da circunferéncia é o dobro da medida de seu

raio.
Na figura abaixo AB,CD e EF sdo cordas da C(O,7), sendo EF um didmetro.

Figura 2.19: Exemplos de cordas de uma circunferéncia

My

]-_Cl.'u.___.a-'

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Definicao 2.34. Duas circunferéncias (ou também dois circulos) que possuem raios

congruentes sao congruentes.

Definicdo 2.35. Seja A, As,...,A,, n > 3, uma sequéncia de n pontos distintos tais que

os segmentos A1 As, AsAs,..., An_1A4, e A, A; tém as seguintes propriedades:
a) Nenhum par de segmentos se intersecciona a nao ser nas suas extremidades.

b) Nenhum par de segmentos com extremidade comum estd na mesma reta.
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A unido dos segmentos A1 Ao,..., Apn_14,, ApA; é chamada poligono , o qual serd
denotado poligono AiAs...A,.

Os pontos A, ..., A, sdo chamados vértices do poligono e os segmentos sdo seus
lados.

A soma dos comprimentos dos lados de um poligono é chamada perimetro do

poligono.

Defini¢ao 2.36. Um poligono é dito convexo se nenhum par de seus pontos estia em

semiplanos opostos relativamente a cada reta que contém um de seus lados.
Assim, o poligono ABC DFE abaixo é convexo e o poligono FGHTJ nao é convexo.

Figura 2.20: Poligono ABCDEF

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Figura 2.21: Poligono FGHIJ

G H."

S
F I s

J

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Os angulos do poligono convexo sao Ai,miﬂ, 1 = 2,...,n—1, e os angulos
Ap_ 1A, A1 e Ay A1 As.

Sdo chamados angulos externos do poligono convexo AjAs...A, cada um dos
angulos B;A;A;11,1=2,...,n—1, B,A,A1 e BiA1A> em que B;, distinto de A;, é um

e
ponto qualquer da semi-reta oposta a A;A;_1, onde B,, distinto de A,, estd na semi-reta
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oposta a A, A,_1 e By é distinto de A1, estd, na semi-reta oposta a m, ou também os
seus correspondentes angulos opostos pelo vértice.

Na figura 2.22, A5/Al\Ag, Al/AQ\Ag,... sdo angulos do poligono A1 A3 Az A4 A5 e B;lg\Ag,
33/143\144, sao alguns de seus angulos externos.

Figura 2.22: Angulos internos e externos de um poligono

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Cada poligono é denominado de acordo com seu nimero de lados. Dessa forma, um
poligono de 3 lados é chamado tridngulo, um de 4 lados, quadrilatero, um de 5 lados
pentagono, um de 6 lados, hexagono e, assim, um de n lados é chamado n-agono.

Um poligono regular é um poligono convexo que possui seus lados dois a dois

congruentes e seus angulos dois a dois congruentes.

2.2 Congruéncia de Triangulos

Nesta secao sera apresentado os trés primeiros casos de congruéncia de tridngulos e
algumas de suas consequéncias.
2.2.1 Congruéncia
De defini¢oes anteriores temos que:
a) Dois segmentos siao congruentes se possuem a mesma medida ou comprimento.
b) Dois angulos sdo congruentes quando possuem a mesma medida.

De maneira geral, duas figuras planas sdo congruentes se uma delas puder ser
deslocada, sem que sejam modificadas sua forma nem suas medidas, até que passe a
coincidir com a outra. Se duas figuras F e F5 forem congruentes, isso serd denotado por
= Fy.

Sao congruentes, por exemplo, duas circunferéncias de mesmo raio.



30

E néo sdo congruentes, por exemplo, duas circunferéncias que possuem raios dife-
rentes.

Pode-se observar, dessa forma, que a congruéncia entre figuras planas satisfaz as
propriedades: reflexiva, simétrica e transitiva.

Como definido anteriormente, por tridngulo entendemos um poligono de trés lados.
Um tridangulo ABC, denotado por AABC, tem por elementos os trés vértices, que sdo
os pontos A, B e C, os trés lados, que sao os segmentos AB, BC' e C'A e os trés angulos
internos, que sao @, B/C\A e @

Figura 2.23: Triangulo ABC

B C

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Um tridngulo pode ser categorizado:

a) Quanto a medida de seus lados:

1. tridngulo equilatero, quando possui os trés lados dois a dois congruentes.

2. triangulo isésceles, quando possui dois de seus lados congruentes entre si.

O terceiro lado é chamado base do tridngulo isésceles.

3. tridngulo escaleno, aquele em que quaisquer dois de seus lados tém medidas

diferentes.

b) Quanto & medida de seus dngulos internos:

1. tridngulo retiangulo, quando possui um angulo reto. Neste caso, o lado
oposto ao angulo reto é chamado hipotenusa e os outros dois sao chamados

catetos.
2. triangulo acutangulo, quando possui os trés angulos agudos.
3. tridngulo obtusiangulo, quando possui um angulo obtuso.

4. triangulo equiangulo, quando possui os trés angulos dois a dois congruentes

A congruéncia de tridngulos se apresenta da seguinte forma:
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Definigao 2.37. Dois tridngulos sdo congruentes se for possivel definir uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que sejam congruentes os pares de lados
correspondentes e também sejam congruentes os pares de angulos correspondentes. Assim,
definida a correspondéncia A <+ D, B < E, C' < F, entre os tridngulos ABC e DEF, se
A~DB~FE,C~F,AB~DE, BC ¥ EF e CA~FD, dizemos que os dois tridngulos
sdo congruentes, o que denotamos por AABC = ADEF.

Figura 2.24: Os triangulos ABC e DFEF sao congruentes

F
B *%
g .
"3 - A ™
P 3 \\ \‘x
B ] D E
Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Para verificarmos a congruéncia entre dois tridngulos pela Definicdo 2.37, seria pre-
ciso verificarmos essas seis congruéncias entre seus elementos. Alguns resultados, en-
tretanto, os chamados casos de congruéncia entre tridngulos, vém contribuir para

facilitar essa verificagao.

2.2.2  Os Trés Primeiros Casos de Congruéncia de Triangulos e Consequéncias

O primeiro caso é apresentado em forma de postulado, os demais, como teoremas
que sdo consequéncias desse postulado.
Postulado 12. (Primeiro Caso de Congruéncia de Tridngulos ou Caso L.A.L.)
Dados dois tridngulos ABC e DEF, se AB = DE, B>~ FE e BC 2 EF entdo AABC =
ADEF.

Figura 2.25: Caso L.A.L. de congruéncia de tridngulos

il o
T F il "

A -\.._\_‘
P T A — .
B E F

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Teorema 2.38 (Teorema do Tridngulo Isésceles). Em um tridngulo isésceles, os

angulos da base sdo congruentes.

Demonstragdo. Considere a correspondéncia que leva o tridngulo ABC nele mesmo de
modo que A ++ A, B +» C e C ++ B. Por hipétese obtemos AB = AC e AC = AB e,
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Figura 2.26: Triangulo is6sceles ABC

A

/\
[
B LG
Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgdes (Rezende, 2008)
como A A segue, pelo caso L.A.L de congruéncia de tridngulos, que AABC = AACB

. Como consequéncia, temos B = (. O

A reciproca desse teorema também ¢é verdadeira, mas sua prova requer a demons-

tracao do segundo caso de congruéncia.
Corolario 2.39. Todo triangulo equilatero possui seus trés dngulos com a mesma medida.

Defini¢ao 2.40. Uma semi-reta OC' é uma bissetriz de um angulo AOB se C estd no
interior de A/O\B e A/O\C' = B/O\C Neste caso, temos mA/O\C = mB/O\C = %mA/O\B

Figura 2.27: O? ¢ a bissetriz de AOB
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Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Teorema 2.41. Todo angulo tem exatamente uma bissetriz.

Demonstragdo. Considere o angulo A da figura:

Tome os pontos B e C, um em cada lado de fT, tais que AB = AC. Seja M o ponto
médio de BC, que est4 no interior de A. Pelo Teorema 2.38 aplicado ao tridngulo ACB,
obtemos a congruéncia dos angulos ABM e ACM. Pelo caso L.A.L. de congruéncia
de tridngulos, obtemos AABM = AACM Como consequéncia temos BAM =~ CAM.
Portanto m é bissetriz do BAC.

Para mostrar a unicidade da bissetriz, suponha que uma outra semi-reta, AD, seja
também uma bissetriz de A. Entdo mBAD = mBAM = %mB//E, do que resulta que

N — .
E coincide com AM, pelo Postulado 9. Portanto AM é a tnica bissetriz de A. O
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Figura 2.28: Ilustracao do Teorema 2.41

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Definigao 2.42. Uma bissetriz de um tridngulo é um segmento da bissetriz de cada

angulo do triangulo compreendido entre o vértice correspondente e o lado oposto.

Teorema 2.43. (Segundo Caso de Congruéncia de Triangulos ou Caso A.L.A.) Dados
dois triangulos ABC e DEF, se A~ D, AB =~ DE ¢ B ~ E, entdo os triangulos sio

congruentes.

Demonstragdo. Considere os triangulos ABC e DEF, satisfazendo as hipdteses do teo-

rema.

Figura 2.29: Ilustracao do Teorema 2.43

-

B C

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Seja F’ um ponto da semi-reta DF tal que DF' = AC.

Ao compararmos os triangulos ABC e DEF’ teremos que, comoAB = DE, A~D
e AC = DF’, segue que eles sio congruentes pelo caso L.A.L. Portanto ABC = DEF".

Como consequéncia desse fato e da hipotese segue que DEF = DEF'. Pelo Postu-
lado 9, ﬁ e _E—ﬁ coincidem.

Portanto F' e F’ sao o mesmo ponto e temos AABC = ADEF O

Teorema 2.44. (Terceiro Caso de Congruéncia de Tridngulos ou Caso L.L.L.) Se dois
tridngulos tém os trés pares de lados correspondentes congruentes, entdo sdo triangulos

congruentes.

Demonstragio. Considerem os tridngulos ABC e DEF tais que AB =~ DE, BC =2 EF e
CA=FD.
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Figura 2.30: Ilustracao do Teorema 2.44

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

No semiplano determinado por % e que nao contém o ponto A, consideremos uma
semi-reta de origem B formando com B? um angulo congruente ao DEF. Escolhamos
sobre ela um ponto D’ tal que BD' = DE. Pelo caso L.A.L., obtemos AD'BC = ADEF.

Agora vamos demonstrar que AABC = AD'BC.

Vamos supor primeiro que H estd entre B e C, como na figura anterior.

Pelo Teorema 2.38 aplicado a ABD’A e AC AD’ respectivamente, obtemos BAD' =
BD'A e CAD' = CD'A.

Ao utilizarmos o Postulado 10, obtemos

m@zm@’+m@:mﬁ+mm:mﬁ'.

Como consequéncia tem-se pelo caso L.A.L. que AABC = AD'BC.

No caso em que B estda entre H e C' como na figura abaixo, ou ainda, no caso
em que C estd entre B e H, é demonstrado analogamente que AD'BC = ADEF e que
AABC =2 AD'BC.

Figura 2.31: Caso onde B esta entre H e C

a ]

7

PR S
i S
' m
L}
m
il

D!

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Em ambos os casos, temos por transitividade que AABC = ADEF.

Agora para o caso em que H = B, isto é, A, B e D’ sao colineares.

Neste caso, AxD , pelo Teorema 2.38 e, por transitividade, A~D. E novamente,
pelo caso L.A.L. obtemos AABC = ADEF.
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Figura 2.32: Caso onde H = B

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgdes (Rezende, 2008)
Os outros dois, casos, H = C ou B — C — H, sdo exatamente analogos aos casos
anteriores. ]

Teorema 2.45. Por um ponto de uma reta dada passa uma tnica reta perpendicular a

essa reta.
Demonstragdo. Considerem a reta r e o ponto P pertencente a r.

Figura 2.33: Ilustracao do Teorema 2.45

m

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Seja H um dos semiplanos que contém r como origem, e seja X um ponto de r
distinto de P. Pelo Postulado 10, existe um ponto V em H tal que XPV 6 um angulo
reto. Seja m a reta PV. Entdo m L r e, assim, temos demonstrado que existe pelo menos
uma reta que satisfaz as condig¢bes do teorema.

Para demostrar a unicidade suponha que existam duas retas distintas mq e mo,
passando pelo ponto P e perpendiculares a r, e contendo respectivamente os pontos Vj e
V5 ambos pertencentes a H.

As retas m1 e mo contém respectivamente as semi-retas PV; e PVs, que estdo no
mesmo semiplano H, que tem r como origem. Pela Definicdo 2.28, m)?P\Vl = 90. De
modo analogo, mm = 90. O que contradiz o Postulado 10, que diz que existe somente
uma semi-reta PV com V em H, tal que mX PV = 90. Portanto tem-se uma tnica reta

passando por P e perpendicular a 7. O
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Definig¢ao 2.46. A mediatriz de um segmento é a reta perpendicular ao segmento e que
contém seu ponto médio.
Todo segmento tem exatamente um ponto médio, e pelo ponto médio passa exata-

mente uma reta perpendicular. Assim, a mediatriz é tnica.

Teorema 2.47. A mediatriz de um segmento é o conjunto dos pontos que equidistam das

extremidades do segmento.

Demonstragio. Seja AB um segmento com ponto médio M. Seja m a mediatriz de AB e

seja P um ponto pertencente a m.

Figura 2.34: Ilustracao do Teorema 2.47

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Se P esta no segmento AB, entdao P = M e portanto PA = PB, pela defini¢do de
ponto médio.

Se P nao estd no segmento AB, entdo temos PM = PM, MA = MB e PMA =
PMB pela hipétese. Pelo Postulado 12, temos APMA = APMB. Portanto PA = PB.
Nos dois casos obtemos que P é equidistante dos pontos A e B.

Agora, seja P um ponto equidistante dos pontos A e B. Se P est4d em AB, entdo P
coincide com o ponto médio M de AB, e, portanto, P estid em m.

Consideremos agora o caso em que P nao pertence a AB.

Figura 2.35: Caso onde P nao pertence a AB

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Seja m' = ﬁM Como PM = PM, MA = MB e PA = PB, pelo Teorema 2.44
temos APMA = APMB. Portanto mPMA = mPMB = 90, e, pela Definicao 2.28, m’
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é perpendicular a AB. Pela unicidade da mediatriz temos m = m’ e, portanto, P estd em
m. O]

Defini¢ao 2.48. Uma mediana de um tridngulo é um segmento cujas extremidades sao

um vértice do tridngulo e o ponto médio do lado oposto.

Teorema 2.49. Dado um tridngulo isésceles ABC' com base BC, a mediana desde o

vértice A desse tridngulo coincide com a bissetriz do tridngulo correspondente ao angulo

~

A.

Demonstragio. Seja M o ponto médio de BC, se M é ponto médio temos que BM = MC
e AM a mediana. E como AABC' é isésceles temos que AB = AC. Ao compararmos 0s
tridngulos formados ABAM e ACM A teremos que AB = AC, BM = M(C' e a mediatriz
AM é lado comum aos dois tridngulos. Pelo Teorema 2.44 temos que ABAM = ACM A.
O que implica que mBAM = mCAM , ou seja, AM é bissetriz do dngulo A. O

2.3 Desigualdades Geométricas

Definicao 2.50. Se C' estd entre B e D entao ACD é um angulo externo do tridngulo
ABC.

Figura 2.36: Angulo externo ACD do AABC

A

Fonte: Elaborada pelo autor

Neste caso, os dngulos A e B sdo os &ngulos internos nao adjacentes ao angulo

externo @

Teorema 2.51 (Teorema do Angulo Externo). Um angulo externo de um tridngulo é

maior que qualquer um dos seus angulos internos nao adjacentes.

Demonstragao. Seja AABC um tridngulo qualquer.
Seja um ponto D tal que C estd entre B e D, demonstraremos que ACD > A e
ACD > B.
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Figura 2.37: Ilustracao do Teorema 2.51

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Seja E o ponto médio de AC e seja F o ponto da semi-reta oposta a ﬁ tal que
EF =FEB.

Temos ABEA = AFEC pelo Postulado 12, j4 que AE = CE ¢ BE = FE por
construgao e BEA =~ @, pois sdo angulos opostos pelo vértice.

Como consequéncia temos que A E/C?

Podemos verificar que o ponto F' é ponto interior ao dngulo A/C’5, pelo Postulado
10 aplicado aos angulos ACD, ACF e FCD, obtemos ACD > A.

Para o caso ACD > B:

Tome G como sendo o ponto médio de BC e H o ponto da semi-reta oposta zﬁ tal
que AG = GH.

Tome o segmento C H, poderemos formar o AGHC e verificar que AABG = AGHC
pelo Postulado 10, pois, BG = GC, AGB =~ CGH e AG = GH.

Portanto B =~ GCH e pela Defini¢ao 2.29 temos que B~ FCD . Pelo Postulado
10 aplicado aos angulos ACD, ACF e FCD, temos que ACD > B.

Por consequéncia temos que ACD = A + B

O

Corolario 2.52. Se um tridngulo tem um angulo reto, entao os seus outros dois angulos

sao agudos.

Demonstragdo. Consideremos o AABC, retdngulo em B, e o ponto D com B entre C' e D.
Podemos observar que DBA e ABC formam um par linear, portanto ambos sdo angulos
retos.
Pelo Teorema 2.51 mABD > mCA', e portanto mBCA < 90.
De maneira analoga, temos que mBAC < 90.
O

Teorema 2.53. Por um ponto ndo pertencente a uma reta, existe uma tnica reta per-

pendicular a reta dada.
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Figura 2.38: Ilustragdo do Corolario 2.52
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Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Figura 2.39: Ilustracao da existéncia do Teorema 2.53

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Demonstragdo. Sejam r uma reta e P um ponto ndo pertencente a ela.

Primeiro provamos sua existéncia. Vamos construir por P uma reta conveniente e
mostrar que ela é perpendicular a reta r. Sejam @) e R dois pontos distintos quaisquer de
r. Se % ou ﬁl for perpendicular a r, ndo hé mais o que construir.

Caso contrario, consideremos, no semiplano determinado por r e que nao contém
P, uma semi-reta com origem no ponto @, formando com Cﬁ um angulo congruente ao
PQR.

Seja T" um ponto dessa semi-reta tal que QP = QT. O tridngulo QTP assim
determinado é isésceles com base PT, sendo Cﬁ a bissetriz do angulo @ Logo ﬁ é
perpendicular a r.

Agora provemos sua unicidade. Suponhamos que pelo ponto P nao pertencente a
reta r passem duas retas s e t, ambas perpendiculares a reta r, as quais cortam r nos
pontos S e T respectivamente.

Dessa forma temos PT'S e PST ambos angulos retos do tridngulo PT'S, o que

contradiz o Corolario 2.52. Logo a reta perpendicular ¢ tinica. O

Dado um ponto A e uma reta r, o ponto A’ onde a perpendicular por A encontra

a reta r é chamado pé da perpendicular baixada de A até r, ou também, projecao
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Figura 2.40: Ilustracao da unicidade do Teorema 2.53

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

ortogonal de A sobre r (ou simplesmente projegio de A sobre r) e denotado por proj, A.
O ponto A” pertencente & reta AA’ tal que A”A" = A’ A é o simétrico do ponto A em
relagdo a reta r.

A projecao ortogonal de um segmento AB qualquer sobre a reta r é o segmento

A’B’, denotado por proj,AB, tal que A’ = proj.A e B’ = proj,B.

Teorema 2.54. Se dois lados de um triangulo ndo sdo congruentes, entdo os angulos os

opostos a estes lados ndo sdo congruentes, e o angulo maior é o oposto ao lado maior.
Demonstragdo. Seja AABC um triangulo qualquer. Suponhamos AB > AC.

Figura 2.41: Ilustracao do Teorema 2.54
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Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Seja D o ponto da ﬁ , tal que AD = AB. Sendo entdo ABD um tridngulo isésceles,
temos A/B\D = ﬂ)\B

Da hipétese segue que AD > AC, e entao C esta entre A e D. Portanto, C estd no
interior do ABD e, assim, pelo Postulado 10 , obtemos mABD > mABC. Pelo Teorema
2.51 aplicado ao triangulo CBD, temos mADB < mACB. Com isso mABC < mABD =
mADB < mACB.

A reciproca desse teorema também é valida. O
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Teorema 2.55. Se dois dngulos de um tridngulo nao sdo congruentes, entdo os lados
opostos a eles nao sdo congruentes, e o lado maior é o oposto ao dngulo maior.

Demonstragao. Consideremos um AABC com mC > mB. Queremos mostrar que AB >

AC.
Figura 2.42: Tlustracao do Teorema 2.55
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Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Tem-se trés possibilidades para as medidas AB e AC: AB = AC, AB < AC e AB > AC.
Se AB = AC, entao, pelo Teorema 2.38, temos que B = 5, o que contradiz a hipétese.
Se AB < AC, entao pelo Teorema 2.55 temos mC < mB , 0 que contradiz a hipdtese.
Logo, a unica possibilidade verdadeira é AB > AC. O

Defini¢do 2.56. Definimos distdncia de um ponto A a uma reta r dada, o que

denotamos por d(A,r) como:
a) d(A,r) =0, se A estd em 7.

b) d(A,r) = AA’, onde A’ é o pé da reta perpendicular a r passando por A, se A estd

fora de 7.

2.3.1 Desigualdade Triangular

Teorema 2.57 (Desigualdade Triangular). A soma dos comprimentos de dois lados quais-

quer de um triangulo é maior que o comprimento do terceiro lado

Demonstragéo. Consideremos ABC um tridngulo qualquer. Queremos mostrar que AB +
AC > BC.

Seja D um ponto da semi-reta oposta a ﬁ tal que AD = AB. O triangulo ADB
é entdo isésceles com base BD. Como A estd entre C' e D, temos DC = DA + AC, ou
seja, DC = AB + AC. Ternos, BDC ~ DBA < DBC e, pelo Teorema 2.55 aplicado ao
tridngulo DBC obtemos BC' < DC'. Logo AB + AC > BC, O

2.4 Postulado das Paralelas e a Geometria Euclidiana

Nesta secao, apds alguns resultados, sera apresentado o Postulado das Paralelas ou

Postulado de Euclides, que caracteriza a Geometria Euclidiana.
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Figura 2.43: Ilustracao do Teorema 2.57
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Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

2.4.1 Condicgoes para o Paralelismo de Retas
Teorema 2.58. Duas retas distintas perpendiculares a uma mesma reta sdo paralelas.
Demonstragdo. Sejam s e t retas distintas perpendiculares a uma mesma reta 7.

Figura 2.44: Ilustracao do Teorema 2.58

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Se s e t ndo fossem paralelas, r, s e t determinariam um tridngulo com dois angulos

retos, o que é absurdo, pois contradiz o Corolario 2.52. O

Observagao 2.59. Quando uma reta r for paralela a uma reta s, esse fato serd denotado

por 7 || s.

Teorema 2.60. Por um ponto ndo pertencente a uma reta, passa pelo menos uma reta

paralela a reta dada.

Demonstragdo. Considere a reta r e um ponto P ndo pertencente a ela.
Seja s a reta passando por P e perpendicular a r, e seja t a reta passando por P e

perpendicular a s. Pelo Teorema 2.60, temos que t || 7. O

Definicao 2.61. Uma transversal a duas retas é uma reta que intersecciona essas duas
retas em dois pontos distintos. Neste caso dizemos que as duas retas sdo cortadas pela

transversal.

Observagao 2.62. Se s et forem concorrentes, uma reta que cruza as duas retas no ponto

comum nao é uma transversal.
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Figura 2.45: Ilustracao do Teorema 2.60

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Definigcao 2.63. Seja r uma transversal as retas s e t, interseccionando-as nos pontos P e
@, respectivamente. Seja A um ponto de s e B um ponto de t, tais que A e B estejam em
lados opostos de r. Os dngulos APQ e BQP sdo chamados dngulos alternos internos

formados por s, t e a transversal r.

Figura 2.46: Reta r transversal as retas s e t
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Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Teorema 2.64. Se duas retas cortadas por uma transversal formam dois angulos alternos

internos congruentes, entao as retas sdo paralelas.

Demonstragdo. Sejam r e s duas retas cortadas por uma transversal nos pontos P e Q)

respectivamente. Sejam @ e b os angulos alternos internos congruentes.

Figura 2.47: Tlustracao do Teorema 2.64

of"
a

XP r

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)
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Se r e s se interseccionam em algum ponto R, como na figura abaixo, elas formam um
tridngulo RQP do qual @ é um angulo externo, sendo b um angulo interno nao adjacente

a ele.

Figura 2.48: Ilustracao da contradi¢do do Teorema 2.64

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Pelo Teorema 2.51 temos a > 5, o que contradiz nossa hipétese.

Logo r e s sdao paralelas. O

Definicdo 2.65. Sejam 7 e i angulos alternos internos formados por duas retas cortadas
por uma transversal. Se Z tal que § e Z sdo dngulos opostos pelo vértice, entdo T e Z sdo

ditos angulos correspondentes.

Figura 2.49: Angulos correspondentes 7 e 2

7
/

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Teorema 2.66. Se duas retas sdo cortadas por uma transversal, e se dois dngulos corres-

pondentes sao congruentes, entdao as retas sao paralelas.

2.4.2 O Postulado das Paralelas

Postulado 13. (Postulado das Paralelas) Por um ponto nao pertencente a uma reta

dada, passa uma unica reta paralela a essa reta.
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Teorema 2.67. Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entao os angulos

alternos internos sao congruentes.

Teorema 2.68. Segue que:

a) Duas retas paralelas cortadas por uma transversal formam pares de angulos corres-

pondentes congruentes.
b) Duas retas distintas paralelas a uma mesma reta sdo paralelas entre si.

¢) Se uma reta é perpendicular a uma de duas retas paralelas, entdo é perpendicular &

outra.
d) A medida de cada angulo de um tridngulo equildtero é 60.
Teorema 2.69. A soma das medidas dos dngulos de um tridngulo é 180.
Corolario 2.70. .

a) Seja dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se dois pares de angulos
correspondentes sao congruentes, entdo o terceiro par é também de dngulos corres-

pondentes congruentes.
b) Os angulos agudos de um tridngulo retangulo sdo complementares.

¢) Em todo tridngulo, a medida de um angulo externo é a soma das medidas dos dois

angulos internos nao adjacentes.

2.4.3 Quadrilateros

Definigcao 2.71. Um quadrildtero é um poligono de quatro lados.

Lados opostos de um quadrilatero sao dois de seus lados que nao se interseccionam.
Dois lados sdo consecutivos se tém um vértice comum.

Uma diagonal é um segmento que une dois vértices ndo consecutivos.

Definicao 2.72. Um paralelogramo é um quadrilatero em que os lados opostos sdo

paralelos, isto é, as retas que contém esses lados sao paralelas .
Teorema 2.73. Em um paralelogramo valem as seguintes propriedades:

a) Cada diagonal separa um paralelogramo em dois tridngulos congruentes. Isto é, se
ABCD é um paralelogramo, entdao AABC = ACDA e AABD = ACDB.

b) Dois lados opostos quaisquer em um paralelogramo sao congruentes.
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¢) Dois angulos opostos quaisquer em um paralelogramo sao congruentes.
d) Dois dngulos consecutivos quaisquer em um paralelogramo sdo suplementares.

Corolario 2.74. Se r e s sdo retas paralelas e se A e B sdo dois pontos quaisquer em r,

entdo as distdncias de A e B a s sdo iguais.

Definicao 2.75. A distancia entre duas retas paralelas é a distancia de qualquer

ponto de uma delas a outra.

Teorema 2.76. O segmento com extremidades nos pontos médios de dois lados de um

tridngulo é paralelo ao terceiro lado e tem a metade de seu comprimento.

Definicao 2.77. .
a) Um losango é um paralelogramo cujos lados sdo congruentes.
b) Um retangulo é um paralelogramo cujos angulos sao retos.
¢) Um quadrado é um retdngulo cujos lados sdo congruentes.

Teorema 2.78. E vélido afirmar que:

a) Se um paralelogramo tem um &angulo reto, entdo tem quatro dngulos retos, e o

paralelogramo é um retangulo.
b) Em um losango, as diagonais sdo perpendiculares e se bisseccionam.

¢) Se as diagonais de um quadrilatero se bisseccionam e sdo perpendiculares, entdo o

quadrilatero é um losango.

2.4.4 O Teorema Fundamental da Proporcionalidade e o Teorema de Tales

Definicao 2.79. Se uma transversal intersecciona duas retas r e s, respectivamente, nos
pontos A e B, dizemos que r e s determinam o segmento AB sobre a transversal.

Se uma transversal intersecciona trés retas r, s e t nos pontos A, B e C, respectiva-
mente, e se AB = BC, entdo dizemos que as trés retas determinam segmentos congruentes

sobre a transversal.

Teorema 2.80. Se trés retas paralelas determinam segmentos congruentes sobre uma

transversal, entao determinam segmentos congruentes sobre qualquer outra transversal.

Corolario 2.81. Se trés ou mais retas paralelas determinam segmentos congruentes em

uma transversal, entdo determinam segmentos congruentes em qualquer outra transversal.
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Figura 2.50: Segmento AB sobre a transversal
P

/

B} _—
Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Figura 2.51: Segmentos congruentes sobre a transversal

-_____37(\
B/ -~

o/

/ t

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

5

Lema 2.82. Dados dois segmentos AB e C'D, temos é—g = > onde n e m sao nimeros
inteiros positivos se, e somente se, existe um segmento de comprimento, tal que AB = nc
e CD = mec.

Observagao 2.83. Observamos que, quando é—g é um ntmero irracional a situacdo acima

nao ocorre.

Teorema 2.84 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). Se uma reta paralela a
um dos lados de um triangulo corta os outros dois lados em pontos distintos, entao ela os
divide na mesma razao.

Temos a reciproca desse teorema.

Teorema 2.85. Se uma reta corta dois lados de um tridngulo dividindo-os na mesma

razdo, entao ela é paralela ao terceiro lado.

Teorema 2.86 (Teorema de Tales). Se duas retas sdo transversais a um conjunto de trés
ou mais retas paralelas, entdo a razao entre os comprimentos de dois segmentos quais-
quer determinados sobre uma delas é igual a razao entre os comprimentos dos segmentos

correspondentes determinados sobre a outra.
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2.5 Semelhanga de Tridngulos

Definigao 2.87. Seja S uma correspondéncia biunivoca entre os vértices de dois tri-
angulos. Se os angulos correspondentes sao congruentes e os lados correspondentes sao
proporcionais, entdo a correspondéncia S é uma semelhancga, e dizemos que os tridngulos

sao semelhantes.

Consideremos os tridngulos ABC' e DEF' como na figura.

Figura 2.52: Triangulos ABC' e DEF' semelhantes

T

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

A

E

B C

Escrevemos AABC ~ ADEF para denotar que o tridngulo ABC' é semelhante ao
tridngulo DEF', com a correspondéncia que leva A em D, Bem F, e C cm F.

Dessa maneira, se AABC ~ ADEF temos mA = mﬁ, mB = mE‘, mC = mF e
AB _ BC _ CA

DE — EF — DF-

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de razao
de proporcionalidade ou razao de semelhanga entre os dois tridngulos

Pode-se observar que dois tridngulos sao semelhantes com razao de semelhanga igual

a um, entdo eles sdo congruentes.

Teorema 2.88. (O Teorema de Semelhanga A.A.A.) Dados dois tridngulos ABC e DEF,
seﬁ%ﬁ, E%Eeé%ﬁ, entdao AABC ~ ADEF.

Figura 2.53: Caso de semelhanca A.A.A.

B

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Teorema 2.89. (O Teorema de Semelhanga L.A.L.) Dados dois triangulos ABC' e DEF,
se A= D e AB = 4C entio AABC ~ ADEF.
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Figura 2.54: Caso de semelhanga L.A.L.

/ L,

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Teorema 2.90. (O Teorema de Semelhanga L.L.L.) Se dois tridangulos ABC e DEF séo

tais que seus lados satisfazem a relacao % = % = % entdo AABC ~ ADFEF.

Figura 2.55: Caso de semelhanca L.L.L.

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)



3 Transformacgoes no Plano

Transformagcoes geométricas sdo fungdes que associam a cada ponto do plano um
outro ponto também do plano através de certas relagoes. Uma transformagado no plano IT
¢ uma funcao F : II — II que associa a cada ponto X do plano a um outro ponto X’ tal
que X' =T(X).

As transformacoes que utilizaremos aqui sdo todas bijetivas, ou seja, transformacgoes
em que pontos distintos possuem sempre imagens distintas e também que cada ponto do
plano é imagem de um outro ponto desse plano.

Uma transformacao T possui as seguintes propriedades:

a) Uma transformacdo bijetiva T : IT — II possui uma inversa 7! : IT — II onde para
todo ponto X’ de II, 771 (X’) é o tinico ponto X do plano II tal que T'(X) = X'.

b) Uma transformagcao identidade Id : IT — II é definida por Id(X) = X para todo
ponto X do plano II.

c) Dada duas transformacgoes 77 e T» no plano definimos a composta T} o Ty : IT — 11

como a transformacao que a cada ponto X do plano II, associa o ponto

X' = (T} o To)(X) = Ty (Th(X)).

d) Para qualquer transformacao bijetiva T temos

ToT '=T"1oT =1Id.

e) Se F' é uma figura (portanto um conjunto de pontos de II) definiremos T'(F) =
[T(X),X € F).

3.1 Isometrias e a Congruéncia

Definigcao 3.1. Isometrias sao transformagoes no plano que preservam distancias, isto é,
se T' é uma isometria, para qualquer par de pontos A e B valem a relacao T'(A)T(B) = AB
para quaisquer pontos A e B do plano II.
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Figura 3.1: Transformagao dos pontos AB = T(A)T(B)

Fonte:
Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

A partir da Definic¢do 3.1 , pode-se facilmente verificar que a transformacao inversa

de uma isometria é também uma isometria.
Teorema 3.2. Uma isometria T possui as seguintes propriedades:

a) T leva pontos colineares em pontos colineares. Além disso, se A,B e C sdo pontos
tais que, B estd entre A e C, entdo T'(B) esta entre T'(A) e T(C), ou seja, T preserva

a relacdo "estar entre".

b) T leva retas em retas. Como consequéncia dos itens a) e b), T leva semi-retas em

semi-retas; leva angulos em angulos e segmentos em segmentos.
c) T preserva medidas de dngulos.

d) T preserva paralelismo entre retas, isto é, se r e s sdo retas paralelas, entdo T'(r) e

T'(s) também sdo paralelas.
e) T leva circunferéncias em circunferéncias.

Demonstracgao. .

a) Consideremos os pontos colineares A, B e C, tais que A — B — C e sejam A’, B’ e

C’ suas imagens pela isometria 7.

Figura 3.2: A isometria T" leva ponto colineares em pontos colineares

Fonte:
Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Como A — B — C entao AB + BC' = AC. Sendo T uma isometria, segue que
A'B'+ B'C" = A'C’, ou seja, B’ estd entre A’ e C’ e, portanto, A’, B’ e C' sao

colineares.
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b) Consideremos a reta AB. Como T leva pontos colineares em pontos colineares,
entao T(z@) c A'B'.
—— —
Analogamente T-1(A'B’) C AB. Entdo, A'B' = T(T’l(j@) C T(j@) Portanto
——
T(AB) = A'B'.
Seja a semi-reta zﬁ Como /@ C j@ , consequentemente pelos itens a) e b) teremos
que T(B) =A'B.

Tomemos o segmento AB. Como AB C jﬁ por consequéncia dos itens a) e b)
teremos que T(AB) = A'B’.

Seja o angulo AO0B formado pelos segmentos OA e OB. Como consequéncia dos
itens a) e b) citados anteriormente teremos que OA = O’A’ e OB = O'B’ logo
AOB = AO'B

~

c) Consideremos o dngulo 6 com vértice O e sua imagem 6’ = T'(f) um angulo com

vértice O'.

Figura 3.3: A isometria T preserva angulos

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Ao escolhermos pontos A e B, um em cada lado de 6, tal que OA = OB. Como A’
e B’ sdo imagens de A e B pela isometria T, temos O’A’ = O'B’.

Ainda pela definicao temos que A’'B’ = AB.

Logo pelo caso L.L.L. os triangulos AOB e A’O’B’ sao congruentes, ou seja, por-

tanto os dngulos 6 e §' também sao congruentes.

d) Consideremos as retas paralelas r e s e suas imagens 7’ = T'(r) e s’ = T(s).
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Figura 3.4: A isometria T" preserva paralelismo entre retas

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Suponhamos, por absurdo, que as retas 7’ e s’ sejam concorrentes no ponto O, com
O =T(A) =T(B), sendo A ponto de s e B ponto de r. Isso contraria a defini¢ao
de isometria tendo em vista que A e B sdo pontos distintos do plano.

Logo 7’ e s’ sdo paralelas.

e) Consideremos a circunferéncia C(O, ) (circunferéncia C de centro O e raio r). Pela
defini¢ao de isometria obtemos facilmente que T'(C(O,r)) C C(T(0),r). Agora, seja
Q' um ponto de C(T(O, 1)), ou seja, T(0)Q" = r. Temos entao que T(O)T(Q') =r
para um @ qualquer. Portanto OQ = r, isto ¢, Q' é imagem do ponto Q tal que
Q€ C(O,r).

O]

Estas propriedades nos levam as seguintes defini¢cbes de congruéncia entre duas fi-

guras planas.

Definig¢ao 3.3. Duas figuras F' e G no plano sdo congruentes se existe uma isometria tal

que G é imagem de F' por essa isometria.

Definicao 3.4. A identidade I tal que I(A) = A para qualquer ponto A do plano, é uma

isometria.

3.1.1 Translagao

Defini¢ao 3.5. Sejam A e B pontos distintos do plano. A translacdo T4p(X) ¢ a iso-
metria que leva um ponto X do plano ao ponto Typ(X) = X', tal que ABX'X é um
paralelogramo, se A, B e X nao sao colineares. Se A, B e X sdo colineares, entdo Tap é

tal que XX’ estd na reta AB e os segmentos AX’ e BX possuem o mesmo ponto médio.
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Figura 3.5: Tap(X) quando A, B e X sdo colineares

X X=Tu(X)

A B M

E—

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Figura 3.6: T4p(X) quando A, B e X nao sao colineares

’x,,___________::§:- w(X)
- \‘\AM‘_‘—" -
..é”‘.'_‘_‘.’.._.---.‘.‘ .~
A B
_—_

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)
E importante ressaltar que o sentido de X para X’ é o mesmo de A para B, e que
também ¢é valido para o caso nao colinear que, AX’ e BX tém o mesmo ponto médio M.

Dado os mesmos pontos A e B, pode-se também considerar a translagdo T onde

¢ definida da mesma forma que T4 porém com sentido oposto ao sentido de T4pg.

Figura 3.7: Ta(X) quando A, B e X sdo colineares

B L T et

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Figura 3.8: Tsa(X) quando A, B e X nao sao colineares

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Nesse caso M serd o ponto médio dos segmentos AX e BX' e serd formado o
paralelogramo ABX X'.
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Exemplos

1. Dados os pontos A e B, determinar a translagdo T4 de um tridngulo XY Z dado
pela figura.

Figura 3.9: Triangulo XY Z

e
/

7
Axf‘\

Y Z

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Demonstragio. Sejam X, Y e Z pontos que formam o tridngulo XY Z e AB o
segmento formado pelos pontos A e B, ao transportarmos AB sobre as retas x, y e
z, paralelas a AB que passam pelos pontos X, Y e Z respectivamente, no sentido
de A para B teremos os pontos X', Y' e Z’, o tridngulo X'Y'Z’ é a translagao que

procuramaos.

Figura 3.10: T4p do tridngulo XY Z

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)
[

2. Dado um angulo AOB e um nimero a positivo. Encontre um ponto R em @ e
H —_—
um ponto S em OA, tal que RS =a e mSRB = 120.
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Figura 3.11: Angulo AOB e ntimero a positivo

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Demonstragdo. Temos como primeiro caso que, se mA/O\B = 120, podemos trans-
portar o segmento com medida a na semi-reta OA partindo do ponto O, teremos
assim o ponto S em OA e o ponto R estard coincidindo com o ponto O, ou seja,
RS = OS. Caso mAOB # 120 deveremos considerar um ponto C' em 5§ tal que
O, C e B séo colineares. Ao transportarmos um segmento com medida ¢ em uma
semi-reta com origem no ponto C' que forme um angulo de 120° com C@ o obtere-
—
mos um ponto D. O ponto S serd obtido pela intersecdo de OA com a reta paralela
a O? pelo ponto D.

Figura 3.12: Pontos R e S pedidos pelo exemplo

oo

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

O Ponto R sera obtido através da translacdo Tpg do ponto C.

3.1.2 Reflexdo em Retas

Definicdo 3.6. Considere uma reta r. A isometria dada pela transformacédo, que leva

cada ponto P em seu simétrico P’ em relacao a reta r, é chamada de reflexao na reta r,
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ou simetria de reflexfo na reta r a qual vamos indicar por R,. A reta r é chamada de eixo

de reflexdo de R,.

Em seguida, determinaremos graficamente o simétrico P’ de um ponto P nao per-
tencente a uma reta r em relacdo a mesma.

Basta considerar uma reta s, perpendicular a r que contenha o ponto P, e tomarmos
P’ em s, onde P # P’, tal que P'Q = PQ, onde QQ = proj,P. Podemos observar que a

reta r é a mediatriz de PP’.

Figura 3.13: Representacao grafica de R, P

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)
As propriedades a seguir sdo consequéncias imediatas da Defini¢do 3.6.

Propriedades da Reflexdao em Retas
Valem as propriedades:
a) R,(P)= P se e somente se P é ponto de r.
b) Se s é uma reta perpendicular a r, entdo R,(s) = s.
¢) R.(R,(P)) = P, para todo ponto P do plano.

d) A transformagao inversa de uma reflexdo em uma reta r é uma reflexdo nessa mesma

reta.

Demonstracao.

a) Seja P um ponto pertencente a reta r. Para determinarmos R, (P) podemos tracar uma
reta s perpendicular a r que contenha o ponto P, em seguida tomamos um ponto P’ em s
tal que PQ = QP’, onde Q = proj,P. Podemos observar que proj,P = P, ou seja, Q = P

o que implica que Q = P = P’ como resultado teremos que R,.(P) = P.
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b) Sejam as retas r e s tal que s é perpendicular a r. Para determinarmos R,.(s) podemos
tomar um ponto S qualquer pertencente a s e outro ponto S’ também pertencente a s tal
que SQ = QS’ onde Q = proj,.S. Podemos observar que para cada ponto S € s existe

também S’ € s, ou seja, R(s) = s.

c) Caso P # P’ ou seja, o ponto P ¢ r, basta tragarmos uma reta s, perpendicular a r que
contenha o ponto P, e tomarmos P’ em s, tal que PQ = P'Q, onde Q = proj,(P), assim
teremos P’ onde P’ = R,.(P). Ao realizarmos R, (P’) podemos novamente considerar uma
reta s perpendicular & 7 que contenha o ponto P’ e tomarmos P em s, tal que P'Q = PQ,
onde @ = proj,(P'), assim teremos P onde P = R,(P’), sendo assim R,(R,(P)) = P.

Caso P = P’, ou seja, P € r segue o item a.

d) Temos que a transformagao inversa serd aquela que levard o resultado, nesse caso P/,
ao seu "ponto original" P. Considere uma reta r e um ponto P’, como demonstrado
no item anterior podemos levar P’ em P através da transformacdo R,(P') = P, onde a
mesma tem o papel de transformagao inversa "desfazendo" a reflexdo, ou seja, nesse caso
R.(P") = R, }(P'), por consequéncia temos que a transformacio inversa de uma reflexao

sobre uma reta r também é uma reflexdo sobre essa mesma reta.

O]

Algumas figuras podem coincidir com suas imagens pela reflexdo em relagdo a alguma
reta r. Dizemos que essas figuras sdo simétricas em relagdo a r, ou ainda, que elas possuem
simetria de reflexdo em reta ou simetria axial. Nesse caso r é chamada de eixo de simetria
da figura, o qual serd denotado pela letra e.

Como exemplo temos um tridngulo isésceles ABC, o qual possui eixo de simetria

igual & mediatriz da base BC do tridngulo.

Figura 3.14: Eixo de simetria do triangulo isésceles ABC

e=m

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Outros exemplos de importantes figuras geométricas que possuem um ou mais eixos

de simetria:

- Um segmento AB possui como eixo de simetria a sua mediatriz.
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Figura 3.15: Eixo de simetria de um segmento AB qualquer

e=m

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

- Um angulo possui a reta suporte de sua bissetriz como eixo de simetria.

Figura 3.16: Eixo de simetria de angulo qualquer

o]

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

- O trapézio isésceles também possui como eixo de simetria a mediatriz de suas bases.

Figura 3.17: Eixo de simetria do trapézio isosceles

A M, B
m|
D M, c
e=m

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgdes (Rezende, 2008)

- O paralelogramo, em geral, ndo possui eixo de simetria
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Figura 3.18: Um paralelogramo nao possui eixo de simetria

B c

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

- Mas os particulares, losango e o retdngulo possuem dois eixos de simetria e; e es.

Figura 3.19: Eixos de simetria do losango

C

“\ B/

€

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Figura 3.20: Eixos de simetria do retangulo

€

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

- O quadrado é simétrico em relagdo a quatro eixos de simetria, que sdo as retas

suporte de suas diagonais e as mediatrizes dos seus lados.



61

Figura 3.21: Eixos de simetria do quadrado

el‘
D c
- e,
o
A B e,
€

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

- O tridngulo equilatero possui simetria em relacdo a trés eixos, que sao as retas

suportes de suas medianas.

Figura 3.22: Eixos de simetria do tridngulo equilatero

N

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

- Generalizando, qualquer poligono regular de n lados possui n eixos de simetria.

Figura 3.23: Eixos de simetria de um pentdgono regular

75

=

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)
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Figura 3.24: Eixos de simetria de um hexagono regular

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

- A circunferéncia possui simetria em relagio a reta suporte de qualquer um de seus

didmetros.

Figura 3.25: Eixos de simetria de uma circunferéncia

\e

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Exemplos de Aplicagoes da Reflexdo em Retas

1. Determinaremos a reflexdo do triangulo ABC em relagdo a uma reta r, sendo que o
tridngulo estd contido inteiramente em um dos semiplanos determinados pela reta

r.

Figura 3.26: Triangulo ABC' e a reta r

Fonte: Elaborada pelo autor
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Pode-se observar que o sentido da rotacao dos vértices A, B’ e C’ é oposto ao sentido

de rotagdo dos vértices A, B e C do tridngulo original.

Figura 3.27: Reflexdao do triangulo ABC em relagao a reta r

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

2. Uma mulher mora na casa A, quer buscar 4gua no rio r e levi-la a casa B, do mesmo
lado do rio. Determinaremos graficamente o menor caminho a ser percorrido, para

que essa tarefa possa ser realizada.

Figura 3.28: Representacao do problema proposto

Fonte: Elaborada pelo autor

O menor caminho seria APB, com o ponto P pertencente a interseccdo da reta r
com o segmento AB' e B’ = R,.(B). Essa afirmacao é vélida, pois AB’ = AP +
PB’ e, PB = PB’ pela congruéncia de triangulos retingulos PQB e PQB’, onde
Q = proj.B. Para qualquer outro ponto P’ de r tal que P # P’ teremos, pela
desigualdade triangular AP’ + P'B’ > AB’ e, portanto,AP’ + P'B > AB.
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Figura 3.29: Solugao do problema proposto

i
[
P Qi
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B

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

3. Considere uma reta r e duas circunferéncias C7 e Cy, de centros O1 e Oy respec-
tivamente, situadas uma em cada lado de r, como na figura. Vamos construir um
quadrado ABCD que tenha dois vértices opostos em 7 e, os outros dois, um em

cada uma das circunferéncias.

Figura 3.30: Representagao do problema proposto

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Supondo o problema possa ser resolvido e que os vértices B e D € r, temos que as
diagonais de um quadrado sdo perpendiculares e congruentes, portanto os outros dois
vértices devem ser simétricos em relagao a r. Logo, o vértice A pode ser encontrado
pela intersec¢ao de Cy com C] = R,(Cy) e C = R,(A). Determinadas as posigoes
de A e C no plano, podemos facilmente construir o quadrado ABCD.

Nesse caso podemos ter duas solugdes onde, por consequéncia da interseccao de Co
com C] = R,(C7) teremos os pontos A utilizado na primeira solugdo e o ponto A’ que, ao
aplicarmos R,.(A’) teremos o ponto C’, e como B’ e D’ pertencem a r poderemos também
montar o quadrado A’B’C'D’. O problema pode admitir nenhuma, uma ou duas solugoes

dependendo do ntimero de pontos de intersecgio entre Cy e Cf.
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Figura 3.31: Solugao do problema proposto

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

3.1.3 Rotacgao

Para que possamos definir rotacio, sera necessaria antes compreender a nocio de
angulo orientado, isto é, um angulo no qual estdo bem determinados seu lado inicial,
que é chamado de origem do dngulo, e seu lado final, a a extremidade. Como exemplo,
considere o angulo BAC da figura, onde foi escolhida a semi-reta AB como seu lado inicial,
e a semi-reta AC' como seu lado final. Dizemos que este angulo esté orientado de /ﬁ para
z@ e o denotamos por (/ﬁ , /ﬁ ). Este angulo é considerado diferente do angulo orientado

(AC, AB).

Figura 3.32: Angulo orientado (1@ : 1@)

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)
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Figura 3.33: Angulo orientado (@ : 1@)

\ (AT , AB)

\
¥
A B

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Sao considerados angulos orientados com medida positiva, também chamados de
angulos positivos, aqueles orientados no sentido anti-horério, e &ngulos com medidas ne-

gativas, aqueles orientados no sentido horario.

Definig¢ao 3.7. Seja O um ponto no plano e # um nimero real onde —180 < ¢ < 180. A
rotacao de centro O e angulo 0 ¢ a isometria Ap g que deixa fixo o ponto O e leva o ponto
X, X # O, no ponto X' = Ap p(X), tal que, OX = OX’ e a medida do angulo orientado
(O—Xz,O—>X/) ¢ igual a 0 se 6 # 0 e 6 # 180. Além disso, OX' = OX, sendo O o ponto
médio de XX’,se # =180e X' = X se § =0

Figura 3.34: Rotacao Aycy

B

A C
Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)
Figura 3.35: Rotagao Apx g
X'=,,(X) £

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)
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Figura 3.36: Angulo em que a figura seré rotacionada

{
{
/

I

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

No exemplo a seguir temos a aplicacdo da rotacdo Ap 75 do segmento AB dado ao

redor do ponto O dado.

Figura 3.37: Rotagdo Ap 75 do segmento AB

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

O segmento A'B’ é a imagem pela rotacdo Ap 75 do segmento AB dado.
A seguir, a aplicacdo da rotacao Ap _129 da semicircunferéncia dada ao redor do

ponto O.

Figura 3.38: Angulo a ser realizada a rotacao

120

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgdes (Rezende, 2008)



Figura 3.39: Rotagao Ap _120 da semicircunferéncia de cento C

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)
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Caso 0 = 180, a rotacao Ap ¢ é chamada particularmente de meio-giro, ou reflexao

em relagdo a o ponto fixo O. Ela associa a cada ponto P do plano, o ponto P’

Ao,180(P), tal que, O é o ponto médio do segmento PP’.

Figura 3.40: Rotagao Ap 130 do ponto P

]

p*

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Vamos executar a rotacdo do triangulo ABC ao redor do ponto A no sentido anti-

horario.

Figura 3.41: Angulo em que o tridngulo serd rotacionado

//
/‘\‘\\60
L]

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Se executarmos as rotagoes A4 60,2 4,120, A 4,180, 4,-120,24,—60 do tridngulo ABC,

teremos como resultado a figura abaixo.



Figura 3.42: Rotagao A4 ¢ do tridngulo ABC
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Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Figura 3.43: Rotagoes A460,A4120, Aa 180,84 120,24, 60 do tridngulo ABC

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Pode-se observar que B, D, F, H, J e L sao pontos da mesma circunferéncia C'(A, AB)
e C,E,G,I,K e M estdo na circunferéncia C(A, AC).

Esta figura é um exemplo de uma figura que possui simetria #-rotacional, onde
0 = 60, que serd definida a seguir.

Defini¢ao 3.8. Uma figura tem simetria de rotacdo de um angulo 6, ou tem simetria

f-rotacional, quando coincide com sua imagem pela rotacdo do dngulo 6 ao redor de seu
centro.

Pode-se observar que uma figura possui simetria 6-rotacional se, e somente se, possui

simetria —@-rotacional. Nao importando o sentido da rotacdo, iremos tomar sempre 6 em
seu valor absoluto. A seguir, alguns exemplos:

- O paralelogramo, que ndo possui simetria de reflexdo, mas possui simetria 180-
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rotacional.

Figura 3.44: Rotacao Ap 150 do paralelogramo ABCD

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgdes (Rezende, 2008)

- O quadrado, que possui simetria 90-rotacional e também 180-rotacional.

Figura 3.45: Rotagao Ap g9 do quadrado ABC'D

A B .
\\ 3 B h C
Yy ,"f ‘"-.
- -
\..,' - "
0 © 0
-
-
e D
Al
D C -

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

- O pentédgono regular que possui simetria 72-rotacional e também 144-rotacional.

Figura 3.46: Rotacao Ap 72 do pentdgono ABCDE

] C E D

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcdes (Rezende, 2008)

- O tridngulo equilatero que possui simetria 120-rotacional
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Figura 3.47: Rotagao Ap 144 do pentdgono ABCDE

D e A E

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Figura 3.48: Rotagao Ap 190 do triangulo equilatero ABC

A C

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

- Generalizando, qualquer poligono regular de n-lados possui simetria f-rotacional,

onde 0 = i%, i ¢ um ndmero inteiro positivo, sendo i = 0,..., 5 para n par, ou

1 =0, ”T_l para n impar.



4 Homotetia e Semelhanca

Assim como as isometrias, homotetias sdo transformacoes no plano que fornecem
solugoes mais convenientes a certos problemas de construgoes geométricas, entre estes,
problemas que envolvem tangéncia.

Enquanto duas figuras isométricas tém as mesmas dimensdes e forma, ou seja, sao
congruentes, duas figuras homotéticas possuem apenas a forma em comum. Teremos que
duas figuras homotéticas sdo semelhantes. Em particular, dois poligonos homotéticos

possuem os lados correspondentes paralelos.

4.1 Homotetias e Semelhancas

Defini¢ao 4.1. Fixado um ponto V no plano e um numero real £ # 0, a homotetia
de centro V e razao k ¢ a transformacao isométrica Hyj, que associa cada ponto P do

plano ao ponto P, onde P’ = Hy ;(P) desse plano tal que:
a) Hyp(V)=V.
b) VP = [k|VP.

¢) Os pontos V, P e P’ sdao colineares. Se k > 0, P’ estd na semi-reta VP; se k < 0,
V estd entre P e P’.

O ponto P’ é chamado de homotético de P na homotetia de centro V e razao de
homotetia k.
Se k > 0, a homotetia é chamada de homotetia direta, e se k < 0, homotetia

inversa.

Observagao 4.2. A posi¢ao dos pontos V', P e P’ depende do ntimero k.
Quando 0 < k < 1 o ponto P’ estd entre V e P.
Quando k£ > 1 o ponto P estd entre V e P'.
Quando k < 0 o ponto V estd entre P’ e P.
Quando k = 1 o ponto P’ coincide com P, ou seja, Hy,; é a transformagao identidade.
Quando k£ = —1, o ponto Hy,_; coincide com a rotagao de centro V e angulo de
medida 180.
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Exemplo 4.3. .

a) Quando k = %, ou seja, 0 < k < 1.

v P’ P

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

b) Quando k = 3, ou seja, k > 1.

v P P’

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

¢) Quando k = —%, ou seja, k < 1.

PV p

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

d) Quando k = 1.

v P=p’

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

e) Quando k= —1

P’ N P
Vv

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Proposigao 4.4. A transformacdo inversa de uma homotetia Hy é a homotetia Hy, L.

Demonstragio. Pelas defini¢oes de homotetia, temos que Hy,(A) = A’. Temos que a
inversa de uma transformacio T é a transformacio T~! de modo que T(T~1(A)) =
T-YT(A)) = A, ou seja, H'(H(A)) = A, o que implica que H !(A") = A, e como
VA’ = |k|V A, temos por consequéncia que VA = $VA', ou ainda que Hyi1(A)=A O

1
k

A seguir, algumas propriedades das homotetias
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Propriedade 4.5. Dados um ponto V, um nimero real k, e a homotetia Hyy, sao

verdadeiras:

a) A homotetia Hyy, transforma pontos colineares em pontos colineares. Além disso,
se A, B e C sdo pontos tais que B estd entre A e C, entio Hy(B) estd entre
Hy(A) e Hyi(C), ou seja, Hyy, conserva a relagido "estar entre”.

Demonstragdo. Tome A, B e C, pontos colineares, com B estando entre os pontos

AeC.

Sejam A’, B’ e C' os homotéticos dos pontos A, B e C, respectivamente pela homo-

tetia Hy ;. Pela definicdo de homotetia temos que:

a) V, Ae A sdo colineares, de modo que VA" = |k|V A.
b) V, B e B’ sdo colineares, de modo que VB’ = |k|V B.
¢) V, C e C' sdo colineares, de modo que VC' = |k|VC.

Como os pontos A, B e C' sdo colineares, temos que, ao multiplicarmos suas distan-
cias até o ponto V por |k|, suas novas distancias (VA’, VB’ e VC') também serao
colineares.

Como temos que o ponto B estd entre os pontos A e C' |, logo é valida a relagdo

AB+ BC = AC'. Ao multiplicarmos ambos lados da igualdade por |k| teremos que:
|k|(AB + BC) = |k|(AC) = |k|AB + |k|BC = |k|AC
Pela definicdo de homotetia temos que:
VA = |k|[VA, VB = |klVB e VC' = |k|VC
também é correto afirmar que:

a) AB=VB-VA
b) BC=VC -VB
¢) AC=VC-VA

logo temos que a equacao |k|AB + |k|BC = |k|AC pode ser escrita da seguinte

forma:
|k|(VB —VA)+|k|(VC —-VB)=|k|(VC -VA)
aplicando a propriedade distributiva temos:

k|VB — |k|[VA+ |k|VC — |k|VB = |k[VC — |k|V A
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ou seja,

VB - VA +VC' - VB =VC' - VA — AB' +BC' =AC

b) Hy leva retas em retas.

Demonstracdo. Tome a reta 1@ Como Hyy, leva pontos colineares em pontos
colineares, entao HVk(f@) Cc A'B'.

— —
Analogamente H‘}’}C(A’B’) c 4B. Entdo A'B' = HVk(H;,lc(Ag)) C Hvyk(Ag).
O

Como consequéncia de a) e b), a homotetia Hy, transforma semi-retas em semi-

retas, transforma dngulos em dngulos e, também, segmentos em segmentos.

c) Se V, A e B sao pontos nao colineares, entdo o segmento A’B’, homotético do
segmento AB, é tal que A'B’ = |k|AB e é paralelo a AB quando k # 1. Quando V,

A e B forem colineares o segmento A’B’ estd contido na reta AB.

Demonstragdo. .
Temos que: VA" = |k|V A; V angulo comum; e VB’ = |k|V B.

Figura 4.1: Hy(AB)

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Logo, pelo caso L.A.L. (Teorema 2.89) de semelhanga de tridngulos, os tridngulos
AV B e A'V B’ sdo semelhantes onde a razdo de semelhanga é igual a |k|. Assim temos
que A’B' = |k|AB e A’B’ || AB se k # 1.

Caso A e B forem colineares

Se os pontos A e B forem colineares, teremos que V — A — B, pelas Propriedades
4.5 a) e 4.5 b) temos que Hyj, leva pontos colineares em pontos colineares e segmentos em

segmentos logo o segmento A’B’ C j@ O
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Propriedade 4.6. Também sdo validas:

1. O homotético de uma reta r é uma reta r’ tal que:
a) r’ é paraleloar,se V & r.

Figura 4.2: Hy(r) quando V ¢ r

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

b) r'=r,seV er.

Figura 4.3: Hy(r) quando V € r

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

As demonstragdes das partes a) e b) desta propriedade sdo uma consequéncia ime-

diata das propriedades anteriores e da reciproca do Teorema 2.84.

2. A figura homotética de um tridngulo ABC é um tridngulo A’B’C’ semelhante ao

primeiro, onde sua razao de semelhanca é dada por |k|.

Demonstragdo. Consideremos o centro de homotetia V', o tridngulo ABC e seu

homotético A’B’'C’ como na figura.
Como consequéncia da propriedade 4.5,temos que:

A'B" = |k|AB, B'C' = |[k|BC e A'C’ = |k|AC,
ou seja,

A'B’ B'C’ crA k
AB = BC — CA _’ ’
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Figura 4.4: Tridngulo ABC' e seu homotético A'B'C’

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

e, portanto, pelo caso L.L.L. (Teorema 2.90) de semelhanga de tridngulos segue o
resultado. 0

. A homotetia preserva medida de angulos.

Esta demonstracdo também é uma consequéncia imediata da Propriedade 4.5.

Mas geralmente, temos que uma homotetia transforma qualquer figura F' em uma
figura F’ semelhante a F. E, como mencionado no inicio desse capitulo, como con-
sequéncia da propriedades acima segue que poligono homotéticos sao semelhantes,

porém conservando os lados homélogos paralelos.

. A figura homotética de uma circunferéncia de raio r é uma circunferéncia de raio 7’

tal que r' = |k|r.

Demonstragao. Consideremos a circunferéncia C(C,r). Seja um ponto P perten-
cente a essa circunferéncia. Sejam C’ e P’ os respectivos pontos homotéticos de C
e P.

Figura 4.5: Hy(C(C,r))

Fonte: Elaborada pelo autor

Pela propriedade 4.5, temos C'P’' = |k|CP = |k|r.
Afirmamos que Hy ,(C(C,r)) = C(C',r"), onde r’' = |k|r.
De fato, seja A € C(C,r). Entdo AC = r e Hy(AC) = A'C" tal que A'C’ =
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|k|AC = |k|r.

Portanto A" € C(C’,r").

Por outro lado, tomemos uma ponto Q € C(C’, 7). Logo C'Q =1’ = |k|r. Seja S o
homotético de @ na homotetia H v,1:0U seja, a inversa da homotetia Hy ;. Teremos
que CS = |£|.|k|.r = r e, portanto, S € C(C, 7). O

Outra forma de demonstrar a propriedade acima seria utilizando os mesmos passos
utilizados no Teorema 3.2 item e), que afirma que uma isometria leva circunferéncias

em circunferéncias.

5. A homotetia preserva paralelismo entre retas, isto é, se r e s sdo retas paralelas,

entdo Hy(r) e Hy(s) sdo paralelas.

Demonstragio. Considere as retas paralelas r ¢ s e suas imagens ' = Hy(r) e
r_

s' = Hyk(s).

Suponhamos por absurdo que, as retas ' e s’ sejam coincidentes no ponto O com

O = Hyy(A) = Hy(B), sendo A pondo de r e B ponto de s. Isso contraria a

definicdo de homotetia ser bijetiva, visto que A e B sdo pontos distintos do plano.

Logo r e s sdo paralelas. O

Observacgao 4.7. J4 vimos que, quando k > 0, temos a homotetia direta de razao k, e
quando k < 0, temos a homotetia inversa de razao k. Em ambos os casos, quando |k| > 1,
a figura homotética é uma ampliagdo da figura inicial, quando |k| = 1, temos, pela
homotetia de razdo k, uma figura congruente a figura inicial; e quando 0 < |k| < 1 a

figura homotética é uma figura reduzida semelhante a figura inicial.

A seguir, alguns exemplos dessas situagoes.

1. |k|>1,k>0

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)



2. |kl >1,k<0

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

3.0< |kl <1,k<O

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

4. 0< |kl <1L,k>0

79
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Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Exemplos.

1. Dado o centro de homotetia V', obtenha o ponto homotético do ponto A dado, para
k=2
3

Solugdo. Basta dividirmos o segmento VA em trés partes e tomarmos duas delas.
Assim VA = %VA.

Figura 4.6: HV%(A)

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgdes (Rezende, 2008)

Isso também pode ser facilmente verificado pelo Teorema (2.86)

O]

2. Dado o centro de homotetia V', obtenha graficamente a figura homotética de um
2

segmento AB para k = —3

Solugdo. O procedimento é semelhante ao realizado no exemplo anterior, com a
diferenca do sinal de k, o que implica que a figura homotética serd uma homotetia

inversa.

O
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Figura 4.7: Hp > (AB)

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgdes (Rezende, 2008)

Nos exemplos seguintes serd utilizado um método de resolugao de problemas que
consistira em resolver um problema mais simples inicialmente, com menos condigoes e, em

seguida utilizar a homotetia para levar a figura obtida para o posicao desejada.

Observagao 4.8. Um retangulo adureo, também chamado de retdngulo de ouro, é um
retdngulo cujos lados estdo em proporgao aurea, ou seja, a razao entre o lado maior e o

lado menor é igual a 12—‘/5 aproximadamente 1,618 e é representada pela letra ¢.

3. Dado o triangulo ABC, faca nele a inscri¢do de um retangulo dureo tendo o seu

lado maior contido no lado do segmento BC'.

Solugdo. Considere o triangulo ABC.

Construiremos inicialmente um retangulo dureo XY ZW, tendo como menor lado
um segmento XY qualquer, perpendicular ao segmento BC, onde X é um ponto de
AB eY do segmento BC.

Figura 4.8: Inscricao do retangulo aureo no tridngulo ABC

z' C

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Através da homotetia de centro B, determinamos o vértice W’ do retangulo que

. - . —_— —_ /
procuramos, na interseccao da semi-reta BW com o segmento AC', onde k = %VV[{, e
W' = Hpg i, (W).

A partir da homotetia Hp ;, poderemos encontrar os demais vértices, onde os pontos
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X', Y Z' e W sao homotéticos dos pontos X, Y, Z e W por essa homotetia
devido as propriedades que dizem que homotetias levam retas paralelas em retas
paralelas e preservam angulos . Em consequéncia da propriedade 4.5 temos que
% = % = % = ¢, que é o0 nimero aureo.

O retangulo X'Y'Z'W’ é a solucao desejada. O
. Amplie o poligono ABCDFE na razao k = 3

Solucdo. Tomemos o centro da homotetia o vértice A e k = 3 como razao.
Tome os segmentos AB AC' AD AFE, ao aplicarmos H 4 3 em cada segmento teremos
que B/ = HAjg(B), C/ = HA73(C), D/ = HA73(D) (§ El = HA73(E).

Figura 4.9: Hs3(ABDCE)

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Como resultado teremos a figura homotética A’B'C'D'E’ que é uma ampliacao da
figura ABCDE O



5 Resolucao de exercicios envolvendo isometrias e homotetia

5.1

5.1.1

5.1.2

Exercicios

Sejam duas retas concorrentes r e s e dois pontos A e B, ambos do mesmo lado de
r e no mesmo lado de s, como na figura abaixo. Determine os pontos X em r e Y

em s tal que o caminho AXY B tenha o menor comprimento possivel.

Figura 5.1: Problema proposto em Geometria plana e construgoes

A, B

r

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construgoes (Rezende, 2008)

Solugdo. Este é um problema classico de minimo caminho com reflexdo, primeira-
mente devemos encontrar o ponto B’ = Rs(B) em seguida devemos encontrar o
ponto B” = R,(B’). Tome agora o segmento AB”, podemos observar que AB”
intercepta as retas r e s, nos pontos X e Y respectivamente. Assim o caminho

A — X — Y — B terd o menor comprimento possivel.

O]

Considere o mesmo problema do exercicio anterior, porém agora sendo r e s retas

paralelas e os pontos A e B como na figura a seguir.

Figura 5.2: Problema proposto em Geometria plana e construgoes

S

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)
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Solugdo. Para resolvermos este problema de caminho minimo utilizando reflexao
devemos encontrar os pontos B’ = Rs(B) . Tome o segmento AB’, o ponto Y que

é a interseccdo de AB’ com s e o ponto X a interseccdo de AB’ com r

Tome o segmento AB” para obtermos o ponto X que é a intersec¢ao de AB” com

a reta r.

O]

5.1.3 Dado o triangulo ABC, e as retas paralelas r e s, obtenha R;(AABC). Qual a
relagdo entre as figuras Rs(R.(AABC)) e AABC ?

Figura 5.3: Problema proposto em Geometria plana e construgoes

A

C r <

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Solugdo. Basta aplicarmos R, nos pontos ABC do tridngulo, com isso teremos os
pontos A’, B’ e C’, como a reflexdo ¢ uma isometria ela preserva distancias, ou
seja, AA'B'C’ é uma copia espelhada do AABC. Ao aplicarmos R, nos pontos A,
B’ e C' teremos os pontos A”, B” e C" que, novamente, pelas propriedades das

isometrias, tem sua distancias preservadas, podendo ser formado o AA”B"C".

Ao compararmos AABC e AA”B"C"”, poderemos perceber que AA”B"C" = Txy (AABC),

onde Txy é perpendicular as retas r e s e XY é duas vezes a distancia entre elas

Figura 5.4: Representacao grafica da solucao

ﬁ Al AII

Fonte: Elaborada pelo autor
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5.1.4 Dadas r e s, retas perpendiculares, e o quadrilatero ABC D, obtenha graficamente
R,.(ABCD) e Rs(R,(ABCD)) = F. Qual ¢é a relagao entre as figuras F' e ABCD?
E entre R, (F) e ABCD?

Figura 5.5: Problema proposto em Geometria plana e construgoes

i

r

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Soluggo. Como resultado de R,(ABCD) teremos o quadrildtero A’B'C'D’.

Como resultado de Rs(R,(ABCD)) teremos F' que é o quadrilatero formado pelos
pontos A"B"C"D".

Figura 5.6: Representacao grafica da solucao

Fonte: Elaborada pelo autor

Ao compararmos ABCD e F' podemos perceber que F' é a rotagao Ap 180 onde O

é o ponto de interseccdo entre as retas r e s.

Comparando R, (F) e ABC'D temos que R, (F) = R;(ABCD) é a imagem espelhada

de ABCD em relagdo a reta r com orientagdo invertida.

O]

5.1.5 Construa um quadrilatero circunscritivel ABC' D, sendo conhecido os lados AB,BC

e os dngulos A e C.



5.1.6

5.1.7
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Solugdo. Para que um quadrilatero seja circunscritivel é necessario que a soma de
seus angulos opostos seja igual a 180. Com essa informagao iniciemos a construgao
do quadrilatero. Sao conhecidos os lados AB e BC e também os angulos A e C.

Para cumprir com as exigéncias é necessario que mA + mC = 180.

Podemos realizar a isometria Tp(BC') para obtermos o segmento BC' e Tpo(BA)
para obtermos o segmento BA’. O encontro das translagoes define o ponto D =
¢’ = A'. Pelo Teorema 2.73 item c) temos que mB + mD = 180.

Logo o quadrilatero ABCD é circunscritivel

O]

Dado um setor circular de raio O A, correspondente a um angulo AOB com mAOB <

90, inscreva nele um quadrado tendo um de seus lados contido em OA.

Solugdo. Considere um quadrado EFGH qualquer, dentro do setor circular, tal
que, seu lado FH estd contido no segmento OA e F' é um ponto do segmento OB.
Podemos aplicar a homotetia Hop j no ponto G para obtermos G’ tal que, G’ = |k|G

e G’ pertenca a BA, ao aplicarmos a homotetia nos demais pontos obteremos o
quadrado E'F'G'H' desejado.

O]

Reduza o poligono ABCDFEF na razao de 1 para 2.

Figura 5.7: Problema proposto em Geometria plana e construgoes

E
N

F

A
c

Fonte: Geometria Euclidiana plana e construcoes (Rezende, 2008)

Solugcdo. Tome dos segmentos EF, ED, EA, EB e EC, para reduzirmos a figura
em uma razao de 2 para 1 deve utilizar a Hy 1. Ao aplicarmos a homotetia nos
2

segmentos selecionados teremos os pontos F', D', A', B' e C".

Basta tomar o poligono A’B'C’'D'E e teremos a solugao desejada. O



5.1.8

5.1.9

5.1.10
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Figura 5.8: Representacao grafica da solucao

Fonte: Elaborada pelo autor

Considere um triangulo ABC com BeC agudos. Inscreva nele um quadrado tendo

um de seus lados contido no lado BC.

Solugdo. Tome um quadrado DEFG qualquer tal que, DG esta contido no segmento
BC e E é um ponto de segmento BA, podemos aplicar Hp ;, no segmento BF' para
encontrarmos F’ pertencente a AC, tal que F’ = |k|F. Ao aplicarmos Hp j, nos

demais pontos teremos o quadrado DE'F'G’ desejado.

O]

Inscreva um retdngulo dureo em uma semicircunferéncia, tendo o seu maior lado

contido no didmetro dessa circunferéncia.

Solugdo. Tome a semicircunferéncia de centro C' e didmetro AB.

Tome um retangulo aureo CDEF qualquer, onde D é um ponto do AAB e CF esta
contido no didmetro AB. Podemos aplicar Hy4 j;, no segmento AE para obtermos
o ponto E’ tal que, E’ seja ponto do AAB, ao aplicarmos H 4 j nos demais pontos
teremos D', C' e F', pela definigdes de homotetia teremos que D'C’ = |k|DC,
D'E" = |k|DE, E'F' = |k|EF e C'F' = |k|CF e, como CDEF é um retangulo
aureo temos que:

k(DE+DC) _ DE _ 4
kDC ~— DC —

ou seja, C'"D'E'F também é um retingulo dureo O

Inscreva um tridngulo equildtero em um tridngulo retdngulo em B, com um lado

paralelo ao lado AB.

Solugdo. Seja o triangulo retdngulo ABC onde mB = 90. Tome um ponto E
pertencente ao segmento AC e um ponto F' pertencente a BC, onde o segmento
EF 1 BC, ou seja, EF || AB.
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Agora tome um ponto D a esquerda do segmento EF, tal que DE = DF = EF de
modo que ADEF seja equilatero.

Em seguida tome o ponto C' como centro da homotetia Hc¢ i, a qual serd aplicada
no ponto D de forma que, CD’' = |k|CD e D’ é um ponto do segmento AB, ao
aplicarmos nos demais pontos teremos E’ pertencente ao segmento AC e F’ perten-
cente ao segmento BC. Como a homotetia preserva proporc¢oes, temos que AD'E'F’

também é um tridngulo equildtero

Figura 5.9: Representacao grafica da solucao

A

Fonte: Elaborada pelo autor



6 Conclusao

Ao longo desse trabalho, ficou evidente que as transformacoes geométricas sdo um
pilar fundamental da geometria plana, oferecendo uma abordagem tanto visual quanto
analitica para manipular figuras no plano cartesiano. As isometrias, como a translacio,
que permite mover figuras; a reflexdo, que cria imagens espelhadas; e a rotacgdo, que gira
figuras em torno de um ponto fixo, sdo essenciais para preservar as propriedades das figu-
ras, como forma e tamanho. Em contraste, a homotetia mostrou-se fundamental para a
ampliacio e reducio, mantendo as proporcdes originais da figura. E importante ressaltar
que as transformacgoes geométricas transcende o campo da matemadtica, encontrando vas-
tas aplicagOes praticas em diversas outras dreas. Para aprofundar o estudo, sugere-se a
investigacao do comportamento dessas transformacgoes no conjunto dos ntimeros comple-
Xx0s e a comparagao com sua aplicacdo no conjunto dos nimeros reais, o que poderia abrir

novas perspectivas de andlise e compreensao.
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