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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal a andlise numérica e a simulacao computacional
do movimento do péndulo simples, utilizando métodos numéricos para resolver uma equagao
diferencial ordinaria (EDQO), que desempenham um papel fundamental na modelagem de
problemas envolvendo o movimento oscilatério de um corpo, em particular, o movimento
de um péndulo simples. A metodologia consistiu em aplicar métodos numéricos como,
método de Euler e Runge-Kutta de 4* ordem implementados em Python para simular o
movimento em diferentes condig¢oes iniciais. Os resultados obtidos dos métodos numéricos
foram comparados com o periodo encontrado no PhET para validar sua aproximacgao. A
partir disso, discutimos sobre a importancia da integracao entre a teoria, experimentacao

e analise computacional.

Palavras chaves: Laboratorio do Péndulo; Péndulo simples; Métodos Numéricos; Movi-

mento Oscilatorio.



Abstract

This work primarily aims at the numerical analysis and computational simulation of the
motion of a simple pendulum, using numerical methods to solve an ordinary differential
equation (ODE), which play a fundamental role in modeling problems involving the
oscillatory motion of a body, in particular, the motion of a simple pendulum. The method-
ology involved applying numerical methods such as the Euler method and the 4th-order
Runge-Kutta method, implemented in Python, to simulate the motion under different
initial conditions. The results obtained from the numerical methods were compared with
the period found in PhET to validate their approximation. Based on this, we discussed

the importance of integrating theory, experimentation, and computational analysis.

Keywords: Pendulim Lab; Simple Pendulum; Numerical Methods; Oscillatory Motion.
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1 Introducao

O estudo do movimento oscilatério é um dos temas fundamentais da fisica e da
matematica, pois sua aplicacdo se extende a diversas areas, como engenharia e até mesmo
biologia. Dentre os sistemas oscilatérios, o péndulo simples é visto como um modelo
classico que com sua simplicidade permite explorar conceitos como movimento harmonico,

conservagao de energia e nao linearidade (Barros et al., 2023).

A modelagem matematica acerca do péndulo simples é tradicionalmente baseada
na Segunda Lei de Newton, que relaciona as forgas atuantes no sistema de aceleracao
angular. Para angulos pequenos, a equagao diferencial que pode ser linearizada com a
aproximacao do sen# = 0, resultando um sistema conhecido como movimento harmonico
simples (MHS). Entretanto, para grandes amplitudes, esse aproximagao nao se torna valida
fazendo sua solugao analitica se tornar invidvel (Lopes; Suave; Nogueira, 2018), exigindo

uso de métodos numéricos para a resolucao de sua equagao nao linear.

Nesse contexto, os métodos numéricos desempenham um papel fundamental para
a obtencao de solugoes aproximadas para problemas sem solugao analitica. Dentre eles,
destacam-se o método de Euler, Euler Aperfeicoado, Euler Modificado, Runge-Kutta de 2%,
de 3% e de 4* ordem, onde cada um pode demonstrar suas vantagens e limitagoes (Burden;
Faires; Burden, 2017).

A implementac¢ao computacional surge como uma ferramenta aliada indispenséavel
para a implementacao dos métodos numéricos, permitindo simular o comportamento do
péndulo em diferentes condig¢oes. A linguagem de programacgao Python, por intermedio
de suas bibliotecas como NumPy, SciPy e Matplotlib, oferece um ambiente acessivel para

realizar os calculos numéricos e a visualizacao grafica (Lutz; Ascher, 2007).

Além disso, a plataforma PhET proporciona um ambiente virtual interativo para
simular o movimento do péndulo, permitindo analisar os resultados através de parametros
pré-estabelecidos, como comprimento do fio, amplitude inicial entre outros. Podendo
também, ter uma maior confiabilidade para comparar seus resultados com os métodos

numéricos.

A escolha do péndulo simples como fonte de estudo, justifica-se por ser um sistema
fisico de facil compreensao, o péndulo permite explorar conceitos matematicos impor-
tante, como ED e métodos numéricos, que sao fundamentais para modelar sistemas mais

complexos.

O objetivo geral do TCC foi apresentar a importancia da analise nimerica da

equagao diferencial ordinéria (EDO) de segunda ordem aplicada na descrigdo do movimento
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oscilatorio do péndulo simples. A metodologia utilizada é de estratégias investigativas e
pesquisa aplicada, gerando conhecimentos para aplicagao pratica, dirigida ao entendimento
da modelagem matematica da EDO, em particular, a que descreve o movimento do péndulo
simples, com procedimentos técnicos da pesquisa bibliografica e técnica computacional

com linguagem de programacao Python.

O TCC esta dividido em Capitulos, sendo que, no Capitulo 2 uma breve descri¢ao
da fundamentacao tedrica dos conceitos da Fisica da definicao do movimento peridédico
ou oscilatoério, tipos de péndulos, e Lei fundamental da Fisica, no caso, a Segunda Lei
de Newton; e conceitos da matematica como as séries de Taylor e Maclaurin, teoria das

equacgoes deiferenciais.

No Capitulo 3 apresentamos uma breve introducao das defini¢oes de como descrevem

os métodos numeéricos utilizados, no caso, os métodos de Runge-Kutta e Euler.

No Capitulo 4 descricao da plataforma online interativa do projeto Simulagoes
Interativas PhET da Universidade do Colorado em Boulder, denominada por Laboratdrio

do péndulo simples, e algumas descrigoes da linguagem de programacao Python.

No Capitulo 5 apresentamos o estudo do movimento do péndulo simples, a descri¢ao
da equacao diferencial de segunda ordem, obtidas a partir da Segunda Lei de Newton, e

as caracteristicas necessarias para as analises, como o periodo oscilatério e a amplitude.

No Capitulo 6 apresentamos as aplicagoes dos experimentos e validagoes associados
ao métodos numéricos utilizados aplicados na plataforma online PhET, os scripts em
linguacao de programacao Python utilizados para obter os movimentos oscilatorios do
péndulo simples, para fazer as analises numéricas dos comportamentos com angulos
diferentes e o calculo dos valores dos erros aproximados, e finalizando com o Capitulo 7

com as consideracoes finais e conclusao.
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2 Fundamentacao Tedrica

A modelagem do péndulo simples requer fundamentagoes precisas nos principios
fisicos e matematicos, sendo essencial para compreensao de sistemas oscilatorios. O movi-
mento do péndulo estd diretamente interligada a Segunda Lei de Newton, que estabelece

uma relacdo entre a forga resultante que atua sobre um corpo e sua aceleragao.

No entanto, por se tratar de uma equagao nao linear devido a presenca da fungao
seno, sua solucao analitica é invidavel para grandes amplitudes. Para solucionar esse
problema, a Série de Taylor é utilizada para obter uma aproximacao linear do sistema,
essa equagao pode ser encontrada em referéncias, como Guidorizzi (2013), Stewart (2022),

e entre outras.

Contudo, quando a aproximagcao torna-se insuficiente, adota-se uma solu¢ao numé-
rica. Sao varios os metdodos numéricos, por exemplo, o método de Euler, do Ponto Médio,
de Runge-Kutta, entre outros (Burden; Faires; Burden, 2017). Estes métodos podem ser

utilizados para resolver equacoes diferenciais, sendo possivel comparar suas eficiéncias.

2.1 Conceitos Fundamentais: Fisica

2.1.1 Movimento Periédico ou Oscilatdrios

O movimento peridédico sao fendmenos que se repetem em periodos de intervalos
iguais e sucessivamente. Esse termo peridodico implica em dizer que o movimento comecara
a se repetir em intervalos regulares de tempo, formando ciclos previsiveis, conforme Young
e Freedman (2016):

Um corpo que executa movimento peridédico encontra-se sempre em uma
posicao de equilibrio estavel. Quando ele é deslocado dessa posicao e
liberado, surge uma forca ou um torque que o faz retornar a sua posicao
de equilibrio. Quando ele atinge esse ponto, entretanto, pelo fato de haver
acumulado energia cinética, ele o ultrapassa, parando em algum ponto
do outro lado e sendo novamente puxado para sua posicao de equilibrio
(Young; Freedman, 2016, p. 41).

O movimento periédico (ou oscilagao) pode ser encontrado frequentemente na
natureza, o movimento de rotagao da Lua em torno da Terra e o movimento de translacao
da Terra em torno do Sol. Mello (2012) afirma que o movimento periédico pode ser

chamado de movimento harmonico.

Um exemplo de movimento oscilartério é quando o corpo executa um movimento,

indo e voltando sobre uma trajetéria, a qual ele oscila entre dois pontos.
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Serway e Jewett (2014) afirmam que se um corpo vai de uma posi¢ao extrema a
outra e retorna a posi¢ao inicial, diz-se que esse movimento efetuou uma vibragao ou um

ciclo, e é denominado por péndulo.

2.1.2 Peéndulos

Definicao 2.1 (Péndulo) Um péndulo é um sistema fisico oscilador composto por um
corpo suspenso em uma haste com fio flexivel. Seu movimento é caracterizado por periodos

de oscilagbes em torno de um ponto de equilibrio (Young; Freedman, 2016).

Os tipos de péndulos sao: péndulo simples, péndulo tor¢ao, péndulo fisico e péndulo de
Foucalt e péndulo de Newton. O tipo de péndulo aqui estudado é o péndulo simples e
seus movimentos. Para as analises dos comportamentos do movimento do péndulo simples,

utiliza-se um script na linguagem de programacao Python, a qual geram figuras.

2.1.2.1 Tipos de Péndulos

1. Péndulo simples é formado por uma particula de massa m suspensa por um fio
leve e inextensivel com comprimento variavel, ligado a um ponto fixo (Figura 1).
Quando a particula é levada de uma posicdo de minima energia (ponto A) para um
ponto de energia mais alto (ponto B, considerando velocidade inicial nula), e depois
é solta. Entao, a particula descrevera um movimento oscilatério, no plano em torno

da posicao A.

s

Figura 1 — Esquemético do movimento de um péndulo simples.

Fonte: (Borin, 2024).

Observacao 2.1 Por ser o objeto de pesquisa, no Capitulo 5 serd apresentado mais

detalhes do péndulo simples.

2. Péndulo de torcgao consiste em um disco suspenso por um fio inextensivel, de

massa desprezivel e preso ao centro de massa do disco. Caso o disco for girado, o
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angulo # formado a partir de sua posicdo de equilibrio, o fio é torcido, dando origem
a um torque que tende a restarurar o fio, fazendo-o voltar a sua forma orginal Mello

(2012) (Figura 2).

* suporte fixo !

{‘. [fio

A { ods | [L-Compriment
A S , r-raioda - - Comprimento
:. ’[j} -:' haste da haste

L]
B d doi d esfera de massaM
L arra carregada por Qols Corpos de massas eraioR
iguais, suspensa por um fio.

Figura 2 — Péndulo de torcao.
Fonte: (Mello, 2012, p. 37)

3. Péndulo Fisico (também chamado de péndulo composto) consiste em um corpo de
massa m rigido que realiza movimento oscilatério pela acao gravitacional em um
plano vertical, "centrado em um ponto 0 a uma distancia do centro de massa'(CM),
(Serway; Jewett, 2014, p. 16) na qual realiza oscilagdes em torno do eixo de equilibrio
formando uma amplitude 6. Esse péndulo consiste em um corpo posto para oscilar
preso por seus pontos, o qual chamamos de pivo que se move no plano vertical
(Figura 3).

—
mg

Figura 3 — Péndulo-Fisico.
Fonte: (Serway; Jewett, 2014, p. 16).
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4. Péndulo de Foucault é composto por uma massa m suspensa por um fio, onde seu
ponto de apoio ¢é livre para girar. Foi-se desenvolvido para que o péndulo oscilasse
de forma retilinea, porém, a oscilagdo do péndulo gira com o tempo, mudando
sua direcao em relagdo ao plano considerado. O objetivo do péndulo de Foucault é

demonstrar a rotacao da Terra (Figura 4).

Péndulql_,_...--- ----
Polo g
Norte
\
R cos{B) s I
IR T
Equador i} HLI!iILIdLX
R
oo
o P
w 8
i 2

Figura 4 — figuras/Péndulo-Foucault
Fonte: (Aureliano; Santis; Faustino, 2015, p. 3)

5. Péndulo de Newton ¢é constituido com ao menos 5 péndulos, com esferas que

tenham massas iguais, e com o mesmo comprimento do fio, dispostas lado a lado de

forma que se matenham em contato (Figura 5).

Figura 5 — Péndulo-Newton.

Fonte: (Google).

2.1.3 Lei Fundamental da Fisica: Segunda Lei de Newton

A Segunda Lei de Newton, criada por Isaac Newton, pode ser encontrada em

diversos livros de fisica tais como, Fisica Mecanica do Young e Freedman (2016) e Curso

de Fisica Bdsica do Nussenzveig (2013).
De acordo com Young e Freedman (2016), a Segunda Lei de Newton ¢ fundamental
para a natureza, pois ela estabelece uma relagao basica entre forca e movimento, eles

afirmam:
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Quando uma forga resultante externa atua sobre um corpo, ele se acelera.
A aceleracao possui a mesma dire¢do e o mesmo sentido da forga resul-
tante. O vetor forga resultante é igual ao produto da massa do corpo
pelo vetor aceleragao do corpo (Young; Freedman, 2016, p. 122).

A Segunda Lei de Newton é expressa como:

Y F =ma, (2.1)

onde:

e F é a forga resultante sobre um corpo, e é expressa em Newtons(IN)
e m é denonimado massa inercial do corpo, ou simplesmente massa.

e @ ¢ a aceleragdo do corpo em m/s?.

Entretanto, o termo md nao significa uma for¢a. Segundo Young e Freedman (2016)
destacam que a aceleracao ¢é o resultado de uma forca resultante diferente de zero, mas

nao uma forca propriamente dita.

2.2 Conceitos Fundamentais: Matematica

2.2.1 Série de Taylor

A Série de Taylor é um método matematico que permite aproximar funcoes dife-
renciaveis em torno de um ponto fixo a representadas por uma série de poténcias Stewart
(2022).

Teorema 2.1 (Série de Taylor) Considere a série de Taylor geral de uma funcao f(x)

em torno de z = a.

flz) = (a)+ fll(!a) (z —a) + f/;(!a) (z —a)* + fﬁ;)(!a) (z—a)--
oo r(n) a
fo) = S —ay (2.2

A série na Eq. (2.2) é denominada Série de Taylor da fungao f centrada em a.

Demonstracao 2.1 Suponha que f seja uma funcao representada por uma “seria de

poténcias.
fx)=co+ci(r—a)+te(r—a)+--+|r—al <R (2.3)
Se r = a entao a Eq 2.3, entao os termos apds o primeiro sao 0 e teremos

fla) = co
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Derivando a série na Eq 2.3 termo a termo:
fl(z) = 1+ 2co(z — a) + 3c3(z — a)® + deg(x —a)® + - |z —al <R (2.4)
Com a substituicao de = = a na Eq 2.4 fornecerd
fla)=«a
Derivando ambos os lados da Eq 2.4 teremos
f"(x) = 2c5+2-3c3(x —a) +3-deg(zx —a)* + -+ |t —al <R (2.5)
Colocando x = a novamente, obteremos
f"(a) = 2cy
Aplicando o procedimento novamente
f"(x)=2-3c3+2-3-deg(x —a)+3-4-5c5(xr —a)® + - lz—a|<R  (2.6)
Substituindo = = a na Eq 2.6 fornecera
f"(a) =2 - 3cz = 3les
Se continuarmos a fazer esse processo, obteremos
F™(a)=2-3-4--nc, = nle, (2.7)

Com isso, isolamos o n-ésimo coeficiente ¢, da equagao

(2.8)
Substituindo essa formula para c, de volta para na série, provamos a Eq 2.2.

Um caso especial na Eq. (2.2) é quando a = 0, a série de Taylor recebe o nome

especial de Série de Maclaurin, expressa por:

f10) (0
TR

f(x):i)x":f(O) 2?4 ... (2.9)

Exemplo 2.1 Usando a Eq. (2.9) para obter a expansao da fungao do sinz para todo
r e R.

Solucgao 2.1 Considerando:

O S S o0 221
sine =2 — - + (—1)”(

T B 2.10
T T o+ 1)! (2.10)

n=0
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A Figura 6 mostra o comportamento de sinx com os polinémios de Taylor, conforme
Eq. (2.10), sendo a curva na cor azul claro é o grafico da fungao sen x, e as curvas na cor

preta (11, Ts e Ts) os comportamentos dos polindémios de Taylor.

Figura 6 — Gréafico de sinx com os polinémios de Taylor.

Fonte: (Stewart, 2022).

Observacao 2.2 No caso, fazendo z = 6, temos a funcao sin 6, e fazendo a expansao em

torno de # = 0 usando a série de Maclaurin (Eq. (2.9)), obtemos:

sin @ = sin(0) + SH;('O) 9% — ...
| ¢ 0
stzH—a—l—a—ﬁ—i—---. (2.11)

Assim, a série de Taylor (Eq. (2.2)) e a série de Maclaurin (Eq. (2.9)) mostram como

excelentes ferramentas para simplificar equagdes nao lineares (Stewart, 2022).

2.2.2 Classificacdes das Equacdes Diferenciais (ED)

Uma equagao diferencial (ED) é classificada quanto ao tipo, a ordem e a linearidade
(Boyce; DiPrima, 2010).
2.2.2.1 Tipo de uma ED:

Uma ED é dita Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) se a funcao incégnita
depende de uma tunica variavel independente, neste caso aparecem na equagao diferencial

apenas derivadas ordinarias, e podem ser escritas na forma
F(z,y,y,...y™) =0, (2.12)

em que y ¢é funcao apenas da variavel independente x € R. Caso contrario, uma Equacao
diferencial Parcial (EDP) se a fungdo incégnita depende de varias varidveis independentes,

neste caso aparecem derivadas parciais.

Observagao 2.3 No desenvolvimento do trabalho, sera utilizado a EDO.
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2.2.2.2 Ordem de uma EDO

Uma EDO pode ser de 1%, de 2%, -- -, de n-ésima ordem dependendo da derivada
de maior ordem presente na equacao. A maior ordem de uma derivada que aparece na ED
é chamada de ordem da equacao diferencial. A Eq. (2.12) descreve uma EDO de n-ésima

ordem.

2.2.2.3 Linearidade de uma EDO

Uma EDO pode ser linear ou nao linear. Ela é linear se as incégnitas e suas
derivadas aparecem de forma linear na equacao, isto é, as incégnitas e suas derivadas
aparecem em uma soma em que cada parcela é um produto de alguma derivada das
incognitas com uma func¢ao que nao depende das incégnitas. Por exemplo uma EDO linear

de ordem n é uma equacao que pode ser escrita como

an(2)y™ (@) + -+ as(@)y" (@) + ar(2)y () + ao(2)y(2) = f(x), (2.13)

onde a;(x) sao denominadas fungoes coeficientes e i = 0,1, -+, n.

Observagao 2.4 As EDOs que nao podem ser colocadas na forma dada na Eq. (2.13)

sao denominadas nao lineares (Boyce; DiPrima, 2010).

2.2.3 Problema de Valor Inicial (PVI)

Na EDO, muitos problemas requerem a determinagao de uma solucao y(z) que
necessitam de condigoes especificas em um ponto ja dado. Essas condigdes necesséarias sao
denominados como condigoes iniciais, onde sdo impostos as fungoes desconhecidas y(z)

e suas derivadas em um ponto especifico zg

Podemos determinar, de maneira geral, um Problema de Valor Inicial (PVI) de

ordem n da seguinte forma:

d™y

% :f(xvy)y/7"‘7y(n_1)>7 (214)
com as seguintes condicoes iniciais:
y(@o) =vo, ¥(0) =w1,, ¥ V(w0) = Y. (2.15)

Para resolver esse PVI é empregado o uso de uma familia de soluc¢oes da equagao dada.
Dada as condicoes xq aplicadas a determinar n constantes, resulta em uma solugdo em um
intervalo I contendo xq Zill (2016).
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2.2.4 Solucdo de uma EDO

A Eq. (2.12) descreve uma EDO de ordem n. Uma solugdo dessa equagdo é uma
fungao ¢(z) definida em um intervalo I, tal que, ao substituir ¢(z) e suas derivadas na

ED, a identidade seja satisfeita para todo x € I.

As solugoes de uma EDO podem ser classificadas em duas formas, sendo explicita

e implicita:

2.2.4.1 Explicita:

Uma solugao explicita de uma EDO ¢é aquela em que a varidavel dependete y ¢é

expressa jutamente com a variavel independente x no formato y = ¢(z), ficando:

F(z,¢(x), ¢/ (x),¢"(2), ... " (2)) =0

é definida para todo x € 1

2.2.4.2 Implicita:

Uma solu¢ao de uma EDO é dita implicita quando uma relacao G(z,y) = 0 em
um intervalo I, existe pelo menos uma funcao ¢ que satisfaca a relacao G, bem como a

equacao diferencial.

Teorema 2.2 (Existéncia e Unicidade da Solugao) Caso as fungoes a,(z), a,—1(x),
-, a1(x), ap(z) e g(x) dadas do lado esquerdo da igualdade (Eq. (2.13)) sejam continuas
e derivaveis no intervalo aberto I, e a,(z) # 0, entao existe uma tnica funcao y(x) que

satisfaga a Eq. (2.13) no intervalo I com as condigdes de valor inicial.

Demonstragao 2.2 Consideremos a equacao diferencial ordinaria linear de ordem n:
an(2)y™ (@) + an-1 (@)y" D (@) + -+ ar(@)y (@) + ao(2)y(z) = f(2),
com as condicoes iniciais
y(wo) =vo, Y'(wo) =w1, -+, y" D (@0) = yn 1.

Assumimos que as fungoes a,(z), a,—1(x),...,a0(z) e f(z) sdo continuas e que a,(x) # 0

para todo x no intervalo I.

Podemos procurar a solucao y(z) como uma série de poténcias centrada em x:

y(x) = i cr(x — o).

k=0
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Derivando essa série, obtemos:

"(z) = Z key(z — xo)k_l,

Zk — Dep(x — o) 2,

e assim por diante, até a derivada de ordem n:

y™ (x Z k(k (k= n 4+ 1)ep(z — x0)

Substituimos essas expressoes na equacao diferencial e organizamos os termos em
poténcias de (z — ). Como a igualdade deve valer para todo x, os coeficientes de cada
poténcia de (x — zg) devem ser zero, gerando um sistema de equagoes para os coeficientes
Ck -

Os coeficientes ¢, ¢q, . . ., ¢,_1 sdo determinados diretamente pelas condigoes iniciais.

Os coeficientes restantes ¢ (k > n) podem ser determinados repetidos infinitamente.

Isso garante a existéncia de uma solugao expressa como uma série de poténcias,
pelo menos em um intervalo pequeno ao redor de zy. Agora, assuma que existam duas
solugdes y;(z) e yo(z) da EDO que satisfagam as mesmas condigdes iniciais. Definimos a

diferenca:

z(z) = () — ya(2).
Entao, z(x) satisfaz a equagao homogénea associada:
n(2) 2 (@) + ap_y (2) 2" (@) + -+ + a1 (2) 2 (@) + ao(z)2(x) = 0,

com as condigoes iniciais homogéneas:

z2(zg) =0, 2'(xg)=0, ---, z(”_l)(xo) =0.

Pelo Principio da Extensao de Unicidade, uma solugao da EDO homogénea com

todas as condigoes iniciais nulas deve ser a solugao trivial, ou seja,
z2(x) =0 Vazel.

Isso implica que y;(z) = y2(x), provando a unicidade da solugao.

Observacao 2.5 A solucao de uma ED pode ser obtida por trés abordagens diferentes: a
analitica, a qualitativa e a numérica. Na abordagem analitica, a solucao da EDO é obtido
pelo processo de integracao. E assim, nem sempre é possivel encontrar a solucao de todas
as ED, devido ao fato que existem muitas equagoes que nao possuem solugoes expressas

em termos de fungoes elementares ou cuja integracao é extremamente complexa.
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3 Meétodos do Calculo Ndmerico

O Calculo Numérico é a obtengao da solugao de um problema pela aplicagao de
método numérico; a solucdo do problema sera caracterizada, entdo, por um conjunto de

numeros, exatos ou aproximados.

O Método Numérico é um algoritmo composto por um nimero finito de operagoes
envolvendo apenas niimeros (operagoes aritméticas elementares, calculo de fungoes, consulta

a uma tabela de valores, consulta a um gréfico, arbitramento de um valor, etc.).

Para as equagoes diferenciais sem solucao na forma analitica por meio de fungoes
elementares, nestes casos sao necessarios métodos numéricos para obter suas resolugoes.

Tais métodos fornecem solugoes em forma de tabelas de numéros (Watari, 2004).

Para as EDO pode-se encontrar varios métodos numéricos para obter a solugao
numérica, entre eles citamos, Runge-Kutta, Euler, Euler modificado, Heum, e método de
Ralston.

Estes Métodos Numéricos procuram desenvolver processos de célculo (algoritmos),
utilizando uma sequéncia finita de operacoes aritméticas basicas, de forma a que certos
problemas matematicos podem ser resolvidos, na aplicacdo de uma modelagem. Este

processo ¢ descrito da Figura 7.

Figura 7 — Etapas do processo para resolver um problema fisico com métodos numéricos.
Problema -
. Solugao
Fisico

Observagao 3.1 Modelagem é a fase de obtenc¢ao do modelo matematico que descreve o

Modelagem Resolugao

Modelo
Matematico

Fonte: Autores.

comportamento do sistema fisico. E a Resolugao é a fase de obtencao da solucao através
da aplicagdo de métodos numéricos (este é o objetivo de estudo do Calculo Numérico)
(Sanches; Furlan; LobAo, 2017).

Os métodos sao utilizados para obter solugdo de problemas em varias dreas do conheci-
mento, como na Engenharias, Economia, Medicina, Fisica, Quimica, entre outras, por
complementar o estudo tedrico de determinada area, e pela sua simplicidade na resolucao

dos problemas.

Neste trabalho sao usados apenas dois métodos numéricos, Runge-Kutta e Euler, e
utilizada as referéncias Sanches, Furlan e LobAo (2017), Burden, Faires e Burden (2017) e
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Watari (2004).

3.1 EDO de Primeira Ordem com Condicoes Iniciais

Para os métodos numéricos a serem apresentados neste capitulos, vamos considerar

o problema de valor inicial (PVI), dado

{ y/(t) — f('[;7y)’ tg <t < t,, (31)

y(to) = Yo

A solugao numérica de uma EDO dada na Eq. (3.1) é obtida por uma aproximacao
para valores de uma fungao do tipo y(t) por um método numérico, que consiste em obter
aproximacoes de valores para pontos Yo, Y1, - ,¥Yn, - , apresentados na Tabela 3.1, e
plotados no plano cartesiano, como mostrado na Figura 8. Assim, o procedimento numérico
substitui o problema envolvendo variaveis continuas (Eq. (3.1)) por outro envolvendo

variaveis discretas.

Tabela 3.1 — Aproximagoes de valores de pontos de y(t).

t1to 1t | ta | ... | tn

Y|l Y | Y1 | Y2 | ---| Yn
Fonte: Autores.

Figura 8 — Solugao numérica da EDO dada na Eq.(3.1).

4 y(t)
y(tn)
(t3) X
y
1 y(t2)
woy Y x
% >3
t

t0 t1 t2 t3 tn

Fonte: Adaptada de (Sanches; Furlan; LobAo, 2017).

A seguir, apresentamos os métodos numeéricos a serem utilizados no trabalho.
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3.2 Meétodo Geral de Runge-Kutta
Devido a sua precisao e simplicidade o método de Runge-Kutta tem sido o mais
utilizado, devido ser determinado a partir da Série de Taylor.

O método geral de Runge-Kutta de R-estégios é definido por

Yn+1 = Yn + th(tna UYn; h) (32)
onde
Jr(tn,ynsh) = ciky + coky + -+ + crkr (3.3)
cc + c+---4+cg=1,

sendo f(t,,yn, h) é chamada de funcdo incremento e pode ser interpretada coma uma

inclinagdo média sobre o intervalo. E as fungoes k; da Eq. (3.3) s@o dadas por

St yn)

f(tn + hag,yn + h(barky)), as = boy,

f(tn + has, yn + h(bsiki + bsaoks)),  as = bsy + s,

f(tn + hag, yn + h(barky + bagka + bizks)),  as = bay + bag + bus,

ki
ks
ks
ka

kr = f(t, + har, ynh(bgiky + -+ + brr-1kr-1)), ar =0bri + - -+ brpr_1

onde kpr sao as inclinagoes dos R-intervalos.

Observagao 3.2 Observe que a aproximagao y,.1 (Eq. (3.2)) é calculada a partir de y,

e uma média de valores de f(t,y) em varios pontos.

Os valores de kg, ar e bg sao escolhidos de modo que o método de Runge-Kutta
tenha a mesma ordem do erro de um método de Taylor. Isso é o que define a ordem do

método de Runge-Kutta.

3.3 Runge-Kutta de Segunda Ordem (RK2)

Da Eq. (3.2) o método de Runge-Kutta de 2-estagios é definido fazendo f(z,,, y,; h) =
c1k1 4 coks, ou seja,

Yn+1 = Yn + (c1k1 + c2ka)h (3.4)

com
C1+cy = 1

kl = hf<tn>yn)
kg = hf(tn + hCLQ, Yn -+ agkl), (35)
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onde as constantes ¢, co € as devem ser avaliadas para que o método resultante tenha um
termo de O(h?). Para isso, vamos escrever a expansao da série de Taylor na vizinhanca de

t,, de modo que

dy h? d*y
— —_— h3). )
il Tz ae), T (36)

Sabemos do PVI (Eq. (3.1)) que dy/dt = f(t,y), de modo que
d? df (t af ofd 0 0
y _dftty) _of ofdy of  .0f

Yn4+1 = y(tn> +h

29 _ — A 3.7
dt2 dt ot " oatdt ot oy (37)
onde usamos a regra da cadeira para funcao de duas variaveis.
Substituindo Eq. (3.7) na Eq. (3.6), obtemos
h2rof af
i1 = Yn + Bf (tny Un) + = | = + [ == | (s yn) + O(RP). 3.8
e = i+ () | Gy o+ £ () + OG) (33)

Logo, ko da Eq. (3.5) pode ser expandido em série de Taylor para ordem O(h?), obtendo

ky = f(t,+ has,y, + asky)

9 )
= Pl 9+ @sh (b ) + ks O () + O(). (3.9
Substituindo ks (Eq. (3.9)) na Eq. (3.6), obtemos
B )
Yort = Yo + (1 + ) f (b yn) + coh2 (azaf tay fa‘;;) (tnryn) + O(R).  (3.10)

Observagao 3.3 A estratégia do Método de Runge-Kutta é através de manipulagoes

algébricas, tornando a Eq. (3.4) equivalente a Eq. (3.10).

Colocando ay em evidéncia no terceiro termo na Eq. (3.10), e depois comparando os termos
com coeficientes idénticos nas Eq. (3.8) e Eq. (3.9), obtemos o seguinte sistema de equagoes

para determinar as constantes:

Cl+02:1 (3 11)
CQG2:1/2 .

O sistema descrito na Eq. (3.11) possui duas equagoes e trés incognitas. Portanto, existem
infinitas solugdes. Assim, pode-se afirmar que existem infinitos Métodos de Runge-Kutta
de dois estagios e Segunda Ordem. Assim, podemos escolher valores para as constantes
1, ag € ¢y que satisfazem o sistema dado na Eq. (3.3). Sejam ¢; = ¢o = 1/2, e com esses
valores teremos o classico método de Runge-Kutta de segunda ordem (RK2) que

¢é descrita da seguinte forma:

1
Yni1 :yn+§(k1+k2)h, n=0,1, .., n—1

kl = f(tna yn)
k2 = hf(tn + hvyn + kl)

onde k; é a inclinagdo no inicio do intervalo, e o ks é a inclinacao no final do intervalo.
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Observacao 3.4 O Método de Euler Modificado podem ser classificados como Métodos
de Runge-Kutta de Segunda Ordem.

3.4 Método Runge-Kutta de 3" Ordem (RK3)

De forma anéloga ao que se fez para o Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem,
pode-se determinar para ordens mais elevadas, e as formulagoes ndo sdo tnicas. Apresenta-
se a seguir uma das formulagao mais utilizadas para o método de Runge-Kutta de 3¢

ordem :

1
Ynt1 = Yn + 6<k1 + 4ky + k3)h
ki =h Lns Yn
1= hi( y% . (3.12)
k2 - hf(tn + §hayn + §hk1)
(

que calcula a solucao aproximada usando coeficiente intermédiarios, denotados por ki, ko
e kg.

3.5 Método Runge-Kutta de 4* Ordem

O Método de Rugen-Kutta de Quarta Ordem (RK4) é um dos métodos numéricos
mais utilizados para resolver EDO, e obter suas solugoes aproximadas de um problema de
valor inicial, devido ao fato de oferecer um bom equilibrio entre precisdo. Assim, uma das

formulagao mais utilizadas para o método de Runge-Kutta de 4* ordem:

Yni1 = Un + é(/ﬁ + 2y + 2ks + 2ka ) 1

Yo = a2

ki = hf(tn, yn)
b h,yn N ;/ﬁ) (3.13)
= hf(tn + 50+ 5F2)
= hf(tns1, yn + k3),

que calcula a solucao aproximada usando coeficiente intermédiarios, denotados por k1, ko,
k:?n k47

3.6 Meétodo de Euler

O Método de Euler é um sistema simples para resolver EDO conforme Burden,
Faires e Burden (2017) ressalta:
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Apesar de o método de Euler ser raramente usado na pratica, a sim-
plicidade de sua deducao pode ser utilizada para ilustrar as técnicas
envolvidas na construcao de algumas das técnicas mais avancadas, sem
a algébra incdmoda que acompanha essas construgoes (Burden; Faires;
Burden, 2017, p. 290).

Considere o problema de valor inicial como descrito na Eq. (3.1). Um vez que t,
e 1o sao conhecidos, o coeficiente angular da reta tangente a solugdo y no ponto ty pode
ser determinado a partir da EDO dado (Eq. (3.1)). Seguindo sobre a reta tangente até
encontrar a reta t = t;, determina-se o valor aproximado Y7, de y, em ¢;, como mostra a

Figura 9.

Figura 9 — Solugdo numérica pelo Método de Euler para a EDO dada na Eq.(3.1).

Yy A
yod &
e =
b bttt th tner t
Fonte: Adaptada de (Watari, 2004).
Seja
v = oy (yo)(t —to)
= Yo (to, yo)(t — o). (3.14)

Da Eq. (3.17), calcula~se y' = f(t, yo) que é o valor aproximado do coeficiente angular da

reta tangente a y no ponto t;. Assim obtemos

Yo =1 + Y (1) (t2 — t1) = yof (to, yo)(t — to). (3.15)

Procedendo de modo andlogo e sucessivamente, obtemos

yn—i-l =% + f(t'rn yn)(tn—H - tn) = Un + y;(tn—i-l - tn) (316)

Na Eq. (3.16), escolhendo um espacamento constante, denotado por h = t,,41 — t,,, para

n= 0,1, 2, ---, obtemos o método de Euler, dado por

Ynt1 = Yn t+ h’f(tna yn)
y(to) = wo
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onde y,+1 é a aproximacao da solugdo no instante t,.1; yo ¢ a condicdo inicial; h é a
distancia entre seus pontos é chamado de tamanho do passo, t, denota o instante de

tampo associado a iteragao n.

Observacao 3.5 Método de Euler Modificado pode ser classificado como Método de
Runge-Kutta de Segunda Ordem.

Para o método de Euler, a Tabela 3.2 mostra os registros dos resultados intermediarios
necessarios, de uma maneira sistematica, para minimizar o perigo de cometer erros nos

calculos.

Tabela 3.2 — Aproximagoes de valores de pontos de y,+1 (Eq. (3.17)) pelo método de Euler.

Euler | Exata | Erro

n tn Yn f(tm yn) hf(tm yn) Yn+1 y(tn) Yn+1 — y(tn)
to | yo | f(to,90) | hf(to,0) | y(to) | v1—y(to)
Lt |y | fit,y) | Rf(ELu) | 92 y(t) |y —y(t)

n|ty | Yn f(tnvyn) h f(tna yn) Yni1 y(tn) Ynit1 — y(tn>

Fonte: Autores.

Observacao 3.6 Na Tabela 3.2 foi incluida a coluna com a solucao exata (y(t,)) é a
solugao geral analitica da EDO (Eq. (3.1)), e uma coluna com a diferenga entre as solugoes

numérica (y,41) e exata, para obter o erro.

3.7 Meétodo Euler Aperfeicoado

Considere o problema de valor inicial como descrito na Eq. (3.1). Para o método
de Euler aperfeicoado usamos a média das inclinagoes de duas retas tangentes, sendo uma

no ponto (t,,y,) e outra no ponto (t, + h, y, + hy.,).

Pelo lado geométrico, aproveitamos o método de Euler (Se¢ao 3.6) para determinar

o ponto (t, + h,y, + hy.,) que esté situado na reta tangente L, como mostra a Figura 10.
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Figura 10 — Soluc¢do numérica pelo Método de Euler Aperfeicoado da EDO dada na Eq.(3.1).

Y ) L L

YUn+1 +---2
(T

1
1
1
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I

tn tn+1 t
Fonte: Adaptada de (Watari, 2004).

No ponto (t, + h, y, + hy,) calcula-se a inclinagdo da reta tangente Lo utilizando
a EDO dada na Eq. (3.1). A média das duas inclinagoes permite obter a reta L, que passa
pelo ponto (t, + h, y, + hy,,). Finalmente, traga-se a reta L, passando pelos pontos (¢, yy)
e (tns1,Yni1), © é paralela a reta L. A inclinagdo da reta L é dada por
1
5 (k+ f(tn + By + ), (3.18)

onde k = f(t,,y,). Portanto, substituindo a Eq. (3.18) na Eq. (3.1), obtemos o método

Yy, =

de Euler aperfeicoado ¢ dado por
1
Yni1 = Y+ h [k + Fltn + hyyn + hE))]. (3.19)

Para o método de Euler aperfeicoado, a Tabela 3.3 mostra os termos a serem calculados.

Tabela 3.3 — Aproximagoes de valores de pontos de y,+1 (Eq. (3.19)) pelo método de Euler

aperfeigoado.
Euler Aperf. | Exato | Erro
n tn Un k = f(tm yn) f(tn + h, Un + hk) Yn+1 y(tn) Yn+1 — y(tn)
0|ty |yo | k= f(to,yo) | f(to+h,yo+ hk) | n y(to) | 11 —y(to)
Lty [ k=fluy) [ fi+hy+hk |y y(t) | y2—y(t)
nt, |y, | k= f(tm yn) hf<tn7 yn) Yn+1 y(tn> Yn+1 — y(tn)

Fonte: Autores.

3.8 Meétodo de Euler Modificado

E equivalente ao método de Euler aperfeicoado (Eq. (3.19)), considerando o ponto

h h
(tn + 5 Yn + 5]’0), é o método de Euler modificado é dado por

h h
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Para o método de Euler modificado, a Tabela 3.4 mostra os termos a serem calculados.

Tabela 3.4 — Aproximagoes de valores de pontos de y(t) (Eq. (3.20)) pelo método de Euler

modificado.
Euler Mod. | Exata | Erro
n tn Yn k - f(tn7 yn) hf(tn + h/27 Yn + h/Q) Yn+1 y(tn) Yn+1 — y(tn)
0|ty | yo | k= f(to,yo) | hf(to+h/2,y0+h/2) | 1 y(to) | y1 —yl(to)
Lt |y | k= flt,y) | hft+DR/2,00+N/2) | ys y(t) |y —y(t)
n tn Yn k - f(tnv yn) hf(tn + h/27 Yn + h/2) Yn+1 y(tn) Yn+1 — y(tn)

Fonte: Autores.

Estes métodos numéricos serao utilizados para escrever o script em Python (Capi-

tulo 6) para verificarmos os comportamentos dos movimentos do péndulo simples, bem

como, usaremos a plataforma PhET online (Capitulo 4).
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4 | aboratério do Péndulo e a Linguagem de

Programacao Python

Pode-se encontrar na internet uma variedade de sites que disponibilizam plataformas
virtuais de Laboratério. Um deles é o site! oferta simulacdes para problemas para algumas
areas do conhecimento, como a matematica, fisica, quimica e ciéncias, de forma divertidas,
gratuitas, interativas e baseadas em pesquisa. Cada simulacao é testado e avaliada para

garantir a eficicia educacional.

A platorma disponivel para simlacoes online interativas gratuitas, é da Universidade
do Colorado em Boulder, e veio do resultado do projeto Simulagoes Interativas PhET, que

em 2002 recebeu Prémio Nobel Carl Wieman.

As simulagoes do site pHet sdo escritas em HTML5 (com algumas simulagdes
legadas em Java ou Flash), e podem ser executadas online ou baixadas para o computador.

Todas as simulacoes sao de codigo-fonte aberto. A Figura 11 mostra a interface do site
PhET.

Figura 11 — Interface do site PhET.

uY(.dE;m’vx SIMULAGOES ENSINO  PESQUISA  INICIATIVAS

INTERACTIVE SMULATONS | St

Simulagbes
AL RIS GBI U/ (R = 20
Navegar  Filtrar
MATERIA * 116 Resultado(s) #sE
Fisica

Movimento HTMLS X

Som & Ondas

Trabalho, Energia &
Poténcia

Calor & Termometria

Fenomenos Quanticos
Luz & Radiagdo
Eletricidade, imés &
Circuitos

Média: Distribuigéo e
Equilibrio

Conceitos Matematicos 5] = B ED E

Matemética Aplicada

Matemética & Estatistica Flutuabilidade: Basico Flutuabilidade Gerador

Quimica
Quimica Geral
Quimica Quantica
Terra & Espago
Biologia

INIVEL EDUCACIONAL ~ +
+

COMPATIBILIDADE (1)

Laboratério Distribuigdo Amostral de
Eletromagnético de.. Projéteis

imés e Eletroimas im4 e Bussola

Fonte: Adaptada do Site PhET.

Este trabalho utiliza a plataforma disponibilizada pelo site PhET, Laboratorio do
Péndulo.

1" Link do site do PhET: https : //phet.colorado.edu/pt g R/simulations/ filter?type = html
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4.1 Laboratério do Péendulo

O Laboratorio do Pendulo é uma plataforma virtual que simula o movimento do
péndulo simples com um ambiente facilmente controlado e preciso. O Laboratorio de
Péndulo permite realizar de parametros como o comprimento do fio L e a amplitude inicial
do (0y) e a aceleragao gravitacional, realizando também mediges precisas do periodo de

oscilagao como mostra a Figura 12.

Laboratdrio do Péndulo

Laboratério do Péndulo

Figura 12 — Laboratorio do Péndulo.
Fonte: Site PhET.

As vantagens do uso da plataforma, se destacam mais pela facilidade de coleta de

dados, controle dos parametros e eliminagoes de erros como resisténcia do ar e atrito.

4.2 Linguagem de Programacao Python

Python é uma linguagem de programagao de alto nivel criado em 1989 pelo
programador Guido van Rossum, cuja primeira versao publica foi lancada em 1991.
Segundo Lutz e Ascher (2007), essa linguagem de programacao tem se destacado nao
apenas pela sua facilidade de uso e acessibilidade, mas pela quantidade de bibliotecas
disponiveis para muitas areas de estudos é um grande diferencial dessa linguagem de
programagao. Além disso, ela funciona para uma grande variedade de aplicagoes, e tem

sintaxe simples, facil de aprender.

O Python é utilizado para desenvolvimento de software, analise de dados, inteli-
géncia artificial, automagao de tarefas, criacdo de aplicativos web e entre outras. Pode-se
usar ambientes, denominados por IDEs, para desenvolver codigos em Python, como por
exemplo, Visual Studio Code e Pycharm, e podem ser instalados em computadores com
sistemas operacionais como Windows, Linux e Mac, ou pode-se usar ambientes virtuais

online, como por exemplo, o Colab do Google.
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A extensado de programagao numérica NumPy do Python, mencionada
anteriormente, inclui ferramentas avancadas, como um objeto array, in-
terfaces para bibliotecas matematicas padrao e muito mais. Integrando o
Python com rotinas numéricas escritas em uma linguagem compilada,
para obter velocidade, a extensdo NumPy transforma o Python em uma
ferramenta de programacao numeérica sofisticada, porém facil de usar,
que frequentemente pode substituir codigo ja existente escrito em lingua-
gens compiladas tradicionais, como FORTRAN ou C++. Ferramentas
numéricas adicionais para Python suportam animagao, visualizacdo em
3D etc.(Lutz; Ascher, 2007, 33)

4.2.1 Algumas Bibliotecas do Python

As bibliotecas utilizados para realizar esse trabalho sao:

o Numpy: Para realizar cdlculos numéricos e manipulagbes de arrays (que sao os

otimizadores para operagdes numéricas e podem ter uma ou mais dimensoes).
« SciPy: Utilizado para resolver equagoes diferenciais

« Matplotlib: Utilizado para visualizagoes de representagoes graficos.

Com o avanco tecnoldgico, problemas complexos tém surgido nas ciéncias e enge-
nharias, exigindo métodos sofisticados para a sua modelagem e andlise. A utilizagao de
equacoes diferenciais é crucial para resolver determinados problemas, mas suas solugoes
analiticas nem sempre sao viaveis devido sua complexidade, por isso é necessario um

auxilio computacional (Alves, 2021).

Todos os estudos do movimento do péndulo simples apresentados no Capitulo 6
foram realizados na plataforma PhET, e assim como, por um script em programacgao

Python.
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5 Estudo do Movimento do Péndulo Simples

Neste capitulo apresentamos um breve estudo do movimento do péndulo simples e

suas caracteristicas fisicas.

5.1 Péndulo Simples

Considera-se um péndulo simples com as seguintes caracteristicas segundo (Kodama,
2004), constituido por uma massa puntiforme m presa por um fio inextensivel, flexivel e
de massa desprezivel com comprimento L do fio flexivel. Esse péndulo oscila em torno de

um ponto fixo formando um angulo 6 em relagdo a sua vertical (Figura 13).

Figura 13 — Péndulo-Simples

m

Fonte: (Mello, 2012).

Quando em posicao de equilibrio, as duas for¢as que atuam sobre o péndulo, o peso
mg (ou forga peso) e a tensao aplicada pelo fio se equilibram. O péndulo, nesse caso, se

encontra em repouso, com o angulo # = 0, onde o péndulo esta fixo na posi¢ao vertical.

Entretanto, se o péndulo for afastado de sua posicdo de equilibrio, de modo que o
angulo 0 # 0, a forca peso perpendicular ao fio, no sentido de restaurar o equilibrio criard
uma oscilagdo no péndulo, criando um movimento periddico (Lopes; Suave; Nogueira,
2018). Quando deslocado de sua posi¢ao de equilibrio, o peso mg pode ser descomposta em

duas vertentes, sendo elas: a componente normal (ou radial) e a componente tangencial.

A direcao radial, que é balanceada pela tensao no fio, nao contribui diretamente
para o movimento oscilatério, ja que seu papel é manter a massa puntiforme na trajetéria
circular ao redor do ponto fixo. Porém a componente tangencial da forca peso P , €
responsavel por gerar o torque que induz o movimento oscilatorio. Essa componente ¢é

dada por Ftamgencial =mg sin §.
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Aplicando a Segunda lei de Newton das forcas atenuantes do péndulo a partir da

Figura 14, temos:

d*0 ,
mLﬁ +mgsinf = 0, (5.1)
2
mLthf = —mgsinf (5.2)

Dividindo a Eq. (5.2) por mL, obtemos a equagao diferencial do movimento, dada por

a’0 g
— + =sinf =0, 5.3
IR (5:3)
que é uma equacao diferencial de segunda ordem nao linear devido ao termo sin 6.
Para os casos em que a amplitude de oscilagao do angulo 0 seja pequena, ou seja,

dngulo 0 ~ 0, pode-se dizer que o sin @ = . Portanto, reescrevendo a Eq. (5.3), obtemos
— +=,0=0 (5.4)

que descreve o movimento de um oscilador harmonico simples, também denominada por

movimento harmonico simples (MHS).

Figura 14 — Decomposi¢ao das forgas sobre os eixos radial e tangencial no péndulo simples.
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Fonte: (Lopes; Suave; Nogueira, 2018).

Para transformar a Eq. (5.4) de segunda ordem para um sistema de primeira ordem,

utilizamos uma mudancga de variavel. Assim, definimos

e« 6 como a posi¢ao angular

— df
c W=
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2

A derivada segunda el pode ser expressa como uma derivada de w em relacao ao tempo,
ou seja,
d*0  dw
—_— = —. (5.5)
dt? dt

Substituindo a Eq. (5.4) na Eq. (5.5), obtemos

dw g
i —ZG. (5.6)

As Eq. (5.5) e a Eq. (5.6) formam um sistema de duas ED de primeira ordem, cuja solugao
geral, e a solugao geral da Eq. (5.4), dada por
wWo .
0(t) = 0y cos(wt) + — sin(wt), (5.7)
w

onde

g N
o w= 1/5 é a frequéncia angular
e Oy é o angulo inicial

e wp ¢ a velocidade angular inical.
E como wy = 0, a solugado dada na Eq. (5.7) pode ser reescrita, como:

B(t) = By cos (ﬁt)

Dessa forma, a aproximagao da massa do péndulo simples nos descreve um Movi-

mento Harmonico Simples (MHS) (Young; Freedman, 2016), e com o periodo da oscilagao

T = 2n\/§. (5.8)

5.2 Correcao para Grandes Amplitudes

T seguindo dado por

Embora o péndulo simples seja um modelo idealizado, ele oferece uma base sélida
para o estudo de sistemas oscilatorios mais complexos. Porém, a aproximacao sinf ~ 6 s6

pode ser valida para angulos menores que 15°.

Para angulos maiores que 15°, o movimento péndular deixa de ser um MHS e
comeca a depender da amplitude de oscilagao. Nesse caso, a amplitude pode ser aproximado

por uma série infinita, conforme dito por Amrani, Paradis e Beaudin (2008):

L 1 11
T =29 (1 782 94 .
m/g(—i_160+30720+ ) (5.9)
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Além disso, em situagoes reais, a resisténcia do ar e o atrito no ponto de fixacao
podem amortecer o movimento do péndulo, reduzindo a amplitude das oscila¢oes ao longo

do tempo.

Caso a haste do péndulo nao for desprezivel, o sistema se comportara como um
péndulo fisico, onde o periodo de oscilagao depende do momento de inércia e da distribuicao
de massa. Mesmo com essas limitagoes, o péndulo simples foi um material muito utilizado
para o desenvolvimento de relégios de péndulos. Bem como para medir a aceleracao

gravitacional em um local especifico.
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6 Aplicacoes: Experimento e Validacao

Neste capitulo, descreveremos um experimento virtual realizado no Laboratério de
Péndulo e uma simulagao computacional em Python, ambos com o objetivo de validar as

esquagoes do péndulo simples abordado nos capitulos anteriores.

A andlise pratica nos permitira verificar a precisao das solugoes tedricas, como
a aproximacao de pequenas amplitudes 5.8 e para as grandes amplitudes. Além disso,
exploraremos e compararemos os métodos numéricos de Euler e de Runge-Kutta de 42

ordem (RK4) na resolugdo de ED nao linear do péndulo simples.

Observagao 6.1 O método de Euler Modificado e Aperfeicoado nao serdao trabalhados
por serem comparaveis com o método RK2. Ja o RK1, RK2 e RK3 nao serao trabalhados

por serem métodos tedricamente inferior ao RK4.

6.1 Associacao com os Métodos Numéricos

Considerando a equagao diferencial do péndulo simples descrita pelo sistema de

primeira ordem, dado por

@ _,
dt

i _ g (6.1)
dt_ LSlIl .

6.1.1 M¢étodo de Euler

Escrevendo as equagoes dadas no sistema descreta na Eq. (6.1), na forma do método
de Euler, ou seja, as atualizacoes das variaveis angulares 6 e w em cada passo h sdo dadas

por:

9n+1 = en —+ hwn, (62)

Wnr1 = o+ h( = %sin(@)) (6.3)

6.1.2 Método Runge-Kutta 4* Ordem

Escrevendo as equagoes dadas no sistema descreta na Eq. (6.1), na forma do método

de Runge-Kutta de 4° ordem, ou seja, as atualiza¢Ges das variaveis angulares 6 e w em



6.1. ASSOCIACAO COM OS METODOS NUMERICOS 41

cada passo h sao dadas por:

: (—% sin (Hn + ]%9)) ; (6.4)

k49 =h- (wn + k3w) 5
Faw = - (=% sin (0 + kso)) .

1

9n+1 = en + 6 (kle + 2k20 + 2]{:30 + k49) ) (65)
1

Wp+1 = Wp + 6 (klw + Qkﬂw + 2]{:30.) + k4w) . (66)

Foram necessarias algumas mudancas no scrip para realizar a comparacao numérica.
A Listing 6.1 mostra o script em Python do calculo do periodo do péndulo simples
para os métodos numéricos Euler e Rungue-Kutta, descritas nas Eq. (6.2) e Eq. (6.4),

respectivamente.

2 #pacotes
3 import numpy as np
4 import matplotlib.pyplot as plt

6 #parametros

79 =09.81
§L=1.0
9 dt = 0.01

10 t_max = 5

12 # Parametros Estabelecidos

13 theta@_graus = 5

14 theta® = np.radians(theta0_graus)
0.0

16 euler_pratico = # Aqui eu coloco o valor encontrado atraves do PhET

15 omega0

18 # Funcao para aceleracao angular
19 def aceleracao_angular(theta):
20 return -g / L * np.sin(theta)

22 # Metodo de Euler

23 def euler_step(theta, omega, dt):

24 omega_novo = omega + aceleracao_angular(theta) * dt
25 theta_novo = theta + omega * dt
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return theta_novo, omega_novo

# Metodo de Runge-Kutta 4 (RK4)

def

7 def

rk4_step(theta, omega, dt):
kl_theta = omega
kl_omega = aceleracao_angular(theta)

k2_theta = omega + 0.5 * dt * kl_omega

k2_omega = aceleracao_angular(theta + 0.5 * dt * kl_theta)

k3_theta = omega + 0.5 * dt * k2_omega
k3_omega = aceleracao_angular(theta + 0.5 * dt * k2_theta)

k4_theta = omega + dt * k3_omega
k4_omega = aceleracao_angular(theta + dt * k3_theta)

theta_novo = theta + (dt / 6.0) x (kl_theta + 2 x k2_theta + 2 *x k3_theta + k4_theta)
omega_novo = omega + (dt / 6.0) * (kl_omega + 2 * k2_omega + 2 * k3_omega + k4_omega)

return theta_novo, omega_novo

7 #definicao
; def

simular_pendulo(metodo, theta®, omega®, dt, t_max):

tempo = [0.0]
theta = [thetaO]
omega = [omegal]

n_steps = int(t_max / dt)

for i in range(n_steps):
t_atual = tempo[-1]
theta_atual = theta[-1]
omega_atual = omegal-1]

theta_novo, omega_novo = metodo(theta_atual, omega_atual, dt)

tempo.append(t_atual + dt)
theta.append(theta_novo)
omega.append(omega_novo)

return np.array(tempo), np.array(theta)

calcular_periodo(tempo, theta):
zeros = []
for i in range(1l, len(theta)):
if theta[i-1] > 0 and theta[i] <= 0:
tl, t2 = tempo[i-1], tempo[il]
thl, th2 = theta[i-1], theta[il
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t_zero = tl1l + (0 - thl) x (t2 - tl1) / (th2 - thl)

zeros.append(t_zero)

if len(zeros) > 1:
periodos = np.diff(zeros)
return np.mean(periodos)

return None

tempo_euler, theta_euler = simular_pendulo(euler_step, theta®, omega0®, dt, t_max)
tempo_rk4, theta_rk4 = simular_pendulo(rk4_step, theta®, omega@, dt, t_max)

periodo_euler = calcular_periodo(tempo_euler, theta_euler)

5 periodo_rk4 = calcular_periodo(tempo_rk4, theta_rk4)

" if periodo_euler is not None and periodo_rk4 is not None:

erro_euler = abs(euler_pratico - periodo_euler)
erro_rk4 = abs(euler_pratico - periodo_rk4)

print(f "Per odo Euler: {periodo_euler:.4f} s")
print(f " Per odo RK4: {periodo_rk4:.4f} s ")
else:
print("N o foi poss vel calcular os per odos com os dados disponveis.")

plt.plot(tempo_euler, theta_euler, label="Euler", color="green")
plt.plot(tempo_rk4, theta_rk4, label="RK4", linestyle="--", color="red")
plt.xlabel("Tempo (s)")

plt.ylabel(" ngulo (rad)")

plt.title(f"Euler e RK4 ( = {theta®_graus} )")

plt.grid(True)

2 plt.legend()

plt.show()

Listing 6.1 — Script em Python do Céalculo do Periodo do Péndulo Simples através dos Métodos

Numéricos

6.2 Analise dos Métodos Numéricos

Para realizar as andlises dos métodos numéricos, foram estabelecidos alguns para-
metros da fisica para obtermos os comportamentos dos movimentos do péndulo simples,

considerando angulos diferentes, # = 5°, § = 10° e = 15°.

A Listing 6.2 mostra o script em Python para obter os comportamentos dos
movimentos do péndulo simples e da velocidade angular, para os angulos determinados
anteriormente. As Figuras 15 - 17 mostram os comportamentos dos movimentos do péndulo

simples para os respectivos angulos, onde foram considerados os seguintes parametros:
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o Gravidade: g = 9,81 m/s*
o Comprimento do fio: L =1.0 m

. Angulos testados: #; = 5°, 6, =10°e 0 =15°

Figura 15 — Comportamentos dos movimentos do péndulo simples com angulo 8 = 5°.

Movimento do Péndulo Simples (60 = 5°)
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Fonte: Autores.

Figura 16 — Comportamentos dos movimentos do péndulo simples com angulo 6 = 10°.
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Fonte: Autores.



6.2. ANALISE DOS METODOS NUMERICOS

45

Figura 17 — Comportamentos dos movimentos do péndulo simples com angulo 6 = 15°.
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L

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

20

from scipy.integrate import odeint

g =9.81
L=1.0
thetab_g
thetad =

omegal

) t_max =

dt = 0.0

raus = 10

np.radians(theta@_graus)

0.0
100
1

t = np.arange(0, t_max, dt)

def equacoes_pendulo(estado, t, g, L):

thet
dthe
dome

return [dtheta_dt, domega_dt]

condicoes_iniciais

solucao

theta =

omega =

a, omega =

ta_dt

estado

omega

40

ga_dt = -(g / L) * np.sin(theta)

= odeint(equacoes_pendulo, condicoes iniciais, t, args=(g, L))

solucao[:, 0]

solucaol[:,

1]

[theta®, omegal]

60
Tempo (s)

Fonte: Autores.

80

T
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plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.subplot(2, 1, 1)
plt.plot(t, theta, label=' ngulo ", color="blue")
plt.xlabel(’'Tempo (s)’)
plt.ylabel(’ ngulo (rad)’”)
3 plt.title(f'Movimento do P ndulo Simples ( = {theta®_graus} )')

plt.legend()
plt.grid(True)

7 plt.subplot(2, 1, 2)
; plt.plot(t, omega, label='Velocidade Angular ( )’, color='green’)

plt.xlabel(’'Tempo (s)’)
plt.ylabel(’Velocidade Angular (rad/s)’)
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.tight_layout()

; plt.show()

T_teorico = 2 * np.pi * np.sqrt(L / g)
print(f"Per odo te rico (aproxima o para pequenos ngulos ): {T_teorico:.5f} s")

cruzamentos_zero = np.where(np.diff(np.sign(theta)))[0]
if len(cruzamentos_zero) > 1:
periodo_numerico = 2 * (t[cruzamentos_zero[1l]] - t[cruzamentos_zero[0]])
print(f"Per odo estimado (solu o numrica): {periodo_numerico:.5f} s")
else:

print("N o foram encontrados cruzamentos suficientes para estimar o per odo.")

Listing 6.2 — Script em Python do Movimento do Péndulo Simples e da Velocidade Angular.

Para péndulos simples com angulo # < 15°, seu periodo equivale é definido e dado

aproximadamente por:
1
T =27/ —— =~ 2,0006. 6.7
"\ 9,81 (6.7)
Observagao 6.2 A massa nao interfere no calculo do periodo porque a equacao do
movimento é derivada da Segunda Lei de Newton (Segao 2.1.3). Isso ocorre porque a forga
gravitacional é proporcional & massa F' = mg, e como a Segunda Lei relaciona a forga a

aceleragao, faz com que a massa se cancele no calculo dinamico do péndulo.

Para validar a precisdo dos métodos nimericos escolhidos (Euler e Rungue-Kutta) para a
resolucao da equacao diferencial do péndulo simples, implementamos simulagdo computa-

cional em Python. A seguir, apresentamos alguns exemplos.
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Exemplo 6.1 Considere o péndulo simples com angulo #; = 5°. Compare os comporta-

mentos da plataform PhET e com os métodos numéricos.

Solucao 6.1 O periodo encontrado no plataforma online Laboratério do péndulo para
o angulo # = 5° foi de T' = 2,0070s, cuja velocidade pode ser encontrada observada na

Figura 18.

Figura 18 — Comportamentos do péndulo simples usando a plataform PhET e os métodos
numéricos (Euler e Rungue-Kutta) com dngulo 6 = 5°.
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Fonte: Adaptada do Site PhET. Fonte: Autores.

Exemplo 6.2 Considere o péndulo simples com angulo #5 = 10°. Compare os comporta-

mentos da plataform PhET e com os métodos numéricos.

Solugao 6.2 Na plataforma online Laboratorio do péndulo para o angulo § = 10° foi de

T = 2,0099s, cuja veracidade pode ser encontrada na seguinte imagem (Figura 19).

Figura 19 — Comportamentos do péndulo simples usando a plataform PhET e os métodos
numéricos (Euler e Rungue-Kutta) com angulo § = 10°.
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Fonte: Adaptada do Site PhET. Fonte: Autores.
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Exemplo 6.3 Considere o péndulo simples com angulo #3 = 15°. Compare os comporta-

mentos da plataform PhET e com os métodos numéricos.

Solucao 6.3 Laboratorio do péndulo para o angulo § = 15° foi de T' = 2,0147s, cuja

veracidade pode ser encontrada na seguinte imagem (Figura 20).

Figura 20 — Comportamentos do péndulo simples usando a plataform PhET e os métodos
numéricos (Euler e Rungue-Kutta) com angulo § = 15°.
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Fonte: Adaptada do Site PhET. Fonte: Autores.

Para medirmos o erro dos periodos, podemos fazer de duas maneiras. Podemos
calcular o erro com base no periodo teodrico, j4 que a margem de erro dele é baixa, ou
podemos comparar com o valor obtido através do PhET que ja mostra o periodo com

mais precisao independente do angulo estabelecido.

Nesse experimento, iremos optar pelo segundo método, ja que o periodo do PhET
tem uma precisao maior. Os valores dos periodos encontrados para os dois métodos

numéricos (Euler e Rangue-Kutta) sao descritos na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 — Periodos Encontrados na plataforma PhET e para os métodos numéricos (Euler e
Rangue-Kutta).

Angulo | PhET | Teérico | Euler | RK4

5° 2,0070 | 2,0061 2,0080 | 2,0070
10° 2,0099 | 2,0061 2,0116 | 2,0099
15° 2,0147 | 2,0061 2,0178 | 2,0147

Fonte: Autores.

O erro foi calculado conforme descrito por Burden, Faires e Burden (2017, p. 16), e definido

por:

Valor Aproximado - Valor Real
Valor Real

Erro(%) = * 100 (6.8)
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A Tabela 6.2 msotra os valores dos erros obtidos, na plataforma PhET, PhET teérico,
comparados com os erros dos métodos numéricos Euler e Rungue-Kutta de quarta ordem

(RK4).

Tabela 6.2 — Comparagao dos Erros obtidos: Plataforma PhET, Método de Euler e Método de
Rungue-Kutta.

Angulo | PhET | PhET-Teérico | PhET-Euler | PhET-RK4
5° 2,0070 | 0,0448% 0,0493% 0%
10° 2,0099 | 0,1891% 0,0846% 0%
15° 2,0147 | 0,4269% 0,1539% 0%

Fonte: Autores.

6.3 Analise dos Resultados

Os resultados mostraram que, para angulos pequenos # < 15°, o periodo teérico 5.8
¢ uma boa aproximagao com erros baixos. Porém, para angulos mariores, a aproximacao
linear do sin # ~ 0 deixa de ser valida, e a solu¢do numérica se torna essencial para capturar

o comportamento do sistema nao linear.

Embora o método de Euler seja uma boa solugao para calcular o periodo do péndulo
simples, com facil implementacao computacional, ele acumula erros ao longo do tempo,
especialmente em sistemas oscilatorios. Isso ocorre pois, o método de Euler é de primeira

ordem, e nao leva em consideragao as curvaturas e variagoes de ordem superior na solucao.

No entanto, o RK4 sendo um método numérico, conseguiu capturar melhor as

variacoes nao lineares revelando ser um sistema mais preciso e estavel.
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7 Consideracoes Finais e Conclusao

O trabalho realizado teve como objetivo principal a modelagem numérica e com-
putacional do comportamento do movimento oscilatério do péndulo simples, utilizando

métodos numéricos, caso, Euler e RK4.

A analise dos resultados mostrou que o método Runge-Kutta de quarta ordem
(RK4) apresentou comportamento mais robusto ao comparadom com o método de Euler
em meio de precisdo. Enquanto o RK4 reproduziu os periodos com erro nulo, o método de

Euler apresentou erros crescente sempre que o angulo aumentava.

A simulagdo no Laboratdrio do Péndulo (PhET) mostrou ser essencial para capturar
o periodo de forma precisa. Afinal, se o trabalho fosse realizado em um laboratorio fisico,

deveriamos considerar influéncias externar, como por exemplo a resisténcia do ar.

A utilizacao da linguagem Python, mostrou-se fundamental para a automatizagao
dos calculos e a visualizagao dos comportamentos dos movimentos do péndulo simples
para diferentes angulos. As bibliotecas como NumPy, SciPy e Matplotlib do Python
auxiliaram para implementar os métodos e a gerar graficos permitindo uma analise
detalhado do péndulo.

O trabalho realizado, nos possibilita estender o estudo para sistemas mais complexos,
como péndulos de Newton, péndulos com amortecimento ou sistemas sujeitos a forcas
externas. Além disso, pode-se implementar outros métodos como método de Verlet para

explorar a precisao deles.
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