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Resumo

A modelagem matematica é o processo que envolve a obtencao de um modelo. O modelo
matemaéatico é o conjunto de simbolos e relacées que procuram traduzir, de alguma forma,
um problema de situagao real. As equagoes diferenciais sdo equacoes matematicas que des-
crevem a relagao entre uma funcao desconhecida e suas derivadas. Essas equagoes buscam
expressar a modelagem mateméatica que descrevem as diferentes formas algébricas de figu-
ras planas, solidos e de superficies. O objetivo da pesquisa foi apresentar a importancia
da modelagem matematica das equagOes diferenciais ordinérias aplicadas em problemas
das areas da matematica aplicada, fisica, engenharia e outras ciéncias para resolver pro-
blemas de fenémenos naturais e processos dinamicos. A metodologica foi de estratégias
investigativas e pesquisa aplicada, gerando conhecimentos para aplicacao pratica, dirigida
ao entendimento da modelagem matematica das equagoes diferenciais ordinarias (EDO)
de primeira ordem, com procedimentos técnicos da pesquisa bibliografica. A pesquisa
resultou na resolugao de alguns problemas modelados pelas EDO em algumas areas do
conhecimento, sendo eles: os problemas na quimica como o decaimento radioativoe pro-
blemas de mistura. Os problemas na fisica como da Lei de Resfriamento de Newton. Os
problemas na biologia como o Modelo de Malthus para o estudo do crescimento das popula-
¢oes de organismos, Modelo de Gompertz que estuda o crescimento de tumores sélidos. Os
problemas na economia envolvendo juros composto. As solucoes gerais de cada problema
mostraram a importancia do entendimento da teoria das EDO, para modelar, analisar e
interpretar seus comportamentos e fazer previsoes na sua evolucao temporal, mostrando a

possibilidade de alteragoes nas varidveis do sistema e nas condic¢Oes iniciais propostas.

Palavras-chave: Modelagem matemaética; equagoes diferenciais ordinarias; ferramenta

matemaética; aplicacoes.



Abstract

Mathematical modeling is the process that involves obtaining a model. The mathe-
matical model is the set of symbols and relations that seek to translate, in some way, a
real-world problem. Differential equations are mathematical equations that describe the
relationship between an unknown function and its derivatives. These equations seek to
express the mathematical modeling that describes the different algebraic forms of flat fi-
gures, solids and surfaces. The objective of the research was to present the importance of
mathematical modeling of ordinary differential equations applied to problems in the areas
of applied mathematics, physics, engineering and other sciences to solve problems of natu-
ral phenomena and dynamic processes. The methodology was investigative strategies and
applied research, generating knowledge for practical application, aimed at understanding
the mathematical modeling of first-order ordinary differential equations (ODE), with tech-
nical procedures of bibliographic research. The research resulted in the resolution of some
problems modeled by ODEs in some areas of knowledge, such as: problems in chemistry
such as radioactive decay and mixing problems; problems in physics such as Newton’s Law
of Cooling; problems in biology such as the Malthus Model for studying the growth of
populations of organisms, the Gompertz Model that studies the growth of solid tumors;
problems in economics involving compound interest. The general solutions to each pro-
blem showed the importance of understanding the theory of ODEs to model, analyze and
interpret their behavior and make predictions about their temporal evolution, showing the

possibility of changes in the system variables and in the proposed initial conditions.

Keywords: Mathematical modeling; ordinary differential equations; mathematical tool;

applications.
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1 Introducao

A modelagem matematica é o processo de transformar problemas do mundo real em
questoes matematicas e resolvé-las, interpretando suas solugoes no contexto da realidade.
Os beneficios da aplicagao da modelagem em pesquisa podem ser observados nos avangos
alcancados em diversos dominios, como Fisica, Quimica, Biologia e Astrofisica, entre ou-
tros. A modelagem envolve uma abordagem multidisciplinar e, nesse sentido, se alinha as
novas tendéncias que promovem a eliminacao das fronteiras entre as diferentes areas de
estudo (Bassanezi, [2002]).

O significado da palavra "aplicacdo" da matemaética é, descrever o problema ex-
traindo o aspecto essencial de uma situagdo, e transforméa-lo em um contexto abstrato,
onde o raciocinio possa ser absorvido com uma notével economia de linguagem. Assim, a
matemaéatica pode ser entendida como uma ferramenta intelectual capaz de condensar ideias
originadas em situacoes empiricas, que frequentemente estao disfarcadas em um conjunto
de variaveis de menor relevancia (Bertone et al., 2019).

Assim, a ideia de "transformé-lo em um contexto abstrato" destaca o poder da abs-
tragdo matematica, que permite modelar fenémenos reais de maneira que o raciocinio possa
ser mais facilmente manipulado e analisado. Essa abstragao permite "absorver" o pensa-
mento com "notével economia de linguagem", ou seja, usando um vocabulério simplificado,

mas extremamente preciso e eficaz para expressar conceitos complexos (Figura |1)).

Situacdo -- Problema Prob M .
r roblema Matemsdtico

do Abstrati
strato
Mundo Real
Solugao da Solucdo do Problema
Situacdo -- Problema Real Matematico Abstrato

Figura 1 — Processo de Modelagem Matematica
Fonte: (Boyce; DiPrimay, [2001)).

A relevancia de um modelo matematico reside na capacidade de representar, por meio
de simbolos, relagoes matematicas e propriedades . Por outro lado, o problema é retratado
através do modelo, o qual é examinado com as teorias e métodos da Mateméatica. Isso
resulta em informagoes e conclusdes sobre o objeto, que, posteriormente, sdo apresentadas

utilizando-se a linguagem original do problema (Javaroni, 2007).



Segundo |Javaroni (2007)) ao estudar um problema, busca-se construir um modelo com
base em teorias matematicas. Em outras situacoes, embora o modelo possa ser baseado
em teorias consolidadas, as técnicas disponiveis podem ser insuficientes para resolver o
problema, exigindo o desenvolvimento de novos métodos, como por exemplo, métodos
computacionais.

Uma modelagem eficaz possibilita fazer previsoes, tomar decisoes, explicar fenémenos
e compreender a realidade; em suma, permite uma participacao ativa no mundo, com a
capacidade de influenciar suas transformacoes. Ou seja, a utilidade de um modelo depende
consideravelmente do contexto em que ele é criado — um modelo que seja "adequado" para
um bidlogo pode nao ser para um matemético, e vice-versa. Um modelo parcial pode
satisfazer as necessidades imediatas de um pesquisador, mesmo que nao incorpore todas
as variaveis que influenciam a dindmica do fendémeno estudado |Bassanezi| (2002)).

A observacao de que a eficicia de um modelo depende do contexto especifico em que
é desenvolvido reflete a ideia de que um modelo nunca é universalmente "bom", mas sim
adequado a diferentes necessidades e perspectivas. Isso refor¢a a natureza interdisciplinar
da modelagem, onde diferentes campos podem precisar de abordagens distintas, mesmo
que o modelo aborde o mesmo fendémeno (Bassanezi, 2002).

No campo educacional, o aprendizado por meio da modelagem promove a integragao
dos elementos ludicos da matemaética com suas possiveis aplicacOes praticas. Além disso,
com esse recurso, o aluno consegue perceber diferentes possibilidades para direcionar suas
habilidades ou seu desenvolvimento académico (Bertone et all [2019). Ao introduzir esse
tipo de abordagem, o ensino da matemética se torna mais dindmico e conectado ao mundo
pratico, permitindo que o aluno visualize a utilidade do que aprende. Além disso,a mode-
lagem também desempenha um papel importante na orientagao vocacional dos estudantes,
ajudando-os a identificar areas em que podem desenvolver suas habilidades e tomar deci-
soes mais informadas sobre seu futuro académico e profissional. Em suma, a modelagem
nao s6 enriquece a experiéncia de aprendizado, mas também amplia as perspectivas do
aluno quanto as suas proprias capacidades e interesses (Bertone et al. 2019).

O objetivo da pesquisa foi apresentar a importancia da modelagem matematica das
equacoes diferenciais ordinarias aplicadas em problemas das &reas da matemaética apli-
cada, fisica, engenharia e outras ciéncias para resolver problemas de fendémenos naturais e

processos dinamicos. Os objetivos especificos foram:

e Apresentar os fundamentos tedricos das equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) de

primeira ordem, incluindo sua defini¢ao, classificagao e métodos de solugao;

e Discutir o conceito de modelagem matematica e sua relagao com as EDOs, eviden-

ciando sua utilidade na representacao de fendmenos reais;

e Explorar exemplos praticos de aplicagdo das EDOs em diferentes areas do conheci-

mento, como fisica, biologia e quimica;

e Demonstrar a resolucao de problemas utilizando as EDOs, com explicacoes detalha-

das sobre as etapas do processo de modelagem e solucao;
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e Explorar aplicagoes praticas em diferentes areas do conhecimento;

e Promover uma reflexdo sobre a importancia da matemaética no entendimento e na

solugao de problemas do mundo real, destacando o papel das EDOs nesse contexto.

A metodologica foi de estratégias investigativas e pesquisa aplicada, gerando conhe-
cimentos para aplicagao pratica, dirigida ao entendimento da modelagem matematica das
equagoes diferenciais ordinérias (EDO) de primeira ordem, com procedimentos técnicos da
pesquisa bibliografica.

O trabalho esta estruturado em cinco capitulos, sendo o Capitulo [2| breve descri¢cao
da teoria fundamental das equagoes diferenciais ordinérias de primeira ordem. Capitulo
a teoria fundamental de algumas areas do conhecimento, necessarias para o entendimento
na resolucao do problema abordado. No Capitulo 4] aplicagoes da EDO de primeira ordem
para resolver problemas em algumas areas do conhecimento, e no Capitulo 5| os resultados

obtidos e a conclusao.
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2 Teoria Fundamental: Equacoes

Diferenciais Ordinarias de Primeira
Ordem

Neste capitulo sao apresentados algumas teorias fundamentais das equagoes diferen-
ciais ordinérias de primeira ordem. Elas sao necessérias para melhor entendimento quando
aplicadas nas resolugbes dos problemas apresentados no Capitulo[dl A referéncia utilizada
¢ de|Yartey e Ribeiro| (2017).

2.1 Introducdo as Equacdes Diferenciais

Definigao 2.1 (Equagao diferencial). Uma equagao que estabelece uma relagao entre
a variavel independente x, a funcio incognita y = f(z) e suas derivadas y/, ", ...,y

se chama equagao diferencial. Pode ser escrita na forma
F(z,y,9,y", ..., y™) = 0. (2.1)

Exemplo 2.1.
1. y = senx,
2.y +3x=0,

3. Ji2y”—|—26xy//: (12_}_2)?/2‘

2.1.1 Tipo e Classificacdo

A seguir, as defini¢oes do tipo e de classificacdo da uma equacéo diferencial.

Definigao 2.2 (Tipo de uma equagao diferencial). Dependendo da quantidade de
variaveis independentes envolvidas, as equagoes diferenciais podem ser classificadas
como ordinérias ou parciais. E chamada de equagdo ordinaria (EDO) quando
a funcao desconhecida depende de uma tinica variavel, de modo que as derivadas
presentes na equacao sao exclusivamente derivadas ordinarias. Por outro lado, se
a fungdo incognita depender de mais de uma variavel, as derivadas serdo parciais,

caracterizando uma equacao diferencial parcial (EDP).



Exemplo 2.2.

dQ(t 1
1. chli) + 5@ =Vit) = modelo de circuito RC: é uma equagao diferencial
ordinéria. Fungao incognita @ = Q(t).
Pu 0% ) - , .
2. — 4+ —— =0 = denominada por Equacao de Laplace: é uma equacao
oxr?  Oy?
diferencial parcial. Funcao incognita v = u(z,y).

8. ur+uu, =0 = & uma equagao diferencial parcial. Fungao incognita u =
u(z, t).

Definigao 2.3 (Ordem de uma equagao diferencial). A ordem de uma equagio

diferencial corresponde ao nivel da derivada de maior ordem presente na equacgao.

Exemplo 2.3.
1. Yy =senx = equacao deferencial de primeira ordem.
2. y"+3r=0 = equacao deferencial de segunda ordem.

3. 2%y +2e%y" = (22 +2)y> =  equagdo deferencial de terceira ordem.

Definigao 2.4 (Linearidade de uma equagao diferencial). Quanto & estrutura de
uma equacao diferencial, ela pode ser classificada em linear ou nao linear. Ela
é linear quando a incognita e suas derivadas aparecem de forma linear na equagao.

Por exemplo, uma equagao diferencial linear de ordem n pode ser escrita na forma:
ao(@)y + a1 @)y’ + az(@)y" .. + an(z)y™ = f() (2.2)
Caso contrario, ela é dita nao linear. Por exemplo, a equacao de Burgers:
up + uug, = 0,

onde o termo uu, é um termo nao linear.

2.1.2 Solucdes de Equacdes Diferenciais Ordinarias

Considere a EDO de ordem n, dada por:

F(l',y’y/,y”, o ’y(n)) =0. (23)
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Definigao 2.5. Seja y = ¢(x) uma funcao real definida no intervalo I, derivavel
até ordem n para todo z € I. Diz-se que y = ¢(x) é uma solugao explicita ou
simplesmente uma solugao da equacgao diferencial dada na Eq. (2.3 no intervalo I,

se
1. F(z,y(x),y (x),y"(x),...,y"™ (z)) é definida para todo z € I, e

2. F(z,y(x),y (x),y"(x),...,y™(z)) = 0 para todo z € I.

Exemplo 2.4. Considere a seguinte equagao diferencial:

dy _x
dr y’
Solucao 2.1. Separando as varidveis:
y? 22
ydy =xdr =— /ydy—/:}:dm == 5:?—%0 = y=22+C.

Agora, isolamos y para obter a solugao explicita:

y==xvV22+C.

Essa é a solugao explicita da EDO, pois expressamos y diretamente como uma fungao de

x.

Uma solugao de Eq. (2.3) também pode ser expressa de forma implicita, ou seja,

como uma equagao na forma ¢(x,y) = 0.

Definigao 2.6. A equacao na forma ¢(x,y) = 0 é denominada uma solugao im-
plicita da EDO dada na Eq. se essa relagao gerar ao menos uma fungao de
valores reais y = ¢(z), definida no intervalo I, de modo que, y = ¢(x) seja uma
solucao explicita da EDO dada na Eq. em x € [.

Exemplo 2.5. Considere a seguinte equagao diferencial:

dy
dr y
Solucao 2.2. Separando as variaveis:
y? 22
ydy =xzdr — /ydy:/mdx = 5234-0 = yP=2+0C.

Essa é a solucao implicita da EDO, pois a solugdo y(x) nao esta expressa explicitamente

em termos de z, mas sim como uma relacao entre = e y.
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2.1.3 Problema de Valor Inicial de Ordem n

Definigao 2.7. Um problema de valor inicial (PVI) de uma equagao diferencial

de ordem n é dado por

y™ = fla,y "y ), (24)
com as condic¢oes iniciais:
y(wo) = Yo,
y' (o) = y1,
y" (o) = y2, (2.5)
Ly (20) = Yn-1,
onde g, Yo, Y1, Y2, - - -, Yn—1 Sa0 valores conhecidos. A solugdo geral do equagao di-

ferencial (Eq. (2.4)) é um conjunto de fungdes que dependem de n parametros. As
condigoes iniciais dadas na Eq. (2.5 sao utilizadas para determinar os valores das

constantes da solucao geral e, dessa forma, obter uma solucao especifica.

A seguir, apresentamos a fundamentacao teérica para EDO de priemira ordem que

é a equacgao diferencial para este estudo.

2.2 Equacdo Diferencial de Primeira Ordem

Definigao 2.8 (Equagao de Primeira Ordem). Uma equagao diferencial de primeira
ordem contém somente a primeira derivada y’ = %, possivelmente y e alguma fungao

de z € I, isto é, uma equagao do tipo

F(z,y,5') =0 ou ¢ = f(,y). (2.6)

Exemplo 2.6.
1. Yy =cosx

2. xy +4xy =0
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2.2.1 Problema de Valor Inicial da EDO de 12 ordem

Definigao 2.9. Um problema de valor inicial (PVI) de uma equagao diferencial

de primeira ordem ¢é definido como:

y/ = f($a y)v (27)
y(zo) = Yo-

onde g, yo sdo valores conhecidos. A fungao y = ¢(x) que resolve esse problema é
uma solugdo da equacao diferencial ¢y = f(z,y) e também satisfaz a condi¢ao inicial
é(xo) = yo. A condigdo inicial geralmente ¢ utilizada para determinar o valor da

constante C de integragao na solugao geral.

Observagao 2.1. A Def. 2.9/ define um PVI de uma equagao diferencial de priemira ordem.
Préximo passo é verificar se existe uma solugao, de modo a responder as seguintes questoes:
e Sob que condigoes podemos garantir que existe uma solugao do PVI dado na Eq. (2.7)?

e Sob que condigoes podemos garantir que a solugao do PVI dado na Eq. (2.7)) é tnica?

Os Teoremas e garantem a existéncia e unicidade da solu¢ao do PVI.

Teorema 2.1 (Existéncia). Suponha que f(z,y) (Eq. (2.7)) é continua num re-
tangulo R = {(z,y) : z0 —h < x < g+ h,yo — k < y < yo + k} centrado em
(z0,Yo). Entao, existe um namero hj (possivelmente menor que h) tal que uma so-

lugdo y = ¢(z) do PVI dado na Eq. (2.7) é defnida no intervalo (xg — hi,zo + h1).

Demonstragao 2.1. Dado o Problema de Valor Inicial (PVI):

Y= I, ) =w 2.9

onde f(z,y) é continua em uma regiao R em torno de (xg,yp). Queremos mostrar que
existe uma solugao y = ¢(z) definida em um intervalo (z¢g — h1,xo + h1). Reescrevendo a
Eq. (2.8) como uma equagao integral:

y(x) = o + / "ty dr. (2.9)

Para encontrar uma fungao ¢(x) que satisfaga a Eq. (2.9)), definimos uma sequéncia de

fungoes ¢, (z) por aproximagoes sucessivas de PicardE]:

¢o(x) = yo,

1 Para melhor entendimento a respeito de Aproximacoes sucessivas de Picarde, ver (Honig} [1961).
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bnt1(2) = yo + /I f(t, on(t))dt.

Usamos o Teorema do Ponto Fixo de Banadﬂ para garantir que a sequéncia ¢, (x) converge
uniformemente para uma funcao ¢(z). Para isso, é necessario que f(z,y) satisfaga uma

condicao de LipschitzE| em ¥, ou seja, exista uma constante L tal que:

[f(@,y1) — f(@,92)| < Llyr — val-

Logo, mostramos que ¢(x) obtida no limite satisfaz a equacao integral original (Eq. (2.9)).

Como ¢y, (z) converge uniformemente, podemos trocar o limite com a integral, garantindo

que:
6@ =+ [ Fito(t) dr (2.10)
o
Derivando ambos os lados da Eq. (2.10]), obtemos:
d
9 = Fla, o)),

o que prova que ¢(x) satisfaz a equagao diferencial original. Como f(z,y) é continua, a
solucdo ¢(x) pode ser estendida para um intervalo (zo—hq, xg+h), garantindo a existéncia
local da solug@o. Portanto, provamos que existe uma solugdo y = ¢(x) definida em um

intervalo ao redor de xy.

Teorema 2.2 (Unicidade). Suponha que f(z,y) (Eq. ) e sua derivada parcial
%(m, y) sejam continuas num retangulo R, como descrito no Teorema [2.1, Entao,
existe um namero hy possivelmente menor que hy, tal que seja uma solu¢ao y = ¢(z)
da Eq. , cuja existéncia é garantida pelo Teorema e é a unica solugao, no

intervalo (zg — ha, o + h2).

Demonstragao 2.2. Dado o Problema de Valor Inicial (PVI):

d
= f@y). yleo) =w.

onde f(z,y) e sua derivada parcial % sdo continuas em uma regiao R, queremos mostrar
que a solugdo y = ¢(z) garantida pelo Teorema de Existéncia é tnica.
Sejam y1(z) e ya(z) duas solugdes do PVI no mesmo intervalo (xg — h, 29 + h). Isso

significa que ambas satisfazem:

y(2) = yo + / * f(t () dt,

y2(x) = yo + /x f(t, ya(t)) dt.

Definimos a funcdo d(x) como a diferenga entre as duas solugoes:

d(z) = |y1(z) — ya(z)|.

Para melhor entendimento a respeito do Teorema do Ponto Fixo de Banach, ver (Santos, 2024).
Para melhor entendimento a respeito de condigao de Lipschitz, ver (Jeffreys; Jeflreys| |1972).

3
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Subtraindo as equagoes integrais das solugoes, obtemos:

ly1(z) — ya(x)| =

/I[f(t,yl(t)) — f(t,y2(t))] dt|.

0

Usando a condigao de Lipschitz, existe uma constante L tal que:

[f(@,y1) — f(@,52)| < Llyr — wal-

Portanto,

d(z) < / " Ld(e) dt.

0

Pela desigualdade de Gronwal]ﬂ segue que:
d(z) < d(zq)et#=0),
Mas, como d(zo) = |y1(xo) — y2(x0)| = 0, concluimos que:
d(x) =0 para todo x no intervalo considerado,

ou seja, y1(z) = ya2(x), provando a unicidade da solugao. Portanto, a solugao y = ¢(x)

dada no Teorema ¢é Unica.

2.2.2 Tipos de EDOs de Primeira Ordem

A seguir, as defini¢bes dos tipos das EDOs de primeira ordem.

Definigao 2.10 (EDO Separavel). Diversas equagoes diferenciais de primeira ordem

podem ser expressas na forma

9y = f(x). (2.11)

Por meio de manipulagoes algébricas, e usando y' = g—g, reescrevemos a Eq. 1}

na forma
9(y)dy = f(z)dz, (2.12)

denominada por equagao separavel, pois a fungao g(y) depende apenas da variavel

y, e tem o diferencial dy do lado esquerdo da igualdade, enquanto do lado direito da
igualdade tem-se a fungao f(x) que depende apenas da variavel x, e tem o diferencial
dx.

De fato, se y = f(z), temos:

Wf@)f (@) = glz) = / h(f () (z) = / o(x), (2.13)

Para melhor entendimento a respeito da desigualdade de Gronwall, ver (Lonardoni, [2023] pag.
23).

4
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d
mas f'(x) = ﬁ, assim Eq. (2.13]) é o mesmo que

/h(y)dy = /g(x)d:v +c, (2.14)

onde ¢ é uma constante de integracao.

Portanto, para resolver a EDO de primeira ordem separéveis, hé a necessidade de
organizar a fung@o que possui dependéncia em y e a fungdo que depende de x, de modo
que ambas estejam do mesmo lado da equacao, junto com seus respectivos diferenciais dy
e dx. Posteriormente, ambas os lados da igualdade da Eq. sao integradas, o que leva
& obtencao da solucao geral da EDO dada.

Definicao 2.11 (Diferencial Exata). Uma expressao diferencial M (z,y)dz +
N (z,y)dy é uma diferencial exata em uma regiao R do plano xy, se ela corresponde

a diferencial de alguma funcdo ¥ (z,y). Uma equacao diferencial da forma
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0, (2.15)

¢ chamada de equagao exata se a expressao do lado esquerdo da Eq. (2.15) ¢é
uma diferencial exata, onde as fungoes coeficientes M (z,y) e N(x,y) sdo fungoes

continuas no intervalo I, e que dependem das variaveis = e y.

O Teorema [2.3] fornece um método sistematico de determinar se uma EDO é exata

e obter a sua solucao geral.

Teorema 2.3 (Teorema do Critério). Suponha que as fungoes M(x, y), N(x, y), e
suas derivadas parciais M, (z,y) e N.(z,y) sdo continuas na regiao retangular R:
a<z<pf,v<y<d. Entao, a Eq. (2.15) ¢ uma EDO exata em R se, e somente se,

OM(z,y) _ ON(z,y)

- 24, (2.16)

em cada ponto de R, isto ¢, existe uma fungao ¢ (x,y) satisfazendo as condiges
1/{@ :M($7y) € ¢y:N($7y)7 (217)

se, e somente se, M(x, y) e N(x, y) satisfazem a Eq. (2.16)).

Demonstragao 2.3. Considere a equagao diferencial ordinéria:
M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0.

Queremos determinar a condicao necessaria e suficiente para que esta equacao seja exata,

ou seja, para que exista uma fungao ¢ (z,y) tal que:

o _ o _
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Se a equagao é exata, entao existe ¥ (z,y) tal que:

_o _o
M=, N_ay.

Diferenciando a primeira equacao em relacao a y e a segunda em relagdao a x, obtemos:

oM _ 9%  ON _ 9
oy  Oyox’ 0Ox  Oxdy’

Como as derivadas parciais mistas de 1) sdo continuas, temos a igualdade:
oM  ON
y oz’
Portanto, essa é uma condicao necessaria para que a equagao seja exata.
Agora, suponha que a condigao
oM  ON
oy oz
seja satisfeita em uma regiao simplesmente conexa. Vamos mostrar que existe uma fungao

Y(z,y) tal que:

oY oY
— =M, —/—=N.
Ox Oy

Integrando a primeira equagao em relagao a x, obtemos:

bla,y) = / M(z, y)dz + g(y),

onde ¢g(y) é uma func¢do que depende apenas de y.

Para determinar g(y), diferenciamos 1 (z,y) em relacao a y:

?)Z’ _ ‘1 (/ M(m,y)dw) +4'(y).

Mas sabemos que — = N(z,y), entao:

oy

0
N = o ([ M) + 50
Comparando com a condi¢ao dada, concluimos que:
g (y) = termos independentes de x em N(z,y).

Integrando ¢'(y), encontramos g(y), o que completa a determinagao de 1 (z,y).

Assim, provamos que a equagao diferencial é exata se, e somente se, a condi¢ao
oM  ON
oy  Ox

for satisfeita. Isso demonstra o teorema.

Observacao 2.2. No Teorema a fungao ¥ (z,y) a ser obtida é a solugao geral da EDO

exata dada.
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Exemplo 2.7. Resolva a equagao diferencial de 1° ordem
(2x 4+ y)dz + (z + 2y)dy = 0. (2.18)

Solugao 2.3. Sabemos que da Eq. (2.17)) do Teo. que:

M

M(z,y)=2zr+y — a(?y =1, (2.19)
N

N(z,y)=x+2y = 8871‘ = 1. (2.20)

Como Eq. (2.20) e Eq. (3.22)) satisfazem a Eq. (2.16) do Teorema logo a Eq. (2.18)) é
uma EDO exata. Resolvendo as condigoes da Eq. (2.17)):

Ve =224y = Ya,y) =" +ay+g(y). (2.21)
Derivando ¢ (z,y) da Eq. (2.21)) em relagao a y, e substituindo na condigao

vy =N(zy) = 2+g@y)=2+2

s =y=C = Px,y)=a"+ay+y*+C, (2.22)

é a solugao geral da EDO exata dada na Eq. (2.18)), sendo C uma constante de integragao.

Definicao 2.12 (EDO Linear). A equagao diferencial
a(z)y’ +b(z)y = c(), (2.23)

onde a(x), b(x) e ¢(x) sdo fungodes coeficientes que dependem da variavel indepen-
dente e sao continuas no intervalo I, y representa a funcao descohecida, e ¢y denota
sua derivada de primeira ordem em relagao a z. A Eq. (2.23]) é linear se satisfaz as

condigoes de linearidade.

Definigao 2.13 (Fator integrante). Seja

% + P(z)y = Q(x), (2.24)

uma EDO linear. E seja p(z) uma fungao que multiplicamos na Eq. (2.24)), ou seja,

dy

pla) = + pa) P(e)y = w2)Q(). (2.25)

Escrevendo o lado esquerdo da Eq. (2.25) como a derivada de um produto, isto é,

d
@)yl = p@)P(z)y.
Isso significa que p(x) deve satisfazer:

du _

— =Pl = pl)=e PO, (2.26)

denominada por fator integrante.

25



Para obter a solugao geral, multiplicamos os dois lados da Eq. (2.24) por u(z)
(Eq. (2.26)), e se verificar que
d
dx
entdo, podemos integrar ambos lados da Eq. (2.27)), obtendo

[1(z) y] = w(2)Q(), (2.27)

ey = [uaaie+o — y=—([uwewarrc). e

é a solugao geral da EDO linear, e onde C é uma constante de integragao.

Observagao 2.3. O fator integrante é uma fungao especial que facilita a resolugao de
EDOs lineares de primeira ordem, transformando-as em uma equagao que pode ser resol-

vida por integragao direta.
Exemplo 2.8. Resolva a EDO linear de primeira ordem

dy
i

7 +2y =e". (2.29)
Solugao 2.4. Pela Eq. (2.24) que P(x) = 2, e substituindo na Eq. (2.26]), obtemos

p(x) = e (2.30)
Multiplicando ambos os lados da Eq. (2.29) pela Eq. (2.30), obtemos
d
62:5% + 2e%y = 27", (2.31)
Observe que o lado esquerdo da Eq. (2.31)) se torna a derivada do produto de p(z) e y em

relagdo a x, obtendo

d X X
%[62 y] = 3. (2.32)

Multiplicando por dx ambos os lados da Eq. (2.32)), e integrando em relagao aos respectivos

deferenciais, ou seja,

3z T
/d(e%y) = /e3xdac = ¥y = % +C = y= % + Ce 2%,

é a solugao geral da EDO dada, sendo C uma constante de integragao.

Definigao 2.14 (EDO Homogénea). Uma EDO de primeira ordem dada na forma

W _p (Q) , (2.33)

dx T

¢ denominada por homogénea, sendo o lado direito da Eq. (2.33]) depende das varia-

veis X e de y.
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Observacgao 2.4. Usando a Def. e seja
v=y/x == y = vz, (2.34)
e derivando ambos lados da igualdade na Eq. (2.34]), obtemos

dy =z dv + v dz. (2.35)

Substituindo a Eq. (2.34)) e Eq. (2.35) na Eq. (2.33), e efetudando a algebra em ambos os

lados da igualdade, ira esultar em uma EDO separével com diferenciais em dv e dx, que
podem se integrados. E apos resolve-14 e substituindo v = y/x na solugdo, obtem-se a

solugao geral da EDO homogénea dada.

Exemplo 2.9. Resolva a equagao diferencial homogénea

dy  a?+y?
- . 2.
dx Ty (2.36)
Solugao 2.5. Reescrevendo a Eq. (2.36) na forma:
(zy)dy = (2% + y?)d. (2.37)
Fazendo:
y=vr =  dy=wvdr+ zdv. (2.38)

Substituindo Eq. (2.38) na Eq. (2.36)), obtemos:
(%) [vdr + zdv] = 2°[1 +v¥]dz =  v?dx + [zv]dv = [1 + v?]dz.

Agrupando de acordo com os diferenciais, ajustando a algebra e integrando, obtemos

1)2

é a solugao geral para equagao diferencial homogénea dada, onde v = y/z. Logo, a solucao

geral da EDO homogénea dada é

2
% =Inlz|+C = y=22%n|z|+C)?, (2.40)

onde C é uma constante de integragao.

2.3 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um método para resolver EDO de qualquer ordem.

Definigao 2.15 (Transformada de Laplace). Seja uma fungao f : [0,400] — R.
A transformada de Laplace de f, denotada usualmente por L[f(z)] ou L£(f) é uma
funcao F'(s) definida por

F(s) = / T et dt. (2.41)

o

A notagao usual da transformada de Laplace de f é:

L{f(x)} = F(s). (2.42)
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Observagao 2.5 (Transformada Inversa de Laplace). Da Eq. (2.42)) temos o F'(s), entao
podemos obter obter y = f(x) que seré a solucao geral da EDO em estudo. Para isso, basta

aplicar a Transformada Inversa de Laplace na expressao algébrica F(s), denotada por
f(ax) = L7 F(s)]. (2.43)

Para obter f(x), reescrevemos F(s) como fungao parcial, de acordo com a forma do deno-

minador, conforme serd apresentado a seguir.

2.3.1 Casos para Funcdes Parciais

Um polindémio em z pode ser expresso na forma:

1

anT” + ap_12" + -+ a1z + ag,

onde os coeficientes a;, com ¢ = 0,1,2,...,n, sdo constantes, a, # 0, n representa o grau
do polinémio e é um nimero inteiro nao negativo.

Qualquer polinébmio pode ser escrito como um produto de fatores lineares reais da
forma ax + b e fatores quadraticos reais irredutiveis da forma az? + bx + ¢, onde o discri-
minante A = b? — 4ac é negativo (A < 0).

Dizemos que uma fungao é racional se puder ser expressa como:

F(z) = : (2.44)

P(z) e Q(z) sao polindmios.
Apresentaremos diretrizes para o calculo de integrais de fungoes racionais (Eq. (2.44)),
comegando pela fatoragdo do denominador e decompondo a fungdo em uma soma de fracoes

mais simples. Examinaremos essa abordagem por meio de diferentes casos.

2.3.1.1 Denominador com fatores lineares simples

Se o grau do polinémio no numerador for inferior ao do polinémio no denominador

e se este dltimo puder ser decomposto inteiramente em fatores lineares, entao a cada

fator linear ax + b corresponde uma tnica fracao simples da forma , onde A é uma

: . ax+b .
constante a ser determinada. Caso o grau do numerador seja igual ou superior ao do
denominador, primeiro realizamos a divisao dos polinémios e aplicamos o método apenas
ao restante obtido, que permanece sobre o denominador (Yamashiro; Souzal 2015).

o — 3

m (Thomas et a]..,

Exemplo 2.10. Expresse como a soma de fra¢oes parciais
2002):

Solugao 2.6. Primeiramente, efetuamos a fatoracao do denominador:

2 =22 —3=(x+1)(z—3).
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Em seguida, determinamos os coeficientes A e B de forma que:

5 — 3 o — 3 A B
= = . 2.4
z2—-2x—-3 (z+1)(z—3) x+1+x—3 (2.45)

Realizando a algebra na Eq. (2.45]), obtemos o sistema de equagoes lineares:

(2.46)

A+ B=5
—3A+B=-3.

Resolvendo esse sistema (Eq. (2.46))), obtemos A =2 e B = 3. Assim, podemos reescrever

a fracao dada como uma soma de fragdes parciais:

5T — 3 2 3

m2—2x—3_x+1+x—3‘

2.3.1.2 Denominador com fatores lineares repetidos

Se o grau do polinémio no numerador for inferior ao do denominador e caso o de-
nominador seja decomposto em produtos de fatores lineares elevados a poténcias, entao,
para cada fator linear da forma (ax + b)", correspondem n termos de fragdes parciais na

seguinte estrutura:

A1 AQ An
it —m— 2.47
ax+b+(ax+b)2+ +(am+b)"’ (247)
onde Aq, As, As, ..., A, s@o coeficientes constantes a serem determinados. Caso o grau do

polindmio no numerador seja maior ou igual ao do denominador, primeiramente realizamos
a divisao polinomial e, em seguida, aplicamos o método ao restante que permanece sobre

o denominador (Yamashiro; Souzal 2015).

Exemplo 2.11. Expresse em soma de fra¢oes parciais (Thomas et al., 2002):

622+ 7

Solugao 2.7. Reescrevendo dada na forma da Eq. (2.47)), para uma soma de fragoes

parciais com coeficientes desconhecidos:

6x + 7 A B
= . 2.4
(x +2)2 x+2+(ac+2)2 (249)

Realizando a algebra na Eq. (2.45]), obtemos o sistema de equagoes lineares:

A=6
(2.50)
2A+ B =T1.

Resolvendo esse sistema (Eq. (2.50))), obtemos A = 6 e B = —5. Assim, podemos reescrever
a fracao dada (Eq. (2.49)) como uma soma de fragoes parciais:

6x + 7 6 5

(x+2)? z+2 (z+2)%
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2.3.1.3 Denominador com fatores quadraticos distintos

Se o grau do polinémio no numerador for inferior ao do denominador e caso o de-
nominador seja decomposto em fatores quadraticos distintos que nao podem ser fatorados
em nimeros reais, entdo, para cada termo quadratico irredutivel da forma az? + bx + c,
corresponde uma unica fragdo parcial expressa como:

Ax+ B
ax? +bx +c’
onde A e B sdo coeficientes constantes a serem encontrados. Caso o grau do numerador seja
maior ou igual ao do denominador, primeiramente realizamos a divisao polinomial e, em
seguida, aplicamos o método ao residuo que permanece sobre o denominador (Yamashiro;
Souzal, 2015)).

Exemplo 2.12. Expresse em fragbes parciais:

3x +4
_ 2.51
222 + 4x + 2 (251)
Solugao 2.8. Primeiramente, fatoramos o denominador:
202 +4r +2=2(x* + 2z +1) = 2(x + 1)% (2.52)

Reescrevendo a Eq. (2.51), usando Eq. (2.52) e obter uma soma de fragdes parciais com
coeficientes desconhecidos:

3r +4 A B Ax+(A+2B)

20 +1)2  2(x+1) + (x+1)2  2(x+1)2
Realizando a algebra na Eq. (2.53]), obtemos o sistema de equagoes lineares:

{ A=3
(2.54)

(2.53)

A+ B =4.

Resolvendo esse sistema (Eq. (2.54)), obtemos A =3 e B = 1/2. Assim, podemos reescre-
ver a fragdo dada (Eq. (2.52])) como uma soma de fragoes parciais:
3z +4 3 1

20 +1)2 2z +1) + 2(x +1)2

2.3.1.4 Denominador com fatores quadraticos repetidos

Se o grau do polinémio no numerador for inferior ao do denominador e caso o denomi-
nador contenha fatores quadréticos irredutiveis repetidos, entao, para cada fator quadrético
irredutivel da forma ax? + bx + ¢ que aparece n vezes, corresponde uma soma de fracoes

parciais na seguinte estrutura:

Aix + By Asx + Bo A,x+ B,
et — (2.55)
ax? +br+c  (axs+ bz + c)? (ax? + bx+)"
onde A; e B;, com i = 1,2,3,...,n, sdo coeficientes constantes que precisam ser determi-

nados. Caso o grau do polinémio no numerador seja maior ou igual ao do denominador,
primeiramente realizamos a divisao algébrica e, em seguida, aplicamos o método ao restante

que permanece sobre o denominador (Yamashiro; Souza, [2015).
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2.3.2 Propriedades da Transformada de Laplace

Teorema 2.4 (Linearidade). Se a transformada de Laplace de f(t) é F(s), para
s > a, e a transformada de Laplace de g(t) é G(s), para s > a, entdo para quaisquer

constantes « e f3:

Laf +Bg)(s) = aL(f)(s) + BL(g)(s) = aF(s) + BG(s), (2.56)

para s > max{aj,as}.

Demonstragao 2.4. Sabemos pela Def. que a transformada de Laplace de uma
fungao f(t) é dada por:

LU} =Fo) = [ o

Seja g(t) outra funcdo cuja transformada de Laplace seja:

Lo} = Gl = [ o)

Agora, considerando uma combinagao linear das fungoes f(t) e g(t), ou seja, h(t) = af(t)+

Bg(t), onde a e B sdo constantes, aplicamos a defini¢ao da transformada de Laplace:

L{n(t)} = L{af (1) + By(t)}-

Utilizando a propriedade da integral de que a transformada de uma soma é a soma das

transformadas, temos:

Lfaf()+ 590} = [ T et af(t) + Ba(t)) dt.

Pela linearidade da integral, podemos separar os termos:

L{af(t)+By(t)} = o /Ooo e ft)ydt+ B /OOO e *g(t)dt.
Pela Def. 2.15] as fungoes f(t) e g(t) sao reescritas como
L{af(t) + Pg(t)} = aF (s) + BG(s).
Portanto, demonstramos que:
L{af + Bg}(s) = aL{f}(s) + BL{g}(s),

que prova a propriedade de linearidade da transformada de Laplace.

Teorema 2.5 (Transformada de Laplace das Derivadas). Suponha que f

[0,400] — R seja continua e que f’ seja seccionalmente continua em qualquer

intervalo 0 < ¢ < A. Suponha, além disso, que existam constantes K, a e M tais
que f|(t)| < K para t > M. Entao, L[f'(t)] existe para s > a e, ¢ dada por

LIf'(t)] = sF(s) = £(0), (2.57)

onde F(s) é a transformada de Laplace de f(t).
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Demonstragao 2.5. Seja f(t) uma fungao continua para t > 0 e cuja derivada f’(t) seja
seccionalmente continua. Pela definigdo da transformada de Laplace (Def. [2.15]), temos:

LUy = [ e

Aplicamos a integracdo por partes, escolhendo: - u = ™% = du = —se tdt - dv =

f'(t)dt = v = f(t). Usando a féormula da integra¢ao por partes:

/udv:uv—/vdu,

LU} = [ ) — /O " (Csem ) £ (1)t

obtemos

Como assumimos que f(t) cresce no maximo como Ke® parat > M, e considerando s > a,
temos que e~ f(¢) tende a zero quando t — oo, entdo o primeiro termo no limite superior

desaparece. Avaliando no limite inferior:

LU ()} = —eO f(0) + 5 / e (1) de

0
L{f'()} = sF(s) — f(0),
onde F'(s) = L{f(t)} é a transformada de Laplace de f(t). Assim, demonstramos que:
L{f'()} = sF(s) — f(0),
0 que prova o teorema.

A Figura[2] mostra o diagrama que descreve as etapas na resolugao de uma EDO com
PVI usando o método da transformada de Laplace, para uma funcao algébrica, denotada

por F(s), conforme mostra a coluna a direita na Tabela

Determine a incognita
¥(1) que satisfaz a ED
e as condiges iniciais.

4

Solugiio y(r) do PVI
original.

| Aplique a transformada

de Laplace L.

Aplique a transformada
inversa £-1,

A ED transformada

—=| torna-se uma equagao

algébrica em Y(s).

Resolva a equacio
transformada para
determinar Y(s).

Figura 2 — Etapas na resolucao de um PVI pela transformada de Laplace.
Fonte: (Boyce; DiPrimal 2001)).

Na Tabela [I] estao listadas as principais propriedades da transformada de Laplace

que utilizaremos ao longo do trabalho.

32



Tabela 1 — Tabela com algumas Propriedades de Laplace.

Linha \ Funcao f(¢) \ Transformada de Laplace
1 f(®) F(s)
2 1 1/s
3 t 1/s?
4 e (a &€ uma constante real) 1/[s — a]
5 sin(at) a/ls* + a?]
6 cos(at) s/|s* + a?]
7 e sin(bt) b/[(s —a)? + b?]
8 e cos(bt) [s —al]/[(s — a)? + b%]
9 f'() sF'(S) — f(0)

Fonte: Adaptado de (Boyce; DiPrimay, 2001)).

Observacao 2.6. No Anexo A encontra-se uma tabela mais completa com as propriedades

da Transformada de Laplace e a Transformada Inversa de Laplace.
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3 Teoria Fundamental: Areas

Especificas

Neste capitulo sao apresentados algumas teorias fundamentais de algumas areas do
conhecimento, pois sao necessirias para melhor entendimento quando aplicadas nas reso-

lugées dos problemas apresentados no Capitulo [4]

3.1 Fisica

A seguir, trés teorias da area da fisica.

3.1.1 Corpo em quedra livre com influéncia do atrito

A equacao que descreve um corpo em queda livre num meio com atrito é dada por

d
mdit) = mg — cv? (3.1)

em que m é a massa do corpo em kg, g é a aceleracao devido & gravidade que é aproxima-
damente 9,81m/s%, ¢ é conhecida como coeficiente de arrasto cuja unidade é kg/s (Silva,
2014)). Observe o seguinte fato na Eq. (3.1)):

dv dz dv dv dv

Substituindoo ultimo termo da Eq. (3.2) na Eq. (3.1)), temos

mv% =mg — cv® = mvé —mg = —cv? (3.3)

Dividindo a Eq. (3.3) por mv e ajustando-a, obtemos

dv ¢ 1
— 4+ —v = . 3.4
T T v =gv (3.4)
Usando a Def. [2.12] obtemos a solugao geral da Eq. (3.3), dada por:
mg 2c
v(z)=4|—+Kexp|——2 |, KeR (3.5)
c m

Logo, a Eq. (3.5)) é a fungdo que representa a velocidade do corpo em queda livre, consi-
derando v(z) > 0 (Silva, [2014)).



3.1.2 Lei de Resfriamento de Newton

A Lei de Resfriamento de Newton foi desenvolvida por Isaac Newton no final do
século XVII e publicada em 1701 em sua obra Scala Graduum Caloris (Escala dos Graus
de Calor). Essa lei descreve como a taxa de variacdo da temperatura de um corpo em
resfriamento é proporcional a diferenga entre a temperatura do corpo e a temperatura
ambiente ao seu redor.

Newton chegou a essa formulagao enquanto estudava fendmenos térmicos e como o
calor é transferido entre corpos. Ele percebeu que, para pequenos intervalos de tempo,
a perda de calor de um objeto depende diretamente da diferencga entre sua temperatura
interna e a temperatura ambiente, supondo que o meio circundante permaneca em tempe-
ratura constante. A Lei de Resfriamento de Newton é expressa pela equagao diferencial de

primeira ordem:
ar

dt
onde T' é a temperatura do corpo no instante t; T, € a temperatura do ambiente; k é

_k(T - Tamb)7 (36)

uma constante de proporcionalidade que depende das propriedades do corpo e do meio e

‘% é a taxa de variagdo da temperatura ao longo do tempo t.

3.1.3 Circuitos em Série

Em um circuito em série composto apenas por um resistor e um indutor, a segunda
lei de Kirchhoff estabelece que a soma da variagdo de potencial no indutor (L(di/dt)) e
da variagao de potencial no resistor (iR) é equivalente & tensao elétrica (E(t)) aplicada ao
circuito, dada pela equagao diferencial linear para corrente (t):
di

L= + Ri = E(t), (3.7)

em que L e R sao constantes conhecidas como induténcia e a resisténcia, respectivamente
(Zill; Cullen, |2012)). A Figura [3| mostra o circuito em série L-R.

®

AV
R

Figura 3 — Circuito em Série L-R.
Fonte: Adaptada de (Zill; Cullen) [2012).

A queda de potencial em um capacitor com capacitancia C é dada por ¢(t)/C, em

que ¢ é a carga no capacitor, e descrita pela Segunda lei de Kirchhoff:

Ri+ %q — B(b). (3.8)
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A Figura [l mostra o circuito em série R-C.

]|
I

C

Figura 4 — Circuito em Série R-C
Fonte: Adaptada de (Zill; Cullen) [2012).

Mas a corrente i e a carga g estao relacionadas por ¢ = dq/dt, logo, a Eq. (3.8)) torna-se a
equacao diferencial linear (Zill; Cullen) 2012) dada por:

dqg 1
— + —q=E(t). )
Rdt + o4 (t) (3.9)

3.2 Quimica

A seguir, trés teorias da area da quimica.

3.2.1 Reacbes Quimicas

A decomposi¢do de um material radioativo, regida pela Eq. , é denominada
reacao de primeira ordem.

Na quimica, certas transformagoes obedecem a essa mesma regra empirica: caso as
moléculas da substancia A se desfacam em componentes menores, é razoavel supor que a
velocidade com que essa fragmentacao ocorre seja proporcional a quantidade da substancia
original ainda nao transformada. Ou seja, se X(t) representar a por¢ao remanescente da
substancia A em um dado momento, entdo dX/dt = kX, onde k ¢ uma constante negativa,
pois X diminui ao longo do tempo (Zill, 2016]).

Um exemplo de reagao quimica de primeira ordem é conversao de t-cloreto butilico,
(CH3)3CCl, em t-alcool butilico, (CHs3)sCOH:

(CH3)3CCl+ NaOH — (CH3)3COH + NaCl
Somente a concentragdo do t-cloreto butilico controla a taxa de reacao. Mas na reacao
CH3Cl+ NaOH — CH3OH + NaCl

uma molécula de hidréxido de sédio, NaOH, é consumida para cada molécula de
cloreto metilico, C H3Cl, formando, assim, uma molécula de alcool metilico, CHsOH, e
uma molécula de cloreto de s6dio, NaCl. Neste caso, a taxa segundo a qual a reacdo se
processa é proporcional ao produto das concentracoes remanescentes de C H3Cl e NaOH
(711, 2016]).
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Para representar essa segunda reagao de modo geral, suponhamos que uma molécula
de uma substancia A combine-se com wuma molécula de uma substancia B para formar
uma molécula de uma substéancia C. Se representarmos por X a quantidade de substancia
C formada no intervalo de tempo t e se « e § representarem, por sua vez, a quantidade
das substancias A e B em ¢t = 0 (a quantidade inicial), as quantidades instantaneas de A e
B que néo foram convertidas em C serdo o — X e § — X, respectivamente. Assim, a taxa

de formagao de C é dada por

dX
S = ko - X)(8 - X), (3.10)

onde k é uma constante de proporcionalidade. Uma reagao cujo modelo é descrito na
Eq. (3.10]) é chamada de reagao de segunda ordem (Zill, [2016)).

3.2.2 Problema de Mistura

A taxa de variagdo da concentracao refere-se a rapidez com que a quantidade de uma
substéancia, dissolvida em um fluido, muda ao longo do tempo em um sistema. Essa taxa é
fundamental em problemas que envolvem misturas, reacoes quimicas, difusdo e processos

industriais, sendo descrita matematicamente por uma equagcao diferencial:

dA
—r =R~ R, (3.11)

onde A(t) é a quantidade de substancia no sistema no tempo ¢, R, é a taxa de entrada e

R, é a taxa de saida.

3.2.3 Decaimento Radioativo

Segundo [Silval (2018) o quimico Jonh Dalton (1766-1844) caracterizou o atomo como
uma mintscula esfera maciga, homogénea, indivisivel e indestrutivel.

Apos longos anos de estudos atualmente compreendemos que o 4tomo é composto
por trés tipos de particulas subatomicas: os proténs que sao particulas carregadas posi-
tivamente, localizadas no nucleo do atomo (Figura [5]), sendo que o nimero de protons que
define o elemento quimico denominado por nimero atémico; os néutrons sao particulas
neutras, também localizadas no nicleo, eles ajudam a estabilizar o niucleo, especialmente
em atomos mais pesados; e os elétrons que sao particulas carregadas negativamente, que
orbitam ao redor do ntcleo em regioes chamadas niveis ou camadas de energia, eles sao

responsaveis pelas interagdes quimicas entre os atomos (Cardoso, 2000)).

\
5
\ )
& / o Préton

LN
4 o
v "
//\\: 38 “/j 4 O \Neutron

\ ~1 2
/ \ ®Elétron

Figura 5 — Estrutura de um atomo.
Fonte: Adaptada de|Cardoso| (2000]).
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Quando h& um desequilibrio entre o nimero de prétons e néutrons no nicleo de
um atomo, ocorre o fenémeno conhecido como radioatividade, que busca corrigir esse
desequilibrio por meio da emissao de particulas ou ondas eletromagnéticas. Esse processo

pode se manifestar de trés formas principais:
e Radiagao Alfa ou Particula Alfa

Um dos mecanismos para estabilizar um nicleo com excesso de energia é a liberacao de um
conjunto de particulas carregadas positivamente, formado por dois prétons e dois néutrons,

juntamente com a energia associada a elas, essas emissoes chamamos de radiagao alfa ou

particulas alfa (Figura[f]) (Cardoso| [2000).

. P -
S —
&

-

Figura 6 — Radiacao
Fonte: Adaptada de (2000).

e Radiagao Beta ou Particula Beta

E a particula beta negativa ou, de forma simplificada, particula beta (Figura @ Quando
h& um excesso de cargas positivas (protons), é liberada uma particula beta positiva, de-

nominada positron, originada da transformacao de um préton em um néutron.(Cardoso

(2000))

. )L [ (beta)
o ® -

. t E—— ou

- € [ pestron)

Figura 7 — Radiacao Beta.
Fonte: (Cardoso; [2000)

e Radiacao Gama

Normalmente, apos a emissao de uma particula alfa (« ) ou beta (), o niicleo originado
desse processo, ainda com energia em excesso, busca se estabilizar, liberando essa energia

na forma de ondas eletromagnéticas, chamadas de radiagdo gama (Figura .
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Figura 8 — Radiacao Gama.
Fonte: Adaptado de (Cardosol 2000).

Para |Scaff (1997) o processo de desintegracao so é possivel ser discutido no campo
probabilistico. Supondo que em um instante ty = 0, tenha Ny atomos radioativos. Seja
~ a probabilidade para que um destes d4tomos se desintegre no tempo ¢, caracteristica de

cada elemento, denominada de constante de desintegracao do elemento, ou seja,

_dN—N = dN— dt = NdN— tt
a N~ v N
N t N
InN = — i InN —InNg = —~t — In(—)=-"t
n o 'yto n nNy ~y n(NO) ~y
N
e M= N = Ng = Ne 7, (3.12)

onde Ny é o nimero de 4tomos no instante inicial, N é o niimeros de 4tomos no instante t,
~ é a constante de desintegracao radioativa, t é o tempo decorrido e e é a base neperiana.

Cada substéncia radioativa, seja de origem natural ou produzida artificialmente,
se transforma (se desintegra ou decai) a uma taxa que lhe é propria. Para monitorar o
tempo de duracao (ou a "existéncia") de uma substancia radioativa, foi necesséario definir
um método de comparacao. Por exemplo, quanto tempo leva para a atividade de uma
substancia radioativa ser reduzida & metade da sua atividade inicial? Fsse periodo foi
denominado tempo de meia-vida da substancia (Alves, 2010).

O tempo de meia-vida (Figura E[) de um atomo radioativo é o intervalo de tempo
necessario para que metade dos atomos de uma amostra de material radioativo se desintegre
ou decaia, liberando radiagdo. Esse processo ocorre de forma aleatéria, mas a meia-vida é
uma caracteristica tinica de cada elemento ou isdétopo radioativo. Ou seja, apés um ntmero
de tempo de meia-vidas, a quantidade de 4tomos radioativos restantes sera reduzida a
metade a cada ciclo, sem depender do tempo exato em que cada dtomo se desintegra. A
tempo de meia-vida é um parametro importante para medir a estabilidade de substéncias
radioativas e calcular o tempo de exposicao ou a datagao de materiais.

A desintegragdo nao esta associada & eliminagao do atomo, ou seja, o &tomo continua
existindo. Na realidade, o que acontece é o processo de decaimento natural pelo qual o
atomo passa.

O carbono-14 (C') é um isétopo radioativo do carbono, formado na atmosfera
superior por meio da interacao dos raios césmicos com o nitrogénio. Esse isétopo possui
6 préotons e 8 néutrons em seu nicleo, o que o torna instavel e sujeito a desintegragao

radioativa ao longo do tempo.
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Bl 00% o massa inicial da amostra
T = tempo de meia vida

w|3 A NE

Figura 9 — Tempo meia-vida de um atomo radioativo.

Fonte: Adaptada de (Alves| [2010).

O carbono-14 (Figura é absorvido por seres vivos durante sua vida, principal-
mente por meio da respiracao e da alimentacdo. Apods a morte, a absor¢cao de carbono-
14 cessa, e o isotopo comeca a decair de forma previsivel. Ao comparar a relacdo entre
carbono-14 e carbono-12 presente em uma amostra com a proporc¢ao observada em organis-
mos vivos, é possivel calcular, de maneira bastante precisa, a idade de materiais orgénicos
que pertenciam a seres vivos do passado 2010)).

radiagao cosmica

05 raios cosmicos
entram na atmosfera

terrestre e colidem com
um atomo, criando um
quando o néutron energetico
néutron colide .
Com um atomo neutron
de nitrogénio-14
(sete protons e
sete néutrons) o

atomo se captura do néutron
transforma em —_—
um dtomo de

carbono 14

nitrogénio-14 carbono-14

o a planta absorve
proton didxido de carbono e
incorpora carbono-14
através da fotossintese

0s animais € as
pess0as ingerem
carbono-14 das plantas

Depois de mofrer & serem
enterrados, 0s 05S0s @ a
madeira perdem C-14,
que se transforma em
rul wam do

ﬂecaimento beta nitrogénio-14

./

Figura 10 — Ciclo completo do carbono.

Fonte: Adaptada de 2018)).

carbono-14 ©2004 Hovishfiworks. com
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Observacao 3.1. A meia vida do Carbono-14 é de 5.730 anos, usando a equacao do

decaimento se chega no valor da sua constante de desintegragao radioativa. Sabendo que

N(t) = Noe~ 7t e t = 5.730 anos, logo teremos N (5730) = (1/2)Np. Pela Eq. (3.12)), temos

(1/2)Np = Noe 27307 = 757307 =1/
Ine 5739 = In(1/2) =  —5739y =In(1/2)
— & 1,20968094.10~%.

Logo, a funcao que descreve a quantidade de material radioativo de carbono-14 em funcao
do tempo:
N(t) — N06_0700012097t. (3_13)

A Figura[lI] mostra o comportamento do processo de decaimento radioativo do carbono-14,

descrito pela Eq. (3.13).

O (percentual de carbono-14)

108
Q(” Que =0, 0601 2978

o0

L1
S0+ Decaimento do Carbono-14
404

3o

10 [ | (17190,12.5)

fanas)

0 2000 4000 6000 2000 10000 12000 14000 16000 15000

Figura 11 — Comportamento do processo de decaimento radioativo do carbono-14.
Fonte: Adaptada de (Alves| 2010).

3.3 Biologia

A seguir, dois teorias da area da biologia.

3.3.1 Modelo de Malthus

Uma das primeiras abordagens para representar matematicamente o crescimento da
populagao humana foi realizada pelo economista Thomas Malthus, em 1798.

Em esséncia, o conceito por trds do modelo malthusiano baseia-se na suposi¢ao de
que a velocidade com que a populagao de um pais se expande em um dado momento é

diretamente proporcional ao total de habitantes naquele instante. Em outras palavras,
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quanto maior for a populagao em um instante ¢, maior serd o numero de individuos no
futuro. Em termos matemaéticos, se P(t) for a populagao total no instante ¢, entdo essa

hipotese pode ser expressa por (Zill, 2016])
dP dP

— x P ou

dt dt

onde k é uma constante de proporcionalidade. Esse modelo bésico, apesar de nao considerar

kP, (3.14)

diversos fatores que podem afetar a populagao humana, como redugao populacional devido
a imigragao ou emigracao, demonstrou-se relativamente preciso na estimativa da populagao
dos Estados Unidos entre os anos de 1790 e 1860.

Populagoes que se expandem conforme a taxa descrita na Equacgao sao inco-
muns; contudo, a equagao ainda é empregada para representar o crescimento de pequenas
populagoes em periodos curtos.

O modelo de crescimento populacional de Malthus é amplamente utilizado na bio-
logia para descrever o crescimento de populagoes de organismos, especialmente quando os

recursos sao abundantes e as limitacoes ambientais sdo minimas (Zill, 2016).

3.3.2 Modelo de Gompertz

Com o objetivo de modelar o crescimento de tumores s6lidos, o matemético Benja-
min Gompertz desenvolveu, em 1938, uma equagdo amplamente conhecida, chamada de
Equacao de Gompertz. Na literatura cientifica consultada, encontramos diversas maneiras
de expressar essa equacao. Neste estudo, adotaremos a forma apresentada na referéncia

Boyce e DiPrimal (2001), com algumas adaptagdes na notagao dos parametros, ou seja,

d
Y _ ry In(K/y), (3.15)
dt
cuja solugao geral ¢é
N(t) = Ke ¢ (%), (3.16)

onde N = N(t) é a populagao de células tumorais no instante t; r é a constante de
crescimento das células; e K é o tamanho maximo que o tumor pode atingir com os

nutrientes disponiveis.

3.4 Economia

A seguir, um teoria da area da economia

3.4.1 Juros Composto

Imagine que uma certa quantia em dinheiro seja aplicada em um banco ou fundo de
investimento que oferece juros a uma taxa anual r. O montante V(¢) do investimento em
qualquer momento ¢ depende da periodicidade com que os juros sao capitalizados, assim

como da taxa de juros. Diferentes institui¢oes financeiras adotam politicas distintas para a

42



capitalizagao dos juros: algumas realizam o célculo mensalmente, outras semanalmente e
algumas até diariamente. Caso consideremos que os juros sao calculados de forma continua,
podemos formular um problema de valor inicial que descreva a evolugao do investimento
ao longo do tempo.

A variacao de mudanca do montante investido é representada por %, que corresponde
a taxa na qual o investimento cresce. Esse crescimento é proporcional & taxa de juros r
multiplicada pelo valor atual do investimento S, dada pela equagao diferencial que governa

o processo, com valor do investimento em um instante especifico, dado pelo PVI:

ds =rS
dt (3.17)
S(0) = Sp

Entéo, a solugdo do PVI do sistema (Eq. (3.17)) determina a variagdo S(¢) na conta em
qualquer instante de tempo t. Para resolver o PVI, em que a Eq. é separavel, usamos
a Definigao [2.10] obtendo

S(t) = Spe™, (3.18)

que descreve o comportamento exponencial de uma conta bancaria, com juros compostos
em tempo continuo.

Comparando os resultados desse modelo continuo com a situagdo em que os juros
sao compostos em intervalos de tempo determinados. Se os juros forem calculados uma

vez ao ano, por exemplo, apds t anos, o investimento é dado por
S(t) = So(1 + R)". (3.19)

Se os juros sao calculados duas vezes por ano, entdo ao final de 6 meses, o valor do
investimento ¢ Sy[1 + (r/2]). Logo, ao final de 1 ano (12 meses), o valor do investimento

sera de So[1 + (r/2)]?. Assim, ao final de ¢ anos, teremos
S(t) = So (1 + g)% . (3.20)
Em geral, se os juros sao calculados m vezes ao ano, entao
r\mt
S(t) = S (1 + E) . (3.21)

Retornando ao cenério de capitalizagdo continua, consideremos a possibilidade de haver
depositos e retiradas, além do acamulo de juros, dividendos ou ganhos de capital. Se
assumirmos que os depésitos ou retiradas ocorrem a uma taxa constante k, entdao o PVI
dado na Equagao (3.17)) é dado por:

dsS dsS

=TStk = o -rS=k, (3.22)

onde a constante k > 0 para depoésitos e k < 0 para saques.
Pela Definicao Eq.(3.22) é uma equagao diferencial linear. Logo, sua solugao
geral ¢ dada por

S(t) = ce" — (k/r),
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onde ¢ é uma constante arbitraria. Para satisfazer a condicao inicial (Eq. (3.21])), precisa-
mos escolher ¢ = Spe™ + (k/r). Assim, a solugao geral do PVI descrito pelas Eq. (3.22) e

Eq. (21) ¢
S(t) = Soe™ + (k/r) (et Y. (3.23)

O primeiro termo na Eq. (3.23)) representa a fragao de S(t) correspondente aos rendimentos
gerados pelo capital inicial Sy, enquanto o segundo termo corresponde & contribuigao da

taxa k de depositos ou retiradas (Boyce; DiPrimaj, 2001)).

Observagao 3.2. Na literatura podemos encontrar véirios exemplos de problemas de va-
riadas areas do conhecimento, que utilizam equacgoes diferenciais ordinarias de primeira

ordem para obter suas solugoes, por exemplo, em farmacologia e veterinaria (ver (Vilhena,

2014).
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4 Aplicacoes: Alguns Problemas

A seguir, sao apresentados alguns problemas e suas solu¢ées usando as EDOs de

primeira ordem.

Problema 4.1 (Fisica). Considere um paraquedista em queda livre em que sua massa
¢ m = T0kg e o coeficiente de arrasto é ¢ = 12,5kg/s. Sendo a aceleragdo da gravidade

g = 9,81m/s? vamos determinar a funcio velocidade do paraquedista em queda livre
sendo z(0) = Om (Silva, 2014).
Solucao 4.1. Com essas informagoes, temos o seguinte PVI:
d
d—” 40,1786 = 9.810!
r (4.1)
v(0) =0m/s

Da Eq. 3.5 sabemos que:

v(r) = \/54,94 + Ke— 0357z,

e sendo v(0) = 0 m/s, entao a solucdo do PVI é dada por:

v(z) = /54,94 — 54,940,357z

que tem como representacao grafica, como mostrado na Figura

Grafica: velocidade versus deslocamentn
8 I ] I

Welocidade v(x) (mis)

, | : ; :
0 5 10 15 20 25
Deslocamenta x (m)

Figura 12 — Comportamento do movimento da velocidade em relagao ao tempo.

Fonte: (Silval, 2014).



Problema 4.2 ( Fisica). Suponha que, no inverno, a temperatura de um certo prédio
de escritorios seja mantida a 7OOFE| e que o aquecimento seja desligado as 22 h da noite e
religado as 6 h da manha. Num certo dia, as 2 h da madrugada, a temperatura no interior
do prédio era de 65°F. A temperatura exterior era de 50°F as 22 h da noite e caiu para
40°F as 6 h da manha do dia seguinte. Qual era a temperatura dentro do prédio quando

o aquecimento foi ligado a4s 6 h da manha?

Solugao 4.2. Observe que, nao temos o valor da temperatura do ambiente (TA), apenas
a informacao da sua variacao entre 50°F e 40°F.
Seja a constante Ty, = 45°F (ou para qualquer outro valor constante), pela Eq.

(3.6 pode-se fazer a separagao das variaveis, ou seja,

dT
T—45

—kdt = In|T—45|=kt+c = T(t)=45+ce™ (4.2)

Escolhendo 22h da noite para corresponder a t = 0. Entdo, a condigao inicial dada é

T(0) = 70°F, e substituindo na Eq. (4.2]), obtemos
TO)=45+c¢® =70 = ¢=70-45=25 = Tp(t) =45+ 25¢". (4.3)

Utilizamos T(4) = 65°F, onde t = 4 corresponde as 2 h da madrugada. Resolvendo
algebricamente o valor de k e substituindo na Eq. (4.3)):

1
Ty(4) = 45+ 25e* =65 = et =0,8 = k= In|0,8] = ~0,056
T,(t) = 45 + 250056, (4.4)

As 6 h da manhi corresponde a t = 8 (ou seja, 8 horas apés as 10 h da manha) e e
substituindo na Eq. (4.4]), obtemos:

T, (8) = 45 + 25~ *096() — g1°F. (4.5)

Sabendo que a temperatura é T(0) = 70°F e subtraindo da temperatura dada na Eq. (4.5)),
a temperatura no interior do prédio caiu 9°F (Kreysig, 2008). A Figura mostra o

comportamento do decaimento exponencial da temperatura do ambiente.

Problema 4.3 (Fisica). Uma bateria de 12 volts é conectada a um circuito em série no
qual a indutancia é de 1/2 henry e a resisténcia, 10 ohms. Determine a corrente i se a

corrente inicial é zero ([Zill; Cullen) [2012]).

Solugao 4.3. De Eq. (3.7), vemos que devemos resolver

1di
2 dt
A escala Fahrenheit é uma unidade de medida de temperatura, onde 32°F corresponde ao ponto

de congelamento da dgua e 212°F ao ponto de ebuli¢ao, a 1 atm de pressao. Para converter uma
5(F—32) (
9

+10i = 12 (4.6)

1

temperatura de Fahrenheit (F) para Celsius (C), utiliza-se a formula C = Albuquerque;

Santiago, 2017)).
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Figura 13 — Comportamento do decaimento exponencial da temperatura do ambi-

ente.
Fonte: (Kreysig, 2008]).

sujeito a i(0) = 0. Primeiro, multiplicamos a equagao diferencial por 2 e calculamos o

fator de integracdo dado por €2%. Entao

d 24 6
%[62(%1] — 24620t :> 620t7: — %62(” + c :> Z — g + 06_20t.
Como #(0) = 0, entdao 0 = 6/5+ ¢, ou ¢ = —6/5. Logo,
. 6 6 _
'L(t) = g - 56 20t. (47)

Pela Eq. (3.8), podemos escrevcer uma solugao geral para dada na Eq. (3.6), ou seja

o et L (R/L)t —(R/L)t
i(t) = 7 e E(t)dt + ce . (4.8)

Em particular, quando E(t) = Ej é uma constante, a Eq. (4.8]) torna-se
E
i(t) = ﬁo + ce~(B/DE, (4.9)

Note que, na Eq. fazendo t — 00, 0 segundo termo aproxima de zero. Este termo
é usualmente chamado de termo transitério; qualquer termo remanescente faz parte do
estado estacionario da solugdo. Neste caso, Ey/R também é chamado de corrente
estacionario. Apo6s um longo periodo de tempo, a corrente no circuito é praticamente
governada apenas pela lei de Ohm (E=iR) (/Zill; Cullen, [2012]).

Problema 4.4 (Quimica). E estimado que um vasto reservatério de mistura detenha 300
galoes de solucao salina, na qual 50 libras de sal foram completamente dissolvidas. Uma
segunda solucao salina é injetada no reservatério a um ritmo de trés galdes por minuto, e
a concentragao de sal nesta segunda solugao ¢ de 2 libras por galao (Figura . Quando a
solugdo no reservatoério estiver completamente homogeneizada, ela seré retirada & mesma
taxa. Com isso, R, é produto da concentracao de sal no fluxo de entrada de fluido, onde, a
cada minuto que passa trés galoes de salina sao depositados no tanque, e essa salina possui
uma concentragao de 2 libras de sal por galao. Logo, tem-se que R, é medido em libras
por minuto, descrito pela Eq. :

R. = (3gal/min).(2lb/gal) = 6lb/min. (4.10)
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taxa de entrada de salmoura
3 galdes/minuto

constante
300 galoes

taxa de saida de salmoura
3 galdes/minuto

Figura 14 — Reservatorio de mistura.
Fonte: Adaptada de (Boyer; Merzbachl, |2012).

Solugao 4.4. Com a solugado estd sendo bombeada para dentro e para fora do tanque
a4 mesma taxa, a quantidade de galdes de salmoura no tanque no instante ¢ se mantém
constante a 300 galoes. Com isso, a concentragao de sal no tanque, que é a mesma ao fluxo

de saida, é de A(t)/300lb/gal e a taxa de saida de sal ¢é,
B A AW,
Rs = (3gal/min). (w)lb/gal) = ﬁlb/mm. (4.11)

Tem-se entao a seguinte equacao diferencial:

A
%:6—0,01,4 — A '—6+0,0lA=0. (4.12)

Aplicando a transformada inversa de Laplace, obtemos
L[A"] —6L[1] +0,01L[A] = 0.

Usando o Teorema [2.5] e a Tabela [T} obtemos uma expressao algébrica, dada por

SA(S)— A(0) +0,01A(S)=0 = A(S).(S+0,01) = A(0) + g
A(0) 6 A(0)S +6
A(S) = = .
5)= 550,00 T 5F0.00) ~ 5(5+0,01)
Aplicando as frages parciais, otemos
A(S)—E—i— C N B(s+40,01)+Cs BS+0,01B+CS
s (s+0,01) S(S+0,01)  S(S+0,01)

e colocando o S em evidéncia e pegando apenas o numerador das fragoes chegamos na

seguinte igualdade,
A(0)S+6=S(B+C)+0,01B, (4.13)

onde otemos A(0) = B+ C e 0,01.B = 6, logo, B =600 e C = A(0) — 600. Substituindo

na B %igﬁ
) A(S) = —600—1—7(0) 600 4.14
() S (S+0,01)" (4.14)
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Sabemos que foi dado A(0) = 50, e aplicando a Transformada Inversa (Anexo A), obtemos

£7YA(S)] = 600L7 ! qu] —550L7" [(S+10,01J

A(t) = 600 — 550e 01 (4.15)

com essa solucao geral podemos obter a quantidade de solugao salina em qualquer instante

t, j& que é uma funcdo que depende do tempo.

Problema 4.5 (Quimica). O exame com Carbono-14 no Sudario de Turim revelou que
o linho empregado na fabricacdo do manto datava de um periodo entre os anos 1260 e
1390. Assim, nao poderia ser o sudario que envolveu o corpo de Jesus. Essa conclusao gera
controvérsia até os dias atuais (Alves, 2010).

O teste inicial foi conduzido em 1988, quando o Vaticano concedeu permissao ao
Museu Britanico para determinar a idade da reliquia de tecido conhecida como Sudéario
de Turim, possivelmente associado a Jesus de Nazaré. Este tecido, descoberto em 1956,
apresenta o negativo da imagem de um corpo humano que muitos acreditavam ser o de
Jesus. O relatorio do Museu Britanico indicou que as fibras do tecido mantinham entre
92% e 93% do carbono-14 original. Utilizaremos esses dados para calcular a idade do

sudério.

Solugao 4.5. Ultilizando a Eq. (3.13)) que é a funcao que descreve a quantidade de material

radioativo de carbono-14 em funcao do tempo, e rearranjando para resolver em ¢, obtemos:

In(n(t)/no)

t= .
—(~0,00012097)
Para N(t) = 92%, obtemos
In(0,92) In(0,92)
L) N ~ 600 anos
~(0,00012097) ~(=0,00012097) anos,

que indica o tempo desde que o material deixou de absorver carbono-14, situando a con-
feccao do tecido em torno do século XIII ou XIV, o que estd de acordo com as datas entre

1260 e 1390 fornecidas pelos testes originais.

Problema 4.6 (Biologia). Em uma cultura, ha inicialmente Ny bactérias.Uma hora depois,
t = 1, o namero de bactérias passa a ser (3/2)Ny. Se a taxa de crescimento é proporcional
ao niamero de bactérias presentes, determine o tempo necessario para que o nimero de
bactérias triplique (Zill; Cullen) 2012).

Solugao 4.6. Primeiro resolvemos a equagao diferencial

dN dN

—=—kN = — —kN=0. 4.16

dt dt ( )
Sujeita a N(0) = Ny. Entao usamos a condi¢ao empirica N (1) = (3/2) Ny para determinar
a constante de proporcionalidade k. Assim, a Eq. (4.16]) é separével e linear. Calculando
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o fator integrante, obtemos e~*!. Multiplicando ambos os lados da Eq. (4.16) pelo fator

intergrante, obtemos

%[e‘ktN] =0. (4.17)

Integrando ambos os lados da Eq. (4.17)), obtemos

e N =c ou N(t)=ce. (4.18)

Em t = 0, concluimos que Ny = ce® = ¢, que implica que N(t) = Npe**. Em t = 1,
obtemos 5 5

5No = Nye” — = > (4.19)

onde k = In(3/2) = 0,4055 com quatro casas decimais. Portanto, da Eq. (4.19) escrevemos
N(t) dada por
N(t) = Noe®195%t = 0,4055t = In3.

Portanto,
n3

= 0,4055

¢ o tempo necesséario para que o nimero de bactérias triplique (Zill; Cullen [2012).

= 2,71 horas,

Problema 4.7 (Biologia). A principal aplicagdo da equagao diferencial de Gompertz
(Eq. (3.16)) é a analise do crescimento de tumores solidos. Com base nos critérios es-

tabelecidos por [Domingues (2011)), é possivel elaborar o grafico que descreve a solugao,

adotando r = 6.1073, K = 10'3 células e distintos valores para a populacio inicial (ng). A

Figura [15| mostra o comportamento da Func¢ao N(t) para varios Valores ny.

1, %105 ~ e e
-
9, x10" -~
8, x 101
E 7,x104 o
=
o 12 |
g 6, % 10 ——ny=40x10"
12
E 5 %104 - ny=30z10
“ ; fy= 202107
aog i = 12
§ %10 . = 1,02 10
B axigud / ——ny=10210°
o r
xR 4"
1, % 101
0= T T T T !
0 200 41 #00 300 1000 1200

Ciclos de evolugdo temporal, t

Figura 15 — Comportamento da fun¢ao N(t) para varios Valores ny.
Fonte:(Domingues, 2011)).

Solucao 4.7. Os diagramas dessas solugoes representam um aumento inicial exponencial
no volume de células tumorais, que gradualmente perde velocidade ao longo do tempo.

Essa reducao na taxa de crescimento pode ser explicada pela escassez de nutrientes, pelo
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aumento da pressao interna ou pela reagdo do sistema imunolégico do organismo a essa
alteracao.
Observe-se também que seja qual for o valor tomado para ng, tem-se:

lim N(t) = K. (4.20)

t—o00

E importante perceber que essa progressao do tecido tumoral é sem levar em conta os
efeitos da aplicagao de tratamentos contra o tumor. Dessa forma, é esperado que, ao incluir
estratégias terapéuticas, como quimioterapia ou medicamentos especificos, o equilibrio da
populagao de células tumorais seja atingido muito antes de o tumor alcancar sua capacidade
méxima de suporte, K. Além disso, a taxa de crescimento dessa populagdo pode ser

significativamente reduzida devido a atuacgao dessas abordagens (Domingues, [2011)).

Problema 4.8 (Economia). Suponha que uma pessoa abre uma conta (PREV) para com-
plementar sua aposentadoriacom 25 anos e faz investimentos anuais de R$2000,00 daf para
a frente de um modo contfnuo. Supondo uma taxa de rendimento de 8% ao ano, qual ser;

o saldo na conta PREV quando a pessoa tiver 65 anos (Boyce; DiPrimay, 2001)?

Solugao 4.8. Sabemos que, S(t) é o saldo no tempo ¢; & = 2000 é o investimento anual
continuo; 7 = 0,08 é a taxa de rendimento anual; ¢t = 40 anos, pois queremos o saldo
aos 65 anos, tendo comecado aos 25; e Sy = 0 indica que o saldo inicial era zero. Assim,
substituindo esses valores na Eq. , obtemos

S(40) = (2000/0,08)(e®%10 1) = $§(40) ~ 588.313.

Portanto, o saldo da conta apds 40 anos sera de aproximadamente R$ 588.313,00.
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5 Resultados obtidos e Conclusao

As equagoes diferenciais representam um ramo significativo da Matemaética, com
ampla aplicagao em diversas areas do conhecimento, como Fisica, Engenharia, Biologia,
Demografia, Bacteriologia e Medicina. A compreensdo de suas técnicas de solucdo, sejam
elas analiticas ou gréficas, é essencial para interpretar os fenémenos estudados, uma vez
que permitem a modelagem de situagdes do mundo real (Silval 2025)).

Sua aplicacao vai além da resolucdo de problemas isolados, sendo essencial para o
desenvolvimento de tecnologias e para a previsao de comportamentos em sistemas comple-
xos. O fato de poderem ser abordadas tanto de forma analitica quanto geométrica, também
torna as equagoes diferenciais acessiveis a diferentes perfis de profissionais e pesquisadores,
ampliando ainda mais sua utilidade em diversos campos do conhecimento.

Ao longo deste trabalho, foram exploradas as equagoes diferenciais ordinarias (EDOs)
e suas diversas aplicagoes em diferentes areas do conhecimento.

Diferente de uma abordagem puramente teodrica, este trabalho mostrou como evi-
denciar a versatilidade e a importancia das EDO na resolu¢ao de problemas reais. Essas
aplicagoes demonstram que as equacgoes diferenciais nao sao apenas ferramentas matemati-
cas abstratas, mas sim instrumentos essenciais para compreender e prever o comportamento
de sistemas dindmicos em diferentes contextos.

Conforme apresentado, as EDO se mostram indispensaveis para diversas areas do
conhecimento, permitindo nao apenas a analise de fendmenos naturais e cientificos, mas
também a busca por solugoes para problemas do mundo real. Lembrando da importancia
da compreensao adequada de teoria de determinada area do conhecimento e da teoria da
EDO para resolver um problema e obter a interpretagao da solugao geral. Sendo assim,
uma forma eficaz para solucionar desafios complexos e impulsionar avancos em multiplas
disciplinas.

Dado o vasto campo de aplicagoes das equagoes diferenciais, futuras pesquisas podem
aprofundar-se em estudos usando programagao numeérica (por exemplo, linguagem R e
Python), para resolver um PVI de EDO de problemas complexos, com resultados mais

robustos.
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Transformada de Laplace de f(7):

TRANSFORMADA DE LAPLACE E PROPRIEDADES

LLf0]=F(s)=["e™ f@ydr

Transformada inversa de Laplace de F(s): L™ [F(s)]= f(t) se LIf(H)]=F(s)= J; e f(t)dt

Transformada Transformada inversa
1 Lét—a)]=e™ L'[e*1=8(t—a)
2 —as -as
Lut—a)] =% L"{e }:u(t—a)
h) R
3 Lle“ = ! L{ ! } e
S—a S—a
4 L[cos(at)] = d - L { 5 } cos(at)
s +a s?+a’
> Lisen(at)]=— a = L{ a } sen(at)
s +a S +Cl
6 L[cosh(at)] = u > L '{ } = cosh(at)
S —a
7 L[senh(at)] = a > L{ - }— senh(at)
S —a S —Cl
8 L[’"]:’:_ll’ n=12.3,... L‘l[ ! }:lt”, n=123,...
s sn+l n'
? Lt"-e"]= ”—'H],n_123,... ) LI PR T
(s—a) (s—a)™" | n!
10 s—a
Lle" cos(bt)] = ———— A sma |
‘ (s—a)’+b L {(S—a)2+b2} e cos(br)
11 , b b
Lle“sen(bt)] = ———— Al b
(s—a)’ +b L {(s—a)2+b2} e“'sen(bt)
12 Lle” f()]=F(s—a) L'[F(s—a)]=e“L"[F(s)]
13 LIf'®O]=sLLf@®]- f(0)
1™ l=s"LLfFO1-s"" f(0) == £ (0
15 t t
LUO f(@d r} = —L[f ()] L' [l F(s)} = jo L'[F(9)](7)dr
16 \
L f L L‘; F(s)} (=)"t" - L[F(s)
17 Liu(t—a) ft—a)]=e “LLf ()] L'e F)|=ut-a) ft-a)
18 Llut-a)- f()]=eL[f (1 +a)]
P glrensma|=Fe-Ge | LIFO-GWI= [ Fe-vgma
20 L{M}: [~ L1 dv, e tim L2 finio L‘U+°°F(V)dv}=1Ll[F ()]
t s =0 s t
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