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Resumo

Objetiva-se com esse trabalho investigar o Teorema de Green e suas aplicações em
problemas matemáticos e físicos. O teorema de Green estabelece uma relação entre integrais de
linha ao longo de uma curva fechada e integrais duplas sobre a região delimitada pela curva.
Inicialmente, revisamos e introduzimos conceitos fundamentais para o entendimento do presente
trabalho, como integrais duplas e curvilíneas, além de técnicas de mudança de variável. Depois,
apresentamos duas demonstrações para o Teorema de Green, uma para regiões simples e outra
para regiões especiais, destacando sempre sua utilidade na simplificação de cálculos de diversas
áreas, como na engenharia, matemática e física. A pesquisa evidencia a relevância do Teorema
de Green na aplicação nessas diversas áreas, principalmente no cálculo de fluxos e integrais.

Palavras-chave: Teorema de Green; Integral Curvilínea; Integral Dupla; Aplicações.



Abstract

The objective of this work is to investigate Green’s Theorem and its applications
in mathematical and physical problems. Green’s Theorem establishes a relationship between
line integrals along a closed curve and double integrals over the region enclosed by the curve.
Initially, we review and introduce fundamental concepts necessary for understanding this work,
such as double and curvilinear integrals, as well as variable change techniques. Then, we present
two proofs of Green’s Theorem: one for simple regions and another for special regions, always
highlighting its usefulness in simplifying calculations in various fields, such as engineering, mathe-
matics, and physics. The research highlights the relevance of Green’s Theorem in applications
across these fields, particularly in the calculation of fluxes and integrals.

Keywords: Green’s Theorem; Line Integral; Double Integral; Applications.
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Introdução

O Teorema de Green é um dos resultados fundamentais do cálculo vetorial, estabele-
cendo uma conexão essencial entre integrais de linha ao longo de uma curva fechada e integrais
duplas sobre a região por ela delimitada. Esse teorema, introduzido pelo matemático britânico
George Green em 1828, desempenha um papel crucial em diversas aplicações da matemática,
física e engenharia, especialmente na análise de fluxos e propriedades geométricas de superfícies.

Este trabalho tem como objetivo investigar o Teorema de Green e explorar suas aplica-
ções na resolução de problemas práticos, destacando sua importância na conversão de integrais
de contorno em integrais duplas. Essa propriedade é particularmente útil para simplificar cál-
culos complexos, sendo amplamente empregada na modelagem de fenômenos físicos, como a
determinação de fluxos em campos vetoriais.

Para alcançar esse objetivo, iniciaremos com uma análise dos conceitos fundamentais
necessários para a compreensão do teorema, incluindo integrais duplas, mudança de variável e
integrais curvilíneas em campos vetoriais. Em seguida, apresentaremos a demonstração rigorosa
do Teorema de Green, abordando tanto a prova geral quanto casos específicos que ilustram
sua aplicabilidade em problemas de superfície. Por fim, discutiremos suas principais aplicações,
evidenciando sua relevância para a matemática aplicada e as ciências exatas.

Com essa investigação, buscamos fornecer uma compreensão aprofundada do Teorema
de Green, enfatizando não apenas sua utilidade prática, mas também seu papel na simplificação
de cálculos matemáticos e na ampliação do entendimento das integrais em diferentes contextos.
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Aspectos Históricos

De acordo com (MELCHIORS, 2013) No final do século XVII e início do século XVIII,
o cálculo diferencial e integral, nas mãos de Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, começou
a consolidar-se como uma poderosa ferramenta matemática. Nesse contexto, os estudos propor-
cionaram avanços imensuráveis no entendimento das mudanças de variáveis e áreas sobre curvas,
o que permitiu resolver problemas complexos de física, engenharia e astronomia.

Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, quase simultaneamente, mas de forma in-
dependente, desenvolveram os fundamentos do cálculo. Newton, trabalhando na Inglaterra,
dedicou-se à aplicação do cálculo para compreender e descrever as leis do movimento e da gravi-
tação. No entanto, as abordagens de Newton e Leibniz sobre o cálculo eram diferentes em estilo
e aplicação.

Leibniz destacou-se por desenvolver uma notação metódica e simbólica, com ênfase em
processos infinitesimais. Sua abordagem não apenas facilitava a compreensão e aplicação prática,
mas também estabelecia uma base sólida para a formalização do cálculo. A notação introduzida
por Leibniz, como

∫︀
para integrais e 𝑑𝑦

𝑑𝑥 para derivadas, foi amplamente aceita devido à sua
clareza e simplicidade, tornando-se fundamental para o desenvolvimento posterior do cálculo.

Após as contribuições fundamentais de Newton e Leibniz ao cálculo, o século XIX trouxe
novos avanços na matemática aplicada, particularmente com a obra de George Green.

No seguimento às contribuições de Newton e Leibniz, o desenvolvimento do cálculo
diferencial e integral continuou trazendo avanços significativos em áreas como engenharia, física,
astronomia e matemática. Segundo o Artigo "George Green, mathematician and physicist 1793
-1841"(CANNELL; LORD, 1993). Nasce em 14 de julho de 1793 George William Athelston
Green em Nottingham, filho único de um moeiro (padeiro). George Green teve seus estudos
formais iniciados aos 8 anos de idade na Robert Goodacre’s Academy, onde teve seu primeiro
contato com a ciência e desenvolveu gosto por ela.

Aos 9 anos de idade, Green já teria recebido toda a educação que era considerada a
essencial para a época. Após o término desse ensino, os estudos de Green vieram da sua força de
vontade e afeição pela ciência. Em Nottingham, não havia biblioteca onde ele pudesse acessar
livremente, mas ainda assim, ele fazia a aquisição de livros (enciclopédias) em livrarias. Não se
sabe muito sobre como ele teria adquirido tanto conhecimento matemático ao longo do tempo,
mas especula-se que ele possa ter recebido conselhos de alguns matemáticos da época.

Em 1828, com 35 anos, publicou seu famoso ensaio An Essay on the Application of

2



Figura 1.1: George Green

Fonte: http://goo.gl/qevLI1. Acesso em nov. 2024.

Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism (Um Ensaio sobre a Apli-
cação da Análise Matemática às Teorias de Eletricidade e Magnetismo). Este trabalho foi descrito
como um dos eventos intelectuais mais importantes da história de Nottingham, e marcou o início
de sua contribuição significativa para a ciência.

O trabalho de Green proporcionou conceitos inovadores, entre eles a função potencial e
o Teorema de Green. Green foi um pioneiro em aplicar matemática às teorias de eletricidade e
magnetismo. Einstein não hesitou em comentar prosseguindo sobre o ensaio greenianos de 1930,
dizendo-se 20 anos à frente de seu tempo ao revisar o ensaio. Além disso, George Green, um ma-
temático autodidata, fez contribuições significativas para a física, incluindo sua análise detalhada
do fenômeno de reflexão total, que é essencial para o funcionamento das fibras ópticas. Sua teo-
ria sobre a reflexão total, ou reflexão interna total, tornou-se a base para o desenvolvimento das
fibras ópticas, fundamentais nas comunicações modernas, como a telefonia. Vale ressaltar que,
ao longo da maior parte de sua vida, Green desenvolveu suas pesquisas de forma independente,
sem o suporte de uma comunidade científica formal, o que fez com que seu trabalho fosse, por
muito tempo, subestimado.

Durante a vida de Green, ele permaneceu bastante desconhecido. Só após sua morte,
em 1841, seu trabalho foi reconhecido em grande medida, graças a William Thomson, mais tarde
Lord Kelvin, que redescobriu o ensaio de Green em 1845. Kelvin acreditava que Green era um
gênio matemático e seu método avançou suas próprias pesquisas em eletricidade e magnetismo; na
verdade, no século XX, ele foi redescoberto por físicos e matemáticos que o usaram em mecânica
quântica e física. De fato, atualmente, Green é considerado por muitos como um dos fundadores
da matemática da física moderna.
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Integral Dupla

Nesse capítulo, vamos desenvolver o conceito de integrais duplas. A partir da leitura
de (GUIDORIZZI, 2019) exploraremos sua interpretação geométrica e a técnica de aplicação de
mudanças de variáveis. As integrais têm um impacto imensurável na compreensão desse trabalho,
com importância significativa na física e na engenharia. As integrais duplas desempenham um
papel importantíssimo ao longo da história da matemática.

2.1 Interpretação Geométrica da Integral Dupla

Seja o retângulo 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}, em que 𝑎 < 𝑏 e 𝑐 < 𝑑 são
números reais dados. Seja 𝑃1 : 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < · · · < 𝑥𝑛 = 𝑏 e 𝑃2 : 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < 𝑦2 < · · · <
𝑦𝑚 = 𝑑 partições de [𝑎, 𝑏] e [𝑐, 𝑑], respectivamente. O conjunto

𝑃 = {(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) | 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚}

denomina-se partição do retângulo 𝑅. Uma partição 𝑃 de 𝑅 determina 𝑚𝑛 retângulos 𝑅𝑖𝑗 =

{(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑗}.

Figura 2.1: Soma de Riemann

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Seja 𝐵 ⊂ R2; dizemos que 𝐵 é limitado se existir um retângulo 𝑅, com 𝐵 ⊆ 𝑅. Seja
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𝑓 : 𝐵 ⊂ R2 → R, com 𝐵 limitado. Assim, existe um retângulo

𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}

que contém 𝐵. Seja 𝑃 = {(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) | 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚} uma partição de 𝑅. Para
cada par de índices (𝑖, 𝑗), seja 𝑋𝑖𝑗 = (𝑟𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑗) um ponto escolhido arbitrariamente no retângulo
𝑅𝑖𝑗 . Seja Δ𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1,Δ𝑦𝑗 = 𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1, o número.

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑋𝑖𝑗)Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗

em que 𝑓(𝑋𝑖𝑗) deve ser substituído por zero se 𝑋𝑖𝑗 /∈ 𝐵, denomina-se soma de Riemann de 𝑓 ,
relativa à partição 𝑃 e aos pontos 𝑋𝑖𝑗 , sendo chamada de soma de Riemann.

Figura 2.2: Representação do conjunto B e sua localização em R

B

RXij

Fonte: Produzida pelo autor

Observe que se 𝑓(𝑋𝑖𝑗) ≥ 0, 𝑓(𝑋𝑖𝑗)Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗 será o volume do paralelepípedo de altura
𝑓(𝑋𝑖𝑗) e cuja base é o retângulo 𝑅𝑖𝑗 .

Figura 2.3: Representação do volume do paralelepípedo de altura 𝑓(𝑋𝑖𝑗) e base 𝑅𝑖𝑗.

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Seja 𝑃 = {(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) | 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚} uma partição do retângulo 𝑅.
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No que segue, indicaremos por Δ o maior dos números Δ𝑥1,Δ𝑥2, . . . ,Δ𝑥𝑛,Δ𝑦1,Δ𝑦2, . . . ,Δ𝑦𝑚.
Observe que todos Δ𝑥𝑖 e todos Δ𝑦𝑗 tendem a zero, quando Δ tende a zero.

Definição 2.1. : Seja 𝑓(𝑥, 𝑦) uma função definida no conjunto limitado 𝐵 e 𝐿 um número real.
Dizemos que a soma de Riemann

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑋𝑖𝑗)Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗

tende a 𝐿, quando Δ tende a zero, e escrevemos

lim
Δ→0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑋𝑖𝑗)Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗 = 𝐿

se para todo 𝜀 > 0 dado, existir 𝛿 > 0, que só dependa de 𝜀 mas não da escolha de 𝑋𝑖𝑗 , tal que⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑋𝑖𝑗)Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗 − 𝐿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀

para toda partição 𝑃 , com Δ < 𝛿.
Tal número 𝐿, que quando existe é único, denomina-se integral dupla (segundo Riemann)

de 𝑓 sobre 𝐵 e indica-se por ∫︁∫︁
𝐵
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Assim

∫︁∫︁
𝐵
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = lim

Δ→0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑋𝑖𝑗)Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗

Se
∫︀∫︀

𝐵 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 existe, então diremos que 𝑓 é integrável (segundo Riemann) em 𝐵.

Definimos a área de 𝐵 por

área de 𝐵 =

∫︁∫︁
𝐵

𝑑𝑥 𝑑𝑦, desde que a integral exista.

Seja 𝑓(𝑥, 𝑦) integrável em 𝐵, com 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 em 𝐵. Seja o conjunto

𝐴 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦)}.

Definimos o volume de 𝐴 por

volume de 𝐴 =
∫︀∫︀

𝐵 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦, desde que a integral exista.
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Exemplo 2.2. Considere a seguinte integral dupla
∫︀∫︀

𝑅 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴 =
∫︀ 2
0

∫︀ 1
0 (𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 para a

função 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥+ 𝑦 sobre o retângulo 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1}. Encontre o
volume abaixo de 𝑓(𝑥, 𝑦) e acima de 𝑅.

Demonstração. Resolvendo primeiro a integral interna em relação 𝑦:∫︁ 1

0
(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0
𝑥 𝑑𝑦 +

∫︁ 1

0
𝑦 𝑑𝑦.

Calculando separadamente os termos:∫︁ 1

0
𝑥 𝑑𝑦 = 𝑥

∫︁ 1

0
1 𝑑𝑦 = 𝑥[𝑦]10 = 𝑥(1− 0) = 𝑥,

∫︁ 1

0
𝑦 𝑑𝑦 =

[︂
𝑦2

2

]︂1
0

=
12

2
− 02

2
=

1

2
.

Assim a integral interna resulta em: ∫︁ 1

0
(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑥+

1

2
.

Substituímos o resultado na integral externa e resolvemos:∫︁ 2

0

(︂
𝑥+

1

2

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁ 2

0
𝑥 𝑑𝑥+

∫︁ 2

0

1

2
𝑑𝑥.

Calculando os termos separadamente:∫︁ 2

0
𝑥 𝑑𝑥 =

[︂
𝑥2

2

]︂2
0

=
22

2
− 02

2
=

4

2
= 2,

∫︁ 2

0

1

2
𝑑𝑥 =

1

2

∫︁ 2

0
1 𝑑𝑥 =

1

2
[𝑥]20 =

1

2
(2− 0) = 1.

Portanto: ∫︁ 2

0

(︂
𝑥+

1

2

)︂
𝑑𝑥 = 2 + 1 = 3.

Concluímos que: ∫︁∫︁
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴 = 3.
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Figura 2.4: Represetação gráfica da função f(x, y) = x+y sobre a região R.

Fonte: Produzida pelo autor

A integral dupla sobre a região 𝑅 resulta no volume abaixo dessa superfície e acima do
retângulo 𝑅 no plano 𝑥𝑦. ∫︁∫︁

𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴 = 3

2.2 Integrais duplas sobre regiões não retangulares li-
mitadas

Nem sempre a região de integração de uma função 𝑓(𝑥, 𝑦) é um retângulo. No entanto,
quando isso ocorre, podemos utilizar o Teorema de Fubini para simplificar o cálculo da in-
tegral dupla. Esse teorema permite que a integral seja decomposta em duas integrais iteradas,
facilitando a resolução do problema.

Seja o retângulo 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} e seja 𝑓(𝑥, 𝑦) integrável em
𝑅. Para cada 𝑦 fixo em [𝑐, 𝑑], podemos considerar a função na variável 𝑥, definida em [𝑎, 𝑏] e
dada por

𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥, 𝑦). (2.1)

Se, para cada 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], (2.1) for integrável em [𝑎, 𝑏], podemos, então, considerar a função dada
por

𝛼(𝑦) =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥, 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑].

Vejamos uma interpretação geométrica para 𝛼(𝑦) no caso 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 em 𝑅.
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Figura 2.5: Interpretação geométrica para 𝛼(𝑦)

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

𝛼(𝑦) =
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥, é a área da região sombreada.

O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração pode ser encontrada em
(GUIDORIZZI, 2019), conta-nos que se 𝑓(𝑥, 𝑦) for integrável em 𝑅 e se, para todo 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑],∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 existir, então 𝛼(𝑦) será integrável em [𝑐, 𝑑] e∫︁∫︁

𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑑

𝑐

[︂∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

]︂
𝑑𝑦

ou ∫︁∫︁
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑑

𝑐
𝛼(𝑦) 𝑑𝑦

Segue da igualdade acima que se 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 em 𝑅, então
∫︀ 𝑑
𝑐 𝛼(𝑦) 𝑑𝑦 será o volume do

conjunto limitado pelo gráfico de 𝑓 e pelos planos 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 𝑐, 𝑦 = 𝑑 e 𝑧 = 0.

Teorema (de Fubini). Seja 𝑓(𝑥, 𝑦) integrável no retângulo 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤
𝑦 ≤ 𝑑}. Suponhamos que

∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 exista, para todo 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], e que

∫︀ 𝑑
𝑐 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 exista,

para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Então∫︁∫︁
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑑

𝑐

[︂∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

]︂
𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑏

𝑎

[︂∫︁ 𝑑

𝑐
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

]︂
𝑑𝑥.

Demonstração. Sejam

𝑃1 : 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < · · · < 𝑥𝑖−1 < · · · < 𝑥𝑛 = 𝑏

uma partição de [𝑎, 𝑏] e

𝑃2 : 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < 𝑦2 < · · · < 𝑦𝑗−1 < 𝑦𝑗 < · · · < 𝑦𝑚 = 𝑑

uma partição de [𝑐, 𝑑]. Sejam

𝑀𝑖𝑗 = sup{𝑓(𝑥, 𝑦) | 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑗}
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e

𝑚𝑖𝑗 = inf{𝑓(𝑥, 𝑦) | 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑗}.

Para todo (𝑥, 𝑦) no retângulo 𝑅𝑖𝑗 , dado por 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖 e 𝑦𝑗−1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑗 , temos:

𝑚𝑖𝑗 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀𝑖𝑗 .

Daí, para todo 𝑦 ∈ [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗 ],

𝑚𝑖𝑗Δ𝑥𝑖 ≤
∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 ≤ 𝑀𝑖𝑗Δ𝑥𝑖.

Segue que

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝑗Δ𝑥𝑖 ≤
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 ≤

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑗Δ𝑥𝑖,

ou seja,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝑗Δ𝑥𝑖 ≤ 𝛼(𝑦) ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑀𝑖𝑗Δ𝑥𝑖,

para todo 𝑦 ∈ [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗 ], em que 𝛼(𝑦) =
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥. Tomando-se 𝑦𝑗 em [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗 ], 𝑗 =

1, 2, . . . ,𝑚, vem (︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖𝑗Δ𝑥𝑖

)︃
Δ𝑦𝑗 ≤ 𝛼(𝑦𝑗)Δ𝑦𝑗 ≤

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑀𝑖𝑗Δ𝑥𝑖

)︃
Δ𝑦𝑗 .

Daí,

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝑗Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗 ≤
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼(𝑦𝑗)Δ𝑦𝑗 ≤
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑗Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗 .

Para Δ → 0, as somas superior e inferior tendem para∫︁∫︁
𝐴
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

logo, 𝛼(𝑦) é integrável em [𝑐, 𝑑] e∫︁ 𝑑

𝑐
𝛼(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐴
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

ou seja, ∫︁∫︁
𝐴
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑑

𝑐

[︂∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

]︂
𝑑𝑦.

Exemplo 2.3. Calcule
∫︀∫︀

𝐵 𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦, em que 𝐵 é o conjunto de todos (𝑥, 𝑦) tais que 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥2.
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Demonstração. Seja 𝑅 o retângulo 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1. Seja 𝐹 (𝑥, 𝑦) definida em 𝑅 e dada por

𝐹 (𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝑥𝑦 se (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵

0 se (𝑥, 𝑦) /∈ 𝐵.

Figura 2.6: f(x, y)

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

, ∫︁∫︁
𝐵
𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝑅
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Pelo teorema de Fubini, ∫︁∫︁
𝑅
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

[︂∫︁ 1

0
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

]︂
𝑑𝑥.

Para cada 𝑥 fixo em [0, 1],

𝛽(𝑥) =

∫︁ 1

0
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑥2

0
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 +

∫︁ 1

𝑥2

𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦.

Figura 2.7: Região de Integração 𝐵 delimitada por 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥2 no intervalo 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)
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Como 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 para 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1, resulta

𝛽(𝑥) =

∫︁ 𝑥2

0
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑥2

0
𝑥𝑦 𝑑𝑦.

Segue que

∫︁∫︁
𝐵
𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

[︃∫︁ 𝑥2

0
𝑥𝑦 𝑑𝑦

]︃
𝑑𝑥.

∫︁ 𝑥2

0
𝑥𝑦 𝑑𝑦 =

[︂
𝑥𝑦2

2

]︂𝑥2

0

=
𝑥5

2

resulta ∫︁∫︁
𝐵
𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

𝑥5

2
𝑑𝑥 =

1

12
.

Observação 2.4. 𝛽(𝑥) =
∫︀ 𝑥2

0 𝑥𝑦 𝑑𝑦 é a área da região sombreada. Por outro lado,

∫︁∫︁
𝐵
𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0
𝛽(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

[︃∫︁ 𝑥2

0
𝑥𝑦 𝑑𝑦

]︃
𝑑𝑥

é o volume do conjunto de todos (x,y,z) tais que 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥2 e 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥𝑦.

Figura 2.8: Interpretação Geométrica da Integral
∫︀∫︀

𝐵
𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 no Plano 𝑥𝑦𝑧.

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Vamos, agora, calcular
∫︀∫︀

𝐵 𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦, invertendo a ordem de integração.
Temos: ∫︁∫︁

𝑅
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

[︂∫︁ 1

0
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

]︂
𝑑𝑦.

Para cada 𝑦 fixo em [0, 1],

𝛼(𝑦) =

∫︁ 1

0
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

12



=

∫︁ √
𝑦

0
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥+

∫︁ 1

√
𝑦
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥.

Figura 2.9: Região de Integração 𝐵 na Troca da Ordem de Integração.

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Como 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 para 0 ≤ 𝑥 ≤ √
𝑦, resulta

𝛼(𝑦) =

∫︁ 1

√
𝑦
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 =

∫︁ 1

√
𝑦
𝑥𝑦 𝑑𝑥.

Segue que

∫︁∫︁
𝐵
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

[︃∫︁ 1

√
𝑦
𝑥𝑦 𝑑𝑥

]︃
𝑑𝑦,

ou seja,

∫︁∫︁
𝐵
𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

[︃∫︁ 1

√
𝑦
𝑥𝑦 𝑑𝑥

]︃
𝑑𝑦.

Tendo em vista que

∫︁ 1

√
𝑦
𝑥𝑦 𝑑𝑥 =

[︂
𝑥2

2
𝑦

]︂1
√
𝑦

=
𝑦

2
− 𝑦2

2
,

resulta ∫︁∫︁
𝐵
𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

(︂
𝑦

2
− 𝑦2

2

)︂
𝑑𝑦 =

1

12
.

Com raciocínio análogo ao do exemplo anterior, provam-se as seguintes consequências do teorema
de Fubini.
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Corolário 1. Sejam 𝑐(𝑥) e 𝑑(𝑥) duas funções contínuas em [𝑎, 𝑏] e tais que, para todo 𝑥 em
[𝑎, 𝑏], 𝑐(𝑥) ≤ 𝑑(𝑥). Seja 𝐵 o conjunto de todos (𝑥, 𝑦) tais que 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 e 𝑐(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑑(𝑥).
Nestas condições, se 𝑓(𝑥, 𝑦) for contínua em 𝐵, então

∫︁∫︁
𝐵
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑏

𝑎

[︃∫︁ 𝑑(𝑥)

𝑐(𝑥)
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

]︃
𝑑𝑥.

∫︁∫︁
𝐵
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =?

Primeiro calcula-se, para cada 𝑥 fixo em [𝑎, 𝑏], a integral de 𝑓(𝑥, 𝑦) no intervalo [𝑐(𝑥), 𝑑(𝑥)]:

𝛽(𝑥) =

∫︁ 𝑑(𝑥)

𝑐(𝑥)
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦.

Figura 2.10: Região de Integração 𝐵 delimitada por 𝑐(𝑥) e 𝑑(𝑥).

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Tem-se, então:

∫︁∫︁
𝐵
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝛽(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎

[︃∫︁ 𝑑(𝑥)

𝑐(𝑥)
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

]︃
𝑑𝑥.

Corolário 2. Sejam 𝑎(𝑦) e 𝑏(𝑦) duas funções contínuas em [𝑐, 𝑑] e tais que, para todo
𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], 𝑎(𝑦) ≤ 𝑏(𝑦). Seja 𝐵 o conjunto de todos (𝑥, 𝑦) tais que 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝑎(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝑏(𝑦).
Nestas condições, se 𝑓(𝑥, 𝑦) for contínua em 𝐵, então

∫︁∫︁
𝐵
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑑

𝑐

[︃∫︁ 𝑏(𝑦)

𝑎(𝑦)
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

]︃
𝑑𝑦.

Primeiro calcula-se, para cada 𝑦 fixo em [𝑐, 𝑑], a integral de 𝑓(𝑥, 𝑦) no intervalo [𝑎(𝑦), 𝑏(𝑦)]:
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𝛼(𝑥) =

∫︁ 𝑏(𝑦)

𝑎(𝑦)
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥.

Figura 2.11: Região de Integração 𝐵 com limites variáveis 𝑎(𝑦) e 𝑏(𝑦).

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Em seguida, calcula-se a integral de 𝛼(𝑦), para 𝑦 variando em [𝑐, 𝑑]:

∫︁∫︁
𝐵
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑑

𝑐
𝛼(𝑦) 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑑

𝑐

[︃∫︁ 𝑏(𝑦)

𝑎(𝑦)
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

]︃
𝑑𝑦.

2.3 Mudança de Variáveis na Integral Dupla

Nesta etapa, abordaremos o cálculo de integrais duplas utilizando o método de mudanças
de variáveis. Este capítulo apresenta um estudo de técnicas amplamente conhecidas, explicadas
e demonstradas em diversos livros de cálculo, como as transformações para coordenadas polares
e outras parametrizações no plano. Como referência principal, utilizaremos o livro de Leithold,
(LEITHOLD, 1994)

Trataremos do seguinte problema: dada uma integral dupla∫︁∫︁
𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

encontrar uma transformação do plano no plano do tipo 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦)

que nos permita, trocando as variáveis iniciais pelas novas, calcular efetivamente as integrais
dadas.

Faremos a seguir uma descrição pormenorizada dos procedimentos usados, justificando,
principalmente, de forma geométrica, as fórmulas obtidas.
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Observamos que ao mudarmos as variáveis, ou seja, por exemplo, ao passarmos do plano
descrito por coordenadas 𝑥, 𝑦 ao plano descrito por coordenadas 𝑢, 𝑣, estaremos eventualmente
modificando a forma da região 𝑅. Por exemplo, as coordenadas polares 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃

transformam um retângulo 𝑅 no plano das coordenadas 𝑟, 𝜃, no círculo de raio 1 centrado na
origem no plano 𝑥𝑦.

𝑅 = {(𝑟, 𝜃) | 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋}

Logo, numa mudança de variáveis, a região de integração deverá também ser trocada
de forma conveniente. Será necessário que a transformação leve de forma bijetiva uma região na
outra.

Definição 2.5. Dada a transformação 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) e 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) onde 𝑢 e 𝑣 bem como suas
derivadas parciais são funções contínuas de 𝑥 e 𝑦, à expressão

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑢𝜕𝑥 𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝐽

(︂
𝑢, 𝑣

𝑥, 𝑦

)︂
chamaremos de Jacobiano de 𝑢 e 𝑣 em relação a 𝑥 e 𝑦.

Exemplo 2.6. Sendo 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 e 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃, calcule 𝐽
(︁
𝑥,𝑦
𝑟,𝜃

)︁
.

𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑟, 𝜃

)︂
=

⃒⃒⃒⃒
⃒cos 𝜃 −𝑟 sin 𝜃

sin 𝜃 𝑟 cos 𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑟(cos2 𝜃 + sin2 𝜃) = 𝑟

Pode-se definir de forma análoga o Jacobiano das transformações no espaço.

O Jacobiano tem uma aplicação muito importante no problema de mudança de variáveis
em integrais duplas, sabemos que o elemento de área em coordenadas polares é

𝑑𝐴 = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃

Por outro lado, vimos que no Exemplo 2.6

𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑟, 𝜃

)︂
= 𝑟,

Temos então que

𝑑𝐴 =

⃒⃒⃒⃒
𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑟, 𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑟 𝑑𝜃

Em geral, vale o seguinte teorema.
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Teorema 2.7. Dada a transformação 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣) e 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣) no plano, tal que

𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑢, 𝑣

)︂
̸= 0,

então

𝑑𝐴 =

⃒⃒⃒⃒
𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑢, 𝑣

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 𝑑𝑣.

Demonstração. O teorema generaliza o procedimento de substituição de variável na integração
para os casos de integrais duplas, se tivermos a integral definida∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

uma substituição da variável do tipo 𝑥 = 𝑔(𝑡) nos leva a

∫︁ 𝑔−1(𝑏)

𝑔−1(𝑎)
𝑓(𝑔(𝑡)) 𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡

pois 𝑑𝑥 = 𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡. O objetivo dessa substituição é tornar a integral facilmente calculável por
antiderivação.

Vamos desenvolver um raciocínio geométrico a fim de justificar, intuitivamente, que o
Jacobiano é um bom "índice corretor do elemento de área", ou seja, que valem as fórmulas.

𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

⃒⃒⃒⃒
𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑢, 𝑣

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 𝑑𝑣

ou

𝐷𝐴 =

⃒⃒⃒⃒
𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑢, 𝑣

)︂⃒⃒⃒⃒
𝐷𝐴′.

Consideremos o caso em que está dada a transformação

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣)

que leva o retângulo 𝑅′ do plano 𝑢𝑣 na figura 𝑅 do plano 𝑥𝑦. Veja as Figuras 2.12 e 2.13

Figura 2.12: Retângulo R’ do plano uv.

Fonte: Produzida pelo autor

17



As retas 𝑢 = 𝑢0 e 𝑣 = 𝑣0 do plano 𝑢𝑣 são levadas respectivamente nas curvas 𝑢0-
constante e 𝑣0-constante do plano 𝑥𝑦. Em outras palavras, essas curvas são os conjuntos de
pontos (𝑥(𝑢0, 𝑣), 𝑦(𝑢0, 𝑣)), 𝑣0 ≤ 𝑣 ≤ 𝑣0 + Δ𝑣 e (𝑥(𝑢, 𝑣0), 𝑦(𝑢, 𝑣0)), 𝑢0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢0 + Δ𝑢, com
respectivamente 𝑢0-constante e 𝑣0-constante.

No ponto 𝑃 de coordenadas (𝑥(𝑢0, 𝑣0), 𝑦(𝑢0, 𝑣0)) consideremos os vetores 𝑈 e 𝑉 tan-
gentes às curvas 𝑢0-constante e 𝑣0-constante. Vamos supor 𝑈 e 𝑉 unitários, isto é,

|𝑈 | = |𝑉 | = 1

A área 𝑑𝐴 de 𝑅 será aproximada pelo paralelogramo cujos lados têm as direções de 𝑈

e de 𝑉 com comprimentos |𝑉 Δ𝑢| e |𝑈 Δ𝑣|. Se pensarmos 𝑈 e 𝑉 como velocidades e Δ𝑢 e Δ𝑣

Figura 2.13: Retângulo R do plano uv.

Fonte: Produzida pelo autor

como intervalos de tempo, então |𝑈Δ𝑢| e |𝑉Δ𝑣| correspondem às distâncias percorridas em Δ𝑢

e Δ𝑣. No limite, quando Δ𝑢 e Δ𝑣 tendem a zero, o elemento de área 𝑑𝐴 tende a coincidir com o
referido paralelogramo. Mas, a área do paralelogramo pode ser calculada pelo produto vetorial.
Assim,

𝑑𝐴 = |𝑉Δ𝑢× 𝑈Δ𝑣| = |𝑉 × 𝑈 |Δ𝑢Δ𝑣

Mas

𝑉 =
𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝑖̂+

𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝑗̂, 𝑈 =

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝑖̂+

𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝑗̂

ou pensados como vetores no espaço

𝑉 =
𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝑖̂+

𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝑗̂ + 0𝑘, 𝑈 =

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝑖̂+

𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝑗̂ + 0𝑘

e, portanto,

𝑉 × 𝑈 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘
𝜕𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑢 0

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑣 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = ⃒⃒⃒⃒⃒𝜕𝑥𝜕𝑢 𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑘 = 𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑢, 𝑣

)︂
𝑘.

E, como |𝑘| = 1,

𝑑𝐴 =

⃒⃒⃒⃒
𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑢, 𝑣

)︂⃒⃒⃒⃒
Δ𝑢Δ𝑣
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ou no limite

𝑑𝐴 =

⃒⃒⃒⃒
𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑢, 𝑣

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 𝑑𝑣.

Consideremos agora ∫︁∫︁
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

onde 𝑑𝐴 = 𝑑𝑥 𝑑𝑦 e seja dada a transformação 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣) e 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣). Temos então que

𝑑𝐴 =

⃒⃒⃒⃒
𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑢, 𝑣

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 𝑑𝑣

e assim ∫︁∫︁
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴 =

∫︁∫︁
𝑅′

𝑓 [𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)]

⃒⃒⃒⃒
𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑢, 𝑣

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 𝑑𝑣.

Exemplo 2.8. Calcule a área da região 𝐸 interna à elipse de equação

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1

Demonstração. Consideremos uma transformação: 𝑥 = 𝑎𝑢 e 𝑦 = 𝑏𝑢. Se substituirmos na
equação da elipse, teremos 𝑢2 + 𝑣2 = 1, que é a equação do círculo 𝐶 com centro na origem e
raio 1 no plano 𝑢𝑣, cuja área é 𝜋. Como

𝐽

(︂
𝑥, 𝑦

𝑢, 𝑣

)︂
=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑥𝜕𝑢 𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎 0

0 𝑏

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑎𝑏

Logo, ∫︁∫︁
𝐸
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐶
𝑎𝑏 𝑑𝑢 𝑑𝑣 = 𝑎𝑏

∫︁∫︁
𝐶
𝑑𝑢 𝑑𝑣 = 𝑎𝑏 · 𝜋 = 𝜋𝑎𝑏.
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3

Integrais Curvilíneas

As integrais curvilíneas generalizam o conceito de integração para funções definidas
ao longo de curvas, seja no plano ou no espaço tridimensional. Essas integrais possuem diversas
aplicações, como no cálculo de trabalho realizado por forças, fluxo de fluidos, comprimentos de
curvas e massas de fios com densidade variável.

Neste capítulo, apresentamos os conceitos fundamentais das integrais curvilíneas em
campos vetoriais e suas aplicações. Para o desenvolvimento dos tópicos, utilizaremos as ideias
e abordagem presentes em (GUIDORIZZI, 2019), que fornecem uma fundamentação rigorosa e
exemplos ilustrativos essenciais para a compreensão do tema.

3.1 Integral de Linha de Campos Vetoriais sobre uma
curva

Suponhamos que 𝐹 : Ω ⊂ R3 → R3 seja um campo de forças definido no aberto Ω e
que uma partícula descreva um movimento em Ω com função de posição 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Ω (𝛾(𝑡) é a
posição da partícula no instante 𝑡). Se 𝐹 for constante e a imagem de 𝛾 um segmento, o trabalho
realizado por 𝐹 de 𝛾(𝑎) até 𝛾(𝑏) é, por definição, o produto escalar de 𝐹 pelo deslocamento
𝛾(𝑏)− 𝛾(𝑎):

𝜏 = 𝐹 · [𝛾(𝑏)− 𝛾(𝑎)].

Figura 3.1: Representação do Trabalho de um Campo de Forças Constante ao Longo de
um Segmento

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)
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𝜏 = 𝐹 · [𝛾(𝑏)− 𝛾(𝑎)] = ‖𝐹‖‖𝛾(𝑏)− 𝛾(𝑎)‖ cos 𝜃

Suponhamos, agora, que 𝐹 e 𝛾 sejam quaisquer, com 𝐹 contínuo e 𝛾 de classe 𝐶1.
Queremos definir o trabalho realizado por 𝐹 de 𝛾(𝑎) até 𝛾(𝑏). Seja

𝑃 : 𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑖−1 < 𝑡𝑖 < · · · < 𝑡𝑛 = 𝑏

uma partição de [𝑎, 𝑏], com maxΔ𝑡𝑖 suficientemente pequena. (Lembramos que maxΔ𝑡𝑖 é o
maior dos números Δ𝑡𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.)

Figura 3.2: Representação de 𝐹 ao longo de 𝛾

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Tendo em vista as hipóteses anteriores, é razoável esperar que a soma

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐹 (𝛾(𝑡𝑖−1)) · [𝛾(𝑡𝑖)− 𝛾(𝑡𝑖−1)] (3.1)

seja uma boa aproximação para o trabalho 𝜏 realizado por 𝐹 de 𝛾(𝑎) até 𝛾(𝑏) e que esta apro-
ximação seja tanto melhor quanto menor for maxΔ𝑡𝑖. Por outro lado,

𝛾(𝑡𝑖)− 𝛾(𝑡𝑖−1) ≈ 𝛾′(𝑡𝑖−1)Δ𝑡𝑖

e daí

𝜏 ≈
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐹 (𝛾(𝑡𝑖−1)) · 𝛾′(𝑡𝑖−1)Δ𝑡𝑖.

Como a função 𝐹 (𝛾(𝑡)) ·𝛾′(𝑡) é integrável em [𝑎, 𝑏], pois é contínua neste intervalo, segue
que
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lim
maxΔ𝑡𝑖→0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐹 (𝛾(𝑡𝑖−1)) · 𝛾′(𝑡𝑖−1)Δ𝑡𝑖 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝐹 (𝛾(𝑡)) · 𝛾′(𝑡)𝑑𝑡.

Nada mais natural, então, do que definir o trabalho 𝜏 realizado por 𝐹 de 𝛾(𝑎) até 𝛾(𝑏)

por

𝜏 =
∫︀
𝛾 𝐹 · 𝑑𝛾 =

∫︀ 𝑏
𝑎 𝐹 (𝛾(𝑡)) · 𝛾′(𝑡)𝑑𝑡

em que
∫︀
𝛾 𝐹 · 𝑑𝛾 é uma notação para indicar a integral

∫︀ 𝑏
𝑎 𝐹 (𝛾(𝑡)) · 𝛾′(𝑡)𝑑𝑡. (Pode ser provado

que a equação 3.1 tende a esta integral quando maxΔ𝑡𝑖 tende a zero.)
Consideremos, agora, um campo vetorial contínuo qualquer 𝐹 : Ω ⊂ R𝑛 → R𝑛, Ω

aberto, e uma curva 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Ω, de classe 𝐶1. Definimos a integral de linha de 𝐹 sobre 𝛾 por

∫︀
𝛾 𝐹 · 𝑑𝛾 =

∫︀ 𝑏
𝑎 𝐹 (𝛾(𝑡)) · 𝛾′(𝑡)𝑑𝑡

É usual a notação
∫︀
𝛾 𝐹 · 𝑑𝑟⃗ para a integral de linha de 𝐹 sobre 𝛾, em que 𝑟⃗(𝑡) = 𝛾(𝑡).

Exemplo 3.1. Calcule
∫︀
𝛾 𝐹 · 𝑑𝑟⃗, sendo

𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋,

e

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
−𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑖̂+

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
𝑗̂.

Demonstração.∫︁
𝛾
𝐹 · 𝑑𝑟⃗ =

∫︁ 2𝜋

0

[︂
− sin 𝑡

cos2 𝑡+ sin2 𝑡
𝑖̂+

cos 𝑡

cos2 𝑡+ sin2 𝑡
𝑗̂

]︂
· (− sin 𝑡, cos 𝑡)𝑑𝑡.

Portanto, ∫︁
𝛾
𝐹 · 𝑑𝑟⃗ = 2𝜋.

3.2 Outra Notação para Integral de Linha de Campos
Vetoriais

Seja 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 (𝑥, 𝑦)̂𝑖+𝑄(𝑥, 𝑦)𝑗̂ um campo vetorial contínuo no aberto Ω de R2 e seja
𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Ω uma curva de classe 𝐶1 dada por 𝑥 = 𝑥(𝑡) e 𝑦 = 𝑦(𝑡).

Temos ∫︁
𝛾
𝐹 · 𝑑𝑟⃗ =

∫︁ 𝑏

𝑎

[︁
𝑃 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))̂𝑖+𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑗̂

]︁
·
[︂
𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑖̂+

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑗̂

]︂
𝑑𝑡
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=

∫︁ 𝑏

𝑎

[︂
𝑃 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))

𝑑𝑦

𝑑𝑡

]︂
𝑑𝑡.

A última expressão acima nos sugere a notação∫︁
𝛾
𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

para a integral de linha de 𝐹 sobre 𝛾:

∫︀
𝛾 𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

∫︀ 𝑏
𝑎

[︁
𝑃 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑑𝑥𝑑𝑡 +𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑑𝑦𝑑𝑡

]︁
𝑑𝑡.

Da mesma forma ∫︁
𝛾
𝑃𝑑𝑥+𝑄𝑑𝑦 +𝑅𝑑𝑧

indicará a integral de linha de

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧)̂𝑖+𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑗̂ +𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘

sobre a curva 𝛾 dada por

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) e 𝑧 = 𝑧(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏.

Exemplo 3.2. Calcule ∫︁
𝛾
𝑥 𝑑𝑥+ (𝑥2 + 𝑦 + 𝑧) 𝑑𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 𝑑𝑧,

em que 𝛾(𝑡) = (𝑡, 2𝑡, 1), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Demonstração. De 𝑥 = 𝑡, 𝑦 = 2𝑡 e 𝑧 = 1, segue

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 0.

Temos:

∫︁
𝛾
𝑥 𝑑𝑥+ (𝑥2 + 𝑦 + 𝑧) 𝑑𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 𝑑𝑧 =

∫︁ 1

0

[︂
𝑡
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ (𝑡2 + 2𝑡+ 1)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 2𝑡2

𝑑𝑧

𝑑𝑡

]︂
𝑑𝑡

=

∫︁ 1

0

[︀
𝑡+ (𝑡2 + 2𝑡+ 1)2 + 0

]︀
𝑑𝑡 =

31

6
.

3.2.1 Propriedades das Integrais de Linha para Campos Vetoriais

As propriedades das integrais de linha para campos vetoriais são análogas às proprieda-
des das integrais definidas. Nas propriedades que seguem, estamos supondo que 𝐶 é uma curva
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suave ou suave por partes e que 𝐹 e 𝐺⃗ são campos vetoriais contínuos.
Temos:

a) ∫︁
𝐶

𝑘𝐹 .𝑑𝑟 = 𝑘

∫︁
𝐶
𝐹 .𝑑𝑟, onde 𝑘 é uma constante.

b) ∫︁
𝐶

(︁
𝐹 + 𝐺⃗

)︁
.𝑑𝑟 =

∫︁
𝐶
𝐹 .𝑑𝑟 +

∫︁
𝐶
𝐺⃗.𝑑𝑟.

c) ∫︁
𝐶

𝐹 .𝑑𝑟 =

∫︁
𝐶1

𝐹 .𝑑𝑟 +

∫︁
𝐶2

𝐹 .𝑑𝑟.

d) ∫︁
−𝐶

𝐹 · 𝑑𝑟⃗ = −
∫︁
𝐶
𝐹 · 𝑑𝑟⃗, onde -C representa a curva C orientada no sentido oposto.
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4

Teorema de Green

Neste capítulo introduziremos o Teorema de Green e duas demonstrações com base na
leitura de (STEWART, 2009). O Teorema de Green estabelece uma relação entre a integral de
linha ao longo de uma curva fechada simples 𝐶 e uma integral dupla sobre a região 𝑅 delimitada
por 𝐶. Suponha que 𝑅 inclua todos os pontos internos da curva 𝐶, exceto os próprios pontos
que compõem 𝐶 a Figura 4.1. Para enunciar este teorema, utilizamos a ideia de que a orientação
positiva de uma curva fechada simples 𝐶 corresponde a percorrê-la no sentido anti-horário uma
única vez. Dessa forma, se 𝐶 for descrita por uma função vetorial r(𝑡), com 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, então a
região 𝑅 está localizada à esquerda quando o vetor posição r(𝑡) percorre 𝐶 (ver Figura 4.2).

Figura 4.1: Região R.

Fonte: Produzida pelo autor
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A Figura 4.2 representa a orientação positiva de uma curva fechada 𝐶, delimitando
a região 𝑅. Essa orientação segue o sentido anti-horário, mantendo a região 𝑅 à esquerda do
percurso ao longo da curva 𝐶.

Figura 4.2: Orientação Positiva da Curva C.

Fonte: Produzida pelo autor

A figura 4.3 representa a orientação negativa de uma curva fechada 𝐶, delimitando a
região 𝑅. Nesta orientação, a curva 𝐶 é percorrida no sentido horário, fazendo com que a região
𝑅 fique à direita do percurso. Esse tipo de orientação é oposto ao exigido pelo Teorema de
Green para a aplicação direta.

Figura 4.3: Orientação Negativa da Curva C.

Fonte: Produzida pelo autor
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Teorema 4.1. Seja 𝐶 uma curva plana simples, fechada, suave por partes, orientada
positivamente, e seja 𝐷 a região delimitada por 𝐶. Seja F = ( 𝑀 , 𝑁) um campo vetorial
contínuo; se 𝑀(𝑥, 𝑦) e 𝑁(𝑥, 𝑦) têm derivadas parciais de primeira ordem contínuas sobre
uma região aberta que contenha 𝐷, então∮︁

𝐶
𝑀 𝑑𝑥+𝑁 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝑥
− 𝜕𝑀

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝐴. (4.1)

4.1 Prova do Teorema para regiões especiais

Para facilitar a compreensão, a explicação desta e da próxima seção será baseada na
abordagem de (THOMAS et al., 2005). Seja 𝐶 uma curva fechada simples e suave no plano
𝑥𝑦 com a propriedade de que retas paralelas aos eixos não a cortam em mais que dois pontos.
Seja 𝑅 a região limitada por 𝐶 e suponha que 𝑀,𝑁 e suas derivadas parciais de primeira ordem
sejam contínuas em todos os pontos de alguma região aberta que contenha 𝐶 e 𝑅. Queremos
provar o teorema de Green,

Figura 4.4: A curva 𝐶 composta por 𝐶1 e 𝐶2.

Fonte: (THOMAS et al., 2005)

Conforme ilustrado na Figura 4.4, a curva 𝐶 é composta por duas partes orientadas, 𝐶1

e 𝐶2, definidas pelos gráficos 𝑦 = 𝑓1(𝑥) e 𝑦 = 𝑓2(𝑥), respectivamente. Usando 𝑥 como parâmetro,
obtemos uma parametrização de 𝐶1, dada por

𝐶1 : 𝑟⃗1(𝑥) = (𝑥, 𝑓(𝑥)), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Para a curva 𝐶2 não podemos proceder da mesma forma, pois o sentido positivo deter-
minado pelos valores crescentes de x em [a, b] nos dá a orientação sobre a curva 𝐶2, no sentido
oposto ao desejado. Podemos, porém, parametrizar −𝐶2.

−𝐶2 : 𝑟⃗2(𝑥) = (𝑥, 𝑓(𝑥)), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

27



Para qualquer 𝑥 entre 𝑎 e 𝑏, podemos calcular a integral de 𝜕𝑀
𝜕𝑦 em relação a 𝑦 como:∫︁ 𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 𝑀(𝑥, 𝑓2(𝑥))−𝑀(𝑥, 𝑓1(𝑥)).

Podemos então integrar essa última em relação a 𝑥 de 𝑎 a 𝑏:∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ 𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎
[𝑀(𝑥, 𝑓2(𝑥))−𝑀(𝑥, 𝑓1(𝑥))] 𝑑𝑥 (4.2)

= −
∫︁ 𝑎

𝑏
𝑀(𝑥, 𝑓2(𝑥)) 𝑑𝑥−

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑀(𝑥, 𝑓1(𝑥)) 𝑑𝑥 (4.3)

= −
∫︁
𝐶2

𝑀 𝑑𝑥−
∫︁
𝐶1

𝑀 𝑑𝑥 (4.4)

= −
∮︁
𝐶
𝑀 𝑑𝑥. (4.5)

Portanto, ∮︁
𝐶
𝑀 𝑑𝑥 =

∫︁∫︁
𝑅

(︂
−𝜕𝑀

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦 (4.6)

A Equação (4.6) é metade do resultado de que precisamos para a Equação (4.1). De-
duzimos a outra metade integrando 𝜕𝑁

𝜕𝑥 primeiro em relação a 𝑥 e depois em relação a 𝑦, como
sugerido pela Figura 4.5.

Figura 4.5: A curva 𝐶 composta por 𝐶 ′
1 e 𝐶 ′

2, com gráficos 𝑥 = 𝑔1(𝑦) e 𝑥 = 𝑔2(𝑦).

Fonte: (THOMAS et al., 2005)

∫︁ 𝑑

𝑐

∫︁ 𝑔2(𝑦)

𝑔1(𝑦)

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑑

𝑐
[𝑁(𝑔2(𝑦), 𝑦)−𝑁(𝑔1(𝑦), 𝑦)] 𝑑𝑦. (4.7)

=

∫︁ 𝑑

𝑐
𝑁(𝑔2(𝑦), 𝑦) 𝑑𝑦 +

∫︁ 𝑐

𝑑
𝑁(𝑔1(𝑦), 𝑦) 𝑑𝑦
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=

∫︁
𝐶′

2

𝑁 𝑑𝑦 +

∫︁
𝐶′

1

𝑁 𝑑𝑦.

Isso mostra a curva 𝐶 decomposta em duas partes orientadas 𝐶 ′
1 : 𝑥 = 𝑔1(𝑦), 𝑑 ≥ 𝑦 ≥ 𝑐

e 𝐶 ′
2 : 𝑥 = 𝑔2(𝑦), 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑. O resultado dessa integração dupla é∮︁

𝐶
𝑁 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝑅

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑑𝑥 𝑑𝑦. (4.8)

Combinando as equações (4.6) e (4.8) temos a Equação (4.1). Isso conclui a prova.

4.2 Demonstração Geral

Nesta seção, apresentaremos inicialmente a demonstração do Teorema de Green para
Regiões Gerais. O argumento que acabamos de apresentar não se aplica diretamente à região
retangular na Figura 4.6 porque as retas 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 𝑐 e 𝑦 = 𝑑 encontram-se com a
fronteira dela em mais de dois pontos. Se dividirmos a fronteira 𝐶 em quatro segmentos de reta
orientados, contudo,

𝐶1 : 𝑦 = 𝑐, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝐶2 : 𝑥 = 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑

𝐶3 : 𝑦 = 𝑑, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝐶4 : 𝑥 = 𝑎, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑

Figura 4.6: Retangulo dividido em 4 curvas.

Fonte: Produzida pelo autor

podemos modificar o argumento da maneira a seguir.∫︁ 𝑑

𝑐

∫︁ 𝑏

𝑎

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑑

𝑐
(𝑁(𝑏, 𝑦)−𝑁(𝑎, 𝑦)) 𝑑𝑦 (4.9)

=

∫︁ 𝑑

𝑐
𝑁(𝑏, 𝑦) 𝑑𝑦 +

∫︁ 𝑑

𝑐
𝑁(𝑎, 𝑦) 𝑑𝑦 (4.10)
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=

∫︁
𝐶2

𝑁 𝑑𝑦 +

∫︁
𝐶4

𝑁 𝑑𝑦. (4.11)

Como 𝑦 é constante ao longo de 𝐶1 e 𝐶3,
∫︀
𝐶1

𝑁 𝑑𝑦 =
∫︀
𝐶3

𝑁 𝑑𝑦 = 0, assim podemos
adicionar

∫︀
𝐶1

𝑁 𝑑𝑦 =
∫︀
𝐶3

𝑁 𝑑𝑦 no lado direito da Equação (4.9) sem alterar a igualdade. Fazendo
isso, temos ∫︁ 𝑑

𝑐

∫︁ 𝑏

𝑎

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∮︁
𝐶
𝑁 𝑑𝑦. (4.12)

De maneira similar, podemos mostrar que∫︁ 𝑑

𝑐

∫︁ 𝑏

𝑎

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥 = −

∮︁
𝐶
𝑀 𝑑𝑥. (4.13)

Subtraindo a Equação (4.12) da Equação (4.13), novamente chegamos a∮︁
𝐶
𝑀 𝑑𝑥+𝑁 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝑅

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝑥
− 𝜕𝑀

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦 (4.14)

Também se aplica à região 𝑅 em forma de ferradura mostrada na Figura 4.7 , como ve-
mos ao juntar as regiões 𝑅1 e 𝑅2 e suas fronteiras. O teorema de Green se aplica a 𝐶1, 𝑅1, 𝐶2, 𝑅2,
resultando em

Figura 4.7: Arco Orientado

Fonte: Produzida pelo autor

∮︁
𝐶1

𝑀𝑑𝑥+𝑁𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝑅1

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝑥
− 𝜕𝑀

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦. (4.15)

∮︁
𝐶2

𝑀𝑑𝑥+𝑁𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝑅2

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝑥
− 𝜕𝑀

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦. (4.16)

Quando somamos ambos os lados dessas equações, a integral de linha ao longo do eixo
𝑦 de 𝑏 a 𝑎 para 𝐶1 cancela a integral sobre o mesmo segmento, mas em sentido oposto sobre 𝐶2.
Assim, ∮︁

𝐶
𝑀𝑑𝑥+𝑁𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝑅

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝑥
− 𝜕𝑀

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦 (4.17)

O artifício de somar integrais de linha sobre fronteiras separadas para construir uma
integral sobre uma fronteira única pode ser empregado para qualquer número finito de sub-
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regiões. Na Figura 4.8, seja 𝐶𝑖 a fronteira, orientada no sentido anti-horário, da região 𝑅𝑖 no
primeiro quadrante. De maneira similar, para os três outros quadrantes, 𝐶𝑖 é a fronteira da
região 𝑅𝑖, 𝑖 = 2, 3, 4. Pelo Teorema de Green,

Figura 4.8: Retangulo dividido em 4 curvas.

Fonte: (THOMAS et al., 2005)

∮︁
𝐶𝑖

𝑀𝑑𝑥+𝑁𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝑅𝑖

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝑥
− 𝜕𝑀

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦. (4.18)

Somamos a Equação (4.18) para 𝑖 = 1, 2, 3, 4 e obtemos∮︁
𝐶
(𝑀𝑑𝑥+𝑁𝑑𝑦) =

∫︁∫︁
𝑈𝑅

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝑥
− 𝜕𝑀

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦 (4.19)

A Equação (4.19) diz que a integral dupla de (𝜕𝑁/𝜕𝑥)− (𝜕𝑀/𝜕𝑦) sobre a região anular
𝑅 é igual à integral de linha de 𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 sobre a fronteira completa de 𝑅 no sentido que
mantém 𝑅 à esquerda à medida que percorremos a curva (Figura 4.9).

Figura 4.9: Região anular R.

Fonte: (THOMAS et al., 2005)
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4.3 Aplicações

4.3.1 Trabalho realizado pela força 𝐹

Determine o trabalho realizado pelo campo de força dado pela função vetorial 𝐹 em
relação a uma partícula, que percorre uma vez o círculo {(𝑥, 𝑦) ∈ R2;𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4} no sentido
anti-horário, sendo 𝐹 (𝑥, 𝑦) =

(︀
sin(𝑥2)

)︀
𝑖+
(︀
ln(1 + 𝑦2)

)︀
𝑗̂.

Figura 4.10: Gráfico da Curva orientada

Fonte: Produzida pelo autor

Demonstração. Sendo assim, temos que encontrar 𝑊 :

𝑊 =

∮︁
𝐶
𝐹 · 𝑑𝑠⃗ =

∫︁∫︁
𝐷

(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥
− 𝜕𝐹1

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝐴

Como 𝐹 (𝑥, 𝑦) =
(︀
sin𝑥2

)︀
𝑖+
[︀
ln(1 + 𝑦2)

]︀
𝑗̂, temos:

𝐹1(𝑥, 𝑦) = sin(𝑥2), 𝐹2(𝑥, 𝑦) = ln(1 + 𝑦2).

Fazendo as derivadas parciais:
𝜕𝐹1

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝐹2

𝜕𝑥
= 0.

Portanto:
𝜕𝐹2

𝜕𝑥
− 𝜕𝐹1

𝜕𝑦
= 0.

Logo, o trabalho realizado pelo campo de força é:

𝑊 = 0.
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4.3.2 Cálculo de Área

Segundo (MAGALHÃES, 2018) Não existe uma relação clara entre a área e o perímetro
de uma figura plana. Existem figuras com perímetros grandes e áreas pequenas. Já as figuras de
áreas grandes não podem ter perímetros muito pequenos.

A esse respeito, é bem famoso o problema de Dido: determinar a figura de maior área
que pode ser obtida a partir de um perímetro de comprimento constante. Intuitivamente, a
solução deve ser um círculo. Mas resolver matematicamente o problema é bem mais delicado.

O Teorema de Green estabelece uma relação clara entre a área e uma integral de linha
sobre o bordo da figura.

Isso porque o teorema vale para qualquer campo de classe 𝐶1, e existem campos 𝐹 =

(𝐿,𝑀) para os quais 𝑀𝑥−𝐿𝑦 = 1. Por exemplo, escolhendo o campo 𝐿(𝑥, 𝑦) = −𝑦 e 𝑀(𝑥, 𝑦) = 0,
segue-se que, se 𝐷 ⊂ R2 é um domínio simples, então

∮︁
𝜕𝐷

−𝑦 𝑑𝑥 =

∮︁
𝜕𝐷

𝑦 𝑑𝑥+ 0 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷
[(0)𝑥 − (−𝑦)𝑦] 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷
𝑑𝑥 𝑑𝑦 (4.20)

em que o lado direito é a área de 𝐷. Analogamente, escolhendo 𝐿(𝑥, 𝑦) = 0 e 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑥,
segue-se que, se 𝐷 ⊂ R2 é um domínio simples, então∮︁

𝜕𝐷
𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷
[(𝑥)𝑥 − (0)𝑦] 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷
𝑑𝑥 𝑑𝑦 (4.21)

em que o lado direito é novamente a área de 𝐷. Pode-se ainda somar as duas últimas igualdades
e dividir por dois para obter que

1

2

∮︁
𝜕𝐷

−𝑦 𝑑𝑥+ 𝑥 𝑑𝑦 =
1

2

∫︁∫︁
𝐷
[(𝑥)𝑥 − (−𝑦)𝑦] 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷
𝑑𝑥 𝑑𝑦 (4.22)

Isso mostra que a área pode ser calculada de três maneiras diferentes e, dependendo do
caso, uma maneira pode ser mais fácil do que a outra.

Com base na aplicação de (LIMA, 2016):

Exemplo 4.2. Aplique o Teorema de Green para calcular a área da região limitada pelo círculo
positivamente orientado e parametrizado pelo caminho 𝛾 : [0, 2𝜋] ⊂ R → R2, dado por:

𝛾(𝑡) = (𝑟 cos 𝑡, 𝑟 sin 𝑡).

Demonstração. Usando a Fórmula do Teorema de Green:

𝐴 =
1

2

∫︁ 𝑏

𝑎
[𝑥(𝑡)𝑦′(𝑡)− 𝑦(𝑡)𝑥′(𝑡)]𝑑𝑡, (4.23)

para o cálculo de áreas, temos:

𝐴 =
1

2

∫︁ 2𝜋

0
[(𝑟 cos 𝑡)(𝑟 cos 𝑡) + (𝑟 sin 𝑡)(𝑟 sin 𝑡)] 𝑑𝑡.
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Como

cos2 𝑡+ sin2 𝑡 = 1,

segue que:

𝐴 =
1

2

∫︁ 2𝜋

0
𝑟2𝑑𝑡 =

1

2
𝑟2 · 2𝜋 = 𝜋𝑟2. (4.24)

Portanto, a área da região limitada pelo círculo é 𝜋𝑟2.

4.3.3 Momento de Inércia

Apresentaremos uma das aplicações de (BANDEIRA, 2016).
Seja Ω uma lâmina com densidade de massa constante 𝜆 na forma de uma região de

Jordan figura 4.11 com fronteira 𝐶 suave por partes. Mostraremos que os momentos de inércia
da lâmina em torno dos eixos coordenados 𝑥 e 𝑦 são dados por:

𝐼𝑥 = −𝜆

3

∮︁
𝐶
𝑦3 𝑑𝑥, 𝐼𝑦 =

𝜆

3

∮︁
𝐶
𝑥3 𝑑𝑦.

Temos da definição de 𝐼𝑥:

𝐼𝑥 =

∫︁
𝐷
𝑦2𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴 =

∫︁
𝐷
𝜆𝑦2 𝑑𝐴 =

∫︁∫︁
𝐷

(︂
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦,

onde:

𝑃 (𝑥, 𝑦) = −𝜆𝑦3

3
e 𝑄(𝑥, 𝑦) = 0.

De acordo com (SALAS, 2005) em uma Região de Jordan. A soma das integrais duplas
sobre os Ω𝑖 é a integral dupla sobre Ω e, como as integrais de linha ao longo dos cortes se
cancelam, a soma das integrais ao longo das fronteiras de Ω𝑖 é a integral de linha ao longo de 𝐶.
Ilustrando a figura 4.11.

Figura 4.11: Gráfico da Curva orientada

Fonte: (SALAS, 2005)
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Pelo Teorema de Green:

𝐼𝑥 =

∫︁
𝐶

𝜆𝑦3

3
𝑑𝑥+ 0 𝑑𝑦 = −𝜆

3

∫︁
𝐶
𝑦3 𝑑𝑥.

Por outro lado, temos:

𝐼𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷
𝑥2𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴 =

∫︁
𝐷
𝜆𝑥2 𝑑𝐴 =

∫︁∫︁
𝐷

(︂
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦,

onde:

𝑄(𝑥, 𝑦) =
𝜆𝑥3

3
e 𝑃 (𝑥, 𝑦) = 0.

E, pelo Teorema de Green:

𝐼𝑦 =

∫︁
𝐶

𝜆𝑥3

3
𝑑𝑦 + 0 𝑑𝑥 =

𝜆

3

∫︁
𝐶
𝑥3 𝑑𝑦.
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5

Conclusão

O Teorema de Green é uma ferramenta essencial no cálculo vetorial, estabelecendo uma
relação fundamental entre integrais de linha e integrais duplas. Ao longo deste trabalho, foram
exploradas suas demonstrações e aplicações, evidenciando sua importância na simplificação de
cálculos complexos, especialmente na análise de fluxos e propriedades geométricas de superfícies.

A relevância desse teorema se estende a diversas áreas da ciência e engenharia. No
campo do eletromagnetismo, por exemplo, o Teorema de Green é essencial para a formulação
das equações de Maxwell, facilitando a conversão entre representações diferenciais e integrais
dos campos elétrico e magnético. Como discutido por (SILVA, 2003), a evolução dos conceitos
físicos, especialmente no contexto da mecânica e do eletromagnetismo, se beneficiou diretamente
das formulações matemáticas baseadas nesse teorema. Além disso, na hidrodinâmica, o Te-
orema de Green é amplamente utilizado na modelagem de escoamentos, contribuindo para a
previsão do comportamento de fluidos em sistemas fechados.

Outro campo de aplicação relevante é a engenharia estrutural, onde o Teorema de
Green auxilia na análise de tensões e deformações em materiais, fornecendo suporte teórico para
métodos como o Método dos Elementos Finitos (MEF). A Universidade Federal do Ca-
riri (UFCA), em seus programas de ensino e pesquisa em Engenharia de Materiais, destaca
a importância do cálculo diferencial e integral na formulação e solução de problemas aplicados à
resistência de materiais e à modelagem computacional de estruturas complexas (CARIRI, 2024).

Além disso, o Teorema de Green também encontra aplicações inovadoras na computa-
ção gráfica, sendo utilizado em algoritmos de renderização e modelagem de superfícies. Métodos
baseados em integrais de linha e fluxos vetoriais são empregados para calcular iluminação realista
e interações físicas em ambientes tridimensionais. Essa aplicabilidade reforça a versatilidade do
teorema em diferentes contextos tecnológicos.

Dessa forma, além de seu impacto direto no cálculo matemático, o Teorema de Green
continua sendo uma ferramenta poderosa e indispensável para diversas áreas do conhecimento.
Seu estudo não apenas aprimora a compreensão teórica, mas também permite a resolução de
problemas práticos complexos, contribuindo para o avanço de áreas como a engenharia, a física
aplicada e a computação.
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