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Resumo

Objetiva-se com esse trabalho investigar o Teorema de Green e suas aplicagbes em
problemas matematicos e fisicos. O teorema de Green estabelece uma relagao entre integrais de
linha ao longo de uma curva fechada e integrais duplas sobre a regiao delimitada pela curva.
Inicialmente, revisamos e introduzimos conceitos fundamentais para o entendimento do presente
trabalho, como integrais duplas e curvilineas, além de técnicas de mudanca de variavel. Depois,
apresentamos duas demonstracoes para o Teorema de Green, uma para regides simples e outra
para regioes especiais, destacando sempre sua utilidade na simplificacao de calculos de diversas
areas, como na engenharia, matemaéatica e fisica. A pesquisa evidencia a relevancia do Teorema

de Green na aplicagao nessas diversas areas, principalmente no célculo de fluxos e integrais.

Palavras-chave: Teorema de Green; Integral Curvilinea; Integral Dupla; Aplicagdes.



Abstract

The objective of this work is to investigate Green’s Theorem and its applications
in mathematical and physical problems. Green’s Theorem establishes a relationship between
line integrals along a closed curve and double integrals over the region enclosed by the curve.
Initially, we review and introduce fundamental concepts necessary for understanding this work,
such as double and curvilinear integrals, as well as variable change techniques. Then, we present
two proofs of Green’s Theorem: one for simple regions and another for special regions, always
highlighting its usefulness in simplifying calculations in various fields, such as engineering, mathe-
matics, and physics. The research highlights the relevance of Green’s Theorem in applications

across these fields, particularly in the calculation of fluxes and integrals.

Keywords: Green’s Theorem; Line Integral; Double Integral; Applications.
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Introducao

O Teorema de Green é um dos resultados fundamentais do calculo vetorial, estabele-
cendo uma conexao essencial entre integrais de linha ao longo de uma curva fechada e integrais
duplas sobre a regiao por ela delimitada. Esse teorema, introduzido pelo mateméatico britanico
George Green em 1828, desempenha um papel crucial em diversas aplicagoes da matemética,
fisica e engenharia, especialmente na analise de fluxos e propriedades geométricas de superficies.

Este trabalho tem como objetivo investigar o Teorema de Green e explorar suas aplica-
¢oes na resolugao de problemas praticos, destacando sua importancia na conversao de integrais
de contorno em integrais duplas. Essa propriedade é particularmente util para simplificar cal-
culos complexos, sendo amplamente empregada na modelagem de fenémenos fisicos, como a
determinacao de fluxos em campos vetoriais.

Para alcancar esse objetivo, iniciaremos com uma andlise dos conceitos fundamentais
necessarios para a compreensao do teorema, incluindo integrais duplas, mudanga de varidvel e
integrais curvilineas em campos vetoriais. Em seguida, apresentaremos a demonstragao rigorosa
do Teorema de Green, abordando tanto a prova geral quanto casos especificos que ilustram
sua aplicabilidade em problemas de superficie. Por fim, discutiremos suas principais aplicagoes,
evidenciando sua relevincia para a matematica aplicada e as ciéncias exatas.

Com essa investigagao, buscamos fornecer uma compreensao aprofundada do Teorema
de Green, enfatizando nao apenas sua utilidade prética, mas também seu papel na simplificacao

de célculos matematicos e na ampliacdo do entendimento das integrais em diferentes contextos.



Aspectos Historicos

De acordo com (MELCHIORS, 2013) No final do século XVII e inicio do século XVIII,
o calculo diferencial e integral, nas maos de Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, comegou
a consolidar-se como uma poderosa ferramenta matemaética. Nesse contexto, os estudos propor-
cionaram avancos imensuraveis no entendimento das mudancas de variaveis e areas sobre curvas,
0 que permitiu resolver problemas complexos de fisica, engenharia e astronomia.

Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, quase simultaneamente, mas de forma in-
dependente, desenvolveram os fundamentos do calculo. Newton, trabalhando na Inglaterra,
dedicou-se a aplicacao do célculo para compreender e descrever as leis do movimento e da gravi-
tagdo. No entanto, as abordagens de Newton e Leibniz sobre o calculo eram diferentes em estilo
e aplicagao.

Leibniz destacou-se por desenvolver uma notagao metodica e simbodlica, com énfase em
processos infinitesimais. Sua abordagem nao apenas facilitava a compreensao e aplicagao pratica,
mas também estabelecia uma base so6lida para a formalizacao do calculo. A notagao introduzida
por Leibniz, como [ para integrais e % para derivadas, foi amplamente aceita devido a sua
clareza e simplicidade, tornando-se fundamental para o desenvolvimento posterior do célculo.

Apos as contribuicoes fundamentais de Newton e Leibniz ao célculo, o século XIX trouxe
novos avangos na matematica aplicada, particularmente com a obra de George Green.

No seguimento as contribui¢des de Newton e Leibniz, o desenvolvimento do célculo
diferencial e integral continuou trazendo avancos significativos em areas como engenharia, fisica,
astronomia e matemética. Segundo o Artigo "George Green, mathematician and physicist 1793
-1841"(CANNELL; LORD, 1993). Nasce em 14 de julho de 1793 George William Athelston
Green em Nottingham, filho tnico de um moeiro (padeiro). George Green teve seus estudos
formais iniciados aos 8 anos de idade na Robert Goodacre’s Academy, onde teve seu primeiro
contato com a ciéncia e desenvolveu gosto por ela.

Aos 9 anos de idade, Green j4 teria recebido toda a educacdo que era considerada a
essencial para a época. Apo6s o término desse ensino, os estudos de Green vieram da sua forga de
vontade e afeicao pela ciéncia. Em Nottingham, nao havia biblioteca onde ele pudesse acessar
livremente, mas ainda assim, ele fazia a aquisi¢ao de livros (enciclopédias) em livrarias. Nao se
sabe muito sobre como ele teria adquirido tanto conhecimento matemético ao longo do tempo,
mas especula-se que ele possa ter recebido conselhos de alguns matemaéticos da época.

Em 1828, com 35 anos, publicou seu famoso ensaio An Essay on the Application of



Figura 1.1: George Green

Fonte: http://goo.gl/qevLIl. Acesso em nov. 2024.

Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism (Um Ensaio sobre a Apli-
cagao da Anéalise Matematica as Teorias de Eletricidade e Magnetismo). Este trabalho foi descrito
como um dos eventos intelectuais mais importantes da histéria de Nottingham, e marcou o inicio
de sua contribuicao significativa para a ciéncia.

O trabalho de Green proporcionou conceitos inovadores, entre eles a fungao potencial e
o Teorema de Green. Green foi um pioneiro em aplicar matematica as teorias de eletricidade e
magnetismo. Einstein nao hesitou em comentar prosseguindo sobre o ensaio greenianos de 1930,
dizendo-se 20 anos a frente de seu tempo ao revisar o ensaio. Além disso, George Green, um ma-
temético autodidata, fez contribuigoes significativas para a fisica, incluindo sua anéalise detalhada
do fendmeno de reflexao total, que é essencial para o funcionamento das fibras 6pticas. Sua teo-
ria sobre a reflexao total, ou reflex@o interna total, tornou-se a base para o desenvolvimento das
fibras opticas, fundamentais nas comunicagdes modernas, como a telefonia. Vale ressaltar que,
ao longo da maior parte de sua vida, Green desenvolveu suas pesquisas de forma independente,
sem o suporte de uma comunidade cientifica formal, o que fez com que seu trabalho fosse, por
muito tempo, subestimado.

Durante a vida de Green, ele permaneceu bastante desconhecido. S6 apds sua morte,
em 1841, seu trabalho foi reconhecido em grande medida, gracas a William Thomson, mais tarde
Lord Kelvin, que redescobriu o ensaio de Green em 1845. Kelvin acreditava que Green era um
génio matemaético e seu método avangou suas proprias pesquisas em eletricidade e magnetismo; na
verdade, no século XX, ele foi redescoberto por fisicos e matemaéticos que o usaram em mecénica
quantica e fisica. De fato, atualmente, Green é considerado por muitos como um dos fundadores

da matematica da fisica moderna.



2
Integral Dupla

Nesse capitulo, vamos desenvolver o conceito de integrais duplas. A partir da leitura
de (GUIDORIZZI, 2019) exploraremos sua interpretacao geométrica e a técnica de aplicagao de
mudancas de variaveis. As integrais tém um impacto imensuravel na compreensao desse trabalho,
com importancia significativa na fisica e na engenharia. As integrais duplas desempenham um

papel importantissimo ao longo da histéria da matemaética.

2.1 Interpretacao Geométrica da Integral Dupla

Seja o retangulo R = {(z,y) € R? |a <z < bec<y <d},emquea <bec<dsio
numeros reais dados. Seja P :a=z0<z1 <29 < - <xpn=bePr:c=yy<yp <y <---<

ym = d particoes de [a, b] e [c, d], respectivamente. O conjunto
P={(zi,y;)|1=0,1,2,...,n;j=0,1,2,...,m}

denomina-se particao do retangulo R. Uma particao P de R determina mn retangulos R;; =

{(z,y) e R? | x;1 <z < 2y, yi-1 <y <y}

Figura 2.1: Soma de Riemann

a=xy x X,_1 X b=x, X

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Seja B C R?; dizemos que B é limitado se existir um retangulo R, com B C R. Seja

4



f:B CR? =R, com B limitado. Assim, existe um retangulo
R={(z,y) eR*|a <z <b c<y<d}

que contém B. Seja P = {(z;,y;) |1 =0,1,2,...,n, j=0,1,2,...,m} uma particdo de R. Para
cada par de indices (4, j), seja X;; = (rij, s;j) um ponto escolhido arbitrariamente no retangulo

Rij. Seja Ax, =T; — Tj—1, ij =Y —Yj-1, 0 nimero.

ZZf(Xij)Awiij

i=1 j=1
em que f(X;;) deve ser substituido por zero se X;; ¢ B, denomina-se soma de Riemann de f,

relativa a particao P e aos pontos Xj;, sendo chamada de soma de Riemann.

Figura 2.2: Representagao do conjunto B e sua localizagao em R

POEN R

&

Fonte: Produzida pelo autor

Observe que se f(X;;) > 0, f(X;j)Az;Ay; sera o volume do paralelepipedo de altura

f(Xij) e cuja base é o retangulo R;;.

Figura 2.3: Representagdo do volume do paralelepipedo de altura f(X;;) e base R;;.

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Seja P = {(zj,y;) | 1 =0,1,2,...,n; j = 0,1,2,...,m} uma particao do retangulo R.

bt



No que segue, indicaremos por A o maior dos nimeros Axy, Axs, ..., Axy, Ay, Aya, ..., Aym,.

Observe que todos Az; e todos Ay; tendem a zero, quando A tende a zero.

Definigao 2.1. : Seja f(x,y) uma fungao definida no conjunto limitado B e L um nimero real.

Dizemos que a soma de Riemann

n m
DD f(Xi)AziAy;
i=1 j=1
tende a L, quando A tende a zero, e escrevemos
n m
i 33 £ Ay, = I

A—0 4 -
=1 j=1

se para todo € > 0 dado, existir 6 > 0, que s6 dependa de € mas nao da escolha de X;;, tal que
n m
Z Z f(XZ])A$1Ay] —Ll<e
i=1 j=1

para toda partigao P, com A < 4.

Tal namero L, que quando existe é tnico, denomina-se integral dupla (segundo Riemann)

//B f(z,y) dx dy.

de f sobre B e indica-se por

Assim

n m

/ /B Py dedy = Tim 3757 F(Xi) Ay,

i=1 j=1
Se [[5 f(x,y) dzx dy existe, entao diremos que f é integravel (segundo Riemann) em B.

Definimos a drea de B por
adrea de B = // dx dy, desde que a integral exista.
B

Seja f(x,y) integravel em B, com f(z,y) > 0 em B. Seja o conjunto
A={(z,y,2) €R®| (z,y) € B,0< 2 < f(z,9)}.
Definimos o volume de A por

volume de A = [ f(x,y) dx dy, desde que a integral exista.



Exemplo 2.2. Considere a seguinte integral dupla [[, f(z,y)dA = f02 fol (z + y) dydz para a
funcdo f(z,y) = = + y sobre o retangulo R = {(z,y) € R? |0 <z <2, 0 <y < 1}. Encontre o

volume abaixo de f(x,y) e acima de R.

Demonstracao. Resolvendo primeiro a integral interna em relagao y:

1 1 1
/ (x+y)dy:/ a:dy+/ y dy.
0 0 0

Calculando separadamente os termos:

Assim a integral interna resulta em:

1
1

/ (x+y)dy=x+ -.

0 2

Substituimos o resultado na integral externa e resolvemos:

2 1 2 2 ¢
/ (w—I—)dx:/ l‘dl’+/ —dx.
0 2 0 0 2

Calculando os termos separadamente:

Portanto:

/02<x+;>dx—2+1—3.
//Rf(x,y)dA:&

Concluimos que:



Figura 2.4: Represetacao grafica da funcao f(x, y) = x+y sobre a regiao R.

Fonte: Produzida pelo autor

A integral dupla sobre a regiao R resulta no volume abaixo dessa superficie e acima do

//Rﬂx,y)dA—3

retdngulo R no plano xy.

2.2 Integrais duplas sobre regioes nao retangulares li-

mitadas

Nem sempre a regido de integra¢ao de uma funcao f(x,y) é um retangulo. No entanto,
quando isso ocorre, podemos utilizar o Teorema de Fubini para simplificar o célculo da in-
tegral dupla. Esse teorema permite que a integral seja decomposta em duas integrais iteradas,
facilitando a resolugao do problema.

Seja o retangulo R = {(z,y) € R? |a <2 < b, c <y < d} e seja f(r,y) integravel em
R. Para cada y fixo em [c,d], podemos considerar a fun¢ao na variavel z, definida em [a,b] e

dada por

x— f(x,y). (2.1)

Se, para cada y € [c,d], (2.1) for integravel em [a, b], podemos, entdo, considerar a fungao dada

por

b
a(y)z/ flz,y)dz, y € e, d].

Vejamos uma interpretacao geométrica para a(y) no caso f(x,y) > 0 em R.
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Figura 2.5: Interpretagdo geométrica para a(y)

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

aly) = f; f(z,y)dx, é a area da regiao sombreada.

O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstragdo pode ser encontrada em
(GUIDORIZZI, 2019), conta-nos que se f(xz,y) for integravel em R e se, para todo y € [c,d],

f; f(z,y) dx existir, entdo a(y) sera integravel em [c,d] e

/Lf(w)dwdy—/cd [/abf(a:,y)dx] dy
//Rf(w,y)dwdyz/cda(y)dy

Segue da igualdade acima que se f(z,y) > 0 em R, entao fcda(y) dy sera o volume do

conjunto limitado pelo gréafico de f e pelos planos x = a, x =b,y=c,y=de z=0.

ou

Teorema (de Fubini). Seja f(x,y) integravel no retangulo R = {(z,y) € R? |a <2 < b, ¢ <
y < d}. Suponhamos que f; f(z,y) dz exista, para todo y € [c,d], e que fcd f(z,y) dy exista,
para todo z € [a,b]. Entao

//Rf(x,y)dxdyZ/cd [/:f(x,y)dx] dy:/ab [/Cdf(x,y)dy] dz.

Demonstracao. Sejam

Pra=xp<r<r< - <zxi1<--<zp=0>
uma particao de [a,b] e
Pc=y<y <y <<y 1<y < <ym=d
uma particao de [c, d]. Sejam

Ml] = Sup{f($ay) | Ti1 < x < x, Yj—1 <y< yj}



mi; = inf{f(z,y) | zio1 <z <, yj-1 <y <y;}

Para todo (z,y) no retangulo R;;, dado por ;1 <z < z; e yj—1 <y < yj;, temos:

mij < f(x,y) < Mjj.

Dai, para todo y € [yj—l,ij

Ti—1

Segue que

n b n
Zm¢jA$i < / f(z,y)dr < Z M;;Ax;,
=1 “ i=1

ou seja,

i=1

para todo y € [yj—1,y;], em que a(y) = f; f(z,y)dx. Tomando-se y; em [y;j—1,Y;],

1,2,...,m, vem

i=1
Dai,

Para A — 0, as somas superior e inferior tendem para

/ /A £, y)dady,

logo, a(y) é integravel em [c, d] e

/ " a(u)dy = /[ #a.aizay,
/ /A F (@, y)dady = / ' [ / bf(w,y)dw] dy.

ou seja,

n n
ZmijAa:i <a(y) < ZMZ»jAa:i,
i=1

<Z miiji) Ay; < afy;)Ay; < (Z M;jAz;

=1

O

Exemplo 2.3. Calcule [[,xydxdy, em que B é o conjunto de todos (z,y) tais que 0 < z < 1,

0<y<a?
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Demonstragao. Seja R o retangulo 0 <z < 1,0 <y < 1. Seja F(z,y) definida em R e dada por

Fle.y) = xy se (z,y) € B
0 se(z,y ¢B

Figura 2.6: f(x, y)

15

=y

0 1

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

//Bazydxdy://RF(x,y)dxdy.
//RF(m,y)dxdy:/ol [/OlF(x,y)dy] da.

Para cada z fixo em [0, 1],

Pelo teorema de Fubini,

2

5(w)=/01F(:c,y)dy=/0x F(:c,y)der/xiF(x,y)dy-

Figura 2.7: Regiao de Integracao B delimitada por 0 <y < 22 no intervalo 0 < z < 1

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)
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Como F(z,y) = 0 para 22 < y < 1, resulta

Segue que

[ svaoiy= [ [ [

[ -] -3
rydy=|—-| =
0 2 |, 2

Lgh 1
mydxdy:/ —dr = —.
//B 0o 2 12

resulta

Observagao 2.4. f(x) = waQ xy dy é a area da regiao sombreada. Por outro lado,

//Bxydasdy:/olﬁ(x)dx:/ol [/Ox

é o volume do conjunto de todos (x,y,z) tais que 0 <z <1,0<y<z?e0< 2z < ay.

2

Ty dy] dx

Figura 2.8: Interpretagdo Geométrica da Integral [ 5 Ty drdy no Plano xyz.

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Vamos, agora, calcular [z xydx dy, invertendo a ordem de integragao.

//RF(:I:,y)d:I:dy: /01 [/01 F(:x,y)dac] dy.

Para cada y fixo em [0, 1],

Temos:



:/OﬂF(x,y)dx—i—/l Flz,y) de.

Figura 2.9: Regiao de Integragao B na Troca da Ordem de Integracao.

-

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Como F(x,y) =0 para 0 <z < /y, resulta

1 1
aly) = / F(z,y)dx = / xydz.
VY v
Segue que
ou seja,

Tendo em vista que

resulta

O

Com raciocinio analogo ao do exemplo anterior, provam-se as seguintes consequéncias do teorema
de Fubini.
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Coroldrio 1. Sejam c¢(z) e d(x) duas fungdes continuas em [a, b] e tais que, para todo = em
[a,b], ¢(x) < d(z). Seja B o conjunto de todos (z,y) tais que a <z < be c(zx) <y < d(x).

Nestas condigoes, se f(z,y) for continua em B, entao

J[ samzas= | b [ / (d()) o) dy] 2z,
//Bf(a:,wdxdy—?

Primeiro calcula-se, para cada z fixo em [a, b], a integral de f(z,y) no intervalo [c(z), d(z)]:

d(z)
B(z) = / f(y) dy.

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Tem-se, entao:

//Bf(x,y)dxdyz/abﬂ(x)dxz/: [/C:j)f(m,y)dy] da.

Coroldrio 2. Sejam a(y) e b(y) duas fungdes continuas em [c,d] e tais que, para todo
y € [¢,d], a(y) < b(y). Seja B o conjunto de todos (z,y) tais que ¢ <y < d, a(y) <z < b(y).

Nestas condigoes, se f(z,y) for continua em B, entao

d b(y)
// f(:v,y)d:vdy=/ [ f(fv,y)div] dy.
B c a(y)

Primeiro calcula-se, para cada y fixo em [c, d], a integral de f(x,y) no intervalo [a(y), b(y)]:
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0 a(y) b(y) X

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Em seguida, calcula-se a integral de a(y), para y variando em [c, d):

[ o= (i [ [ 0]

2.3 Mudanca de Variaveis na Integral Dupla

Nesta etapa, abordaremos o calculo de integrais duplas utilizando o método de mudancas
de variaveis. Este capitulo apresenta um estudo de técnicas amplamente conhecidas, explicadas
e demonstradas em diversos livros de célculo, como as transformagoes para coordenadas polares
e outras parametrizagoes no plano. Como referéncia principal, utilizaremos o livro de Leithold,
(LEITHOLD, 1994)

Trataremos do seguinte problema: dada uma integral dupla

[[ s dsay
R

encontrar uma transformagao do plano no plano do tipo u = u(z,y), v = v(x,y)
que nos permita, trocando as varidveis iniciais pelas novas, calcular efetivamente as integrais
dadas.

Faremos a seguir uma descri¢do pormenorizada dos procedimentos usados, justificando,

principalmente, de forma geométrica, as férmulas obtidas.
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Observamos que ao mudarmos as varidveis, ou seja, por exemplo, ao passarmos do plano
descrito por coordenadas ,y ao plano descrito por coordenadas u, v, estaremos eventualmente
modificando a forma da regidao R. Por exemplo, as coordenadas polares x = rcosf, y = rsinf
transformam um retangulo R no plano das coordenadas r,6, no circulo de raio 1 centrado na

origem no plano xy.

R={(r,0)|0<r<1,0<6<2nr}

Logo, numa mudanga de varidveis, a regiao de integracao devera também ser trocada
de forma conveniente. Sera necessario que a transformacao leve de forma bijetiva uma regiao na

outra.

Definigao 2.5. Dada a transformacao u = u(x,y) e v = v(x,y) onde u e v bem como suas

derivadas parciais sao funcoes continuas de = e y, & expressao

Qudv _dudv |5 G :J<“7”>
Oxdy Oy ox % %Z z,y

chamaremos de Jacobiano de u e v em relagdo a = e y.

Exemplo 2.6. Sendo z = rcosf e y = rsin#, calcule J (“9/)

r,y\
J(n@)‘

Pode-se definir de forma analoga o Jacobiano das transformagoes no espaco.

cosf —rsinf

) = r(cos® § +sin?0) = r
sinf rcosd

O Jacobiano tem uma aplicagado muito importante no problema de mudanga de varidveis

em integrais duplas, sabemos que o elemento de area em coordenadas polares é
dA =rdrdf

Por outro lado, vimos que no Exemplo 2.6

Temos entao que

Em geral, vale o seguinte teorema.
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Teorema 2.7. Dada a transformacao x = x(u,v) e y = y(u,v) no plano, tal que

J<$y> 40,
U, v

b ()
U, V

Demonstracdo. O teorema generaliza o procedimento de substituicdo de variavel na integracao

entao

du dv.

para os casos de integrais duplas, se tivermos a integral definida

/a b f(z) da

uma substitui¢do da variavel do tipo & = ¢(t) nos leva a

pois dx = ¢'(t)dt. O objetivo dessa substitui¢do ¢ tornar a integral facilmente calculavel por
antiderivacao.
Vamos desenvolver um raciocinio geométrico a fim de justificar, intuitivamente, que o

Jacobiano é um bom "indice corretor do elemento de area", ou seja, que valem as férmulas.
LY
dedy = |J | =
U, v

DA = ‘J(x’y>‘DA’.

U, v

du dv

ou

Consideremos o caso em que esté dada a transformacao

r=ux(u,v), y=uyu,v)

que leva o retangulo R’ do plano wv na figura R do plano zy. Veja as Figuras 2.12 e 2.13

Figura 2.12: Retangulo R’ do plano uv.

Fonte: Produzida pelo autor
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As retas u = ug e v = vy do plano uv sao levadas respectivamente nas curvas ug-
constante e vg-constante do plano xy. Em outras palavras, essas curvas sao os conjuntos de
pontos (x(ug,v),y(up,v)), vo < v < v9 + Av e (z(u,vo),y(u,vo)), up < u < up + Au, com
respectivamente ug-constante e vg-constante.

No ponto P de coordenadas (x(ug,vo),y(up,vg)) consideremos os vetores U e V tan-

gentes as curvas ug-constante e vg-constante. Vamos supor U e V' unitérios, isto é,

Ul=V|=1

A area dA de R seréd aproximada pelo paralelogramo cujos lados tém as diregoes de U

e de V' com comprimentos |V Au| e |U Awv|. Se pensarmos U e V como velocidades e Au e Av

Figura 2.13: Retangulo R do plano uv.

‘|
Fonte: Produzida pelo autor
como intervalos de tempo, entao |UAu| e |V Av| correspondem as distancias percorridas em Awu

e Av. No limite, quando Au e Av tendem a zero, o elemento de area dA tende a coincidir com o

referido paralelogramo. Mas, a area do paralelogramo pode ser calculada pelo produto vetorial.

Assim,
dA = |[VAu x UAv| = |V x U|AuAv
Mas
Oz, Oy or Y A
V= du’ " Au’’ v ov + v’

dz~ Oy dx, Oy~ -
V=—i+—=5j+0k U=—i+=—=5+0k
auH 8uj+ 8vz+ 8vj+
e, portanto,
1 57 k ox oyl N
_ |0 I5] o0 _ ’
VxU=|g 3¢ 0—872 85k_J<uv>
or Oy 0 v Ov ’
ov  Ov

E, como |k| =1,




ou no limite

du dv.

aa=s (1)
VMJ@wM

onde dA = dz dy e seja dada a transformagao x = z(u,v) e y = y(u,v). Temos entao que

dA;:+I<%y>‘dudv

U,V

Consideremos agora

e assim

J[ samas= [[ sitwoatuo]s (£2)] v
R R u,v
O
Exemplo 2.8. Calcule a area da regiao F interna & elipse de equagao
2 2
T+l
a b2
Demonstracdo. Consideremos uma transformacdo: x = au e y = bu. Se substituirmos na

equacdo da elipse, teremos u? 4+ v2 = 1, que é a equacdo do circulo C' com centro na origem e

raio 1 no plano uwv, cuja area é w. Como

ox Oz
J LY\ _|ou v
wv) | o

ou  Ov

// dxdy:// abdudv:ab//dudv:ab-W:ﬂab.
E C C

a O
0 b

I
S
S

Logo,

19



3
Integrais Curvilineas

As integrais curvilineas generalizam o conceito de integragao para fungoes definidas
ao longo de curvas, seja no plano ou no espaco tridimensional. Essas integrais possuem diversas
aplicagoes, como no célculo de trabalho realizado por forgas, fluxo de fluidos, comprimentos de
curvas e massas de fios com densidade variavel.

Neste capitulo, apresentamos os conceitos fundamentais das integrais curvilineas em
campos vetoriais e suas aplicagoes. Para o desenvolvimento dos tépicos, utilizaremos as ideias
e abordagem presentes em (GUIDORIZZI, 2019), que fornecem uma fundamentagao rigorosa e

exemplos ilustrativos essenciais para a compreensao do tema.

3.1 Integral de Linha de Campos Vetoriais sobre uma
curva

Suponhamos que F:QcCR - R3 seja um campo de forgas definido no aberto €2 e
que uma particula descreva um movimento em 2 com funcao de posicao v : [a,b] — Q (7(t) ¢ a
posigao da particula no instante t). Se F for constante e a imagem de v um segmento, o trabalho

realizado por F de v(a) até (b) é, por defini¢ao, o produto escalar de F pelo deslocamento
Y(b) —(a):

\]
Il
Sl

“[v(b) = ~(a)].

Figura 3.1: Representagao do Trabalho de um Campo de Forcas Constante ao Longo de
um Segmento

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)
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7=F-[y(b) = v(@)] = | F]l () = 7(a)|| cos

—

Suponhamos, agora, que F' e 7 sejam quaisquer, com F continuo e v de classe C*.

Queremos definir o trabalho realizado por F' de v(a) até v(b). Seja

Pia=ty<ti<tbo<---<tii1<t;<---<t,=0b

uma parti¢do de [a,b], com max At; suficientemente pequena. (Lembramos que max At; é o

maior dos nameros At; =t; —t;—1, i =1,2,...,n.)

Figura 3.2: Representacao de F ao longo de ~

;'(ru) yla)

Fonte: (GUIDORIZZI, 2019)

Tendo em vista as hipéteses anteriores, é razoédvel esperar que a soma

D F(y(tica)) - [y(t) = y(tio1)] (3.1)
=1

seja uma boa aproximacao para o trabalho 7 realizado por F de v(a) até v(b) e que esta apro-

ximagao seja tanto melhor quanto menor for max At;. Por outro lado,

Y(ti) = y(tio1) = (tio1) Aty

e dai

Ty F(y(tion) -y (ti1) At

1=

—

Como a funcdo F(y(t))-7/(t) ¢ integravel em [a, b], pois é continua neste intervalo, segue

que
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max At; —0

n b
lim S Fo0) (0t = [ Fa) - 0.
i=1 a

Nada mais natural, entdo, do que definir o trabalho T realizado por F de ~v(a) até v(b)

por

r= [, F-dy= [, F(3(t)) -7 (t)dt

em que f7 F - dy ¢ uma notacdo para indicar a integral fab F((t)) - v/ (t)dt. (Pode ser provado
que a equagao 3.1 tende a esta integral quando max At; tende a zero.)
Consideremos, agora, um campo vetorial continuo qualquer F:QCR"— R™ Q

aberto, e uma curva 7 : [a,b] — Q, de classe C!. Definimos a integral de linha de F sobre Y por

J Fedy =[] F(y(t)) - (t)dt

E usual a notacio fﬂ/ F - d7 para a integral de linha de F sobre v, em que 7(t) = ().

Exemplo 3.1. Calcule fv F - dF, sendo

~(t) = (cost,sint), 0<t < 2m,

e

= -y - € A

F(x,y) = 1+ .
Demonstracao.

I 2m —sint - cost .
/F~dr:/ ——1+ —5~J| - (—sint, cost)dt.
. o |cos?t+sin“t  cos?t+sin“t

Portanto,

3.2 Outra Notacao para Integral de Linha de Campos
Vetoriais

Seja F(z,y) = P(x,y)i+Q(z,y)j um campo vetorial continuo no aberto Q de R? e seja
7 : [a,b] — Q uma curva de classe C! dada por x = z(t) e y = y(¢).

Temos



dy

dt.
dt

b T
:/[mﬂmmmi+@mmmm

A 1ltima expressao acima nos sugere a notagao

v

para a integral de linha de F sobre v:

I, P, y)de + Qa,y)dy = [ [Plat), y(t) & + Q) y() %] dr.

Da mesma forma

/ Pdz + Qdy + Rdz
.

indicaré a integral de linha de

—

F(x,y,2) = P(z,y,2)i + Q(x,y,2)] + R(z,y, 2)k

sobre a curva v dada por

Exemplo 3.2. Calcule
/a:dx+ (22 +y+ 2)dy + zyz dz,
¥
em que y(t) = (¢,2t,1),0 <t < 1.
Demonstracao. De x =t, y =2t e z =1, segue

dac_l @_2 dz

a- b a7

Temos:

dt

LT da dy dz
d 2 d dz = t— 4+ (22t + 1) + 26—
Lm z+ (z°+y+2)dy +zyzdz /0 [dt—i-( + 2t + )dt+ 7

1
1
_/ [t+(t2—|—2t+1)2—|—0]dt:%.
0

O

3.2.1 Propriedades das Integrais de Linha para Campos Vetoriais

As propriedades das integrais de linha para campos vetoriais sdo anélogas as proprieda-

des das integrais definidas. Nas propriedades que seguem, estamos supondo que C' é uma curva
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suave ou suave por partes e que F' e G sao campos vetoriais continuos.

Temos:

/ kF.dr = k:/ ﬁ.d}, onde k é uma constante.
C C

/ F.di=— / F. dr,onde -C representa a curva C orientada no sentido oposto.
—C C

24



4

Teorema de Green

Neste capitulo introduziremos o Teorema de Green e duas demonstragoes com base na
leitura de (STEWART, 2009). O Teorema de Green estabelece uma rela¢ao entre a integral de
linha ao longo de uma curva fechada simples C' e uma integral dupla sobre a regiao R delimitada
por C. Suponha que R inclua todos os pontos internos da curva C, exceto os proprios pontos
que compoem C' a Figura 4.1. Para enunciar este teorema, utilizamos a ideia de que a orientagao
positiva de uma curva fechada simples C' corresponde a percorré-la no sentido anti-horario uma
tnica vez. Dessa forma, se C' for descrita por uma funcao vetorial r(t), com a < ¢t < b, entao a

regiao R esta localizada a esquerda quando o vetor posicao r(t) percorre C' (ver Figura 4.2).

Figura 4.1: Regiao R.

o 4

Fonte: Produzida pelo autor
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A Figura 4.2 representa a orientagao positiva de uma curva fechada C, delimitando
a regiao R. Essa orientagao segue o sentido anti-horario, mantendo a regiao R a esquerda do

percurso ao longo da curva C.

Figura 4.2: Orientacao Positiva da Curva C.

Y4

(a) Orientacdo positiva

Fonte: Produzida pelo autor

A figura 4.3 representa a orientagao negativa de uma curva fechada C, delimitando a
regiao R. Nesta orientagao, a curva C' é percorrida no sentido horario, fazendo com que a regiao
R fique & direita do percurso. Esse tipo de orientacao é oposto ao exigido pelo Teorema de

Green para a aplicacdo direta.

Figura 4.3: Orientagao Negativa da Curva C.

\4

0

-

(b) Orientagdo negativa

Fonte: Produzida pelo autor
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Teorema 4.1. Seja C' uma curva plana simples, fechada, suave por partes, orientada
positivamente, e seja D a regiao delimitada por C. Seja F = ( M, N ) um campo vetorial
continuo; se M(x,y) e N(z,y) tém derivadas parciais de primeira ordem continuas sobre

uma regido aberta que contenha D, entao

ON OM

4.1 Prova do Teorema para regioes especiais

Para facilitar a compreensao, a explicagdo desta e da proxima segdo serd baseada na
abordagem de (THOMAS et al., 2005). Seja C' uma curva fechada simples e suave no plano
xy com a propriedade de que retas paralelas aos eixos nao a cortam em mais que dois pontos.
Seja R a regido limitada por C' e suponha que M, N e suas derivadas parciais de primeira ordem
sejam continuas em todos os pontos de alguma regidao aberta que contenha C' e R. Queremos

provar o teorema de Green,

Figura 4.4: A curva C' composta por C e Cs.

Pytx, fr(x)

Cy: y= folx)

Fonte: (THOMAS et al., 2005)

Conforme ilustrado na Figura 4.4, a curva C é composta por duas partes orientadas, Cy
e Cy, definidas pelos graficos y = fi(x) e y = fa(x), respectivamente. Usando x como parametro,

obtemos uma parametrizagao de C, dada por

Cy:1i(z) = (z, f(x), =€ la,b].

Para a curva C; nao podemos proceder da mesma forma, pois o sentido positivo deter-
minado pelos valores crescentes de x em [a, b| nos d4 a orientagao sobre a curva Cy, no sentido

oposto ao desejado. Podemos, porém, parametrizar —Cj.

—Cy : a(x) = (z, f(x)), =€ a,b].
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Para qualquer x entre a e b, podemos calcular a integral de %—]\; em relacao a y como:

fa(z)
[0y = wGe o)~ M 0,

Podemos entao integrar essa tltima em relagao a x de a a b:

/ /1f2 o dyde = /ab (M (z, fo(z)) — M(z, fi(z))] dz

“ b
- [ M p@)ds - [ M p@)ds
b a

= — M dx — M dx
CQ Cl

:—ﬁMda:.
fovaff, (-3

Portanto,

(4.4)

(4.5)

(4.6)

A Equacao (4.6) é metade do resultado de que precisamos para a Equacao (4.1). De-

duzimos a outra metade mtegrando 9N brimeiro em relacdo a x e depois em relacio a y, como

sugerido pela Figura 4.5.

Figura 4.5: A curva C' composta por C] e C}, com graficos x = ¢1(y) e

Ci x=g(p

Fonte: (THOMAS et al., 2005)

d rg2(y) d
/ /g %dxdy: / [N(92(v),9) = N(g1(y), )] dy.
c Jg ¢

1(y)

/Ng2 dy+/N91 Y),y)dy
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= | Ndy+ | Ndy.
G 1

Isso mostra a curva C' decomposta em duas partes orientadas C| : x = g1(y),d >y > ¢

e Ch:x=ga(y),c <y <d. O resultado dessa integragao dupla é

ON
Nd ://da:d. 4.8
fc y o Y (4.8)

Combinando as equagoes (4.6) e (4.8) temos a Equagao (4.1). Isso conclui a prova.

4.2 Demonstracao Geral

Nesta secao, apresentaremos inicialmente a demonstracao do Teorema de Green para
Regioes Gerais. O argumento que acabamos de apresentar nao se aplica diretamente & regiao
retangular na Figura 4.6 porque as retas ¢ = a,z = b,y = c e y = d encontram-se com a
fronteira dela em mais de dois pontos. Se dividirmos a fronteira C' em quatro segmentos de reta

orientados, contudo,

Figura 4.6: Retangulo dividido em 4 curvas.

Cs:y=d

df------

Fonte: Produzida pelo autor

podemos modificar o argumento da maneira a seguir.

/Cd/ab%]zdfﬁdyZ/cd(N@vy)—N(a,y))dy (4.9)

d d
:/ N(b,y)dy+/ N(a,y) dy (4.10)
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= N dy + N dy. (4.11)
Co Cy

Como y é constante ao longo de C; e Cj, fCl Ndy = sz Ndy = 0, assim podemos
adicionar |, o Ndy = f03 N dy no lado direito da Equagao (4.9) sem alterar a igualdade. Fazendo

//M@—ﬁN@. (1.12)

De maneira similar, podemos mostrar que

//‘@M—.iMm (4.13)

Subtraindo a Equacao (4.12) da Equagao (4.13), novamente chegamos a

%Mdm—l—]\fdy—// <8N—> dz dy (4.14)

Também se aplica a regiao R em forma de ferradura mostrada na Figura 4.7 ; como ve-

isso, temos

mos ao juntar as regioes R; e Ry e suas fronteiras. O teorema de Green se aplica a C1, Ry, Cs, Ra,

resultando em

Figura 4.7: Arco Orientado

Fonte: Produzida pelo autor

de—i—Ndy—// (M—W> dz dy. (4.15)
Cy R Ay
N M
de+Ndy—// (8—8> dz dy. (4.16)
Cz R2

Quando somamos ambos os lados dessas equacgoes, a integral de linha ao longo do eixo

y de b a a para (] cancela a integral sobre o mesmo segmento, mas em sentido oposto sobre C5.

ON OM

O artificio de somar integrais de linha sobre fronteiras separadas para construir uma

Assim,

integral sobre uma fronteira tinica pode ser empregado para qualquer ntmero finito de sub-
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regides. Na Figura 4.8, seja C; a fronteira, orientada no sentido anti-horario, da regiao R; no
primeiro quadrante. De maneira similar, para os trés outros quadrantes, C; é a fronteira da

regido R;, i = 2,3,4. Pelo Teorema de Green,

Figura 4.8: Retangulo dividido em 4 curvas.

Fonte: (THOMAS et al., 2005)

ON oM
M Ndy = —_—— . 4.1
ﬁi dx + Ndy //Ri<al' 8y>da:dy (4.18)

Somamos a Equagao (4.18) para ¢ = 1,2,3,4 e obtemos

f;’(de"_Ndy)://UR (?j—?j) dz dy (4.19)

A Equagao (4.19) diz que a integral dupla de (ON/0z) — (0M/dy) sobre a regiao anular
R ¢é igual a integral de linha de Mdx + Ndy sobre a fronteira completa de R no sentido que

mantém R & esquerda a medida que percorremos a curva (Figura 4.9).

Figura 4.9: Regiao anular R.

Fonte: (THOMAS et al., 2005)

31



4.3 Aplicagoes

4.3.1 Trabalho realizado pela forca F

Determine o trabalho realizado pelo campo de forca dado pela funcao vetorial F em

relacio a uma particula, que percorre uma vez o circulo {(z,y) € R?; 2% 4+ y? < 4} no sentido

anti-horério, sendo F(z,y) = (sin(22))i + (In(1+y?))J.

Figura 4.10: Gréfico da Curva orientada

Y

Fonte: Produzida pelo autor

Demonstracao. Sendo assim, temos que encontrar W:
W:}éﬁ-ds*://D (%—%?)d/l
Como F(z,y) = (sinz?)i+ [In(1 +y?)]J, temos:
Fi(x,y) =sin(z?), Fy(z,y) =In(1l+ 9.

Fazendo as derivadas parciais:

or, ory
Ty o Y
Portanto:
oF, OF _
Oz y

Logo, o trabalho realizado pelo campo de forga é:

W =0.
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4.3.2 Calculo de Area

Segundo (MAGALHAES, 2018) Nao existe uma relacio clara entre a area e o perimetro
de uma figura plana. Existem figuras com perimetros grandes e areas pequenas. J4 as figuras de
areas grandes nao podem ter perimetros muito pequenos.

A esse respeito, é bem famoso o problema de Dido: determinar a figura de maior area
que pode ser obtida a partir de um perimetro de comprimento constante. Intuitivamente, a
solugao deve ser um circulo. Mas resolver matematicamente o problema é bem mais delicado.

O Teorema de Green estabelece uma relagao clara entre a area e uma integral de linha
sobre o bordo da figura.

Isso porque o teorema vale para qualquer campo de classe C!, e existem campos F =
(L, M) para os quais M, — L, = 1. Por exemplo, escolhendo o campo L(x,y) = —y e M(z,y) =0,

segue-se que, se D C R? ¢ um dominio simples, entdo

jiD —ydx:fé)Dydx—i—Ody://D[(O)z—(—y)y]dxdy://[)da:dy (4.20)

em que o lado direito é a area de D. Analogamente, escolhendo L(z,y) = 0 e M(z,y) = =z,

segue-se que, se D C R? é um dominio simples, entdo

fp7tr= [ (e = Olasts = [ acay (4.21)

em que o lado direito é novamente a area de D. Pode-se ainda somar as duas dltimas igualdades

e dividir por dois para obter que

;ng—ydx+xdy— // ]dwdy—//Dd:pdy (4.22)

Isso mostra que a area pode ser calculada de trés maneiras diferentes e, dependendo do

caso, uma maneira pode ser mais facil do que a outra.
Com base na aplicacao de (LIMA, 2016):

Exemplo 4.2. Aplique o Teorema de Green para calcular a area da regiao limitada pelo circulo

positivamente orientado e parametrizado pelo caminho 7 : [0,27] € R — R2, dado por:

v(t) = (rcost,rsint).

Demonstracao. Usando a Férmula do Teorema de Green:

b
A= [y @) - s 0)ar (4.23)

para o céalculo de areas, temos:

2
A= /0 [(rcost)(rcost) + (rsint)(rsint)] dt.
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Como

cos’t +sin’t =1,
segue que:

1o, L o 2
A=— rédt = —r* - 21 = re. (4.24)
2 Jy 2

Portanto, a area da regido limitada pelo circulo é 7r2.

4.3.3 Momento de Inércia

Apresentaremos uma das aplica¢oes de (BANDEIRA, 2016).
Seja 2 uma lamina com densidade de massa constante A na forma de uma regiao de
Jordan figura 4.11 com fronteira C' suave por partes. Mostraremos que os momentos de inércia

da lamina em torno dos eixos coordenados z e y sao dados por:

A A
37&’ oo 3753 !

Temos da definicao de I:

L= [ vowyas= [ wpaa= [[ <6Q—3P> di dy,
D D D oz dy

N
3
De acordo com (SALAS, 2005) em uma Regiao de Jordan. A soma das integrais duplas

onde:

P(‘Tvy) = e Q(‘Tvy) =0.

sobre os §2; é a integral dupla sobre e, como as integrais de linha ao longo dos cortes se
cancelam, a soma das integrais ao longo das fronteiras de €); é a integral de linha ao longo de C.

Ilustrando a figura 4.11.

Figura 4.11: Gréfico da Curva orientada

/'/ \ ¢ f )

;'" ‘ g } ,'4\ 9 )

¢ Q /_“ \ "o \\
P o 4 b ~

Fonte: (SALAS, 2005)
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Pelo Teorema de Green:

3
Ix:/)\ydx+0dy:)\/y3dx.
c 3 3Je

Por outro lado, temos:

0Q 0P
_ 2 — 2 — _
Iy—//Dx p(m,y)dA—/D)\x dA_//D<ax ay)dwdy,

3

Q(xay):T e P(q:,y)zO

onde:

E, pelo Teorema de Green:

Az A
Iy:/xdy—&—Oda::/xB‘dy.
c 3 3 Je
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5

Conclusao

O Teorema de Green é uma ferramenta essencial no calculo vetorial, estabelecendo uma
relagao fundamental entre integrais de linha e integrais duplas. Ao longo deste trabalho, foram
exploradas suas demonstragoes e aplicacoes, evidenciando sua importancia na simplificacao de
calculos complexos, especialmente na anélise de fluxos e propriedades geométricas de superficies.

A relevancia desse teorema se estende a diversas areas da ciéncia e engenharia. No
campo do eletromagnetismo, por exemplo, o Teorema de Green é essencial para a formulagao
das equagoes de Maxwell, facilitando a conversao entre representacoes diferenciais e integrais
dos campos elétrico e magnético. Como discutido por (SILVA, 2003), a evolugao dos conceitos
fisicos, especialmente no contexto da mecénica e do eletromagnetismo, se beneficiou diretamente
das formulagoes matematicas baseadas nesse teorema. Além disso, na hidrodindmica, o Te-
orema de Green é amplamente utilizado na modelagem de escoamentos, contribuindo para a
previsao do comportamento de fluidos em sistemas fechados.

Outro campo de aplicacao relevante é a engenharia estrutural, onde o Teorema de
Green auxilia na analise de tensoes e deformagoes em materiais, fornecendo suporte teérico para
métodos como o Método dos Elementos Finitos (MEF). A Universidade Federal do Ca-
riri (UFCA), em seus programas de ensino e pesquisa em Engenharia de Materiais, destaca
a importancia do calculo diferencial e integral na formulagao e solucao de problemas aplicados &
resisténcia de materiais e & modelagem computacional de estruturas complexas (CARIRI, 2024).

Além disso, o Teorema de Green também encontra aplicages inovadoras na computa-
cao grafica, sendo utilizado em algoritmos de renderizacao e modelagem de superficies. Métodos
baseados em integrais de linha e fluxos vetoriais sao empregados para calcular iluminacao realista
e interacoes fisicas em ambientes tridimensionais. Essa aplicabilidade reforca a versatilidade do
teorema em diferentes contextos tecnoldgicos.

Dessa forma, além de seu impacto direto no célculo matematico, o Teorema de Green
continua sendo uma ferramenta poderosa e indispensével para diversas areas do conhecimento.
Seu estudo nao apenas aprimora a compreensao tedrica, mas também permite a resolugao de
problemas praticos complexos, contribuindo para o avanco de areas como a engenharia, a fisica

aplicada e a computagao.
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