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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre a teoria das matroides, abordando
as defini¢oes basicas e propriedades fundamentais. Sao desenvolvidos conceitos de
independentes e dependentes juntamente com as nogoes de bases e circuitos, que
sao elementos essenciais para a compreensao da estrutura de matroides. A repre-
sentacao geométrica das matroides é estudada com base no conceito de posto, que
permite uma anélise estrutural e visual. Para finalizar o trabalho, sao apresentadas
aplicagoes praticas das matroides em areas como teoria dos grafos, evidenciando sua

utilidade em resolver problemas.

Palavras-chave: Matroide; Circuto; Base; Grafo, Dependéncia.



Abstract

This work presents a study on the theory of matroids, addressing the basic de-
finitions and fundamental properties. Concepts of independent and dependent sets
are developed alongside the notions of bases and circuits, which are essential ele-
ments for understanding the structure of matroids. The geometric representation of
matroids is explored based on the concept of rank, allowing for structural and visual
analysis. To conclude the paper, practical applications of matroids are presented in

areas such as graph theory, highlighting their usefulness in solving problems.

Keywords: Matroid; Curcuit; Basis; Graph; Dependency.
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1 Introducao

As primeiras nogoes sobre Matroides foram introduzidas em 1935 por Has-
sler Whitney no artigo intitulado "On the abstract properties of linear depen-
dence"(Whitney, 1935), onde ele propoés uma abordagem abstrata para definir de-
pendéncia e independéncia em conjuntos. Sua intengao era generalizar a nogao de
dependéncia linear, um conceito fundamental em &lgebra linear, para um contexto
mais amplo, permitindo sua aplicagao em areas diversas, como teoria dos grafos e
geometria.

Outros trabalhos pioneiros em teoria dos Matroides incluem o de Garrett
Birkhoff (Birkhoff, 1935), intitulado "Abstract linear dependence and lattices", onde
sao exploradas as conexoes entre dependéncia linear abstrata e a teoria dos reticula-
dos (lattices). Birkhoff investigou como certas estruturas algébricas, como os reticu-
lados, poderiam fornecer uma base para entender melhor as noc¢oes de dependéncia
e independéncia abstratas.

Em 1936, Saunders Mac Lane publicou o artigo "Some interpretations of abs-
tract linear dependence in terms of projective geometry"(MacLane, 1936), no qual
ele explora como a dependéncia linear abstrata pode ser interpretada e compreen-
dida a luz da geometria projetiva. Seu objetivo principal era conectar a dependéncia
linear abstrata, frequentemente estudada em um contexto algébrico, com a intuigao
geométrica que a geometria projetiva oferece.

Mais tarde, em 1938, Mac Lane publicou outro trabalho significativo, “A lattice
formulation for transcendence degrees and p-bases” (Lane, 1938), no qual ele propoe
uma nova abordagem para compreender os graus de transcendéncia e as p-bases em
campos algébricos por meio da teoria dos reticulados. A intencao era fornecer uma
estrutura unificadora que pudesse generalizar e aprofundar a compreensao desses
conceitos fundamentais em &lgebra.

Avancando para os tempos modernos, James Oxley publicou em 2006 o livro
“Matroid Theory” (Oxley, 2006), que é uma das referéncias mais abrangentes na
area. Nesse trabalho, ele apresenta defini¢oes rigorosas de Matroides, diferentes
classificacoes, e desenvolve conceitos de matroides finitos, Matroides de grafos e Ma-
troides vetoriais, além de abordar teoremas essenciais na construcao desses conceitos
e suas aplicagoes. O termo "Matroide", que significa “falsa matriz”, reflete a tenta-

tiva da teoria de generalizar a nogao de dependéncia linear para um contexto mais
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abstrato, envolvendo conjuntos finitos e suas propriedades de interdependéncia. O
foco principal da teoria é estender a dependéncia linear, tradicionalmente aplicada
a vetores em espacgos vetoriais, para situacoes mais amplas.

De fato, num espago vetorial de dimensao n, a familia Z dos conjuntos linear-
mente independentes satisfaz os axiomas da Definicao 3.1, estabelecendo, assim, a
teoria das Matroides como uma generalizacao natural do conceito de dependéncia
linear.

Neste trabalho, apresentaremos a definicao de uma Matroide, seus teoremas
fundamentais, classificagoes, exemplos, representagao geométrica de alguns casos e

suas aplicagoes em diversas areas da matemaética e ciéncia da computagao.



2 Revisao da Literatura

A partir da disseminagao do conceito de Matroides com (Oxley, 2006), a teoria
de Matroides continuou a se expandir, com avancgos significativos em diversas areas
da matematica, ciéncia da computagao e combinatoria.

A teoria de Matroides desempenha um papel fundamental em algoritmos de
otimizacao, especialmente na maximizacao de fung¢oes submodulares. Esses algorit-
mos tém sido amplamente aplicados em areas como aprendizado de maquina, ciéncia
de dados e sistemas de recomendacao (Fujishige, 2005). O uso de algoritmos avi-
dos (greedy) em fungoes submodulares sobre Matroides proporciona garantias de
aproximagao eficientes, como explorado por (Krause; Singh; Guestrin, 2008).

As conexdes entre Matroides e a teoria de grafos foram ampliadas com a apli-
cacao de Matroides em problemas de conectividade, algoritmos de roteamento e
analise de redes. Em particular, o estudo de Matroides graficas e co-grafos permitiu
um entendimento mais profundo de problemas em redes e telecomunicagoes (Oxley,
2006). Além disso, a combinagao de conceitos de grafos e matroides tem sido util
em otimizac¢do combinatoria e design de redes (Tramel; Heath, 2011).

A teoria das representacoes de Matroides teve avancos notaveis, com trabalhos
que investigam a representacao de Matroides como subespacos vetoriais e grafos
sobre corpos finitos. Essas representagoes tém implicagoes diretas em teoria da
informacao e codigos corretores de erros, como discutido por (Kung, 2009). Novos
resultados também foram desenvolvidos na representacao de Matroides sobre corpos
de caracteristica positiva (Bonin, 2009).

A teoria de Matroides também pode ser aplicada na teoria de jogos coopera-
tivos, onde a estrutura de independéncia pode ser descrita por uma Matroide. Isso
possibilita analises de alocacoes justas de recursos e otimizagao em jogos coopera-
tivos (Chalkiadakis; Elkind; Wooldridge, 2011). A estrutura de interdependéncia
entre os jogadores, modelada por Matroides, facilita a anélise e a implementagao de
solugoes em problemas de reparticao de beneficios em coalizoes.

A teoria de Matroides foi aplicada em um campo emergente, a geometria tro-
pical, que é uma area da geometria algébrica combinatoria que simplifica problemas
geométricos complexos. Matroides tropicais sao usados para generalizar conceitos
de intersec¢oes e convexidade dentro dessa geometria (Maclagan; Sturmfels, 2009).

Esses conceitos sao fundamentais para o entendimento de variedades tropicais e tém
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aplicacoes em otimizacao combinatoéria e teoria de ntimeros.

No campo da ciéncia da computacao, as Matroides tem sido usadas em algorit-
mos de aproximacao para resolver problemas de otimizacao NP-dificeis. Problemas
como cobertura de conjunto, roteamento e agendamento de tarefas foram aborda-
dos com eficiéncia por meio do uso de algoritmos baseados em matroides (Vondrak,
2008). A estrutura da Matroide ajuda a formular esses problemas de maneira que
permitam solugoes mais eficientes com garantias de aproximagao.

Pesquisas recentes focaram em extensoes da teoria das Matroides, como Ma-
troides orientados e Matroides coxeterianos. Essas novas variantes incorporam mais
estrutura e simetria, oferecendo uma visao mais rica das interagoes entre dependén-
cia e independéncia em vérios contextos (Fink, 2011). Elas tém sido particularmente
lteis em teorias de grupos e representacoes, além de topologia algébrica.

A teria de Matroides foi aplicada em redes de sensores sem fio, onde sua estru-
tura de independéncia é utilizada para modelar a cobertura e conectividade dessas
redes (Wang et al., 2008). Na teoria da informagao, Matroides sdo empregados para
modelar problemas de compressao de dados e transmissao eficiente em redes distri-
buidas (Jaimes; Caceres; Garcia, 2015). Esses avangos tém melhorado a eficiéncia
de algoritmos e técnicas para redes de sensores e sistemas de comunicacao.

O estudo de classes especiais, como Matroides regulares, Matroides binarias e
Matroides graficas, avancou significativamente. Essas classes tém sido fundamentais
no desenvolvimento de novos algoritmos para problemas especificos de combinatoria,
como discutido por (Aigner; Ziegler, 2009). Eles também desempenham um papel
importante na analise de problemas de otimizacao combinatoéria e programacao li-
near.

A relacao entre Matroides e programacao linear foi explorada em maior pro-
fundidade, com resultados mostrando que muitos problemas de programacao linear
podem ser modelados ou resolvidos mais eficientemente usando propriedades de ma-
troides (Schrijver, 2012). Essa conexao tem permitido que Matroides sejam aplicados

em novas areas da otimizagao e da pesquisa operacional.



3 Teoria das Matroides e Aplicacoes.

Neste capitulo apresentaremos as nogoes bésicas referentes a teoria das Matroi-
des, além dos conceitos necesséarios para o bom entendimento do capitulo seguinte.

As notagoes utilizadas aqui sao, basicamente, as mesmas utilizadas em Oxley
(2006). Se E ¢ um conjunto finito, denotaremos por 2F sua cole¢ao de subconjuntos
e por |E| sua cardinalidade. O conjunto dos ndimeros inteiros, ntimeros inteiros
positivos, nimeros racionais, nimeros reais e nimeros complexos serao denotados
por Z,Z,,Q,R e C, respectivamente. Se X e Y sao conjuntos, entao X —Y denotaré
o conjunto {x € X : z ¢ Y}.

Definicao 3.1. Uma Matroide M ¢ um par ordenado (E, Z) consistindo de um
conjunto finito E e uma cole¢ao Z de subconjuntos de E satisfazendo os seguintes

axiomas:
1) 0 eZ,
12) SeIe€eZelCI, entdol €T;

[3) Se X eY estdao em Z com | X| < |Y], entéo existe um elemento a de Y — X tal
que X Ua €T

Exemplo 3.2. Considere o espaco vetorial R? e o conjunto de vetores:
S - {U17 V2, U3}

onde:
v = (1,0,0), wvy=(0,1,0), wv3=(1,1,0)

Se M ¢é uma Matroide (E,Z), entdo M é chamada de Matroide em E. Os
membros de Z, também denotado por Z(M), sao os independentes de M , os
subconjuntos de E que nao estao em Z(M) sao ditos os dependentes de M. Em
especial, os independentes maximais e dependentes minimais de M (em re-
lagao a inclus@o de conjuntos) serao chamados bases e circuitos, respectivamente.
O conjunto E como na definicao acima é chamado o conjunto basico de M. Em
geral, dada uma Matroide M denotaremos seu conjunto basico por E(M). Denota-
remos a familia dos circuitos de M por C ou C(M), a familia dos dependentes de M
por D ou D(M) e a familia das bases de M por B ou B(M).



18

Além da axiomatizacao de Matroides, dada na Definicao 3.1, podemos definir

uma Matroide através da sua colecao de circuitos ou através da sua colecao de bases.

Exemplo 3.3. Considere o grafo abaixo:

‘b
e €1 e
Aqui:

e F ={ey,e9,e3} (conjunto de arestas).

e 7 ¢ o conjunto de subconjuntos de £ que nao contém ciclos:
7= {@7 {61}7 {62}7 {63}7 {617 62}7 {617 63}7 {627 63}}'

Esse é um exemplo de Matroide grafico, onde os conjuntos independentes cor-

respondem a conjuntos de arestas sem ciclos (florestas do grafo).

Observagao 3.4. (i) Um circuito constituido por um tnico elemento é dito um
laco .

(ii) Um circuito contendo trés elementos ¢ dito um triangulo .

Observe que a é um laco se, e somente se, a nao esta contido em nenhum
conjunto independente.
A familia dos subconjuntos linearmente independentes do espago vetorial K™,

onde K é um corpo finito, satisfaz os axiomas da definicao de Matroide.

Proposicao 3.5. Seja K um corpo finito. A familia T dos subconjuntos linearmente
independentes(L.1.) em K™ satisfaz os axiomas da Definicao 3.1. Isto €, o par

(K™ I) tal que T é a familia dos subconjuntos L.I. em K" é uma Matroide.

Demonstracao. Inicialmente note que () € Z, desde que () é uma base do subespaco
nulo de K.

Agora, seja X um subconjunto L.I. de K™. Se Y C X, entdao Y é também L.I.
em K". Com efeito, se nao existiria v € Y gerado pelos demais elementos de Y. E,
como Y C X isso valeria também em X. Ouseja,se X € ZeY C X, entao Y € 7.
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Finalmente, observe que se X e Y sao L.I. em K™ com |X| < |Y|, entao deve
haver u € Y tal que u ¢ (X). Do contrério, (Y) C (X), um absurdo visto que uma
base de (Y) deve ter, pelo menos, |Y| elementos. Logo u U X ¢é L.I. em K. Isto é,
se X, Y €Z e |X| <|Y], entdo existe u € Y — X tal que X Uu € Z. O

Sejam M e N Matroides, uma bije¢ao ¢ : E(M) — E(N) é um isomorfismo
entre os Matroides M e N quando X C E(M) é independente em M se, e somente
se, ¢(X) C E(N) é independente em N. Quando existe um isomorfismo entre M e

N, dizemos que M e N sao isomorfas e escrevemos M = N.

3.1 BASES, CIRCUITOS, RESTRICAO E POSTO

Nesta segao consideraremos formas alternativas para definir Matroides atraves
das suas familias de bases, circuitos ou através do seu posto. A partir de agora,
quando nao especificarmos G representard um grafo e M uma Matroide.

O proéximo resultado fornece uma axiomatizagao de Matroides através da sua
familia de circuitos. A partir dele poderfamos definir uma Matroide como sendo o
par (E,C) onde E é um conjunto e C uma familia de subconjuntos de E satisfazendo
o Teorema 3.6. Uma demonstragao para esse resultado (Teorema 3.6) pode ser vista
em Oxley (2006).

Teorema 3.6. A colegio C dos circuitos de uma Matroide M tem as sequintes

propriedades:
Cl) @ ¢ C;'
CQ) Se Cl,CQ eC eC] QCQ, entao 01202;

C3) Se C1,Cy € C, com Cy # Cy e a € C; N Oy, entao existe C3 € C tal que
Cg Q (Cl U CQ) — Q.

Reciprocamente, se existe um conjunto E e uma familia C de subconjuntos de E satis-
fazendo os axiomas acima, entdo existe uma unica Matroide M com conjunto bdsico

E e familia de circuitos C. Esse Matroide terd a sequinte familia de independentes:

{I C E: nao eziste C € C com C C I}.

O proximo resultado caracteriza Matroides em termos da sua colegao de bases.

A prova pode ser vista em Oxley (2006)
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Teorema 3.7. Seja B uma colegao de subconjuntos de um conjunto finito E. Entdao
B ¢ a colegao de bases de uma Matroide em E se, e somente se, satisfaz as sequintes

condicoes:
By) B é nao-vazio;

By) Se By e By sao membros de B e v € By — Bsy, entdo existe um elemento
y € By — By tal que (B —z)Uy € B.

O

Corolario 3.8. Seja B uma base de uma Matroide M. Se f € E(M) — B, entdo
B U f contém um tunico circuito, C(B, f). Além disso, f € C(B, f).

Chamaremos C(B, f) o circuito fundamental de f com respeito a B.
Segue imediatamente do item 73) da Definigao 3.1 que, assim como em espagos
vetoriais, todas as bases de uma Matroide M tem a mesma cardinalidade, isto é

sao equicardinais.

Definicao 3.9. A cardinalidade de uma base de M é chamada o posto de M e seré
denotado por r(M).

Definicao 3.10. Dado um subconjunto X C E podemos definir uma estrutura de
Matroide com conjunto béasico X e cuja familia de independentes é constituida pelos
independentes de M que estdo contidos em X (Z N 2%). Essa Matroide é chamada

a restricao de M a X e denotada por M|X.

As Definigoes 3.9 e 3.10 permitem definir a seguinte funcao, chamada funcao
posto de M:
ra 28 = Zy

X = ry(X) =r(M|X)

Esta funcao esta bem definida, visto que o posto existe e é tnico, e quando nao
houver risco de confusao serda denotada simplesmente por 7.

Segue da equicardinalidade das bases em M|X que o conjunto dos indepen-
dentes maximais contidos em X, que coincide com B(M|X), tem elementos equi-
cardinais e a cardinalidade desses elementos coincidem com r(X). Algumas vezes
dizemos que um independente maximal contido em X ¢é uma base de X.

O proximo resultado, cuja demonstragao pode ser vista em Oxley (2006), for-

nece uma axiomatizacao de Matroides através da fungao posto definida acima.
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Teorema 3.11. Uma funcio r : 2¥ — Z, € a funcdo posto de uma Matroide M

com conjunto basico E se, e somente se, satisfaz as sequintes propriedades:
P1) 0 <r(X) <|X]|
P2) Se X CY CE, entior(X) <r(Y)

P3) Para todos X, Y CE, r(XUY)+r(XNY) <rX)+rY)

m
Observe que os independentes dessa Matroide serao aqueles conjuntos [ C F
tais que r(I) = |1].

Exemplo 3.12. Considere o conjunto base E = {a,b, ¢, d}.

BASES
As bases sao os conjuntos independentes maximos:
B = {{CL, b}a {CL, C}v {b7 C}> {av d}a {b> d}> {07 d}}
CIRCUITOS
Os circuitos sao os conjuntos dependentes minimos:
C ={{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}}.

VISUALIZACAO

Abaixo, mostramos os elementos do matroide e suas relacoes:
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3.2 FECHO, GERADORES, DUAIS, MENORES E SIMPLICIDADE

Se M é uma Matroide e X C E(M), chamamos o conjunto
cd(X)={z e E(M):r(zUX)=r(X)}

de fecho ou gerado de X em M. Se cl(X) = X dizemos que X é um subconjunto
fechado de M. A familia dos conjuntos fechados de M serd denotada por F. Se
Y C cl(X) dizemos que Y é gerado por X e que X é um gerador de Y. Quando
um conjunto X gera F(M) dizemos que X gera M, neste caso cl(X) = E(M). O

conjunto dos geradores de M seré denotado por S.
Observagao 3.13. Um subconjunto fechado de posto 2 é dito uma linha.

Os resultados a seguir listam propriedades importantes do fecho de um con-

junto X numa Matroide M.

Teorema 3.14. Se M é uma Matroide, para todos os subconjuntos X,Y C E(M):
F1) X Cd(X);
F2) Se X CY, entio cl(X) C cl(Y);

F3) cl(cl(X))=cl(X); em particular, cl(X) € F.

Teorema 3.15. Para todos os subconjuntos X, Y C E:
i) Se XY € F, entaio X NY € F;

i) cl(X) = ﬂ F; em particular, cl(X) € F;

XCFeF
iii) rcl(X))=r(X);
i) Seeecc(X)efecXUe) entio f € cl(X);
v) e € cl(X) se, e somente se, existe C € C tal que e € C C X Ue.
[
Uma das principais estruturas na teoria de Matroides é a dual. Diferentemente

do que ocorre com os grafos, em que nem todo grafo possui um dual, toda Matroide

possui um dual.
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Teorema 3.16. Seja B a familia de bases de uma Matroide M sobre E, entao
B*={FE—-B:BebB}

€ a familia de bases de uma Matroide M* sobre E, chamada Matroide dual de M.
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A figura 3.1 representa uma Matroide e sua dual. Elas estao representadas
geometricamente. Na Se¢ao 3.3 mais a frente, mostraremos como uma Matroide

pode ser representada geometricamente.

3

Figura 3.1: A Matroide M (K}) e sua dual [M (K4)]*

Por definicao, uma Matroide M e sua dual M* estao relacionadas por
(M*)* = M.

Ao se referir a algum elemento de uma Matroide dual, utilizamos o prefixo
“co”. Assim, os independentes, bases, circuitos, lacos, fechados, a funcao posto, etc,
da Matroide M* sao denominados coindependentes, cobases, cocircuitos, colacos,
cofechados, funcao coposto, etc, de M. Finalmente, diremos que uma Matroide é
auto-dual se M* = M.

O resultado a seguir estabelece uma relacao entre os circuitos e os cocircuitos

de uma Matroide.

Teorema 3.17 (ortogonalidade ). Se M ¢ uma Matroide, C é um circuito e C* um
cocircuito de M. Entao |C N C*| # 1.

]
O préximo resultado estende o Teorema 3.17 e d4 uma caracterizacao para o

conjunto de circuitos de uma Matroide. A demonstracao de ambos pode ser vista
em Oxley (2006).

Proposicao 3.18. Um subconjunto D C E € um circuito de M se, e somente se, D

¢ minimal nao-vazio com a sequinte propriedade: |D N C*| # 1 para todo cocircuito

C* de M.
O

Agora definiremos algumas das principais estruturas para o nosso estudo, as

quais nos remeteremos intmeras vezes, as delegoes e contragoes.
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Defini¢ao 3.19. Seja T' C E. Definimos a dele¢do de T em M por M|(E — T,
e denotamos M \ T. Definimos também a contragao de T em M por (M*\ T)* e
denotamos por M/T. Também denotamos M/(E —T) por M - T.

O Teorema a seguir traz algumas propriedades das dele¢oes e contragoes em

uma Matroide.

Proposigao 3.20. Sejam M uma Matroide e E(M) o conjunto bdsico de M. Se X e

Y sao subconjuntos disjuntos de E(M), entao:
i) (MAX)\Y =M\ (XUY)=(M\Y)\X;
i) (M/X))Y =M/(XUY)=(M/Y)/X;

i) M\ X/Y =MJY \ X; N

A proxima definicdo merece atencao especial, pois faz referéncia a uma das
principais estruturas em uma Matroide e fundamental também no nosso estudo, os

menores.

Definigao 3.21. Sejam M uma Matroide e X, Y C E(M), com X NY = (. Uma
Matroide do tipo M \ X/Y é dita um menor de M.

Os menores sao estruturas fundamentais em uma Matroide. Tais estruturas
foram introduzidas por Tutte no artigo “A homotopy theorem for matroids I’ Tutte
(1958), e alguns dos mais celebres resultados para Matroides fazem referéncia aos
menores.

O proéximo resultado caracteriza as familias de independentes, dependentes,

bases, circuitos, fecho e da fun¢ao posto das contragoes de uma Matroide.

Teorema 3.22. Os independentes, dependentes e circuitos de M \ T sao respecti-

vamente os independentes, dependentes e os circuitos de M que evitam T,

M\T = TM‘2(E*T>7

chinr : X — c(X) =T,
e os geradores de M\ T sao os subconjuntos de E — T que geram E —T em M.
[

A seguir mostraremos como obter as familias de independentes, bases, cir-
cuitos e a fungao posto das contracoes de uma Matroide a partir das familias de

independentes, bases, circuitos e da funcao posto da propria Matroide.
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Teorema 3.23. Sejam M uma Matroide, T C E(M) e By uma base de M|T, entdo:
i) Se X C EM), rouymy(X) =r(XUT)—r(T);

i) Seja Inr a familia de independentes de M/T. Entao,

Iomyry =41 C E-T;1UBy € I} = {I C E-T; existe B € By com BUI € T}.

i1) Seja Boyry o familia de bases de M/T. Entao,

By ={B C E-T;BUBr € B} = {B C E-T, existe B’ € Buur) com BUB' € B}

w) A familia de circuitos de M/T, Cayry, € a colegao dos membros minimais e
nao vazios de {C =T : C € C(M)};

v) Se C € C(M), entio C —T ¢é a unido dos circuitos de M/T. O

Corolario 3.24. Se M é uma Matroide e f € E(M) entao r(M/f) =r(M)—1, a

menos que f seja um lago. E, se fndao é um colago, r(M \ f) =r(M).
O

Defini¢ao 3.25. Quando H C E(M) é fechado e r(H) = r(M) — 1 dizemos que H
¢ um hiperplano de M. O conjunto dos hiperplanos de M sera denotado por H.

O teorema seguinte caracteriza as familias de cocircuitos e a fungao coposto

de uma Matroide.

Teorema 3.26. Valem as sequintes propriedades para as familias de cocircuitos e a

fungdo coposto:
(i) I* ={F - S:5 €S}
(1)) C*={E—H:HeH};
(11i) r*(X) =|X| —r(M)+r(E - X). O]
O proximo resultado é importante para o nosso estudo, visto que estamos
tentando determinar o ntimero de cocircuitos disjuntos em uma Matroide. Como

corolario dele, obtemos que uma Matroide de posto k pode ter, no maximo, k cocir-

cuitos disjuntos.
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Lema 3.27. Seja M uma Matroide com conjunto bdsico E e C* um cocircuito de
M. Entaor(M\C)=r(M)—1.

Demonstragao. Seja M uma Matroide e C* um cocircuito de M, temos
M\NC*"=M|(E-C)=r(M\C")=ry(E—-C").
como C* é um cocircuito, £ — C* é um hiperplano de M. Assim,
ry(E—C*)=r(M)—1.
e, portanto
r(M\C*)=r(M)—1.

]

Teorema 3.28. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras a respeito de uma Matroide

M:

1) C*(M \T) € o conjunto dos membros minimais nao vazios de {C* —T C

E—T:C*€C(M)};
2) C*(MJT) = {C* CE—T:C* € C*(M))};

3) H(M\T) € o conjunto dos subconjuntos proprios mazimais de E—T da forma
H—T, onde H € H;

4) HIM/T)={XCE—-T:XUT € H(M)?}.

]

Defini¢ao 3.29. Seja M uma Matroide, dizemos que dois elementos z,y € E(M)
estao em paralelo (s@o paralelos) quando {z,y} é um circuito em M. Dizemos que
) # X C E(M) é uma classe em paralelo de M, se X ¢ maximal com a propriedade
que cada dois elementos distintos de X estao em paralelo em M. Definimos, ainda,
uma classe em série de M como sendo uma classe em paralelo de M*. Uma
classe em série ou em paralelo que possui um s6 elemento é dita trivial. Quando
dois elementos de E(M) pertencem a mesma classe em série, dizemos que estes

elementos estao em série.
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Definicao 3.30. Uma Matroide é dita simples se nao possui lacos ou elementos em
paralelo e dita cosimples se M* é simples. Isto é, se nao possui colacos ou elementos

em série.

Dada uma Matroide M podemos associar a ela uma outra Matroide, denotada
por si(M), obtida da propria M através da delegao de seus lagos e da dele¢ao de
todos, exceto um, elementos de cada classe em paralelo. A Matroide assim obtida
é chamada a simplificacao de M. Analogamente, definimos a cosimplificagao de
M por, coM := (si(M*))*. Isto é, coM é obtida de M através da delegao de seus

colagos e pela contragao de todos, exceto um, elementos de cada classe em série.

Teorema 3.31. Seja M uma Matroide, x,y € E(M) estao em série se, e somente

se, © ey sao tais que C N{xz,y} =0 ou {x,y} C C para todo circuito C de M.

3.3 REPRESENTACAO GEOMETRICA DE MATROIDES DE POSTO
PEQUENO

Nesta secao mostraremos que toda Matroide de posto pequeno tem uma re-

presentacao geométrica. As Matroides mostradas neste trabalho sao representadas

geometricamente.

Um multiconjunto {vy, vy, ..., v}, cujos membros estao em V(m, F'), é afim-
dependente se k > 1 e existem elementos aq,as,...,a; de F', nem todos nulos, tais
que,

k k
Zaivizo e Zaizo. (3.1)
i=0 i=0

Equivalentemente, {vy,vq, ..., v} é afim-dependente se o multiconjunto

{(1,v1), (L, v9),...,(1,vx)} (3.2)

¢ linearmente dependente em V(m + 1, F), de modo que (1,v;) é a (m + 1)-upla de
elementos de F' cuja primeira entrada ¢ 1 e cujas entradas restantes sao as entradas
de v;. Um multiconjunto de elementos de V(m, F') ¢ afim-independente se nao é

afim-dependente.

Proposicao 3.32. Suponhamos que E € um conjunto que rotula uwm multiconjunto
de elementos de V(m, F'). SejaZ a cole¢io de subconjuntos X de E tais que X rotula
um subconjunto afim-independente de V(m, F'). Entao (E,Z) é uma Matroide. [
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A Matroide (E,Z) da proposi¢ao anterior ¢ chamada a Matroide afim em £,

e se M é isomorfa a uma tal Matroide dizemos que M é afim sobre F.

Exemplo 3.33. Seja E o subconjunto {(0,0), (1,0),(2,0),(0,1),(1,1)} de V(2,R) e
considere a Matroide afim M em FE. Os seis elementos de E podem ser representados
como pontos no espaco euclideano R? como na Figura 3.2. Notemos que os conjuntos
dependentes de M sao aqueles subconjuntos, com trés elementos, de F tais que os

trés pontos que o representam sao colineares.

(0,2)

(0,1) L

@- —@®
(0,0) (2,0) X

Figura 3.2: Uma Matroide afim de posto 3.

Em geral, se M é uma Matroide afim, de posto m + 1 (m < 3), sobre R,
entdo um subconjunto X de E(M) é independente em M se, na representacgao de
X por pontos em R™, eles sao dois pontos idénticos, ou trés pontos colineares, ou
quatro pontos coplanares, ou cinco pontos no espaco. Entao os fechados de M, de
posto um, dois e trés sao representados geometricamente por pontos, retas e planos,

respectivamente.

(6]

L J
‘N
o

Lacos
Figura 3.3: Representacao geométrica de uma Matroide de posto 2.
Exemplo 3.34. O diagrama na figura 3.3 representa uma Matroide em 5 elementos

de posto 2. Em tal diagrama, representamos um circuito com dois elementos por dois

pontos se tocando, e um triangulo por uma linha atravessando os correspondentes
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pontos. Lacos, que nao podem ocorrer em uma Matroide afim, sao representados

em uma caixa como mostrado.

Em geral valem as seguintes regras para esses diagramas. Todos os lacos
sao representados em uma Unica caixa. Elementos paralelos sao representados por
pontos se tocando (lado-a-lado), ou algumas vezes por um tunico ponto rotulado
por todos os elementos da classe em paralelo. Correspondendo a cada elemento
que nao é um laco e nao é uma classe em paralelo nao trivial, existe um ponto que
nao toca outros pontos. Se trés elementos formam um circuito, os correspondentes
pontos sao colineares. Da mesma forma, se quatro elementos formam um circuito,
os correspondentes pontos sao coplanares. Nesses diagramas, as linhas nao precisam
ser retas e os planos podem ser curvos. Chamamos um diagrama tal qual a figura

3.3 de uma representacao geométrica para uma Matroide.

3.4 EXEMPLOS IMPORTANTES

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de Matroides com o intuito de
ilustar as definicbes e a fim de possibilitar ao leitor uma melhor compreensao do

texto escrito neste trabalho.

Exemplo 3.35. Sejam m e n inteiros nao negativos tais que m < n. Sejam E um
conjunto com n elementos e B a colecao de subconjuntos de E com no méaximo m
elementos. Entao, B satisfaz o Teorema 3.7 e assim (E, ) é uma Matroide, chamada

a Matroide uniforme e denotada por U, ,.

Exemplo 3.36. Considere uma matriz A, m x n, com entradas em um corpo K, e
considere os rotulos 1,2, ..., n para as respectivas colunas da matriz. Entao (E,Z)
¢ uma Matroide, onde F := {1,...,n} e um subconjunto X de E esta em Z se, e so-
mente se, o conjunto dos vetores-coluna rotulados por elementos de X é linearmente

independente em K™ e quaisquer dois elementos de X rotulam colunas distintas.

Definigao 3.37. Uma Matroide obtida de uma matriz A, como no exemplo 3.36, é
dita uma Matroide vetorial e representada por M[A]. Se M é isomorfa a Matroide
vetorial de uma matriz D sobre um corpo K, entao M é dita representavel sobre o
corpo K ou K-representavel. Em especial, quando uma Matroide M é representavel
sobre GF(2) = Z /27 (resp. GF(3) = Z/3Z) ¢ dita Matroide binaria (resp. Matroide

ternaria).
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Observacao 3.38. O posto de uma Matroide vetorial M[A] ¢é igual ao posto da

matriz A.

Dizemos que uma Matroide é regular se ela é representavel sobre qualquer
corpo. Em Oxley (2003), oxley levanta a seguinte questao: "toda Matroide é regu-
lar?". Pode-se verificar que uma Matroide é regular se, e somente se, ela é binaria e
ternaria. A Matroide Us 4, (conforme o exemplo 3.35), é ternaria mas nao ¢ binaria.

Logo nao é regular. Faremos a seguir a verificacao de que Us 4 nao é regular.

Afirmacao 3.39. U4 nao ¢ binaria, mas ¢ ternaria.

Demonstragao. Suponhamos que Us 4 é representavel sobre algum corpo K por uma
matriz A. Entao, desde que U, 4 tem posto 2, o espago vetorial gerado pelos vetores
colunas de A tem dimensao 2. O espago vetorial sobre GF(2) = Z/2Z = Z», de
dimenséo 2, tem exatamente 4 elementos (0,0),(0,1),(1,0) e (1,1). Trés dos quais
sao nao nulos. Assim, se K = GF(2), entdo A ndo tem quatro colunas nao nulas
distintas. Entao A tem duas colunas que sao linearmente dependentes e portanto A
nao ¢ representavel sobre GF'(2). Assim, Uy 4 nao ¢ binaria.

Agora, observe que a matriz

1 01 1
011 -1
representa U, 4 sobre GF(3), uma vez que quaisquer duas colunas dessa matriz sao

linearmente independentes. Entao U, 4 ¢ ternaria. O

Exemplo 3.40. Abaixo temos o exemplo de uma matroide nao binaria com cinco

VAVAS

Neste diagrama, os pontos A, B, C, D, e E representam os elementos do

pontos:

conjunto. As arestas indicam dependéncias. O ciclo destacado em vermelho, por
exemplo, representa uma relacao de dependéncia entre A, B e D, mostrando que

nao formam uma base independente.
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Exemplo 3.41. Dado um corpo K considere o espaco projetivo n-dimensional
P"(K) formado pelo conjunto dos subespagos vetoriais 1-dimensionais de K™*1.
Dado um subconjunto finito E C P"(K), temos uma Matroide de conjunto basico
E, na qual um conjunto I C E ¢é independente quando um conjunto formado por
um vetor nao nulo de cada elemento de I é linearmente independente em K™+
Observe que essa Matroide é isomorfa a Matroide vetorial associada a uma matriz
que tem como conjunto de colunas um conjunto formado por um vetor nao nulo de

cada elemento de E.

Exemplo 3.42. Considere um grafo finito G com conjunto de arestas £ = E(G) e C
o conjunto de ciclos de GG. Entao, C é o conjunto de circuitos de uma Matroide sobre
E. A Matroide derivada do grafo G como acima é chamada de Matroide ciclo
ou Matroide poligonal e é denotada por M(G). Uma Matroide que é isomorfa a
Matroide ciclo de um grafo é chamada de Matroide grafica. Em Oxley (2003)

Oxley mostra que toda Matroide grafica é binaria.

Se G ¢ um grafo e uma aresta a € G é um lago de G, entdo {a} é um circuito
de M(G).



4 Aplicacoes

4.1 MAXIMIZACAO DE COBERTURA DE CONJUNTO

Considere um conjunto E de elementos e uma familia S de subconjuntos de
E. O objetivo é encontrar uma subfamilia 8’ C S que cubra E (ou a maior parte

de F) e que seja independente em um matroide associado.
e Conjunto de Elementos: E = {e1, ez, €3, €4, €5}

e Familia de Subconjuntos: S = {5}, S,, S3, 5S4}, onde:

S1 = {e1,ea}
Sy = {ez, €3}
S3 = {es, eq}
Sy ={es,e5}

Vamos definir Z como todos os subconjuntos de & que sao independentes, ou
seja, que ndao tém elementos em comum (exclusivamente para simplificacdo deste
exemplo).

Determinacao dos Conjuntos Independentes 7

7= {{Sl}7 {52}7 {53}7 {84}7 {Sla 53}7 {52’ 54}}

Algoritmo Guloso
(i) Inicializar S’ = ) e Cobertura = ().

(ii) Iterar sobre os conjuntos de S de forma a adicionar o conjunto S que cobre

mais elementos de F nao cobertos, respeitando a independéncia.
Execucgao
e Passo 1: Adicionar S; a S":

S’ = {51}

Cobertura = {ej, €2}
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e Passo 2: O proximo conjunto que cobre mais elementos nao cobertos ¢ S (ja

que cobre e3 e ey4):

S/ - {Sl, Sg}

Cobertura = {ey, ey, €3, €4}

e Passo 3: S, nao pode ser adicionado, pois {51, 53, 5,4} nao é independente.

e Passo 4: Considerar S5 e S;. Sy adiciona apenas es, ja coberto por S3, entao

adicionar Sy se independente.

Conclusao

A subfamilia &’ que maximiza a cobertura é {5y, S3}, cobrindo {ey, ey, €3, €4}.
Nao é possivel cobrir todos os elementos {e1, ez, €3, €4, €5} com uma subfamilia in-
dependente.

Este exemplo ilustra como a teoria das matroides pode ser aplicada para re-
solver problemas de otimizacao envolvendo a cobertura de conjuntos, respeitando

restri¢oes de independéncia.

4.2 CAMINHO DE MENOR CUSTO EM UM GRAFO

Dado um grafo ponderado G = (V| E), onde V é o conjunto de vértices e E
é o conjunto de arestas com pesos associados, encontrar o caminho de menor custo

entre dois vértices especificos s e t.
e Conjunto de Vértices: V = {vy,vq, v3, 04,05}

e Conjunto de Arestas com Pesos:

E= {(Ula U2, 1)7 (Uh U3, 4)7 (U27 U3, 2)7
(U27 V4, 5)7 (/037 V4, 1)7 (U47 Vs, 3)7 (037 Us, 6)}
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Queremos encontrar o caminho de menor custo entre os vértices vy (origem) e

vy (destino).

4.2.1 SOLUCAO VIA TEORIA DAS MATROIDES

Para resolver este problema usando a teoria das matroides, precisamos definir
um matroide sobre o conjunto de arestas de forma que possamos usar uma estratégia
para encontrar o caminho de menor custo. Nessa estratégia, em cada etapa, esco-
lhemos a op¢ao localmente 6tima (ou seja, a op¢ao de menor custo imediato) com
a esperanca de que essa escolha leve a uma solucao global 6tima. para encontrar o
caminho de menor custo.

Um matroide de ciclo (ou grafo de ciclo) pode ser definido onde:

e Conjunto de Elementos: As arestas do grafo.

e Familia de Conjuntos Independentes: Conjuntos de arestas que nao for-

mam ciclos.

Solugao

Representagao das Arestas e Pesos

E = {(Ub V2, 1)7 (Uh Vs, 4)7 (U27 U3, 2)7
(U2a V4, 5)7 (U37 Uy, 1)a (U4a Us, 3)7 (U37 Us, 6)}

Algoritmo de Caminho Minimo

(i) Inicialize o conjunto de arestas do caminho minimo P = ().

(ii) Ordene as arestas em ordem crescente de peso.
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(iii) Adicione arestas ao caminho minimo P se néo formarem um ciclo, até conectar

os vértices s e t.
Execucao

e Ordenacao das Arestas por Peso:

Esorted = {(Ula Vg, 1)7 (U37 Uy, 1)7 (U27 V3, 2)a
<U47 Vs, 3)7 (Uh U3, 4)7 (U27 Uy, 5)7 (U37 Us, 6)}

e Construcao do Caminho Minimo:

— Adicionar (vy, vg,

— Adicionar (v, v3, 2

( 1):
— Adicionar (v3, vy, 1):
( ):
( 3):

— Adicionar (vg4, vs,

Verificagao da Conexao v; a vs

O conjunto P conecta v; a vs com um caminho de peso total 1+2+143 =T7.
Conclusao

O caminho de menor custo de v; a v5 é encontrado utilizando a teoria das
matroides para garantir que as arestas adicionadas nao formem ciclos, mantendo

assim a independéncia e minimizando o custo total do caminho.
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