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RESUMO

Este trabalho esta situado em um ramo de estudos de Educagdo Matematica denominado
Resolugdo de Problemas. Nosso foco de estudo foi a generalizacao, particularizacdo e
analogia, operacdes mentais consideradas importantes por George Pélya (1887-1985),
matematico hiingaro e fundador da metodologia de Resolucao de Problemas. O estudo
foi realizado por meio de pesquisa bibliografica, tendo como principal referéncia o livro
A Arte de Resolver Problemas, de Pélya. Ap6s fazermos uma distingdo entre problema e
exercicio, classificamos os problemas em problemas de determinacado e problemas de
demonstragdo. O segundo capitulo contém os resultados principais do trabalho, onde
mostramos como generalizar problemas de determinacdo e de demonstragdo; como
usar a particularizagdo para obter contra-exemplos ou testar um resultado e alguns usos
do conceito de analogia. Nesse capitulo também ha uma generalizagdo do Teorema
de Pitdgoras, feita por Polya, para ilustrar um uso da particularizagdo, generalizacdo
e analogia; e uma solucdo do problema das duas panquecas, adaptado do livro de
Davis e Hersh, onde a particularizagdo e a generaliza¢do sdo usadas por um dos autores
para sair de uma classica “crise da compreensdo” em sala de aula, gerada por uma

demonstracao excessivamente formal.

Palavras-chave: George Pélya; resolucdo de problemas; generalizacdo; particularizacao;
analogia.



ABSTRACT

This work is situated in a branch of Mathematics Education studies called Problem
Solving. Our study focused on generalization, particularization, and analogy, mental op-
erations considered important by George Pélya (1887-1985), a Hungarian mathematician
and founder of the Problem Solving methodology. The study was conducted through
bibliographic research, with Pélya’s book How to Solve It as the primary reference. After
distinguishing between problems and exercises, we classified problems into determi-
nation problems and demonstration problems. The second chapter contains the main
results of the work, where we show how to generalize determination and demonstration
problems; how to use particularization to obtain counterexamples or test a result; and
some uses of the concept of analogy. This chapter also includes a generalization of
the Pythagorean Theorem, made by Pélya, to illustrate the use of particularization,
generalization, and analogy; and a solution to the two-pancake problem, adapted from
the book by Davis and Hersh, where particularization and generalization are used by
one of the authors to overcome a classic “crisis of understanding” in the classroom,

generated by an excessively formal demonstration.

Keywords: George Pélya; problem solving; generalization; particularization; analogy.
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INTRODUCAO

A Resolugdo de Problemas surge, como teoria, a partir dos trabalhos de George
Poélya, e os pesquisadores consideram a publicagdo do livro A arte de resolver problemas
(2006)E| o marco inicial (Morais; Onuchic, 2021).

Nesse livro, Pdlya apresenta sua famosa sequéncia de quatro etapas necessdrias a
resolucdo de qualquer tipo de problema:

(1) compreender o problema;

(2) estabelecer um plano;

(3) executar o plano;

(4) examinar a solucdo obtida.

O objetivo de Pélya era melhorar a habilidade dos estudantes na resolugdo de
problemas a partir da melhoria da habilidade em resolu¢do de problemas nos professores
Morais e Onuchic| (2021).

Segundo Kilpatric “uma visdo mais profunda e mais compreensiva da resolu¢do
de problemas nos curriculos escolares de Matematica s6 foi possivel a partir de Pélya”
(Kilpatrik, 1990, p .15 apud Morais; Onuchic, 2021} p. 26).

O segundo Congresso Internacional de Educagdo Matema’tic ocorrido na Inglaterra
no ano de 1972, teve Pélya como palestrante e mobilizou pesquisadores em Resolucdo de
Problemas de diferentes partes do mundo. Em maio de 1975 ocorreu o primeiro Semindrio
de Pesquisa sobre Resolugdo de Problemas em Educagio Matema’tiaﬂ na Universidade da
Georgia (EUA), que “(...) estimulou o nivel de colaboragdo entre pesquisadores em
Educacdo Matematica que ndo havia existido antes (...)” (Lester, 1994, apud Morais}
Onuchic, 2021}, p. 27).

No ano de 1980, o Conselho Nacional de Professores de Matemdtica (National Council
of Teachers of Mathematics — NCTM) dos Estados Unidos publicou o livro A Resolugio
de Problemas na Matemitica Escolarﬁ composto de 22 artigos de varios autores, dentre eles
George Poélya (Morais; Onuchic, 2021).

O NCTM também publicou o documento Uma Agenda para Agdo - Recomendagoes
para a Matemdtica Escolar para a década de 198@ onde a primeira, de oito recomendacdes,
é que a “resolugdo de problemas serd o foco da matematica escolar na década de 1980”

(Mathematics, 1980, p. 1, tradugdo nossa).

Com titulo original How to Solve It: a new aspect of mathematical method, publicado em 1945.

Jeremy Kilpatrick foi aluno e co-autor de Pélya (Alexanderson, 2000, p. 162).

International Congress of Mathematics Education.

Research Workshop on Problem Solving in Mathematical Education.

Problem Solving in Schools Mathematics. A referéncia (Krulik; Reys)}(1997) é uma tradugdo desse livro
para o portugues.

An Agenda for Action - Recommendations for school mathematics of the 1980s

“Problem solving be the focus of school mathematics in the 1980”.

G = W N

N o
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Na década de 1980 muitas pesquisas foram produzidas com énfase em Resolucado
de Problemas. Em Hatfiel (1978, apud Morais; Onuchic| 2021)), e posteriormente por
Schroeder e Lester (1989 apud Morais; Onuchic| 2021), ja eram apontadas trés abordagens
de ensino de resolucdo de problemas:

(1) ensino sobre resolucdo de problemas;

(2) ensino para resolver problemas;

(3) ensino via resolu¢do de problemas (Morais; Onuchic, [2021).

Ensinar sobre resolugdo de problemas é seguir o método proposto por [Pélya
(Morais; Onuchic, [2021). Corresponde a considerd-la como um novo contetido, com
forte énfase nas heuristicas, nas regras e processos gerais, independente do contetido
especifico abordado; essa abordagem estd presente, por exemplo, em Krulik e Reis (1980,
apud |Allevato; Onuchic, 2021).

Ensinar para resolugdo de problemas é se concentrar no uso da Matematica para
resolver problemas (Morais; Onuchic, 2021). O professor propdem problemas aos alunos
como aplicagdo dos contetidos estudados (Allevato; Onuchic, 2021). Acreditamos que
o livro de |Fomin, Genkin e Itenberg (2012) segue esse tipo de ensino porque a teoria
matematica de cada capitulo é resumida e ele é destinado a preparar alunos para
competicOes matematicas.

No ensino via resolugdo e problemas, os problemas sdo usados ndo s6 como
proposito para aprender matemética mas como o proéprio significado de fazé-la, o
ensino de topicos matemdticos comega com uma situagdo problema (Morais; Onuchic,
2021). Ambos, os contetidos matematicos e a resolucdo de problemas sdo considerados
simultaneamente, essa perspectiva se consolidou com a publicagdo do NCTM (2000)
(Allevato; Onuchic, 2021).

Analisando as pesquisas, préticas e politicas sobre Resolu¢ao de Problemas, nos
Estados Unidos, de 1970 a 2007, Shoenteld| (2007) destaca que

Resolugdo de problemas foi um foco importante da pesquisa em educagao
matemadtica nos US desde a metade da década de 1970 até o fim da década
de 1980. Pela metade dos anos de 1990 a pesquisa sob a bandeira de
‘resolucdo de problemas’ foi vista cada vez menos e a atencdo do campo
foi se voltando para novas dreas. Entretanto, as pesquisas naquelas 4reas
de fato incorporaram ideias da pesquisa em resolucdo de problemas,
e esse trabalho continua a evoluir em caminhos importantes (p. 537,
tradugéo de|Allevato; Onuchic| [2021)

A partir dessas reflexdes, Allevato e Onuchic (2021) entendem que as pesquisas
em Resolugdes de Problemas permanecem relevantes.

Acompanhando essas mudangas, o Brasil reformula suas orienta¢des curriculares,
sendo recomendado nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) (Brasil, (1997, (1998,
1999) a resolugdo de problemas como ponto de partida para as atividades matemaéticas
em sala de aula (Allevato; Onuchic, 2021). Na Base Nacional Curricular Comum (BNCC)
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(Brasil, 2017), orientacdo curricular atualmente em vigor, a resolucdo de problemas é
uma das estratégias para o ensino de Matematica (Allevato; Onuchic, 2021).

No entanto, cabe ressaltar que o termo resolucio de problemas aparece 49 vezes nos
PCNs e apenas 19 vezes na BNCC (veja a Tabela[l), o que pode sinalizar uma diminuigao

da énfase em Resolucgdo de Problemas nesses documentos oficiais.

Tabela 1 — Contagem de termos.

PCNs (1998) BNCC (2017)

Ensino Ensino Ensino Ensino

Termos Fundamental | Médio | Fundamental | Médio
6° ao 9° ano 6° ao 9° ano

resolugdo de problemas 29 20 8 11
generalizacdo 32 2 3 12
particularizagdo 0 0 0
analogia 7 0 0
heuristica 2 0 1

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que o termo particularizagdo ndo é mencionado nem nos PCNs e nem
na BNCC (Tabela[I). Uma leitura dos 49 contextos em que o termo generalizagio (e sua
variacdo generalizar) aparece nos PCNs e na BNCC revelam pouca ou nenhuma relacao
com o sentido que Pdlya dé a esse termo, que é a de um certo tipo de operacdo mental
atil na resolucdo de problemas (veja a Segao2.1)).

Também pudemos observar que o termo analogia (e sua variagao andlogo), que
aparece nos PCNs do Ensino Fundamental, é usado em sentidos dicionarizados e nao
como uma operacdo mental importante (veja a Segdo .

Outro termo com pouco destaque (veja a Tabela[T)) é heuristica. Em contraste, Pélya

déd muita importancia a heuristica, situando-a como um campo de estudos:

[A heuristica moderna] procura compreender o processo solucionador
de problemas, particularmente as operacdes mentais, tipicas desse processo,
que tenham utilidade. Dispde de varias fontes de informagdes, nenhuma
das quais deve ser desprezada. Um estudo consciencioso da Heuristica
deve levar em conta, tanto as suas bases légicas quanto as psicoldgicas.
Nao deve esquecer aquilo que autores antigos como Pappus, Descartes,
Leibnitz e Bolzano escreveram sobre o assunto, mas muito menos
pode desprezar a experiéncia imparcial. A experiéncia na resolugdo
de problemas e a experiéncia na observagdo dessa atitude por parte
de outros devem constituir a base em que se assenta a Heuristica.
Nesse estudo, ndo devemos descurar nenhum tipo de problema, e sim
procurar aspectos comuns na maneira de tratar de problemas de toda
sorte: devemos considerar os aspectos gerais, independente do assunto
especifico do problema. O estudo da Heuristica tem objetivos ‘praticos”:
melhor conhecimento das tipicas operagdes mentais que se aplicam a
resolugédo de problemas pode exercer uma certa influéncia benéfica sobre
o0 ensino, particularmente sobre o ensino da Matematica.

O presente livro constitui a primeira tentativa de realiza¢do de tal
programa (Pélyal [2006| p. 99 - 100).
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Assim, “o objetivo da Heuristica é o estudo dos métodos e das regras da descoberta
e da invengao” (Polya, 2006, p. 99). Abaixo temos uma comparagdo entre um raciocinio

formal e um raciocinio heuristico:

Raciocinio formal Raciocinio heuristico
Se A...entdo B SeA...entdo B

B falso B verdadeiro

A é falso A mais verossimil

Em ambos os raciocinios uma afirmacao A esta sob teste. No raciocinio formal, se a
partir de A deduzirmos uma afirmagao B, que sabemos ser falsa, entdo podemos concluir
que A é falsa. No raciocinio heuristico, se a partir de A deduzirmos uma afirmacgéo B,
que sabemos ser verdadeira, entdo A torna-se mais verossimil.

“O raciocinio heuristico, que é provisério e apenas plausivel, é importante na
descoberta da solucdo, mas ndo o tome por uma demonstracao” (Pdlya, 2006, p. 101).
Porém “(...) quem desprezar completamente as conclusdes heuristicas ndo fara nenhum
progresso. Os mais importantes sinais de progresso sdo heuristicos” (Pdlya, 2006, p. 166).

Os problemas de que Pélya trata sdo aqueles encontrados em livros, os quais se
supOem serem perfeitamente enunciados e razodveis.

“Haé certas operagdes mentais que sdo tipicamente tteis na resolucdo de problemas”
(Polyal 2006, p. 167). O objetivo deste trabalho é focalizar em trés dessas operagdes
mentais: generalizacdo, particularizacdo e analogia.

O trabalho esta dividido em trés capitulos. O primeiro capitulo inicia com um
resumo da biografia de Pélya, com énfase nos seus trabalhos académicos; uma biografia
completa estd em [Alexanderson| (2000). Em seguida, ap6s fazermos uma distingéo
entre problema e exercicio, classificamos os problemas em dois tipos: determinacédo e
demonstracdo. Através de exemplos, mostramos como se encontra as partes principais
desses dois tipos de problemas.

Com base na pesquisa bibliografica, a partir do livro A Arte de Resolver Problemas
(2006), temos o segundo capitulo que estd dividido em trés partes. Na primeira parte,
abordamos a generalizagio, que é definida como “(...) a passagem de consideracdo de um
conjunto para um conjunto mais abrangente, que contém o conjunto restrito” (Pdlya,
2006, p. 97). Os exemplos que apresentamos tratam da generalizacdo de propriedades,
férmulas, figuras, teoremas e padrdes.

Na segunda parte, abordamos a particularizagio, que é definida como “a passagem
da consideracdo de um dado conjunto de elementos para a consideracdo de um
conjunto menor (...)” (Pdlya, 2006, p. 124). Buscamos dar exemplos de como se usa a
particularizagdo para testar um resultado e obter contra-exemplos. Finalizamos essa
segunda parte com o problema das duas panquecas, onde reproduzimos, com algumas

adaptagdes, uma experiéncia relatada por Davis e Hersh| (1995) sobre como um dos
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autores, usando particularizagdo e generalizacdo, reformulou a demonstracdo de um
teorema em sala de aula, saindo de uma classica “crise de compreensdo”, gerada por
uma demonstrac¢do excessivamente formal.

Na terceira parte, abordamos a analogia, e a melhor defini¢do que encontramos
desse termo foi a do filésofo Mério Ferreira dos Santos (1959): analogia é uma sintese de
semelhanga e diferenca. Buscamos ilustrar como se usa de analogia para comparar e
formular alguns problemas. Finalizamos o segundo capitulo mostrando como Pélya
usou os procedimentos de generalizacdo, particulariza¢do e analogia para fornecer uma
nova demonstragao do Teorema de Pitagoras.

O terceiro capitulo consiste de uma entrevista imagindria com Pdlya, que é
basicamente uma sele¢do dos ensinamentos de Pdlya que melhor se adequaram aos

topicos tratados neste trabalho.
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1 RESOLUCAO DE PROBLEMAS SEGUNDO POLYA

1.1 GEORGE POLYA

George Poélya nasceu na Hungria em 13 de dezembro de 1887. Dos seus estudos
no gindasio, pode-se destacar as linguas classicas, grego e latim, as linguas modernas,
alemdo e hiingaro, e as matérias literatura e biologia. Nesse periodo, a sua aprendizagem
em matemadtica ndo foi altamente desenvolvida, Pélya desaprovava o ensino da maioria
de seus professores matematicos (O’Connor; Robertson, 2002).

Obteve sua primeira licenciatura na Universidade de Budapeste pelos dois anos
de estudos em linguas e literatura, ap6s isso, se interessou por estudar filosofia e assim
seguiu o conselho de um professor, passando a estudar fisica e matemaética para ajudé-lo
a entender esse campo do conhecimento.

Nessa etapa de sua formacdo, Pélya esteve em 1910 e 1911 na Universidade
de Viena, retornou a Budapeste - para concluir sua dissertacdo sobre problemas de
probabilidade geométrica com integrais associadas, onde obteve pouca orientagdo por
ndo haver algum professor dessa drea em Budapeste - e recebeu o seu titulo de Doutor
em 1912 (Alexanderson, 2000).

Em seguida, ap6s passar por Gottingen e Paris, Pélya envia uma carta para
Budapeste com a intengdo de conseguir um cargo, mas foi solicitada por Adolf Hurwitz
sua nomeagdo como professor assistente na Eidgenossische Technische Hochschule
(ETH) em Zurich, posicdo que logo aceitou e ansiou pela oportunidade de trabalhar
com o matemadtico que tanto o influenciou.

Nos anos de 1918 e 1919, publicou artigos sobre séries, teoria dos nameros, combi-
natéria, astronomia e probabilidade, em 1920 foi promovido a professor extraordinario
e alguns de seus trabalhos nos anos de 1920 a 1923 foram sobre distribuigdo normal,
a prova do teorema sobre caminhadas aleatérias em uma rede inteira e mostrar que a
transformada de Fourier de uma medida de probabilidade era uma funcao caracteristica;
isso sem deixar de lado os seus estudos sobre as fung¢des integrais.

Reconhecendo que a sua dificuldade inicial na matemaética era entender como
as pessoas encontravam os resultados, Pélya decidiu abordar os problemas de uma
maneira classificatéria, por método de resolucdo, convidou o matemaético htingaro
Géabor Szego e escreveram uma colecdo de problemas, sendo Problems and Theorems in
Analysis I"|e Problems and Theorems in Analysis I publicados em 1924 e vistos em |Pdlya
e Szego| (1970, [1971).

A bolsa Rockefeller recebida em 1924 proporcionou os seus estudos em Oxford

e Cambridge, onde se juntou com Godfrey H. Hardy e John E. Littlewood e come-

1
2

Problemas e Teoremas em Anaélise 1.
Problemas e Teoremas em Analise II.
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caram a escrever o livro Inequalitie - publicado em 1934 e podendo ser visto em
Polya, Hardy e Littlewood| (1934)-. Seguiu nos anos de 1926 a 1928 publicando artigos
que totalizaram 31 trabalhos, parcela do que contribuiu para sua nomeacao a professor

ordindrio pela ETH nesse tltimo ano.

Através da segunda bolsa Rockefeller, em 1933, Pdlya esteve nas universidades
de Princeton e Stanford. Por razdes politicas, saiu de Zurique em 1940, trabalhou
como professor palestrante na Univeridade de Brown por dois anos e, logo adiante,
continuou o seu trabalho sendo professor assistente em Stanford. A Figura (1| retrata

Polya estudando em sua casa localizada em Palo Alto.

Figura 1 — George Pélya

Fonte: (Alexanderson) 2000, p. 135).

As técnicas de resolugdo de problemas era seu interesse desde 1919 e a heurisitca
se tornou um assunto evidente desde o seu trabalho com Szego, assim, Pélya chegou a
América com o rascunho escrito em aleméao de A arte de resolver problemas que foi
reescrito pelo préprio em inglés, publicado pela Princeton University Press em 1945 (a
capa dessa primeira edi¢do pode ser vista na Figura 2) e depois ganhou varias edigdes
em vinte e quatro idiomasﬁ

Esses interesses o fazia estar sob grande influencia de Euler, principalmente
por Euler ser o matemdtico que explicava como encontrou os seus resultados, com-
partilhavam de mesmo estilo matemaético e a atuacdo em variadas dreas matematicas
(Alexanderson)|, 2000). Os trabalhos de Pélya tiveram bastante abrangéncia, além das
dreas ja mencionadas, passou pela geometria, teoria dos grafos e esquemas de votacao.

Em 1946, juntamente com Szeg0®, comecaram uma competicdo de matematica do
ensino médio em Stanford, consistia em problemas interessantes que, posteriormente,
foram coletados e publicados por Pélya e seu aluno Jeremy Kilpatrick em 1974, The
Stanford Mathematics Problem Book: With Hints and Solutionsﬂ (Polya; Kilpatrick 1974).

3

Desigualdades.
% Até o presente, é 0 tinico livro de Pélya que foi traduzido para o portugueés.
> O livro de problemas matematicos de Stanford com dicas e solugdes.
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Figura 2 — How to Solve It

BY G. POLYA

Fonte: Enciclopédia Wikipédia, vista em 22 out. 2024.

Estava sendo realizada em todos os estados do Oeste, com cerca de 1200 participantes
em 151 centros, e se encerrou por decisdo do Departamento de Matematica em 1965.

Tendo assumido o cargo de professor titular desde 1946, Pélya se aposentou
em 1953, mas continuou com as pesquisas, semindrios e aulas. Também publicou
Mathematics and Plausible Reasoningﬁ - Vol. I em 1954 e Vol.II em 1968 - vistos em
Polyal (2014), Mathematical Discovery on Understanding, Learning, and Teaching Problem
Solvin- Vol. I em 1962 e Vol. II em 1964 - vistos em P6lyal (1981) e Mathematical Methods
in Scienc em 1963 - visto em [Pélya (1977)-.

Antes de falecer em 7 de setembro de 1985, Pélya foi homenageado por Stanford
com um jantar em seu aniversdrio de 90 anos, com a presenca de colegas e amigos, idade
em que lecionou pela tltima vez no curso de combinatéria (porém, no ano de 1978) e

recebeu muitas honrarias por suas contribui¢des na educagao.

1.2 PROBLEMAS E EXERCICIOS

Vamos iniciar os nossos estudos buscando fazer uma distin¢do entre problema e
exercicio. No diciondrio [Ferreira| (2010) problema é “qualquer questdo que da margem
a hesitacdo ou perplexidade, por dificil de explicar ou de resolver” e exercicio é um
“trabalho escolar cujo fim é adestrar ou treinar o aluno em determinada matéria”.

Polyal (1998, p.1) deixa explicito em seu artigo que

Resolver um problema é encontrar os meios desconhecidos para um
fim nitidamente imaginado. Se o fim por si s6 ndo sugere de imediato
0s meios, se por isso temos de procuré-los refletindo conscientemente
sobre como alcancar o fim, temos de resolver um problema.

Matematica e raciocinio plausivel.
Descoberta matemadtica sobre compreensao, aprendizagem e ensino de resolucdo de problemas.

8 Métodos matematicos na ciéncia.
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Observe o contraste entre os sentidos de problema, dados acima, e a caracterizagdo
de exercicio dada por Souza e Guimaraes| (2015, p.137):
(...) um exercicio requer de um sujeito baixo investimento cognitivo, uma

vez que ja estd de posse dos meios e mecanismos para o resolver, que
apenas necessita de aplicar, mais ou menos directamente.

O mesmo contraste é observado por Zeitz| (2006, traducao nossaﬂ em seu prefécio,
afirmando que

(...) um problema é uma pergunta que ndo pode ser respondida imedi-

atamente. Os problemas frequentemente sdo abertos, paradoxais e as

vezes insoliveis, e exigem investigacdo antes que alguém possa chegar
perto de uma solugéo.

Por sua vez,

Um exercicio é uma pergunta que testa o dominio do estudante em uma
técnica focada e estreita, geralmente uma que foi “coberta” recentemente.
Os exercicios podem ser dificeis ou faceis, mas nunca sdo intrigantes,
pois é sempre imediatamente claro como proceder. Chegar a solugdo
pode envolver trabalho técnico complexo, mas o caminho para a solugdo
é sempre aparente (Zeitz, 2006, tradugdo nossa

Observe que Pélya chama de problema rotineiro o que os autores mencionados
acima chamam de exercicio:

“De maneira geral, um problema sera rotineiro se ele puder ser solucionado
pela substitui¢do de dados especificos no problema genérico resolvido antes, ou pelo
seguimento, passo a passo, de algum exemplo muito batido” (Pdlya, 2006, p. 142).

Por exemplo, se o aluno ja conhece a formula quadrética

—b+ Vb?—4ac

X =
2a ’

o problema “resolva a equacdo x? —3x+2 = 0" torna-se rotineiro (ou um exercicio).
Assim, podemos concluir que quando se trata de problemas, o solucionador ndo
possui 0s meios imediatos para encontrar a solugdo, serd necessdrio maior dedicacdo
devido a sua complexidade.
Por fim, os exercicios, que geralmente compdem grande parte dos contetidos dos
livros didaticos, sdo questdes pouco desafiadoras, utilizadas para aplicar algoritmos
aprendidos recentemente, e 0 processo necessario para chegar em sua resposta ja é logo

mentalizado; para solucioné-lo, basta se inteirar do assunto estudado no capitulo.
9

“(...) a problem is a question that cannot be answered immediately. Problems are often open-ended,
paradoxical, and sometimes unsolvable, and requireinvestigation before one can come close to a
solution”.

10" An exercise is a question that tests the student’s mastery of a narrowly focused technique, usually
one that was recently ‘covered.” Exercises may be hard or easy, but they are never puzzling, for it is
always immediately clear how to proceed. Getting the solution may involve hairy technical work, but
the path towards solution is always apparent”.
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1.3 TIPOS DE PROBLEMAS

Os problemas matemadticos sdo classificados por [Pdlyal (2006) em dois tipos:
problemas de determinacgdo e problemas de demonstragdo. Por exemplo,

Problema 1. Calcular a diagonal de um bloco retangular do qual sdo conhecidos o comprimento,

a larqura e a altura.
é um problema de determinacdo.
Problema 2. Todo niimero com um niimero impar de divisores é um quadrado perfeito.

é um problema de demonstragao.

As partes principais de um problema de determinacdo sdo a incégnita, os dados
e a condicionante. Por exemplo, no Problema (I, a incégnita é a diagonal do bloco
retangular, que denotaremos por d; os dados sdo o comprimento, a largura e a altura,
denotados por 4, b, ¢, respectivamente; e a condicionante é a forma como os dados
se relacionam com a incégnita: d é a diagonal do bloco retangular de comprimento 4,
largura b e altura c.

Nos problemas de determinac¢do, em “quase todos os casos, é aconselhdvel
comecar o exame detalhado do problema pelas indagacdes: Qual é a incégnita? Quais
sdo os dados? Qual é a condicionante?” (Pdlya) 2006, p.48).

As partes principais de um problema de demonstrac¢do sdo a hip6tese e a concluséo.

Por exemplo, no Problema P2} temos:

Hipotese: n possui um ntimero impar de divisores.

Conlusdo: n é um quadrado perfeito.

Nos problemas de demonstracdo, “(...) devemos, de maneira geral, examinar
(...) a hipétese e a conclusdo do teorema que temos de demonstrar ou de refutar”
(Polya, 2006, p. 53 - 54).

Em seu livro, Pdlya (2006) ainda classifica os problemas de determinagdo em
tedrico ou pratico, abstrato ou concreto, problemas sérios ou simples enigmas. Mas nota-
se que a quase totalidade dos problemas abordados pelo autor sdo tedricos, abstratos e

sérios.

1.4 REDUCAO UNILATERAL

Chama-se redugdo unilateral a passagem de um problema proposto a um problema

auxiliar mais ambicioso ou menos ambicioso (Pdlya, 2006).

11 Observagao: “Nem todos os teoremas podem ser divididos naturalmente em hipétese e conclusio.
Assim, é praticamente impossivel dividir dessa maneira o teorema: “‘Had uma infinidade de ntimeros
inteiros” ” (Pdlya, 2006, p. 143).
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Tabela 2 — Problemas de determinagdo x problemas de demonstracao (Pélya, 2006, p. 142 - 144).

Problema Problema de determinagio Problema de demonstragdo
- Encontrar um certo objeto, a in- | Mostrar que certa informagédo é
Objetivo P . x .
coégnita do problema. verdadeira ou entdo que é falsa.
- Te6rico ou pratico
. - Abstrato ou concreto - Demonstragéao.
Tipo L . <
- Problemas sérios ou simples | - Refutagdo.
enigmas.
- Incégnita .
Partes principais - Dados ) H1potese~
- Condicionante. - Conclusao
P Sdo mais importantes na mate- | Sdo mais importantes na mate-
Nivel escolar P o :
maética elementar. matica superior.

Fonte: Elaborada pela autora.

A passagem do problema do bloco retangular (Figura 3| - a) para o problema
(auxiliar) do retangulo (Figura3|- b) é uma redugdo unilateral para um problema menos

ambicioso. A passagem na dire¢do contraria é uma reducdo unilateral mais ambiciosa.

Figura 3 — Encontrar a diagonal d.

(a) Bloco retangular (b) Retangulo
d d a
a
b
b

Fonte: Elaborada pela autora.

“A diferenga entre um problema facil e outro dificil pode estar em conhecer-se ou
ndo um outro problema ja anteriormente resolvido, que tenha a mesma incégnita” (Pdlya,
2006, p. 45).

Vamos resolver o Problema [I|introduzindo a incégnita auxiliar x, como mostra a
Figura [ abaixo:

Figura 4 — Bloco retangular com a incégnita auxiliar x.

d

R L L - ---

Fonte: Elaborada pela autora.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras duas vezes, temos



1.5. PROBLEMAS EQUIVALENTES 21

d? = a® + x? (1.1)
=0 +c? (1.2)
Substituindo em temos d* = a® +b* + %, e assim
d= Va2 +b2 +c2.

1.5 PROBLEMAS EQUIVALENTES

Dois problemas sdo equivalentes quando a resolugdo de um deles implicar na
resolucdo do outro (Pdlya), 2006).

Por exemplo, para resolver a equacao
x*—13x2+36 =0, (1.3)
introduzimos a incégnita auxiliar y = x?, obtendo o seguinte problema
y?—13y+36 =0. (1.4)

O problema e o problema auxiliar sdo equivalentes.

A passagem do problema original para o auxiliar é chamada de reducédo conversi-
vel quando os problemas original e auxiliar forem equivalentes (Pdlya, 2006). Assim, a
reducdo do problema para o problema ¢ uma reducdo conversivel.

Vamos resolver a equacdo (1.3) usando uma cadeia de problemas auxiliares
equivalentes:

(A) ¥*-13x2+36 =0

(B) (2x*)2—-2(2x?)13+144 =0
(C) (2x%)? —2(2x?)13+169 =25
(D) (2x*>-13)> =25

(E) 2x*>-13 = 45

(H x=3,oux=-3,oux=2,0oux=-2.

“As redugdes conversiveis sdo, sob um certo aspecto, mais importantes e mais
convenientes do que outras maneiras de introduzir problemas auxiliares (. ..)” (P6lya,
2006, p. 139).
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1.6 VARIACOES DE PROBLEMAS

Os principais meios de variar um problema sdo generalizagdo, particularizacao,
analogia, decomposi¢do e recombinacado (Pdlyal [2006). Neste trabalho enfocaremos essas
trés primeiras maneiras de variar um problema.

Voltemos ao Problema |2, que pede para provarmos que todo ntimero com um
ndmero impar de divisores é um quadrado perfeito.

Comecemos com o caso particular n = 2030, que parece mais acessivel. Observe
que n possuid = (a+1)(b+1) divisores. Se d for impar, entdo a e b devem ser pares. Assim,
a=2reb=2scomrseclN, e portanto n = 22732 = (273%)?, ou seja, n é um quadrado
perfeito.

Agora vejamos o caso geral. Seja n > 1 um numero natural. Sabemos, pelo
Teorema Fundamental da Aritmética, que n pode ser escrito na forma n = p‘il pgz Py,
onde p1,p2,...,pr sdo primos distintos e a; > 1. Seja d o nimero de divisores de n. Entdo
d=(a;+1)(a2+1)...(a, +1). Para que d seja impar, ay,4,...,a4, devem ser pares. Entdo
a; =2ty,ap =2t,...,a, = 2t,, com tq,t,...,t, € N. Logo

2t1, 2ty t1

n=plpa .t = k) (1.5)

Portanto n é um quadrado perfeito. O caso n = 1 é direto, ele possui apenas um
divisor e é um quadrado perfeito.

“A variagdo do problema pode nos levar a elementos auxiliares ou a descoberta
de um problema auxiliar mais acessivel” (Pdlyal 2006, p, 101).

“Dificilmente poderemos fazer qualquer progresso sem a VARIACAO DO PRO-
BLEMA” (Pélya, 2006, p. 149).

A seguir temos uma classificagdo formal das combina¢des mais comuns e tteis,
no preparo de um novo problema a partir de um problema proposto, para problemas

de determinacdo e de demonstracao:

Tabela 3 — Varia¢des em problemas de determinacdo e de demonstragao.

Problemas de determinacao (p. 48) Problemas de demonstracio (p. 54)

(1) manter a incégnita, mudar os dados
e a condicionante;
(2) manter os dados, mudar a incégnita
e a condicionante;

(1) manter a conclusdo e mudar a hipétese;

(2) manter a hip6tese e mudar a conclusao;

(3) mudar tanto a hipétese quanto a con-

(3) manter a incégnita e os dados. ~
clusao.

Fonte: Elaborada pela autora.

Quando tratarmos de generalizagdo em problemas de demonstragdo (Secdo|2.1.2),

abordaremos as variagdes contidas na segunda coluna da Tabela
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Um vez compreendido o problema como um todo, passamos aos detalhes pois
“(...) estamos em melhor posi¢do para avaliar que pontos particulares podem ser os mais
essenciais” (Polya, 2006, p. 47).

A passagem n = (pilp;2 Lt = pitlpgtz . P2 (veja , sugere que a seguinte

direcdo também é verdadeira:
“Se n é um quadrado perfeito, entdo n possui um nimero impar de divisores”.

De fato, se 1 = m? entdo pondo 1 = ptll pgz ...pr,onde pyp,...py sdo primos distintos
et;>1,segue que n = (plp2.. . pin2 = p?1p22  p?r possuid = 2t +1)2tr +1)... (24 +1)
gueq PyPy ---Pr Py Py”---Pr P

divisores, que é um nimero impar.

1.7 DIFICULDADES PSICOLOGICAS NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

“Resolver um problema de qualquer tipo é contornar um obstaculo” (Pdlya, 2006,
p. 158).

“H4 uma certa dificuldade em fazer meia-volta, em afastar-se do objetivo, em
caminhar sem olhar continuamente para a meta, em ndo seguir a trajetoria que leva

diretamente ao fim desejado” (Pélya), 2006, p. 159).
Figura 5 — Para contornar o obstéculo introduzimos o problema auxiliar P’.

/.P
\.A

Fonte: Elaborada pela autora.

Pl
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2 GENERALIZACAO, PARTICULARIZACAO E ANALOGIA

21 GENERALIZACAO

Pélya define generalizacdo como “a passagem de considera¢do de um conjunto
para um conjunto mais abrangente, que contém o conjunto restrito” (Pdlya, 2006, p. 97).
Quando passamos de tridngulos a poligonos de 1 lados, estamos generalizando.

Por exemplo, a Proposicdo [2|abaixo é mais geral do que a Proposicao
Proposicao 1. A soma dos dngulos internos de um tridngulo mede 180°.
Proposicao 2. A soma dos dngulos internos de um poligono de n lados mede (n—2)-180°.

Quando substituimos nimeros por letras, generalizamos. Por exemplo, a igual-
dade a(b +c) = ab+ac é mais geral do que a igualdade 2(3+4)=2-3+2-4.

A igualdade ay(ax +... +a,) = apa; +... +a1a, é mais geral do que a igualdade
a(b+c) = ab+ac porque a segunda pode ser obtida da primeira por meio das substitui¢des
n=3,a1=a,ap=beaz=c.

Observando a regularidade

13=12 13+23+3% =62
13423 =32 13+23+33+43 =102

propomos o seguinte:

3

Problema 3. Serd que, para cada n, a soma 13 +23 + 3% + 43 + ...+ n® é sempre um quadrado

perfeito?

“Ao fazermos essa pergunta, generalizamos” (Polya, 2006, p. 98).

2.1.1 GENERALIZANDO PROBLEMAS DE DETERMINACAO

Problema 4. Determinar a drea de um trapézio com base menor medindo 7 cm, base maior

medindo 10 cm e altura medindo 4 cm.

Podemos obter essa drea facilmente, dividindo o trapézio em dois tridngulos de
bases medindo 7 cm e 10 cm e com alturas medindo 4 cm, conforme a Figura @

Assim,

10-4 7-4

A:—+T:20+14:34.

Portanto, o trapézio possui 34 cm? de area.
Se substituirmos os ntimeros 10, 7 e 4 pelas letras B, b e h, obtemos a seguinte
generalizagdo do Problema
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Figura 6 — Trapézio de um caso particular.

7cem

10 em

Fonte: Elaborada pela autora.

Problema 5. Determinar a drea de um trapézio de base maior B, base menor b e altura h.

Figura 7 — Trapézio geral.

b

B

Fonte: Elaborada pela autora.

“Ao passarmos de um problema ‘numérico” para um problema ‘literal’, ganhare-
mos acesso a novos procedimentos, poderemos variar os dados e, ao fazé-lo, poderemos

verificar de vérias maneiras os resultados” (Pdlyal 2006, p. 99).

2.1.2 GENERALIZANDO PROBLEMAS DE DEMONSTRACAO

Considere um problema de demonstracdo comum, cujas partes principais sdo a

hipétese e a conclusdo, isto é, um enunciado da forma
Se H, entdo C.

H4, essencialmente, duas maneiras de generalizar esse problema (Davis; Hersh,
1995):

Tipo 1: Enfraquecer a hipétese e mudar a concluséo.
Tipo 2: Enfraquecer a hip6tese e manter a concluséo.

Por exemplo, a Lei dos Cossenos:

Se ABC é um triangulo qualquer de lados medindo a,b e ¢, entdo ¢* = a* + b* —2abcos C,
onde C é o angulo oposto ao lado que mede c,
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é uma generalizacio do Teorema de Pitdgoras, pois fazendo C = 90° obtemos c* = a* +b?.
Essa é uma generalizacdo do tipo 1, pois a hipotese “triangulo qualquer” é mais fraca
do que a hipétese “triangulo retangulo”, exigida no Teorema de Pitdgoras.

Figura 8 — Generalizacao do tipo 1.

b c
a a
Lei dos Cossenos: Teorema de Pitagoras:
A =a>+ b —2abcosC A =ad>+ b

Fonte: Elaborada pela autora

Agora vejamos uma generalizagado do tipo 2:

base X alt
Se ABC é um triangulo retangulo, entdo area ABC = M,
pode ser generalizada para
. A ~ base X altura
Se ABC é um triangulo qualquer, entdo area ABC = —

Note que a hipétese
P : ABC é um tridngulo qualquer
é mais fraca do que a hipotese
P’ : ABC é um triangulo retangulo.

Observe que se duas sentengas P e Q forem equivalentes, denotado por P & Q,
nao podemos enfraquecer P sem perder a implicacdo P = Q.

De fato, se fosse P’ = Q, com P’ estritamente mais fraca do que P, entdo
P’ = Q = P, donde os objetos que satisfizessem P’ também satisfariam P, o que néo é
possivel.

Por exemplo, ja vimos na Secdo [1.6/que a reciproca no Problema [2|é verdadeira.

Logo, se d(n) for o niimero de divisores de um ntimero 1, entdo
d(n) é impar & n é um quadrado perfeito.

Se a condicado “d(n) é impar” for enfraquecida, perdemos a implica¢do “d(n) impar
= n é quadrado perfeito”.
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A indugéo procura encontrar regularidade e coeréncia nos fatos obser-
vados. Seus mais notdveis instrumentos sdo a generalizacdo, a parti-
cularizagdo e a analogia. A generalizagdo por tentativas parte de um
esfor¢o para compreender os fatos observados; baseia-se na analogia e é
verificada por meio de outros casos particulares (Pdlyal 2006, p. 106).

Voltando ao Problema 3} e observando ainda uma nova regularidade:

1=1 10=1+2+3+4
3=1+2 15=1+2+3+4+5
6=1+2+3 21=1+2+3+4+5+6

podemos reformular o Problema 3| de uma forma mais precisa:

Problema 6. Serd que 13 +23+3% + 43+ 5% + ... + 1 = (1+2+3+4+5+...+n)? para todo

niimero natural n?

E bem conhecido que

+1
1+2+...+n = % (2.1)
12+22+...+n* = %n(n+1)(2n+1)

A resposta da pergunta feita no Problema [6] é afirmativa, e se usarmos (2.1),
podemos escrever

nn+1) 2

13+234+. . +1n8=
" 2

Continuando a generalizar nessa diregao, temos o
Problema 7. Encontre a soma 1%+ 2% + 3%+ ...+ n* dos n primeiros naturais elevados a k € N.

Para uma solugdo do Problema[/]veja o Apéndice.
“Uma das vantagens da generalizacdo é a consolida¢do do conhecimento. Permite-
nos agrupar elegantemente num sé pacote varios factos dispersos que estdo intimamente

relacionados entre si” (Davis; Hersh, (1995 p. 135).

2.2 PARTICULARIZACAO

Polya define particularizacdo como “a passagem da consideragdo de um dado
conjunto de elementos para a consideracdo de um conjunto menor (...)” (Pdlya, 2006,
p. 124).

Isso significa que, em um dado problema, se aumentarmos as restrigdes sobre o
enunciado, diminuimos o nimero de objetos que satisfazem as condigdes.

“A particularizagdo revela-se, muitas vezes, 1til na resolugdo de problemas”
(Polyal 2006, p. 124).

Vejamos alguns exemplos de particularizages:
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Exemplo 1. Se um bloco retangular (Figura[3|- a) possui dimensdes a,b e c, entdo a medida d da
diagonal do bloco é dada por d = Va? + b2 + 2.

Se fizermos ¢ = 0, entdo o bloco retangular torna-se um retdngulo, como o mostrado na Figura|3|-
b, de dimensdes a e b, cuja diagonal mede d = Va2 + b2.

Exemplo 2. A funcio y = x> é uma particularizagiio da funcio quadrdtica y = ax> + bx +c.
Desde que escrevamos a tiltima fungio na forma candnica y = a(x —m)? +k, podenos obter a

forma do seu grdfico a partir da forma do grdfico de y = x2, conforme apresentado na Figura @

Figura 9 — O grafico (d) é obtido do grafico (a), essencialmente, através de movimentos horizontais
e verticais.

(@) y=x> (b) y = (x —m)? @ y=@x-m?+k (d) y = a(x —m)* +k

N ”~ "~ ”~

N\

W

W
W
W

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 3. O trecho “dado um tridngulo qualquer. .. ", de um enunciado, significa que o
tridngulo em discussdo possui lados medindo a,b e c, que podem ser quaisquer valores, desde
tornem a construgdo do tridngulo posstvel: o tridngulo ideal para esse enunciado tem a forma do
triangulo escaleno. O tridngulo equildtero é obtido pela particularizagdo a = b = c e o tridngulo
issceles pela particularizagdo a = b (Figura[10).

Figura 10 — Tridngulos de lados a,b e c.

(a) Escaleno (b) Is6sceles (c) Equilatero

Fonte: Elaborada pela autora.

O triangulo retangulo é ttil em muitos casos devido a sua riqueza de propriedades,
é uma particularizagdo de tridngulos quanto aos angulos, neste caso, algum de seus

angulos internos é reto.
Sédo interessantes as observacdes feitas por [Davis e Hersh! (1995) a respeito da
particularizagdo e da generalizacdo:



2.2. PARTICULARIZACAO 29

E importante termos sempre em atengdo que, embora o geral inclua
alguns aspectos do particular, ndo pode inclui-los todos e que a prépria
especificidade confere privilégios suplementares. E desta forma que a
teoria dos tridngulos equildteros ndo esta contida na teoria dos tridngulos
isosceles. (...). Assistimos, pois, ao passarmos do particular para o geral, a
dramaticas redefini¢des do que é importante e do que deve ser salientado.

(..)

Por ampliar o palco sobre o qual se desenrola a acgdo matematica, a gene-
ralizagdo resulta num aumento de conhecimento. A consolida¢do pode
revelar-se impossivel se o estreito palco original possuir particularidades
que lhe sdo essenciais (Davis; Hersh| [1995] p. 134 - 135).

2.21 PARTICULARIZACAO PARA OBTER CONTRA-EXEMPLOS

E atribuido a Euler a observagao de que p(n) = n> —n+41é primo paran =1,2,...,40
(Boyer; Merzbach, 2012). Como p(41) = 412, é falso que p(n) seja primo para todo 7. Esse
exemplo serve para ilustrar como generaliza¢des apressadas podem levar a erros.

“(...) bastard uma excecdo para refutar irrevogavelmente qualquer regra ou
enunciado genérico” (Pélya), 2006, p. 125).

Fermat afirma, dentre outras coisas, que 22" +1 era sempre primo. Em 1732, Euler
mostrou que essa afirmacdo era falsa, pois 22 11 = 6700417 x 641 (veja Boyer; Merzbach,
2012, p. 310).

“O enunciado pretensamente genérico é relativo a um certo conjunto de elementos;
para refuté-lo, particularizamos, isto é, retiramos do conjunto um elemento que ndo o
satisfaca” (Pdlyal, 2006, p.125).

2.2.2 PARTICULARIZACAO PARA TESTAR UM RESULTADO

Considere um trapézio de base maior B, base menor b e altura h. Tendo encontrado

uma férmula para a area desse trapézio

(B+Db)-h
2 7

Suponha que estivéssemos um pouco inseguros quanto a sua validade, poriamos

A= (2.2)

verificar essa férmula por particulariza¢do. Por exemplo, se b =0, o trapézio se transforma

em um tridngulo de base B e altura e a férmula da drea do trapézio se transforma na

férmula da drea do tridngulo A = BTh (Figura .

Ao obter a férmula da drea do tridngulo (que j& conheciamos) por uma particu-
larizagdo da férmula da 4rea do trapézio, a confianca na validade da nossa férmula
aumenta.

De modo anélogo, o retdngulo de base B e altura h também pode ser obtido por

particularizacdo do trapézio. Assim, a férmula da area do retangulo deve ser obtida
(B+b)h  2b-h b
2 2

da férmula da drea do trapézio quando se faz B = b. De fato A =

(Figura[12).
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Figura 11 - Trapézio e triangulo.

b
h
- — - =
I—»A:<B+b>-h I-.A:B'h
2 2
Fonte: Elaborada pela autora.
Figura 12 — Trapézio e retangulo.
b

B b
LA:<B+6)-h I_.Azbh
2

Fonte: Elaborada pela autora.

Nao ¢ instrutivo verificar um argumento pela mera checagem linear dos calculos,
“(...) se errarmos uma, provavelmente erraremos outras vezes (...)” (Pélya, 2006, p. 77).
Note que uma particularizacdo bem sucedida ndo prova que a férmula inicial esta
correta, mas se a formula ndo funcionar em um caso particular, é porque esta errada.

Por que usar um tipo de verificagdo como essa e ndo simplesmente uma checagem
passo a passo do argumento? “Primeiro, a simples repeticdo torna-se enfadonha e
cansativa e ndo é instrutiva. Segundo, se errarmos uma provavelmente erraremos outras
vezes, caso as circunstancias forem as mesmas” (Pélya), 2006, p. 77).

“E muito bom prever as propriedades do resultado que procuramos atingir, pois
elas nos proporcionam valiosas indica¢des e, de qualquer modo, quando chegarmos a
férmula final teremos elementos para testa-la” (Pélya, 2006, p. 182).

2.2.3 O PROBLEMA DAS DUAS PANQUECAS

A seguir vamos reproduzir, com algumas adaptagdes, uma experiéncia relatada
por Davis e Hersh! (1995) sobre como um dos autores, usando particularizagao e
generalizacdo, reformulou a demonstragdo de um teorema em sala de aula, saindo de
uma classica “crise de compreensdo” gerada por uma demonstragdo excessivamente
formal.

Vamos manter a terminologia dos autores: figuras planas e fechadas também sao
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chamadas de panquecas e retas também sdo chamadas de cortes. Assim, bissectar uma
panqueca com um corte significa intersectd-la com uma reta de modo que se obtenha

duas figuras de mesma area.

Teorema 1 (Problema das duas panquecas). Dadas duas panquecas quaisquer, mostre que
existe um corte que bissecta simultaneamente as duas panquecas (Figura|13) .

Figura 13 — Problema das duas panquecas.

[\

Fonte: Davis e Hersh| (1995] p. 260, reproducao e adaptagdo nossa).

Entendendo o problema. Para que os alunos compreendam o problema, o profes-
sor escolhe resolver um caso mais simples, usando o Teorema do Valor Intermedidrio
de maneira intuitiva.

Seja P uma panqueca arbitrdria (Figura[14- a). Para cada ntimero xj no intervalo
[0,1] seja

A(x1) = proporgdo da drea da panqueca P que esta a esquerda do corte x = x7.

Note que A(0) = 0% e A(1) = 100%, e quando x varia de x =0 até x = 1, a proporcao
A(x) varia de 0% até 100%. Logo haverd um ponto c tal que

A(c) = 50%.

Assim, o corte x = ¢ divide a panqueca P em duas figuras de mesma é&rea

(Figura[14]- b).

O lema seguinte pode ser aceito sem dificuldade pelos alunos:

Lema 1. Dada uma panqueca P e uma diregdo arbitrdria 6, com 0 < 6 < 180°, existe um 1inico
corte nessa diregio ou perpendicular a essa diregio que bissecta a panqueca.

Para cada 6, considere o eixo x” que forma, em sentido anti-horério, um angulo 6
com o eixo x, como na Figura|(l5|- a.

Pelo Lema (1, cada angulo 6 determina uma perpendicular a x” que bissecta a
panqueca P. A intersegdo dessa perpendicular com o eixo x” determina o namero p(6)
(Figura[15]- b).

Agora estamos preparados para resolver o problema das panquecas.
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Figura 14 — Caso particular de uma panqueca.

(a) A fungdo proporgdo A(xy). (b) Solugdo para uma panqueca.
yﬂ\ yl\
P P
T 1 7 c 7T

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 15 — Ilustracdo do Lema

() (b)
x x’
)
Ny
0 ) 0
/ -

e ~

P

Fonte: Elaborada pela autora.

A demonstracao (excessivamente) formal

Desenha-se uma circunferéncia arbitraria contendo as panquecas P e Q, e com
didmetro sobre o eixo x. Considere o eixo x’, que passa pelo centro da circunferéncia e
forma, em sentido anti-horario, um angulo 6 com o eixo x (Figura[l6|- a).

Para cada 6, defina o namero p(0), que é o ponto de interse¢do do eixo x’ com a
perpendicular que bissecta a panqueca P (Figura[16|- b). De maneira analoga se define o
numero g(0), com respeito a panqueca Q.

Considere agora r(0) = p(6) —q(0).

“Este foi o ponto de crise: gritos de “‘porqué?, ndo compreendo!, pode repetir!,
estou confuso!” ” (Davis; Hersh), 1995, p. 262).

Primeira reacdo do professor a crise:

“Va 14, considerem p(0) —q(0). Verdo que funciona! Deixe-me prosseguir!” (Davis|
Hersh), 1995, p. 262).

Observe que x’ dd meia-volta quando 6 varia de 0° até 180°, logo os eixos
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Figura 16 — Resolvendo o problema das panquecas.

(b)

Fonte: Davis e Hersh|(1995| p. 262, reprodugédo e adaptagdo nossa).

correspondentes a 0 = 0° e 8 = 180° possuem sentidos opostos. Por outro lado, as retas

que bissectam as panquecas P e Q quando 6 = 0° sdo as mesmas que bissectam P e Q
quando 6 = 180° (Figura(L7).

Figura 17 — Bissecgdo das panquecas P e Q.

() 6 =0°. (b) 0 = 180°.
P P
L a0 L a8
p(0) p(180°%)
Q Q

Fonte:Davis e Hersh| (1995, p. 262, reprodugéo e adaptacdo nossa).
Portanto p(180°) = —p(0°) e g(180°) = —g(0°). Logo

7(180°) p(180°) —g(180°)
= —p(0°)—(-4q(0%))
= —(p(0°)—q(0%))
= —r(0°). (2.3)

Temos duas possibilidades: #(0°) = 0 ou r(0°) # 0.
Ser(0°) = 0 entdo p(0°) = g(0°). Isso significa que as panquecas P e Q sdo bissectadas
pelo mesmo corte, o que resolve o problema.
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Se r(0°) # 0 segue a igualdade r(180°) = —r(0°) obtida em (2.3) que r(6) muda
de sinal quando 6 varia de 0° até 180°. Isso significa que existe um angulo 6’ tal que
r(0") =0, isto &, p(6’) = q(0"). Isso resolve o problema porque 6’ fornece o mesmo corte

que bissecta as panquecas P e Q.

A minha primeira reacgdo a crise foi pensar: porque ocorreu exactamente
naquele ponto? Numa ‘mera’ defini¢ao, que até nem era a parte mais com-
plicada. Bem, talvez fosse a tltima gota de d4gua. Tinhamos acumulado
alguns pontos mais complexos. O lema parece ter sido facil. Desenhar
uma circunferéncia a volta das panquecas foi misterioso. A medicao
das abcissas ao longo do raio foi complicada. Os simbolos p(6), 4(6),
despertam toda a inseguranca da inexperiéncia na utiliza¢do da notagao
funcional. Revendo a demonstracdo de acordo com o exposto acima,
fiquei com a sensagdo de que, no méximo, tinha conseguido convencer
a minha turma a aceitar o teorema sem compreender a demonstragéo.
Também se tomou claro que, ap0s se ter gerado esta barreira inicial, ela
nao seria clarificada repetindo simplesmente a demonstragdo, mesmo
com o mais infimo pormenor. Era necessdria uma nova abordagem
(Davis; Hersh), 1995, p. 263).

Gerando intui¢des preliminares.

Depois da crise, voltei para o meu escritério e construi (e documentei)
uma demonstracdo ligeiramente diferente, que evitava o passo trauma-
tico: seja r(0) = p(0) —q(0). Sabia que o raciocinio da mudanca de sinal
teria de aparecer, mas utilizd-lo-ia ligeiramente disfarcado (Davis; Hersh),
1995, p. 264).

Problema 8 (Particularizacdo do problema das panquecas). Dado um circulo qualquer,

mostrar que existe uma reta que o divide em duas partes iguais de mesma drea.

Aqui, a particularizagdo consiste em considerar dois circulos sobrepostos. Nesse
caso, qualquer reta que contenha algum didmetro do circulo é uma solugdo para o
problema, conforme a Figura

Figura 18 — Circulos sobrepostos.

Fonte: Davis e Hersh|(1995| p. 261, reprodugdo e adaptagdo nossa).

Problema 9 (Particularizacdo do problema das panquecas). Resolver o problema das

panquecas no caso em que elas sdo circulares.
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Figura 19 — Circulos distintos.

Fonte: Davis e Hersh|(1995| p. 262, reprodugdo e adaptagdo nossa).

Nesse caso particular, ha uma tinica solucdo, a reta que passa pelos centros dos
dois circulos (Figura|19).

Problema 10 (Generalizacdo do problema das panquecas). O problema das panquecas para
trés circulos, em geral, ndo tem solugdo.

De fato, uma reta que bissecte os trés circulos deve passar pelos seus centros, e
isso s6 é possivel se esses centros forem colineares.

Verificar essa impossibilidade “(...) é interessante porque poe limites as genera-
lizagdes do problema [das panquecas]” (Davis; Hersh), 1995, p. 264), mais ainda, “o
conhecimento desses limites aumenta o valor da afirmacdo original” (Davis; Hersh,
1995, p. 264).

Problema 11 (Particulariza¢do do problema das panquecas). Resolver o problema das

panquecas no caso no qual uma delas é circular e a outra é uma panqueca qualquer.

Vamos denominar a panqueca qualquer por P e suponha que ela esteja totalmente
fora do circulo. Podemos inserir o eixo x passando por um didmetro do circulo e de
modo a ndo intersectar a panqueca P, deixando-a inteiramente a esquerda do eixo x,
como a Figura20]- a.

Figura 20 — Uma das panquecas é circular.

(a) (b)

i

Fonte: Davis e Hersh|(1995| p. 265, reprodugdo e adaptagdo nossa).

Cada giro do circulo por um angulo 6, em sentido anti-horario, define B(0), a
proporcao da drea da panqueca P que estd a direita do eixo x (Figura [20|- b).
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Para 0 = 0° a panqueca estd inteiramente a esquerda do eixo x, e para 6 = 100° a
panqueca estd inteiramente a direita do eixo x.

Assim B(0°) = 0% e B(180°) = 100% e portanto haverd um angulo 0° < 6 <180° tal
que o eixo x bissecta a panqueca P.

Se o circulo e a panqueca P estiverem sobrepostos, ndo é possivel B(0) variar
de 0% a 100% (veja a Figura 21, mas se o eixo x dar meia-volta completa em sentido
anti-horario

Figura 21 — Circulo e panqueca P sobrepostos.

N\
D
| >

Fonte: Davis e Hersh| (1995, p. 265, reproducdo e adaptagdo nossa).

veremos que B(0°) + B(180°) = 100%. Assim, existe um angulo 0 < 6 < 180° tal que o eixo
x bissecta a panqueca P.

A conclusao

Agora estamos prontos para resolver o problema das panquecas (Teorema [I)).
Vamos nos libertar do circulo e considerar duas panquecas arbitrarias P e Q.

Pelo Lema 1} para cada direcdo 6 podemos bissectar a panqueca P com uma reta
orientada x, com diregdo e sentido dados por 0 (Figura [22).

Figura 22 — A reta x bissecta a panqueca P e determina a propor¢ao Q(6) na panqueca Q.

Fonte: Elaborada pela autora.

Seja Q(0) a porcentagem da drea da panqueca Q que estd a direita da reta orientada

x. Quaisquer que sejam as posi¢des das panquecas P e Q, podemos raciocinar como no
Problema([I1]e concluir que
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Q(0°) + Q(180°) = 100%.

Assim, existe uma diregdo 0 < 6 < 180° para a qual a reta x bissecta a panqueca Q;

essa reta x também bissecta a panqueca P, pela prépria maneira como ela foi definida.

2.3 ANALOGIA

Esta segunda versdo assentou bem. Pareceu-me melhor do que a primeira.
Talvez fosse devido a exposigdo anterior. Talvez estivesse mais seguro na
minha prépria - mente era algo que tinha, de facto, pensado e construido
por mim préprio. De qualquer modo, pareceu-me que tinha conseguido
um maior nivel de compreensdo, e a turma passou a uma discussdo
sobre outros aspectos da crise (Davis; Hersh| 1995 p. 266).

Para Santos| (1959), analogia é uma sintese de semelhanca e diferenca. Pdlya

ressalta que “objetos semelhantes coincidem uns com os outros em algum aspecto;

objetos analogos coincidem em certas relagdes das suas respectivas partes” (2006, p. 33).

Por exemplo, um paralelogramo retangulo é andlogo a um bloco retangular (veja

a Figura[3).

Tabela 4 — Analogia entre o paralelogramo e o bloco retangular.

Paralelogramo

Bloco retangular

aos demais.

Cadalado do paralelogramo é paraleloa | Cada face do bloco retangular é paralela
apenas um outro lado e é perpendicular | a apenas uma outra face e é perpendi-

cular as demais.

Fonte: Elaborada pela autora.

“Podemos nos considerar felizes quando, ao tentarmos resolver um problema,

conseguimos descobrir um problema andlogo mais simples” (Pdlyal, 2006, p. 34).

Tabela 5 — O problema e seu anélogo.

Problema

Problema analogo mais simples

Calcular a diagonal de um bloco retan- | Calcular a diagonal de um retdngulo do
gular do qual sdo conhecidos o compri- | qual sdo conhecidos o comprimento e a
mento, a largura e a altura. largura.

Fonte: Elaborada pela autora.

A analogia permeia todo 0 nosso pensamento, a nossa fala cotidiana e as
nossas conclusdes triviais, assim como os modos de expressao artistica
e as mais elevadas conclusdes cientificas. Ela é empregada nos mais
diferentes niveis. E comum o uso de analogias vagas, incompletas ou
obscuras, porém a analogia pode algar-se ao nivel do rigor matematico.
Todos os tipos de analogia podem desempenhar um fun¢éo na descoberta
da solugdo e, por isso, ndo devemos desprezar nenhum deles (P6lyal
2006, p. 34).
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2.3.1 INFERENCIA POR ANALOGIA

A analogia entre segmento, tridngulo e tetraedro apresenta muitos aspectos,
“sabendo que o tridngulo e o tetraedro assemelha-se em muitos aspectos, conjecturamos
que ele se assemelham em mais um aspecto” (Pdlyal 2006, p. 38), essa conjectura é uma
inferéncia por analogia.

Tabela 6 — Analogias entre segmento, tridngulo e tetraedro.

Pontos | Posicdo Dimensdo | Medidas
Segmento | AB situa-se numareta | 1 comprimento: d(A, B)
Tridngulo | A,B,C situa-se num plano | 2 drea: 1/2(base X altura)
Tetraedro | A,B,C,D | situa-senoespago | 3 volume: 1/3(base X altura)

Fonte: Elaborada pela autora.

Sabemos que o centro de gravidade G de um triangulo ABC coincide com o centro
de gravidade dos seus trés vértices, isto é, se A = (x1,y1), B = (x2,12) e C = (x3,y3), entdo

X +xo+x3 Y1ty2tys
G= , .
3 3
Inferéncia por analogia: o centro de gravidade de um tetraedro coincide com o
centro de gravidade dos seus quatro vértices.
“A inferéncia por analogia parece ser o tipo mais comum de conclusdo (... ).
Proporciona conjecturas mais ou menos plausiveis que podem ou ndo ser confirmadas

pela experiéncia e pelo raciocinio mais rigoroso” (Pélya, 2006, p. 38).

Problema 12. Encontrar o centro de gravidade de n pontos no plano.

G1 = (x1,y1) é o centro de gravidade do ponto Py = (x1,y1).

+
Gy = (x1 ;—le 4 > yz) é o centro de gravidade dos pontos P1 = (x1,y1) e Pa = (x2,Y2).

+1yp+
Gz = x1+9;2+x3,y1 y; ]/3) é o centro de gravidade dos pontos P1 = (x1,y1),

Py = (x2,y2) e P3 = (x3,Y3).

Continuariam essas afirmagdes validas paran =4,5,...?
X1+...+Xx, ]/1+...+yn)

Sera que G, = " , é o centro de gravidade de n pontos no
plano Py = (x1,¥1),---,Pn = (Xn, Yn)?
Essa ultima conjectura “é uma ‘inferéncia por indugdo’” e mostra que a indugao
baseia-se naturalmente na analogia” (Pélya, 2006, p. 40).
“A indugdo é o processo da descoberta de leis gerais pela observacgao de casos
particulares. E utilizada em todas as ciéncias, inclusive na Matematica” (Pélya, 2006,

p. 104).
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Nao confundir “indugdo” com “inducdo matemadtica”, que “(...) é utilizada
exclusivamente na Matemadtica, para demonstrar teoremas de um certo tipo” (Pdlya,
2006, p. 104).

“(...) a analogia é certamente uma das principais fontes da invengdo” (Pdlya,
2006, p. 167).

2.3.2 UMA GENERALIZACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS

Nesta secdo vamos descrever como Polya (2014) usou os procedimentos de
generalizagdo, particularizacdo e analogia para fornecer uma nova demonstragdo do
Teorema de Pitdgoras.

O que Pdlya faz é mostrar que o Teorema de Pitdgoras é equivalente a seguinte
generalizacgdo dele:

Teorema 2 (Pélya). Se trés poligonos semelhantes sio construidos sobre os lados de um tridngulo
retdngulo, a drea daquele construido sobre a hipotenusa é igual a soma das dreas dos outros dois.

Nao ¢ dificil perceber que o Teorema 2| é uma generalizacdo do Teorema de
Pitagoras porque, na Figura 23} os quadrados construidos sobre os lados do triangulo
retangulo sdo semelhantes e o Teorema de Pitdgoras diz que a drea do quadrado maior

é igual a soma das areas dos quadrados menores (a* = b* +c?).

Figura 23 — Teorema de Pitagoras.

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura[24} os poligonos construidos sobre os lados do triangulo sao semelhantes
entre si.

Seja A um ntmero tal que A = Aa® (assim A = A/a?). Sabemos que a razdo entre as
areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razdo de semelhanca (veja|Lima)
2009). Entao

2 2 2 2
(- Eoreaf el
a a a
C c\2 2 c? 5 C? )
Z = (E)_g_2:>C_Ag_2_(Aa)g_2_AC
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Figura 24 — Generalizacao de Pélya.

Fonte: Elaborada pela autora.

Entdo a® = b* +¢* & Aa® = A+ Ac> © A= B+C.

Isso mostra que o Teorema de Pitadgoras é equivalente ao Teorema

Aqui Polya fez uma observagao fundamental, o Teorema[2]é equivalente a qualquer
caso particular dele.

Assim basta procurar por um caso particular cujas condi¢des do Teorema 2[seja

facil de observar.

Figura 25 - Triangulo.

a
Fonte: Elaborada pela autora.

Esse caso particular estd dado pela Figura[26] cuja analogia com a Figura [23|fica
mais facil de enxergar se “abrirmos” a Figura

Figura 26 — Analogia.

BI Cl

A/

Fonte: Elaborada pela autora.

E claro que A’ = B’ +C’ e sabemos que os trés triangulos da Figura [26] sdao
semelhantes entre si.

Agora, basta repetir o procedimento anterior, usando a Figura 24no lugar lugar
da Figura
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A=]A (A =AJA))

2
B b ¥ B B’
A () SRt aTbEgA
C c\2 2 C’
7= () =m=m=c=gn
B C\, B+C
Entao B+C = (I + I)A = A/ A.

Portanto A=B+C & A’ =B +( . Isso prova o Teorema |2/ e, consequentemente, o

Teorema de Pitdgoras.
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3 O ENSINO, NA VISAO DE POLYA

3.1 UMA ENTREVISTA IMAGINARIA COM GEORGE POLYA

A seguir, temos uma entrevista imagindria com o autor George P6lya, as perguntas
foram elaboradas pela autora deste trabalho de acordo com algumas respostas que sdo
encontradas no livro A arte de resolver problemas (2006).

. ue é resolver um problema? ue é ensinar a resolver problemas?
1. O | blema? O 1 bl ?
“(...) resolver um problema consiste, essencialmente, em encontrar a conexdo entre

os dados e a incognita” (p. 166).”Ensinar a resolver problemas é educar a vontade”

(p. 131).

2. Qual é a regra mais importante para ensinar?
“A primeira regra de ensino é saber o que se deve ensinar. A segunda, é saber um

pouco mais do que aquilo que se deve ensinar” (p. 153).

3. Que deve fazer um professor que deseja ensinar seus alunos a resolver problemas?
“(...) um professor de Matemaética devera saber algo de Matematica e (...) aquele
que desejar incutir em seus alunos a correta atitude mental para com os problemas

devera ter, ele proprio, adquirido essa atitude” (p. 153).

4. Entdo para resolver um problema ndo basta apenas saber matematica?
“Seria um engano supor que a resolucdo de problemas seja puramente uma
‘questdo intelectual’: persisténcia e emogdes desempenham, nesse caso, um papel

importante” (p. 130).

5. Como se deve comegar a resolver um problema?
“(...) precisamos (...) reunir e selecionar os itens relevantes do nosso conhecimento
que se encontram em estado latente. (...). O Ato de extrair da nossa memoria esses

elementos relevantes pode ser chamado de mobilizacdo” (p. 149).

6. Ap6s a mobilizacdo, ha algum outro passo que possa ser nitidamente distinguido?
“Precisamos combinar esses fatos isolados e a sua combinacao deve ficar bem
adaptada ao problema em questdo. (...). Essa atividade de adaptar e combinar
pode ser chamada de organizacio” (p. 149).
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7. Quais sinais de progresso podemos notar ao tentar resolver um problema?

10.

11.

12.

13.

“Avango da mobiliza¢do e da organiza¢do dos nossos conhecimentos, evolugdo da
nossa concepgdo do problema, previsdo cada vez maior dos passos que constituirdo

o argumento final” (p. 150).

. Quando os alunos estiverem progredindo na resolugdo, o que o professor deve

fazer?
“Se (...) progridem, ndo necessitam de auxilio e o professor ndo lhes deve fazer
qualquer pergunta, mas sim deixa-los trabalhar sozinhos, o que é, obviamente,

muito melhor para a sua independéncia” (p. 184).

. E se eles ndo estiverem fazendo progresso?

“O professor deve (...) tentar encontrar alguma questdo adequada ou sugestdes
que possam auxiliar os alunos, quando estes ndo conseguirem ir adiante, porque

af ha o risco de que o estudante se canse e abandone o problema (...)” (p. 184).

Como seria essa questdo adequada?

“(...) o professor poderd comegar pela variagdo dos dados do problema” (p. 182).

A variac¢do do problema pode nos ajudar a suportar a falta de progresso?
“(...) se deixarmos de progredir, a atencdo vacila, o interesse definha e surge o risco
da perda total do problema. Para escapar deste risco, temos de nos propor uma nova

indagagio sobre o problema” (p. 182).

E possivel mostrar como se faz isso aos alunos?
“O professor pode mostrar a deriva¢do de novos problemas a partir de um outro
que acaba de ser resolvido e, assim fazendo, despertar a curiosidade de seus

alunos” (p. 76).

E quando o meu progresso fica bloqueado, nenhuma ideia me ocorre e comego a
me cansar?

“Qualquer questdo que tenha possibilidade de mostrar um novo aspecto do pro-
blema serd bem-vinda; ela poderd reconquistar o interesse e, assim, manter-nos a

trabalhar e a pensar” (p. 184).
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Qual a importancia psicoldgica de se variar o problema?
“Nao podemos esperar resolver um problema sério sem uma concentragdo in-
tensa. Mas facilmente cansamos se concentramos intensamente a atengdo num

mesmo ponto. Para manté-la viva, o objeto (...) deve variar continuamente” (p. 182).

O que é um raciocinio heuristico?
“E aquele que ndo se considera final e rigoroso, mas apenas provisoério e plausivel,

e que tem por objetivo descobrir a solugdo do problema que se apresenta” (p. 152).

O raciocinio heuristico é baseado em algum outro processo?

“Muitas vezes o raciocinio heuristico é baseado na indugdo ou na analogia” (p. 152).

H4 alguma precaucdo quanto ao uso do raciocinio heurfstico no ensino?
“O raciocinio heuristico vale por si préprio. O que é mau é confundi-lo com a
demonstracdo rigorosa. Pior ainda é fazer passar um raciocinio heuristico por uma

demonstracdo rigorosa” (p. 152).

O que pretende a Heuristica? Quais sdo os seus objetos de estudo?

“Uma espécie razodvel de heuristica ndo poderd almejar regras infaliveis, mas sim
tentar o estudo de processos mentais (operagdes, passos, lances) especificos, que
contribuam para a solugdo de problemas” (p. 153).

Por fim, uma tltima pergunta, o que é mestria?
“A aplicagdo de uma regra com naturalidade, com discernimento, observando os
casos aos quais ela é aplicavel e sem jamais deixar o enunciado da regra obscurecer

o objetivo da acdo ou as oportunidades da situacdo, é mestria” (p. 129).
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CONCLUSAO

O trabalho focou na utilizagdo das operagdes mentais de generalizagdo, particula-
rizagdo e analogia na perspectiva de Pdlya sobre a resolugdo de problemas. Através dos
conceitos e aplicagdes abordados, pudemos obter um melhor entendimento da teoria de
Resolucado de Problemas de Pélya.

Vimos que foi tentando entender como os matemaéticos encontravam seus resulta-
dos, que Pélya publicou muitos trabalhos relacionados a resolugdo de problemas.

E o trabalho com problemas, e ndo com meros exercicios, que possibilita iniciativas
mais interessantes: examinar as suas partes, fazer redugdes, introduzir problemas
auxiliares ou variar o problema.

Sdo nessas variagdes do problema que situam-se a generalizagao, a particulari-
zagdo e a analogia. Ao generalizarmos figuras, propriedades, expressoes algébricas,
expressdes numéricas e padrdes (em problemas de determinagdo) e ao generalizarmos
problemas de demonstragdo através de enfraquecimentos de hipéteses, combinadas com
mudanca ou permanéncia de conclusdes, temos uma oportunidade para consolida¢do
dos conhecimentos.

A particularizagdo, além de servir para refutar enunciados genéricos precipitados,
no qual basta um tnico contra-exemplo para provar a sua falsidade, é til também
para testar formulas em casos particulares, possibilitando uma melhor compreensado do
problema (como vimos no problema das duas panquecas), e consequente sucesso na
resolucdo de um problema. A compreensdo geralmente comega com a exploragado de
casos mais simples.

Usar analogia é perceber caracteristicas comuns de objetos distintos. Através
dela, podemos descobrir um problema andlogo mais simples que pode ser usado para
resolver o problema inicial.

Na percepcdo da autora, uma licencianda em Matematica que teve seus estudos na
Educacao Basica baseados nos contetidos dos livros didéticos, nos quais houve espaco
apenas para o trabalho com exercicios, a metodologia de George Pélya surge como uma
ferramenta para o melhor desenvolvimento da habilidade de resolver problemas dos
futuros alunos.

O interesse pessoal na metodologia comegou com a experiéncia em aulas de prati-
cas ministradas pelo Prof. Dr. Silvio Sandro, onde foi possivel observar como o professor
pode trabalhar com problemas em sala de aula e como os alunos aprendem através da
execugdo do professor. Posteriormente, encontramos a dissertacdo de |Silval (2022), que
guiou a estrutura deste trabalho.

Ressaltou-se a importancia das variagdes dos problemas e da orientagdo do

professor para o progresso na resoluciao do Problema [/} durante algumas aulas de
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Toépicos Especiais em Matematica, sendo primordial a manutengdo da persisténcia e da
concentragao.

Um prosseguimento e aprofundamento dos temas tratados neste trabalho é o
estudo da referéncia Poélyal (2014) que também é, segundo Pélya, uma continuac¢do do
livro A arte de resolver problemas, porém abordando tépicos de matematica do ensino
superior.
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APENDICE

Problema 13. Encontre a soma 1%+ 2+ 3%+ ...+ n* dos n primeiros naturais elevados a k € N.

Solucao:

Denotemos S = 1¥+ 25+ 3K+ ... +1*. Como (1 +n 2=124+2n+n? istoé,(1+n)>—n? =
k

1+2n, podemos escrever
2212 = 1+21
32-22 = 1422
42-32 = 1423

(1+n?-n* = 1+2n.
Somando membro a membro, temos
1+n)?-12 = n+2(1+2+3+...+n)
2n+n®> = n+2S;.
Logo,
5, = n(12+ n).

Agora iremos calcular S;. Como (1 + n)3 =1+3n+3n%+ n3, temos
(1+n)®—n®=1+3n+3n°
Assim,

2213 = 1+3.1+3.12
33-23 = 1+32+3.22
43-3% = 14334332

A+n)?-n® = 1+3n+3n
Somando membro a membro, temos

A+n)? -1 =n+31+2+3+...+n)+3(12+22+ 3% + ... +1n?).

2

Substituindo S; =1+2+3+...4ne S, =1>+22+3%+...+n’ na igualdade acima,

segue que

1
A+nP—1=n+3| D

+35,. (3.1)
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Substituindo (1 +1)% = 1+ 3n +3n? +n® acima, temos que

3nn+1
35, = 3n+3n2+n3—n—[%
2nd +6n% —3n?2+6n-3n-2n
35, =
2
21 +3n%+n
SH, = ———
6
nn+1)2n+1)
S, = 3 .

Vamos agora generalizar o procedimento acima para encontrar Si. Segue do
Bindmio de Newton que

k
(14 )1 — k] = Z (k+ 1)ni.

Assim, podemos escrever

pe B LR SO L PO (U VE Y Lt
1 2 k
gert _gket = g (K (R e, (R T
1 2 k
gt gt g (Mg (M e (R
1 2 k
A+n) =l = py lerl n+(k;1)n2+...+(kzl)nk.

Somando membro a membro, temos

(1+n)Hl -1 = n+(k-{1)(1+2+3+...+n)+(k;1)(12+22+

k+1

+32+...+n2)+...+( i

)(1k+2k+3k+...+nk).

Substituindo S =1+2+...+mn, 52:12+22+...+n2,..., Sk:1k+2k+...+n na

igualdade acima, obtemos

1+n)* 1 -1=n+ kel S1+ kel So+..+ kel Sp.
1 2 k
Lembrando que (k—;; 1) =k+1, temos
A+n)* —(1+n) = (’“{ 1)51 + (k;r 1)52 S (];f 1)5,(_1 +(k+1)Sy. 3.2)
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Sendo

k-1
k+1 k+1
( Z, )Sf:Z( Z, )Si+(k+1)5k,

i=1

gl

i=

podemos escrever (3.2) como

=

—1
1+t —(1+n) = (k JZ“ 1)si+ (k+1)Sy.

1l
—_

i

Isolado Si, obtemos finalmente

=

-1
A+n)* —(1+n)- (k+1)&

-
1l
—

S =

k+1



