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Resumo

O Teorema da Correspondéncia de Grupos ¢ um dos pilares fundamentais na teoria dos
grupos, uma area central da algebra abstrata. Este trabalho tem como objetivo princi-
pal explorar e apresentar uma compreensao detalhada do Teorema da Correspondeéncia,
abordando conceitos essenciais como homomorfismos de grupos, subgrupos normais, e
grupos quociente. Inicialmente, sao introduzidos os conceitos basicos de grupos abelianos
e nao abelianos, seguidos por uma analise aprofundada dos homomorfismos de grupos e
suas propriedades. Em seguida, o Teorema de Lagrange ¢ discutido, estabelecendo a base
para a introdugao dos subgrupos normais e dos grupos quociente. O trabalho culmina na
demonstracao e aplicacao do Teorema da Correspondéncia, destacando sua importancia
tedrica e pratica. A pesquisa foi fundamentada em uma extensa revisao bibliografica,
utilizando fontes renomadas na area de matematica. Os resultados obtidos reforcam a
relevancia do Teorema da Correspondéncia na estrutura da teoria dos grupos e sua apli-

cabilidade em diversas areas da matematica.

Palavras-chave: Teorema da Correspondéncia. Teoria dos Grupos. Homomorfismos de

Grupos. Subgrupos Normais. Grupos Quociente.
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Abstract

The Correspondence Theorem for Groups is one of the fundamental pillars in group the-
ory, a central area of abstract algebra. This paper aims to explore and present a detailed
understanding of the Correspondence Theorem, covering essential concepts such as group
homomorphisms, normal subgroups, and quotient groups. Initially, the basic concepts
of abelian and non-abelian groups are introduced, followed by an in-depth analysis of
group homomorphisms and their properties. Next, Lagrange’s Theorem is discussed, es-
tablishing the basis for the introduction of normal subgroups and quotient groups. The
paper culminates in the demonstration and application of the Correspondence Theorem,
highlighting its theoretical and practical importance. The research is based on an exten-
sive literature review, utilizing renowned sources in the field of mathematics. The results
obtained reinforce the relevance of the Correspondence Theorem in the structure of group

theory and its applicability in various areas of mathematics.

Keywords: Correspondence Theorem. Group Theory. Group Homomorphisms Normal

Subgroups. Quotient Groups.
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Introducao

A teoria dos grupos é uma area central da mateméatica moderna, com aplicacbes em
varias disciplinas, como fisica quantica, quimica e algebra abstrata. Inicialmente desen-
volvida para resolver equagoes polinomiais, a teoria dos grupos se expandiu e passou a
influenciar diversos campos cientificos. Com essa base, o estudo dos grupos nos leva a
explorar estruturas mais complexas e suas inter-relagoes.

O conceito de grupo, introduzido por Evariste Galois no infcio do século XIX, revolu-
cionou a algebra ao estabelecer uma nova perspectiva sobre a solubilidade de equagoes.
Ao longo dos anos, a teoria dos grupos se dividiu em varias subareas, cada uma com
seus proprios problemas e aplicacoes, consolidando-se como uma ferramenta essencial na
modelagem de sistemas com simetrias e na compreensao das estruturas matematicas.

Neste trabalho, focaremos especificamente no Teorema da Correspondéncia de Gru-
pos, um dos resultados mais profundos e tteis dessa teoria. Esse teorema estabelece uma
relacao entre os subgrupos de um grupo e os subgrupos de um grupo quociente, pro-
porcionando uma compreensao mais detalhada das estruturas internas dos grupos. Para
isso, comecgaremos revisando conceitos basicos, como homomorfismos, subgrupos normais
e grupos quociente, que sao fundamentais para a compreensao e aplicacao do teorema.

A relevancia do Teorema da Correspondéncia nao se limita apenas ao campo teorico,
mas também abrange diversas areas aplicadas da matematica, onde a analise da estrutura
dos grupos e suas propriedades é essencial. Através de uma andlise aprofundada e de
demonstracoes rigorosas, este trabalho busca nao sé apresentar o teorema em detalhes,

mas também explorar suas implicacoes e aplicacoes.



Capitulo 1

Grupos

A Teoria de Grupos é uma area fundamental da matematica que estuda conjuntos de
elementos que, combinados por uma operagao, seguem regras especificas. Essa teoria nos
permite entender simetrias e padroes em varias areas do conhecimento. Neste capitulo,
daremos os primeiros passos nesse estudo, apresentando defini¢oes, exemplos, teoremas e
resultados fundamentais sobre Grupos. Comecaremos discutindo a definicao e exemplos
de grupos, tanto abelianos quanto nao abelianos, antes de avancarmos para topicos mais
especificos como homomorfismos e subgrupos, que serao essenciais para a demonstragao

do Teorema da Correspondéncia de Grupos.

Definicao 1. Um grupo é um conjunto nao vazio G' com uma operacao binéria, denotada
inicialmente por (%), que satisfaz as seguintes propriedades. No entanto, para fins de
simplicidade, adotaremos a notagao multiplicativa (-) para essa operagao.

Fechamento: Para todo a,b € G, o resultado da operacao a - b também pertence a G.

Associatividade: Para todos a,b,c € G, vale
(@a-b)-c=a-(b-c)

Elemento neutro: Existe um elemento e € G tal que, para todo a € G,

Esse elemento é chamado de elemento neutro ou identidade e é usualmente denotado por



e = 1, no contexto de grupo multiplicativo, e = 0 para grupo aditivo.
Inverso: Para todo a € (G, existe um elemento b € GG tal que
a-b=e=0b-a.

Esse elemento b é chamado de elemento inverso de a e denotado por a™*.

No caso de, além das propriedades acima, a operagao do grupo satisfizer a comutatividade,
isto é,
a-b=b-a, VYa,be G,

dizemos que G é um Grupo Abeliano.

1.0.1 Exemplos de Grupos Abelianos

Exemplo 1.0.1. O conjunto Z dos nimeros inteiros, com a operagao de adigao (+), forma
um grupo abeliano. Claramente, o elemento neutro é o nimero 0 e, dado um inteiro m,

seu inverso é o inteiro —m.

Exemplo 1.0.2. Analogamente, o conjunto 27 dos ntimeros inteiros pares com a operagao

de adigao (+) herdada dos inteiros forma um grupo abeliano.

Exemplo 1.0.3. O conjunto R* dos nimeros reais nao nulos com a operacao de multi-
plicagao (-) forma um grupo abeliano. O elemento neutro é o nimero 1. Dado um real

nao nulo z, seu inverso é o real z7!.

Exemplo 1.0.4. O conjunto G = {1, —1} com a operagao de multiplicacao herdada dos

reais (-) forma um grupo abeliano.
Exemplo 1.0.5. Para cada inteiro positivo n, o conjunto
Zn, =1{0,1,...,n—1}

das classes de equivaléncia da relacao de congruéncia modulo n, com a operacao soma

definida por

Q|
+
|
I
S
+
S8



forma um grupo abeliano. O elemento neutro é 0. Dado @ € Z,, temos que seu inverso é

n—a.

Exemplo 1.0.6. Seja n um numero primo. O conjunto Z; é o conjunto dos inteiros
{1,2,...,n—1} com a operagao de multiplicagdo médulo n. Ou seja, tomamos os inteiros

de 1 a n — 1, e multiplicamos seus representantes, tomando o resto da divisao por n.

Exemplo 1.0.7. Seja n € N, o Grupo das unidades de Z,, denotado por U(Z,), é

composto por todos os elementos de Z, que admitem inverso multiplicativo. Isto é,

acU(Z,) < dbeZtalque a-b=1 (modn)

~— a-b=1.

Isto é, se a € Z, a sera elemento de U(Z,,) se, e somente se, a e n forem coprimos, isto
é, mdc(n,a) = 1. Lembre-se que a fun¢do ¢ de Euler é a fungado que para cada natural
n retornar ¢(n) o nimero de naturais menores que n e relativamente primos com n. Em

particular, temos que o nimero de elementos em U(Z,,) é precisamente ¢(n).

Agora que discutimos os grupos abelianos, que possuem a propriedade comutativa, vamos
explorar os grupos nao abelianos, onde a ordem das operagoes influencia o resultado,

trazendo estruturas e aplicagoes mais complexas.

1.0.2 Exemplos de Grupos nao Abelianos

Exemplo 1.0.8. Seja n € N e consideremos S,, o conjunto das bijecoes o : I, — I,
onde

I, ={1,2,...,n}.

Este conjunto, munido da operagao de composicao de funcgoes, forma um grupo. Obvia-
mente, o numero de elementos em S,, é n! (o nimero de permutagoes de n elementos), o
elemento neutro e é a funcao identidade. Dado o € 5,,, temos que seu inverso é a funcao
inversa de o (que existe, pois o é uma bijecao).

Seja j um elemento de I, e @ um elemento do conjunto S,. Dizemos que « fiza j se a

4



imagem de j por a é o préprio j (ou seja, a(j) = j). Por outro lado, dizemos que o move
j se a imagem de j por « é diferente de j (ou seja, a(j) # 7).

Sejam i1, 19, . . ., i, inteiros distintos entre 1 e n. Dizemos que a € S,, é um r-ciclo se
Oé(’il) = ’ig, 06(7:2) = ig, ey Oé(’l'rfl) = ir, oz(z}) = le

e « fixa os n — r elementos restantes de [,. Também dizemos que a é um ciclo de
comprimento r. Denotamos « por (i1,is,...7.). Chamamos de transposicao qualquer
2-ciclo de 5, isto é, permutacoes que s6 trocam dois niimeros de lugar.

Por exemplo, consideremos o grupo Sy, que contém todas as permutacoes possiveis de 4

elementos distintos {1,2,3,4}. O 3-ciclo (1,4, 3) é a permutacao o € Sy que satisfaz

Denotamos simplesmente por (1) = (j), j € I,, o elemento neutro de S,,.
A notacao de ciclos é vantajosa para se visualizar as permutacoes e facilitar o computo
de operagoes. Por exemplo, se temos «, 5 € S, como acima, valerd (operamos da direita

para a esquerda)

aof=(1,4,3)0(1,3,2,4) = (1)(2,3)(4) = (2,3)
enquanto

Boa=(1,3,2,4)0(1,4,3) = (1)(2,4)(3) = (2,4).

Em particular, notamos que S; é um grupo nao abeliano! em realidade, isso é verdade
para todo .S, maior ou igual a 3.
Dizemos que duas permutacoes «, § € S, sao disjuntas se todo elemento movido por «

é fixo em f3, e vice-versa. Simbolicamente: se

a(j) #j = BU) =

bt



B #£1 = a(l) = 1.

Claramente pode haver elementos j € S, tais que a(j) = j = §(j). Uma familia de
permutacoes aq, o, ..., q,, ¢ disjunta se cada par delas é disjunto. E sabido que toda

permutacao a € S, é um ciclo ou um produto de ciclos disjuntos.

Exemplo 1.0.9. Neste exemplo, destrincharemos o conjunto S3 das permutagoes de 3
elementos {1,2,3} apresentando sua tabela de multiplicagao, isto é, avaliando « o 3 para

todos a, 8 € S3. Primeiramente, notemos que na notacao de ciclos temos

Ss={(1),(1, 2),(1, 3),(2, 3),(1, 2, 3),(1, 3, 2)}.

(1)  (12) (13) (23) (123) (132)
L @) (12) (13) (23) (123) (132)
(12) | (12) (1) (132) (123) (23) (13)
(13) | (13) (123) (1) (132) (12) (23)
(23) | (23) (132) (123) (1) (13) (12)

(123) | (123) (13) (23) (12) (132) (1)
(132) | (132) (23) (12) (13) (1) (123)

Note que a tabela de multiplicacao apresentada nao ¢é simétrica em relacao a diagonal

principal.

Exemplo 1.0.10. O conjunto GLy(R) das matrizes 2 x 2 inversiveis (determinante nao
nulo) com entradas reais, sob a operacao de multiplicagdo de matrizes, forma um grupo.
O elemento neutro claramente é a matriz identidade. E dada uma matriz A € GLy(R),
temos que sua matriz inversa A~! atua como inverso de A enquanto elemento do grupo.

Note que



enquanto

e temos que o grupo é nao abeliano.

Compreendemos as distin¢oes fundamentais entre grupos abelianos e nao abelianos. Agora,
para entendermos como esses grupos se relacionam e como suas propriedades podem ser

comparadas, introduziremos o conceito de homomorfismo.

1.1 Homomorfismo de grupos

Definigao 2. Uma aplicacio ¢ de um grupo (G, -) em um grupo (G, x) é dita um homo-

morfismo se para todos a,b € G, vale

¢(a-b) = p(a) x ¢(b).

Usualmente, nao explicitamos as operagoes dos grupos e simplesmente escrevemos

¢(ab) = ¢(a)p(b).

Definicao 3. Seja f : G — G um homomorfismo de grupos. Entdo, f mapeia o elemento
neutro de G, denotado por e, para o elemento neutro de G, denotado por es. Em outras

palavras, temos a seguinte propriedade fundamental de homomorfismos:

flec) = ez

Definicao 4. Um isomorfismo é um homomorfismo que também é uma bijecao. Dizemos

que G é isomorfo a G, denotando por G = G, se existe um isomorfismo ¢ : G — G.

Exemplo 1.1.1. Seja Z o grupo dos inteiros com a operacao de adicao e seja G = 27Z.
Para o inteiro € Z, definimos ¢ por ¢(x) = 2z. Resulta de ¢(z +y) = 2(x + y) =
27 + 2y = ¢(x) + ¢(y) e concluimos que ¢ é um homomorfismo de G em G.



Exemplo 1.1.2. Seja G o grupo dos ntimeros reais nao nulos com a operacao de multi-
plicacdo, G = {1, —1}. Definimos ¢ : G — G por ¢(z) = 1 se x é positivo e ¢(z) = —1 se
x é negativo. O fato de que ¢ é um homomorfismo é equivalente as afirmagoes: positivo
vezes positivo resulta positivo, positivo vezes negativo resulta negativo, negativo vezes

negativo resulta positivo.

Exemplo 1.1.3. Seja G o grupo dos inteiros com a operacao de adicao, seja Z,, o grupo
dos inteiros com a operagao de adi¢do médulo n. Definamos ¢ por ¢(x) = T. Pode-se

verificar facilmente que ¢ ¢ um homomorfismo.

Exemplo 1.1.4. Neste exemplo, demonstraremos que os grupos G = {—1,1} e Z, sao
isomorfos. Para tal, apresentaremos um isomorfismo entre os grupos.
Consideremos os grupos G = {—1,1} e Zy = {0, 1}, ambos com operagao de multiplicagao.

Um isomorfismo entre esses grupos pode ser definida por:

0, sex=1;
1, sex=-1

Verificagcao das Propriedades do Isomorfismo:

Preservacao da Operacgao: Analisamos os casos possiveis:

Em todos os casos, a igualdade f(a-b) = f(a) + f(b) é satisfeita.

Injetividade: A funcao f é injetora, pois para cada elemento em 27 ha apenas um pre-
imagem em G. Por exemplo, se f(x) =1, entdo = sé pode ser 1 em G.
Sobrejetividade: A funcao f é sobrejetora, pois todo elemento em 2Z tem pelo menos
uma pre-imagem em (. Por exemplo, o elemento 1 em 2Z pode ter como pre-imagem 1

ou-1emd.



Entendido o papel dos homomorfismos na preservacao da estrutura dos grupos, voltamos
nossa atengao para os subgrupos. Esses subconjuntos sao fundamentais para a analise da
estrutura interna dos grupos, permitindo a decomposicao e estudo detalhado das propri-

edades dos grupos maiores.

1.2 Subgrupos

Definicao 5. Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que H é

um Subgrupo de GG, denotando por H < G, se:
i) Fechamento: para todos a,b € H, o elemento a - b também pertence a H.
ii) Elemento inverso: para todo a € H, tem-se a™' € H.

Observagao. E facil ver que se H é subgrupo de G, entao H é um grupo por si so.
Sendo assim, a tarefa de verificar que um dado conjunto é grupo, fica bem mais simples
se este conjunto pode ser visto como subconjunto de um grupo, visto que nao teriamos

que trabalhar os detalhes envolvendo associatividade, elemento neutro, etc.

Teorema 1.1. Um subconjunto S de um grupo G € subgrupo se, e somente se, 1 € S e

s,t € S implicar st~ € S.

Demonstragdo. Se s € S, entdo 1s™' =st e S, eses, t €S, entao s(t™ )t =steS.
Reciprocamente, admita que S seja subgrupo. Dados s,t € S, temos t~! € S e pelo

fechamento do produto st™' € Sel=ss"1¢€S. n

Exemplo 1.2.1. Seja H5 C Z o conjunto dos multiplos de 5, tem-se H5 < Z. De modo

geral, o conjunto dos multiplos de n, denotado por H,, é subgrupo de Z.

Exemplo 1.2.2. o grupo G = {—1, 1} pode ser considerado um subgrupo do grupo dos
reais nao nulos R* sob a operacao de multiplicacao. Basta notar que o grupo ¢é fechado
sob a operacao de multiplicagao, O nimero 1, elemento neutro da multiplicacao, pertence

ao grupo G e o seu inverso é —1.



Exemplo 1.2.3. Seja G um grupo. Entao
Z(G)={a€G:ax = xa, Vx € G}

¢ um subgrupo de G e Z(G) é denominado centro do grupo G. Além disso, Z(G) é um
subgrupo abeliano do grupo G.

De fato, dados a,b € Z(G), (ab)z = a(bx) = a(zb) = (ax)b = (va)b = x(ab), para todo
r € G. Logo, ab € Z(G) o que nos mostra que Z(G) é fechado. Tomando a € Z(G),

entdo ar = za, Vo € G. Além disso, a”!(az) = a ! (xa) = = = (a'x)a = za ' =

1 1

(e 'z)aa™! = a 'z, ou seja, za™! = a 'z, Vo € G e portanto, a”! € Z(G). E f4cil ver

que Z(G) é abeliano ja que por sua prépria composigao os seus elementos comutam.

Exemplo 1.2.4. Subgrupos de S3

Subgrupo trivial: Todo grupo possui um subgrupo trivial, que é o conjunto que contém
apenas o elemento neutro da operagao do grupo. No caso de S3, o elemento neutro é a
permutacao identidade, representada por (1) e tem ordem 1. O subgrupo trivial de S; é,

portanto,
H={(1)}.

Subgrupos de ordem 2: S3 possui trés subgrupos de ordem 2, cada um formado por
duas permutacoes que trocam dois elementos e deixam o terceiro elemento fixo. Estes

subgrupos sao:

Hy = {(12),(1)}, Hy ={(13),(1)} e Hs = {(23), (1)}.

Subgrupo de ordem 3: S3 possui um subgrupo de ordem 3, formado pelas permutacoes

que possuem um numero impar de trocas. Este subgrupo é:
H ={(123),(132), (1)}.

Exemplo 1.2.5. Considere o grupo simétrico Sy, que é o grupo de todas as permutacoes

dos numeros {1,2,3,4}. Existem quatro subgrupos de ordem 3 em S;. Cada um desses
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subgrupos é gerado por uma permutacao ciclica de trés elementos:

Hy=((123))={(1) (123) (132)}
Hy=((124)) ={(1) (124) (142)}
Hy = ((134)) ={(1) (134) (143)}
Hy=((234)) ={(1) (234) (24 3)}

Definigao 6. Seja f : G — G um homomorfismo. Definimos o niicleo de f, denotado

por N(f), como sendo o conjunto

N(f) ={a e G| f(a) =15},

isto é, o conjunto de elementos em G que sao mapeados para o elemento neutro de G por

f. Também definimos o conjunto Imagem de f, denotado por I'm(f), por meio de
Im(f) ={h€ G | h= f(a),a € G},
isto é, o conjunto dos elementos de G que sdo imagem de algum a € G por f.

Exemplo 1.2.6. Afirmamos que K = N(f) é um subgrupo de G e Im(f) é um subgrupo

de G. Para verificar que K < G, observe que se s,t € K, entdo f(s) = 1z = f(t), e assim

f(st) = f(s)f(t) = 1g,

donde concluimos o fechamento do Nicleo. Similarmente, se

lg=f1)=f(s-s ) =fls)f(sT)=1-f(s7") = f(s7)

donde s7' € K, e temos o desejado. Similarmente, mostramos que Im(f) < G.

Exemplo 1.2.7. Seja f : G — G* um homomorfismo e seja S* um subgrupo de G*,

entao
fUS) ={zeG; f(x) € 57}

é um subgrupo de G contendo o Ntcleo de f.
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Demonstragdo. Para mostrar que f~1(5*) ¢ um subgrupo de G, precisamos verificar que
ele satisfaz as condig¢oes do Teorema 1.1:

Contém o elemento identidade: Seja e o elemento identidade de G. Entao, f(e) = e*,
onde e* ¢ o elemento identidade de G*. Como e* € S*, temos que e € f~1(S*).
Fechamento sob o produto: Sejam z,y € f~'(S*). Isso significa que f(z) € S*
e f(y) € §*. Como S* é um subgrupo de G*, entdao f(z)f(y) € S*. Como f é um
homomorfismo, f(zy) = f(x)f(y). Portanto, f(xy) € S* e assim zy € f~(S*).
Fechamento sob inversos: Seja z € f~1(S*). Isso significa que f(x) € S*. Como S* é
um subgrupo de G*, entao f(z)~! € S*. Como f é um homomorfismo, f(z~') = f(z)™'.

Portanto, f(x~1) € S* e assim z~! € f~1(S5*).

Portanto, f~'(S*) é um subgrupo de G. Agora, vamos mostrar que f~(S*) contém
o Nucleo de f. O Niucleo de f é definido como N(f) = {x € G | f(z) = e*}, onde
e* ¢ o elemento identidade de G*. Queremos mostrar que N(f) C f~1(S*). Seja z €
N(f). Entao, f(x) = e*. Como S* é um subgrupo, ele contém o elemento identidade
e*. Portanto, f(z) € S* e assim x € f~(S*). Logo, N(f) C f~(S*), como querfamos

mostrar. O

Definicao 7. Se G é um grupo e a € GG, entao o subgrupo ciclico gerado por a, denotado
por (a), é o conjunto de todas as poténcias inteiras de a (ou miltiplos de a, se for um

grupo aditivo). Mais precisamente, temos:

(a) ={a™ [ m € Z}
se a operacao de G for multiplicativa, e

(a) ={m-a|meZ}

se a operagao for aditiva. Um grupo G é chamado ciclico se existe um elemento a € G

tal que G = (a); ou seja, G consiste em todas as poténcias (ou multiplos) de a.

Observacao: E evidente que (a) é, de fato, um subgrupo de G. Observe que elementos

diferentes podem gerar o mesmo subgrupo ciclico. Por exemplo, (a) = (a™!).
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Definicao 8. Se G é um grupo e a € GG, entao a ordem de a é o nimero de elementos em

(a). Denotamos por |{a)|.

Defini¢ao 9. Se G é um grupo e a € G, entao a ordem de a é |{a)|, que representa o

numero de elementos no subgrupo ciclico gerado por a.

No exemplo 1.2.1, temos Hs = (5) e H, = (n). No exemplo 1.2.2, o elemento —1 gera
todos os elementos no grupo G = {—1, 1} = (—1), tornando-se seu gerador. Por outro
lado, no exemplo 1.2.3, o centro (Z(G)) de um grupo G geralmente ndo tem um inico
gerador para todos os seus elementos, dependendo das propriedades especificas do grupo.

No exemplo 1.2.4 todos subgrupos que apresentamos sao ciclicos, exceto Ss.

Exemplo 1.2.8. Consideremos o grupo U(Zs) das unidades de Zg (ver exemplos 1.0.7),
que é composto pelos elementos 1, 3, 5 e 7. Observe que todos elementos deste grupo

tem ordem 2. Portanto, trata-se de um grupo nao ciclico. Ja no caso do grupo U(Z;) das

unidades de Zs, temos U(Zs) = (2).

Exemplo 1.2.9. Considerando o grupo aditivo Zg = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, vamos
analisar dois subgrupos ciclicos especificos:
Subgrupo ciclico gerado por 2: Comecando com o gerador 2, aplicamos a operacio

aditiva do grupo Z;o repetidamente obtemos

<3> = {07 37 67 9a 27 57 87 1, 4, 7} - Zl()-
De modo geral, Z, = (@) se, e somente se, (a,n) = 1.

Uma vez definidos e exemplificados os subgrupos, estamos prontos para explorar o Teo-
rema de Lagrange. Este teorema proporciona uma importante conexao entre a ordem de

um grupo e seus subgrupos.
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1.3 O Teorema de Lagrange

Defini¢ao 10. A ordem de G, denotada por |G|, é definida como o nimero de elementos

distintos em G. Ou seja, |G| é a cardinalidade do conjunto G.

Definicao 11. Se S é um subgrupo de GG e se t € (G, entao uma classe lateral a direita

de S em G é um subconjunto de GG da forma
St ={st:se S}

(Uma classe lateral a esquerda é tS = {ts : s € S}.) Chamamos ¢ de um representante

de St (e também de t.5).

Exemplo 1.3.1. Seja G o grupo aditivo Z dos numeros inteiros, seja S o conjunto de
todos os multiplos de um inteiro n (S = (n), subgrupo ciclico gerado por n), e seja a € Z.

Entao, a classe lateral a esquerda de S com representante a é
a+S={a+qn:qeZy={ke€Z:k=a (modn)},

isto é, a classe lateral a esquerda a + (n) é precisamente a classe de congruéncia a de a

(mod n).

Exemplo 1.3.2. Seja G = S3 e seja H = (1) = {1, 7}, onde 7 = (1 2). As classes laterais

A direita de H em G sio:

H={1,7}; H123)={(123),(23)};H(132)={(132),(13)}.
As classes laterais & esquerda de H em G sdo:

H={l,7}; (123)H={(123),(13)}(132)H=1{(132),(23)}.

Observamos que elementos distintos podem ser representantes de uma mesma classe la-

teral. Por exemplo, temos que
H(123) = {(123),(23)} = H(2,3).
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De modo geral, temos que se S < G e a,b € G, entao
Sa=S8b < ab '€ S.

Além disso, temos que as classes laterais de S particionam o grupo G em “pacotes”
disjuntos e de mesma cardinalidade. Denotamos por [G : S| o nimero de classes laterais

de S e chamamos de indice de S em . Em particular, vale o seguinte teorema.

Teorema 1.2 (Lagrange). Se G é um grupo finito e S é um subgrupo de G, entao |S)|

divide |G| e |G : S| = %

Como aplicacao direta do Teorema de Lagrange, obtemos o seguinte resultado, devido a

Euler, que é uma generalizacao do Pequeno Teorema de Fermat.

Teorema 1.3. Seja n um inteiro positivo e a um inteiro qualquer que seja relativamente

primo com n. Entdo, a sequinte congruéncia € vdlida (ver exemplo 1.0.7):
a®™ =1 (mod n)

Demonstracao. Pelo Teorema de Lagrange, se G é um grupo finito e a é um elemento
de G, entdo a ordem de @ divide a ordem de G. Portanto, temos que al®! = 1 para
todo a em G. Considere o grupo U(Z,) das unidades de Z,, que consiste em todas as
classes de congruéncia modulo n com representantes primos relativos a n. Pelo teorema
de Lagrange, a ordem de um elemento @ € U(Z,,) divide a ordem de U(Z,), que ¢ igual
a ¢(n). Portanto, temos que a®™ = 1 para todo @ em U(Z,). Finalmente, no caso
do enunciado, temos que a ¢ relativamente primo com n, isto é, @ € U(Z,). Portanto,

a®™ =1 (mod n), como querfamos demonstrar. ]

Com o Teorema de Lagrange, entendemos a relagao entre a ordem de um grupo e seus
subgrupos. A partir dessa base, avancamos para o estudo dos subgrupos normais e grupos
quociente, conceitos que desempenham um papel central no Teorema da Correspondéncia

de Grupos.
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1.4 Subgrupos Normais e Grupo Quociente

A nocao de subgrupo normal surge da necessidade de definir quocientes no contexto de
grupos. Quando queremos “reduzir’parte da estrutura de um grupo G, formamos o
quociente G/N, onde N é um subgrupo de G. No entanto, para que essa construcao seja
valida, é necessario garantir que a operacao de GG se mantenha bem definida no quociente.
Isso leva a condigao de normalidade: um subgrupo N de G é considerado normal quando
ele é “preservado”em relacao a conjugacao por elementos de GG, ou seja, para todo g € G
e h € N, temos ghg~' € N. Esse comportamento garante que os elementos do quociente

G/N formam um grupo bem definido, preservando a estrutura algébrica do grupo original.

Definigao 12. Um subgrupo N é dito um subgrupo normal (ou invariante) de G se
para todo g € G e h € N, ghg™! € N. Isto é, para todo g € G, tem-se gNg~! C N.

Denotamos por N <1 G.
Exemplo 1.4.1. Todo subgrupo de um grupo abeliano é normal.
Lema 1. N € subgrupo normal de G se, e somente se, gNg~* = N para todo g € G

Demonstragdo. Se gNg=' = N para todo g € G, é facil ver que gNg~! C N. Logo N é
normal em G. Suponhamos agora que N seja normal em G, desta forma como g7'!Ng C N

para todo g € G. Consequentemente
N =g(g~'Ng)g~' CgNg™*
para todo g € GG. Decorre disto que
gNg™' C N CgNg™'

e temos o desejado. O]
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Observagao: Note que se o subgrupo N é normal em G, toda classe lateral a

direita de N é também classe lateral a esquerda de N. Com efeito
gNg ' =N < gN = Ngy.

Sendo assim, no contexto de subgrupos normais, falaremos apenas em classe late-

ral, sem informar o lado.

Exemplo 1.4.2. O Nicleo K de um homomorfismo f : G — H é um subgrupo normal:
se a € K, entao f(a) = 1;se g € G, entdo f(gag™") = f(9)f(a)f(g)™" = f(9)f(g)™" =1,
e, portanto, gag~! € K. Logo, gKg~! C K paratodo g € G, e, portanto, K <iG. Por outro

lado, veremos mais tarde que todo subgrupo normal é o nicleo de algum homomorfismo.

Exemplo 1.4.3 (Subgrupos de indice 2). Se um subgrupo N de G tem indice 2, entao
N é normal em G. De fato, seja g € G. Se g € N, claramente vale gNg~* = N. Admita
g ¢ G, entao as classes laterais a direita de N s@ao N e Ng e as lasses laterais a esquerda

de N sao N e gN. Portanto, vale
gN =Ng < gNg'=N
e temos que N é normal em G.

Exemplo 1.4.4. Considere o grupo simétrico Ss, (ver exemplo 1.2.4) que é o grupo de
todas as permutagdes do conjunto {1 2 3}. Ele tem ordem |S;] = 6, pois existem 6
maneiras diferentes de arranjar os 3 elementos.

Vamos examinar o subgrupo H = {(1 2 3) (1 3 2) (1)}. Esse subgrupo ¢ formado pelas
permutacoes que possuem um nimero impar de trocas.

O indice de H em S5 pode ser calculado usando o Teorema de Lagrange:

1S5 6
CH) =28 22 29
155 : H] |H| ~ 3

Como o indice de H é 2, podemos concluir que H é um subgrupo normal de Sj.
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Exemplo 1.4.5. Considere o grupo simétrico S;. O subconjunto
K={1)(12)(34) (13)(24) (14)(23)}

de S, formado por todas as permutacoes que sao produtos de duas transposicoes disjuntas

¢ um subgrupo normal.

A ideia é: considere

(X, = {12}{34), X» = {1324}, X3 ={14}{23}}

Note que se ¢ € S, e “aplicamos” ¢ aos X;, estaremos efetuando uma permutacao nos
X/s. Claramente, todo ¢ € K seria equivalente a identidade. Sendo assim, podemos

visualizar um homomorfismo entre Sy e S3 com Nucleo K, donde temos o resultado.
Exemplo 1.4.6. Se S e T sao subgrupos de G e se um deles é normal, entao
ST={g€qG; g=st, s€S, teT}

¢ subgrupo de G. Utilizaremos o Teorema 1.1 para concluir o desejado. Naturalmente,

tem-se 1 € ST. Suponha que T' <1 G. Se sty e sqoty € ST, entao

(Sltl)(Sth)_l = sltltz_lsz_l
= 31(32_132)751752_132_1
= 8182_1t3

= (s15; ' )tz € ST,

onde t3 = sy(t1t;")s; " € T porque T <1 G. Logo, ST é subgrupo.

Seja N <1 G um subgrupo normal e sejam a,b € GG. Note que

NaNb = Na(a"'Na)b (porque N é normal)

= N(aa ")Nab= NNab = Nab (porque N < G).
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Isto é, no caso de N ser normal, podemos definir uma operacao fechada no conjunto das
classes laterais de N. E fdcil ver que tal operacao é associativa. Além disso, N atua

1

como elemento neutro e dada a classe lateral Na, temos que Na™" atua como inverso

multiplicativo de N,. Acabamos de provar o seguinte teorema.

Teorema 1.4. Se N <G, entao o conjunto das classes laterais de N, munido da opera¢ao
NaNb= Nab

forma um grupo chamado grupo quociente de G por N e denotado por G/N. Natural-

mente, a ordem do grupo quociente € o indice de N em G.
O seguinte corolario segue imediatamente.

Corolério 1.4.1. Se N < G, entao a funcio v : G — G /N definida por v(a) = Na é

um homomorfismo sobrejetor com Nicleo N.

Observacao: A funcao v acima é usualmente chamada de aplicacao natural.

Exemplo 1.4.7. A construcao do grupo quociente é uma generalizacao da construgao de
Z,, a partir de Z. Lembre-se que, se n é um inteiro fixo, entao @, a classe de congruéncia
de a (mod n), é a classe lateral a + (n). Como Z é abeliano, (n) <Z, e o grupo quociente
Z/{n) possui elementos que sao todos classes laterais a 4+ (n), onde a € Z, e a operagao
é definida por (a + (n)) + (b+ (n)) = a + b+ (n); em notagao de classes de congruéncia,
@+ b = a+b. Portanto, o grupo quociente Z/(n) é isomorfo a Z,, o grupo de inteiros
modulo n. Devido a este exemplo, um grupo quociente arbitrario G/N é frequentemente

chamado de G mdédulo N.

Exemplo 1.4.8. Considere o grupo de permutagoes S5 e o subgrupo H = {(123), (132),(1)}.
O conjunto quociente S3/H é formado pelas classes laterais de H em S;. Como H tem 3
elementos e S; tem 6 elementos, existem apenas duas classes laterais, portanto, o conjunto
quociente S3/H tem dois elementos.

Denotaremos as classes laterais como H e gH, onde g é um elemento de S5 que nao esta
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em H. Assim, podemos montar uma tabela de multiplicacdo para o grupo quociente

Sg/HI

o | H g¢gH
H | H gH
gH |gH H

Com a apresentacao dos conceitos de grupos, homomorfismos e subgrupos, estabelecemos
a base tedrica necessaria para explorar topicos mais avancados na teoria de grupos. No
proximo capitulo, nos aprofundaremos nos teoremas de isomorfismo, que sao fundamentais

para entender as relacoes entre diferentes grupos.
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Capitulo 2

Teoremas de isomorfismo de grupos

e Teorema da correspondéncia

Neste capitulo, exploraremos os teoremas de isomorfismo de grupos, que fornecem fer-
ramentas poderosas para identificar e classificar grupos. Estes teoremas mostram como
os grupos podem ser ‘mapeados’ uns nos outros de forma que preservem sua estrutura
interna, facilitando a analise das suas propriedades.

Para iniciar, vamos considerar o Primeiro Teorema do Isomorfismo, que estabelece uma
relacao direta entre um grupo, seu quociente por um subgrupo normal e a imagem de um

homomorfismo.

Teorema 2.1 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Seja f: G — H um homomorfismo

com Nicleo K. Entao, K é um subgrupo normal de G e G/K = Imf.

Demonstragao. Ja vimos que K <1 G (Exemplo 1.4.2). Definimos ¢ : G/K — H por

p(Ka) = f(a).

Para verificar que ¢ é bem definida, suponhamos que Ka = Kb; isto é, ab~! € K. Entao

1 = f(ab™) = f(a)f(b)7}, o que implica f(a) = f(b). Logo, ¢(Ka) = ¢(Kb), como

desejado. Agora ¢ é um homomorfismo:

p(KaKb) = p(Kab) = f(ab) = f(a) f(5) = p(Ka)p(KD).
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E evidente que im(p) = im(f). Finalmente, demonstraremos que ¢ é uma injegao. Se
o(Ka) = ¢(Kb), entao f(a) = f(b); consequentemente, f(ab™') =1, ab™! € K e Ka =
Kb (note que ¢ ser injetiva é o inverso de ¢ ser bem definida). Mostramos que ¢ é um

isomorfismo. 0

Disso decorre que nao ha diferenca significativa entre um grupo quociente e uma imagem
homomorfa.
Se v: G — G/K é a aplicagao natural, entdo o seguinte “diagrama comutativo” (isto é,

f = ¢ ow) com sobrejegao v e injecao ¢ descreve o teorema:

Figura 2.1: Diagrama Comutativo do Primeiro Teorema do Isomorfismo

E facil descrever ¢! - im(f) — G/K: se x € im(f), entdo existe a € G tal que f(a) = x,

1

e o !(x) = Ka. Claramente, temos que ¢! é bem definida; isto é, se f(b) = x, entdo

Ka = Kb.

Exemplo 2.0.1. Como aplicacao do primeiro teorema do isomorfismo, mostraremos que
quaisquer dois grupos ciclicos de mesma ordem sao isomorfos. Sejam G = (g) e H = (h)
grupos ciclicos de ordem n. Suponha que G e H possuem ordem n. Definimos um
homomorfismo f : Z — G por f(k) = g*. Note que f é uma sobrejecdo com N(f) =
(n). O primeiro teorema do isomorfismo garante que Z/(n) = G. De maneira similar,
Z/{n) = H, e entao G = H. Em particular, como Z/(n) = Z,, concluimos que todo

grupo ciclico de ordem n é isomorfo a Z,.

Suponha que S < H < G sejam subgrupos com S < G. Entao S < H e o quociente H/S
estd definido; é o subgrupo de G/S consistindo de todos as classes Sh com h € H. Em

particular, se S <1 G e T é qualquer subgrupo de G, entao S < ST < G (veja exemplo
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1.4.6) e ST/S é o subgrupo de G/S consistindo de todos as classes Sst, onde st € ST.
Como Sst = St, segue que ST /T consiste precisamente de todas as classes de S tendo
um representante em 7.

Tendo estabelecido as bases com o Primeiro Teorema do Isomorfismo, que relaciona grupos
quocientes e imagens de homomorfismos, seguimos agora para o Segundo Teorema do
Isomorfismo, que aprofunda nossa compreensao das relagoes entre subgrupos normais e

quocientes.

Teorema 2.2 (Segundo Teorema do Isomorfismo). Sejam N e T subgrupos de G com N

normal. Entdo, NNT € normal em T e T/(NNT)= NT/N.

Demonstragao. Seja v : G — G /N a aplicagao natural, e seja v/ = v|r, a restrigao de
v aT. Como v é um homomorfismo cujo nicleo é N N7, o Teorema 2.1 garante que
NNT AT eT/(NNT)=Im(V). Note que Im(/') é apenas a familia de todas aquelas

classes laterais de N que possuem um representante em 1. Portanto, como vimos no

paragrafo anterior, Im (/) consiste em todas as classes laterais em NT'/N. O
NT
N T
NNT

Figura 2.2: Diagrama Mnemonico do Segundo Teorema do Isomorfismo

Exemplo 2.0.2. Sejam n, m numeros naturais e denotemos por d e [ o maximo divisor
comum e o minimo multiplo comum de m e n, respectivamente. Consideremos G = 7Z,
N =nZeT = mZ. Como estamos trabalhando com um grupo aditivo, Denotamos N +T

em vez de NT. Sabemos que o mdc d é a menor combinacao linear inteira positiva de
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m,n. Em particular

N+ T =nZ+ mZ
= {mz +ny; v,y € Z}
= dZ

Por outro lado, temos que
NNT ={s€Z; nls e m|s} =1Z
Como aplicacao do segundo teorema do isomorfismo, concluimos que vale
dZ/nZ = mZ]lZ

Com o Segundo Teorema do Isomorfismo, vimos como subgrupos normais e seus quocientes
se relacionam. Agora, exploraremos o Terceiro Teorema do Isomorfismo, que nos permite

compreender melhor as relagoes entre diferentes niveis de subgrupos dentro de um grupo.

Teorema 2.3 (Terceiro Teorema do Isomorfismo). Sejam K < H < G, onde K e H sdo

subgrupos normais de G. Entao H/K €é um subgrupo normal de G/K e
(G/K)/(H/K) = G/H.

Demonstracao. Mais uma vez, deixamos o Primeiro Teorema do Isomorfismo fazer o tra-
balho pesado. Definimos f : G/K — G/H por f(Ka) = Ha (esta func¢ao é bem definida
porque K < H). Claramente f é uma sobrejecao com nicleo H/K e o resultado segue

imediatamente do primeiro teorema do isomorfismo. O

Imagine tentar provar o Terceiro Teorema do Isomorfismo diretamente. Os elementos de
(G/K)/(H/K) sao classes laterais cujos representantes sao, por sua vez, classes laterais
em G/K. Aplicaremos o terceiro teorema do isomorfismo na demonstracao do Teorema
da Correspondéncia.

Ap6s explorar os trés teoremas de isomorfismo, chegamos ao Teorema da Correspondéncia.
Este teorema sintetiza muitas das ideias abordadas até agora, oferecendo uma poderosa

ferramenta para entender as inter-relagoes entre subgrupos e seus quocientes.
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Teorema 2.4 (Teorema da Correspondéncia). Seja K <G ev: G — G/K a aplicagio
natural. Entio S — v(S) = S/K é uma bije¢io entre a familia de todos os subgrupos S

de G que contém K e a familia de todos os subgrupos de G/ K.
Além disso, se denotamos S/K por S*, entéao:
i) T < S se e somente se T* < S*, e entdo [S: T| = [S*: T";
ii) T'< S se e somente se T* <1 .S*, e entao S/T = S*/T*.

Demonstra¢ao. Mostramos primeiro que S +— S/K é uma injegao: se S e T sao subgrupos
contendo K, ese S/K =T/K, entdao S = T'. Para ver isso, seja s € S; como S/K =T/K,
existe t € T com Ks = Kt. Logo, s = kt para algum k € K < T es € T. A inclusao
inversa é provada de forma semelhante. Para ver que a correspondéncia S — S/K é
uma sobrejegdo, devemos mostrar que se A < G/K, entao existe um subgrupo S de
G contendo K com A = S/K. Pelo exemplo 1.2.7, S = v71(A) é um subgrupo de G
contendo K; além disso, o fato de v ser uma sobrejecao (Se f: X — X* é uma fungao
e A C X* entdao f(f71(A)) C A; se f é uma sobrejegao, entdo f(f~1(A)) = A.) implica
que S/K =v(S) =vv1(A) = A.
E claro que se K < T < S, entdao T/K < S/K. Para provar que [S : T| = [S* : T*], basta
mostrar que existe uma bijecao da familia de todos as classes da forma T's, onde s € S,
para a familia de todas as classes T*s*, onde s* € S5*. E facil verificar que «, definida por
a:Ts— T*v(s), é tal bijecao. (Se G ¢ finito, entdo podemos provar [S : T] = [S* : T
da seguinte maneira:

[S7: T7] = [S™]/[T7| = |5/ K|/|T/ K]

— (SV/IK/(TI/ K1) = |SI/|T] =[S : 7],

Se T'<1.S, entdo o terceiro teorema do isomorfismo d4 T/K <1S/K e (S/K)/(T/K) = S/T;
isto é, T*<15* e S*/T* =2 S/T. Resta mostrar que se T* <1.5*, entao T'<1.S. O leitor pode
verificar que 7' = N pwvg : S +— S*/T*, onde vg = v|S e p : S* — S*/T* é o mapeamento
natural.

Um diagrama mnemonico para este teorema é:
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S/K = S*
// NS
T/K =T*

N

Figura 2.3: Diagrama Mnemonico do Teorema da Correspondéncia

]

Exemplo 2.0.3. Seja G um grupo com um subgrupo normal N de ordem 5, tal que
G/N é isomorfo ao grupo simétrico Sy de 4 simbolos. Prove que |G| = 120, G possui um
subgrupo normal de ordem 20, e exatamente 4 subgrupos de ordem 15, nenhum dos quais

é normal em G.

Demonstragao. Observe que |Sy| = 4! = 24. Logo, |G/N| = 24. Entéo, pelo teorema de
Lagrange, |G/N| =[G : N] e assim |G| = |G/N| - |N| =24 -5 = 120.

Agora, considere o subgrupo (ver Exemplo 1.4.5)
K ={(1),(1, 2, 4),(1, 3)2 4).(1, 92, 3)} <S4 = G/N.

Entao K <G/N, |K| =4, ¢ [G/N : K] = 6 (novamente pelo teorema de Lagrange). Logo,
pelo teorema da correspondéncia, K corresponde a um subgrupo normal H <1 G tal que
|G : H] = 6, e consequentemente (pelo teorema de Lagrange) |H| = 120/6 = 20.

Finalmente, como G/N = S e S, possui quatro subgrupos de ordem 3 (ver exemplo

1.2.5)
(1,2, 3)),((1, 2, 4)),((2, 3, 4)),{(1, 3, 4)),
nenhum dos quais é normal em Sy, o resultado desejado segue pela aplicacao do teorema

da correspondéncia.
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Ajustando a estrutura para o Diagrama Mnemonico do Teorema da Correspondéncia:

G
/ G/N = S,

N

H/N = K
\1/

Figura 2.4: Diagrama Mnemonico do Teorema da Correspondéncia

Neste diagrama, G é o grupo total, H é o subgrupo normal de ordem 20, N é o subgrupo
normal de ordem 5, e {1} é o subgrupo trivial. No quociente, temos G/K, H/K, N/K e

{1}/ K correspondendo aos respectivos subgrupos quocientes. 0
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Conclusao

Concluimos que o Teorema da Correspondéncia de Grupos nao apenas simplifica a anélise
da estrutura dos grupos, mas também oferece uma poderosa ferramenta para explorar no-
vas relagOes entre grupos e seus quocientes. Com essa compreensao, finalizamos nosso
estudo detalhado dos principais conceitos da teoria dos grupos, com destaque para o
Teorema da Correspondéncia, que se mostrou um resultado central e de grande aplicabi-

lidade.
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