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Resumo

Este trabalho aborda as equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) de segunda ordem,
com énfase em suas aplicacoes em sistemas fisicos, como o sistema massa-mola e circui-
tos elétricos RLC. Inicialmente, sdo discutidos os métodos de resolucdo dessas equagdes,
tanto para sistemas homogéneos quanto nao homogéneos, com a apresentacao das solugoes
gerais e particulares. No caso do sistema massa-mola, a equagao diferencial descreve o mo-
vimento oscilatorio, levando em conta forgas como atrito e a forga restauradora da mola. Ja
no circuito LRC, as EDOs modelam o comportamento de corrente e carga no circuito, influ-
enciadas por resisténcia, indutincia e capacitancia. O estudo explora como esses modelos
mateméaticos sao essenciais para entender e prever o comportamento dindmico desses siste-
mas, enfatizando suas aplicacoes em engenharia e fisica. A anélise evidencia a importancia
das EDOs de segunda ordem na descricdo de fenémenos de oscilagdo e amortecimento,

fornecendo uma base sélida para o entendimento de sistemas reais.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem; Sistema Massa
Mola, Circuito RLC.



Abstract

This work addresses second-order ordinary differential equations (ODEs), with an
emphasis on their applications in physical systems such as the mass-spring system and
electrical RLC circuits. Initially, the methods for solving these equations are discussed,
both for homogeneous and non-homogeneous systems, with the presentation of general
and particular solutions. In the case of the mass-spring system, the differential equation
describes oscillatory motion, taking into account forces such as friction and the restoring
force of the spring. As for the LRC circuit, ODEs model the behavior of current and charge
in the circuit, influenced by resistance, inductance, and capacitance. The study explores
how these mathematical models are essential for understanding and predicting the dyna-
mic behavior of these systems, emphasizing their applications in engineering and physics.
The analysis highlights the importance of second-order ODEs in describing phenomena of

oscillation and damping, providing a solid foundation for understanding real systems.

Keywords: Second-order ordinary differential equations (ODEs); Mass-spring system; LRC

circuit.
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1 Introducao

A histéria das equagoes diferenciais é rica e multifacetada, refletindo a evolugao do
pensamento matemaético e cientifico ao longo dos séculos. As equagoes diferenciais surgiram
como uma ferramenta para descrever e entender fendémenos naturais, sendo desenvolvidas
paralelamente ao progresso da fisica, astronomia, e outras ciéncias (Cengel; III, 2014;
Oliveira et al., |1997).

René Descartes (1596-1650), embora nao tenha desenvolvido explicitamente as equa-
coes diferenciais, introduziu a geometria analitica, que mais tarde forneceu uma base para
expressar curvas e superficies por meio de equagoes, facilitando a formulacao de problemas
diferenciais. Pierre de Fermat (1607-1665) desenvolveu métodos que seriam fundamentais
para o calculo diferencial, como o principio de Fermat na 6ptica. Isaac Newton (1642-1727)
e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) sao, ambos, creditados pelo o desenvolvimento
do calculo diferencial e integral no final do século XVII. Newton utilizou o calculo para
formular as leis do movimento e da gravitagdao universal, introduzindo equagoes diferenciais
para descrever a dinamica dos corpos. Leibniz, por sua vez, desenvolveu uma notacao for-
mal para derivadas e integrais, que ainda é usada hoje. Jean-Baptiste le Rond d’Alembert
(1717-1783) contribuiu significativamente com o trabalho em equagoes diferenciais parciais,
especialmente em problemas de dindmica e vibracgoes, como a equagao da onda. Leonhard
Euler (1707-1783) foi um dos matematicos mais prolificos na historia das equagoes dife-
renciais. Ele formalizou muitas das ideias em torno de equacoes diferenciais ordinérias
e parciais, desenvolvendo métodos de solucao e aplicando-as a problemas em mecanica,
hidraulica e astronomia. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) desenvolveu a mecénica ana-
litica, onde as equagoes diferenciais desempenham um papel central. Sua reformulagao das
leis de Newton em termos de coordenadas generalizadas e as equagoes de Lagrange sao
fundamentais em muitas areas da fisica (Boyer; Merzbach| 2019).

O século XIX é marcado pela formalizagao e surgimento novas areas de aplicagoes
dessas equagoes. Sophie Germain (1776-1831) trabalhou em problemas de elasticidade e
contribuiu para o desenvolvimento de equagoes diferenciais em superficies elésticas. Carl
Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) e Niels Henrik Abel (1802-1829) contribuiram para a
teoria das equacoes diferenciais, especialmente em relagdo as integrais elipticas e ao es-
tudo de equagdes diferenciais de ordem superior. Bernhard Riemann (1826-1866) e Karl
Weierstrass (1815-1897) desenvolveram a teoria das fungoes complexas, que estao intima-
mente ligadas as equagdes diferenciais. A formulagao de equacoes diferenciais parciais em
superficies complexas tornou-se um campo importante.

A expansao e abstragao dessa teoria surge no século XX. David Hilbert (1862-1943)
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trabalhou em equagoes diferenciais integrais e problemas de valores de contorno, formu-
lando problemas fundamentais que impulsionaram a analise moderna. Andrei Kolmogorov
(1903-1987) trabalhou em equagdes diferenciais estocasticas, que generalizam as equagoes
diferenciais classicas para incluir a aleatoriedade, sendo fundamentais para a teoria das
probabilidades e processos estocasticos. Lars Ahlfors (1907-1996) contribuiu para a teoria
das equagoes diferenciais parciais e a geometria diferencial, trabalhando em toépicos que
conectam anélise complexa e topologia.

A historia das equagoes diferenciais é marcada por contribuigbes de muitos mate-
méticos ao longo dos séculos, refletindo o desenvolvimento continuo da matematica como
ferramenta essencial para descrever o mundo natural. As equacées diferenciais continuam a
ser uma area central da pesquisa matemaética, com aplicacoes em quase todos os campos da
ciéncia e da engenharia (Boyer; Merzbach| [2019). Com o advento da computagao, o estudo
das equagoes diferenciais evoluiu para incluir métodos numéricos e algoritmos computa-
cionais para resolver problemas que antes eram intrativeis analiticamente. As equacoes
diferenciais de ordem superior (maior ou igual a dois) sdo vitais para a modelagem e com-
preensao de sistemas complexos em uma ampla gama de disciplinas. Elas fornecem uma
visao mais profunda do comportamento dos sistemas din&micos, permitem solugdes mais
precisas e detalhadas, e sao fundamentais para a inovagao e avango em ciéncia, engenharia
e tecnologia.

Para abordarmos sobre os métodos de resolucao de equagoes diferenciais ordinarias
usamos majoritariamente os livros (Zill, 2016) e (Boyce; DiPrima, 2010). No Capitulo
1 trataremos sobre as equagoes difereciais de primeira ordem. No Capitulo 2 abordamos
as de segunda ordem. No Capitulo 3 apresentaremos algumas aplicagbes seguidas pelas

conclusoes.



2 Preliminares

As Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) sao frequentemente usadas para mode-
lar sistemas dindmicos em uma ampla gama de campos, como fisica, engenharia, biologia
e economia. Uma EDO é uma equagao que envolve uma fungao desconhecida de uma
variavel independente e suas derivadas em relacao a essa variavel.

A ordem de uma EDO é determinada pelo grau mais alto da derivada presente na
equacao. Por exemplo, uma EDO de primeira ordem envolve apenas a fun¢ao desconhecida
e sua primeira derivada, enquanto uma EDO de segunda ordem envolve a fungao desco-
nhecida e suas duas primeiras derivadas (Zill, 2016]). Resolver uma EDO envolve encontrar
uma fungéo que satisfaca a equagao diferencial dada, geralmente sujeita a certas condicoes
iniciais ou de contorno.

Denotaremos por I C R um intervalo aberto ou uma reuniao de intervalos abertos
e y: I — R uma funcao que possua todas as suas derivadas, a menos que seja indicado o
contrario. Denotaremos por: .

y"(z) = ng'
T

Poderiamos considerar uma EDO de ordem n como uma equagao do tipo

Fty.y.y", ....y") =0,

no entanto isso poderia gerar ambiguidades como o proximo exmplo mostra. A equacio
(y")* —y = 0 da origem a duas equagdes: y” = \/y e y’ = —,/y. Por isso uma EDO de

ordem n, na sua forma mais geral seréd dada por

Y = f(t,y, 9y, (2.1)

Podemos também classificar uma EDO quanto a sua linearidade. Dizemos que a
EDO (2.1 é linear se a fungdo f é linear nas variaveis y,3/,...,4" . Se f nao é linear,

dizemos que a EDO é nao-linear. Por exemplo:
1. ¢ + 2ty = 0 ¢ linear.
2. 9" + 3y = 0 ¢é linear.
3. ¥" + (y')® = 0 nao & linear.

4. y" +yy' = 0 nao ¢ linear.
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A forma mais geral que temos para uma EDO linear de ordem n é dada por
an(O)y" + an_ 1Oy + ..+ a1 ()Y + ao(t)y = g(t).

Definigao 1. Uma solugao da EDO (2.1) no intervalo I = (a, ) é uma funcao
y = ¢(t) tal que ¢, ¢", ..., " existem e satisfazem:

para todo ¢t em 1.
Exemplo 2.1. Considere
1. ¢(t) = e7* & solucao de y = —ky.

2. ¢1(t) = sen(t) e ¢a(t) = cos(t) sao solugoes de y" +y = 0.

2.1 Equacoes lineares de primeira ordem

As equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) de primeira ordem sao fundamentais
tanto em teoria quanto em aplicagao pratica, desempenhando um papel crucial em diversas
areas da ciéncia, engenharia e outras disciplinas. Elas sao usadas para modelar sistemas
que dependem de uma tnica varidvel e sua taxa de variacao. Por exemplo, a equagao que
descreve a taxa de crescimento populacional, a lei de resfriamento de Newton, ou a taxa
de decaimento radioativo.

Em fisica a velocidade como derivada da posi¢cao em relagao ao tempo é um exemplo
classico dessas equagOes. Além disso, a dindmica de circuitos elétricos simples, como o
circuito RC (resistor-capacitor), também é governada por uma EDO de primeira ordem.
Em quimica aparecem na cinética de reagoes. Na biologia aparecem em modelos de cres-
cimento populacional, como o modelo de crescimento logistico. Podem ainda ser usadas
para modelar a dindmica de precos e taxas de juros em certos contextos econémicos. Em
engenharia, particularmente na teoria de controle, EDOs de primeira ordem sao usadas
para modelar sistemas de resposta de primeira ordem, que sao sistemas que respondem a
um impulso ou entrada de forma proporcional e com um tempo de resposta linear. Mui-
tas vezes, as EDOs de primeira ordem sao resolvidas numericamente quando uma solugao
analitica ndo é possivel. Métodos numéricos, como o método de FEuler e Runge-Kutta, sao
amplamente aplicados a EDOs de primeira ordem e servem como base para algoritmos
mais complexos. Em sistemas dinamicos, as EDOs de primeira ordem sao frequentemente
usadas para identificar e analisar pontos de equilibrio, que sdo fundamentais para compre-
ender o comportamento de longo prazo de um sistema, incluindo estabilidade e transi¢oes

de fase.
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Comparadas com equagoes de ordem superior as equagoes diferenciais ordinarias
(EDOs) de primeira ordem sao geralmente mais simples de resolver analiticamente. Méto-
dos como separacgao de variaveis, fator integrante e variagao de pardmetros sao diretamente
aplicaveis. O entendimento das EDOs de primeira ordem é essencial antes de avangarmos
para equacoes de ordem superior. Muitas vezes, sistemas complexos podem ser analisados
por meio da decomposicao em equacoes de primeira ordem, especialmente na forma de
sistemas de equagoes.

A expressao geral de uma EDO de primeira ordem é

Y+ p(t)y = q(t). (2.2)

Onde p(t) e q(t) sao fungdes conhecidas e continuas em um intervalo I = («, 3).

Um problema de valor inicial (PVI) é um tipo de problema em equagoes diferenciais
onde, além da equacao diferecial, sao fornecidos valores especificos para a funcdo desco-
nhecida (ou suas derivadas) em um ponto particular. O objetivo é encontrar uma solugao
para a equagao diferencial que satisfaca essas condic¢Oes iniciais. Abaixo apresentamos a

forma geral de um problema de valor inicial de primeira ordem.

Y +p(t)y = q(t)
y(to) = o,

(2.3)

Antes de apresentar a solugdo geral do PVI, abordaremos iniciamente um exem-
plo onde consideramos ¢(t) = 0 em ({2.2), equagoes diferenciais ordinarias desse tipo sao

chamadas homogéneas. Observe o problema de valor inicial a seguir.
Exemplo 2.2. Encontre a solugao do PVI:
/ 1, _
y + §y =0
y(0) = 1.

Demonstracao. Apresentaremos a seguir dois modelos de solugbes. Solugao 1: Basta
separar as variaveis da equacgao
Vo Lyl = —L b oo y(t) = 2ees
g - _ n = —— C = Tee 2.
y 2 =73 4
Podemos escrever a solugao geral como y(t) = ke 5. E usando a condicao inicial temos

k = 1. Logo a solugao do PVI é y(t) = e 2. Solucao 2: Vamos multiplicar a equagao



18

. . t
acima por um fator integrante e2. Logo temos:

1 1
[y/ + Qy} e =0 = y'e% + ie%y =0= [ye%]' =0= ye% =k=y(t) = ke 3.

O

Podemos aplicar a mesma forma de resolucao da segunda solucao anterior para re-
solver o PVI 1} com ¢(t) = 0. Considere P(t) = ftto p(s)ds. P(t) é uma primitiva de

p(t). Multiplicamos a equagao pelo fator intgrante P logo obtemos

YO 4 pt)el Wy =0 = ("Dy) = 0= y(t) = yoe~ Jrg (s

2.2 Equacoes lineares de primeira ordem nao homo-
géneas

O mesmo procedimento visto na secao anterior seré usado para resolver os PVI’s da

forma geral (2.3)).

Y +p(t)y = q(t)
y(to) = yo,

Da mesma forma como anteriormente vamos considerar P(t) = fti p(s)ds e multipli-

caremos a equacdo pelo fator integrante e’ () para obter:

t
(" Oy) = q(1)e"® = y() = 7O [ [ atseras + yo] -

to

Logo a solucao sera dada por

t t s
y(t) =e” Jro p(s)ds [/ q(s)efto p(z)dz ;o + yo} )

to

Exemplo 2.3. Encontre a solugao do seguinte problema de valor inicial:

y + 2y = te
y(1) = 0.

Demonstracao. Observe que
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t s t s t 1
/ q(s)efto Pl)degg 4 Yo = / se 25eli 240 g 4 0 = / se 2ds = e*2§(t2 —1).
to 1 1

Logo temos que a solucao final é dada por:

1 1
y(t) — 672t+2€72§(t2 _ 1) — eth <2 . 2> ]

2.3 Equacgoes de primeira ordem nao-lineares

2.3.1 Teorema de existéncia e unicidade

Teorema 2.4. (Ezisténcia e Unicidade para EDO’s lineares de 1° ordem) Se p e q sao
continuas em I = (a, ) que contem ty, entao existe uma unica fungao y = ¢(t) que
satisfaz:

Yy +pt)y=q(t), Vtel

o (to) = yo-
onde yo € uma constante fixada.

Demonstragao. Veja (Sotomayor, |1979). O

Exemplo 2.5. Encontre o intervalo maximo de definicdo da solugao de

ty + 2y = 4t?
y(1) = 2.

Demonstragao. A EDO pode ser escrita como 3y’ + %y = 4t. Nesse caso p(t) = % esté
definida e ¢é continua para todo t € R* e ¢(t) esta definida e é continua para todo t € R.
Logo o intervalo maximal de definigdo da solugdo que contém a condigéo inicial tg = 1 é
I =(0,+00).

Vamos resolver a EDO acima. Para isso seja P(t) = [ Q%dt = [nt? uma primitiva de

p(t). Logo e’® =2 A solucdo geral é dada por

y(t) = e [ / q(t)e"Ddt + K} .

ou seja
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Na figura abaixo apresentamos o grafico tomando a constante K = 1. Observe
entretanto que a solucao que satisfaz a condicao inicial estd definida apenas para t €
(0, 400).

100 |- N

80 a

60 | A

40 - N

—10 -3 0 5 10

Exemplo 2.6. Considere o seguinte PVI

y =312
y(0) = 0.

Demonstracao. A equacgao fica

e a famfilia

¢ uma familia de solugoes para a EDO. Para cada ¢ > 0, considere as fungoes ¢. dadas por

(t—c)3, set>c
Pe(t) =

0, set<c

e considere ainda p(t) = 0. Observe que todas as ¢. e ¢ satisfazem o PVI acima, logo esse

é um exemplo em que nao temos unicidades de solugoes. O

Definigao 2.7. (Veja (Lima, [2004))) Uma fungao f : X — R chama-se lipschitziana quando
existe uma constante k > 0 (chamada constante de Lipschitz da fungao f tal que |f(x) —

f(w)] < klz — y| sejam quais foem z,y € X. A fim de que: f: X — R seja lipschitziana é
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necessario r suficiente que o quociente [f(y) — f(z)]/(x —y) seja limitado, isto é, que exista
uma constante k£ > 0 tal que z,y € X,z # y = |f(y) — f(z)|/ly — x| > k. Toda fungao
lipschitziana f : X — R ¢ uniformemente continua: dado € > 0, tome-se 6 = ¢/k Entao
rye X, |lzx—yl <d=|fly)— flx)] <klz—y| <k.e/k=¢€ Se f: R — R éum polindomio
de grau 1, isto é, f(z) = ax + b, com a # 0, entao f é lipschitziana com constante k = |a|
pois |f(y) — £(x)| = lay — b— (az + b)| = [al.ly — |

Teorema 2.8. (Existéncia e Unicidade para EDO de 1° ordem nao-lineares) Seja f =
f(t,y) continua e lipschitziana em relagao a varidvel y no conjunto Q@ = I, X By, onde
In={t:|t—to|<a} e Bp={y:|y—yo| <b}. Sel|f| <M em Q entao existe uma inica

solucdo de

/
= f(t,
y' = fty) (2.3)
y(to) = o,
em I, onde a = min{a, &}
Demonstrac¢ao. Veja (Sotomayor, |1979)). O

Observagao 2.9. Se f e % forem continuas em §2, entdo as hipoteses do teorema l}

sao satisfeitas e portanto temos o mesmo resultado.

Observagao 2.10. No exemplo anterior temos que f(t,y) = 3/y? e dai % = 3%/@

nao estd definida numa vizinhanga de yo = 0. Concluimos que nao se aplica ao teorema

a qual

naquele exemplo.

2.3.2 Equacgoes de Variaveis Separaveis

Considere a seguinte definigao

Defini¢ao 2.11. Uma equacgao 3y’ = f(t,y) é chamada separavel se for possivel escrevé-la

como
y/ _ _M(t)
N(y)
Nesse caso a equagao fica
dy
M(t) + N(y)ﬂ =0. (2.4)

A resolugdo de equagao separavel da-se na seguinte forma: Sejam H; e Hs duas
primitivas de M e N respectivamente, isto é, %Hl (t) = M(t) e d%Hg(y) = N(y). Nesse
caso a equacgao ([2.4) escreve-se
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d d dy —  d B
£H1(t) + @HQ(y)E =0= dt[Hl(t) + Ha(y)] =0,

portanto a solugao geral de (2.4)) ¢ dada implicitamente pela equagao

Hy(t) + Haly) = K. (2.5)
Exemplo 2.12. Resolva o PVI

dy _ 3x%44x42
de 2y—2

y(0) = —1.

Demonstracio. Nesse exemplo temos que M(x) = —(3z2 + 42 +2) e N(y) = (2y — 2),
logo as primitivas de M e N sdao Hy(z) = —2® — 22% — 2z e Ha(y) = y* — 2y. Portanto, de
acordo com a equacao (2.5)), a solucdo é —z3 — 222 —2x+y? — 2y = c. E usando a condicio

inicial y(0) = —1 temos que ¢ = 3. Logo a solucao é dada implicitamente pela equagao

—2® —22% — 2z +y* — 2y = 3.

Em geral nao é possivel ir além, no entanto como esse exemplo trata de uma equagao

do segundo grau na variavel y é possivel resolver encontrando

y(z) =14 Va3 + 222 + 22 + 4,

e usando novamente a condigao inicial chegamos na solucao explicita

y(z) =1 — /a3 + 222 + 22 + 4.

2.3.3 Equagoes Exatas

Analisaremos o problema, sobre resolver a seguinte equagao:
2z + y? + 2zyy’ = 0.

A equagao acima nao é linear e também nao é separivel. No entanto se tomarmos a fungao

F(x,y) = 22 + 292, entdo temos que %—I; =2r+y%e %—5 = 2zy entao podemos escrever a
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equagao do problema como

9 5 2 9 . 2, dy
— — =0.
8x(x +xy”) + 8y(:): +ay )da;
E pela Regra da Cadeia temos que
d
%(‘IQ + ‘ryz) = 0)

ou seja, z2 + 2y? = ¢ onde ¢ é uma constante arbitraria, é uma expressao implicita para a

solugao do problema.

Definigao 2.13. Uma equacao diferencial

M{(z,y) + Nz, y)j—i —0 (2.6)

¢ dito exata se existe uma funcdo F'(z,y) que satisfaz ‘g—i =M(z,y) e %—I; = N(z,y).

Para resolver uma equacao exata, basta procedermos como no exemplo anterior.

Usando o fato que %—5 =M(z,y) e %—Z = N(z,y), a equagao fica:

OF OF  dy d

= _— - - F
0 x(w,y)+ay(w,y)dx T (z,y)

e portanto a solugao geral é dada implicitamente pela equacao F'(x,y) = ¢. Observe que
os graficos estao contidos nas curvas de nivel da funcao F'

Precisamos agora de um resultado que nos diga quando que uma equagao do tipo

M (z.y) +N(3:,y)d—y =0

dx
¢ exata ou nao, isto é, como saber se existe uma fungao F(x,y) tal que ’?d—l; = M(z,y) e
oF
oy = N(@,9).
; 8 L 8 ceoli 5 — 9OF — OF ao11]
De agora em diante usaremos a seguinte notagao F, = oz © F, = oy - O seguinte

teorema nos permite descobri quando uma equagao do tipo (2.6 ¢ exata.

Teorema 2.14. Sejam M, N, M, e N, fungoes continuas no retdngulo o < z < 3 e
v <y <d. Entao a equagao M (z,y) + N (z, y)% =0 é uma equacgao diferencial exata se,

e somente se, My(x,y) = Ng(z,y) em todos os pontos (x,y) do retangulo.
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Demonstrag¢ao. (=) Suponha que M (z,y) + N(x, y)% = 0 é exata e vamos mostrar que
M, = N,. Como a equagao ¢ exata, existe uma funcao F' tal que F, = M e Fy, = N, dai
My = F,y e N, = Fy,. Como por hipétese M, e N, sao continuas, isto &, Fy, e Fy, sao
continuas, entao pelo Teorema de Schwartz temos que F, = Fy,, portanto, M, = N,.
(<) Suponha que M, = N, e vamos provar que existe uma fungao F' tal que F, = M

e I, = N. Integrando M em relagao a x obtemos

F(z,y) = [/ M(w,y)dx] + h(y)

onde h é uma funcao arbitraria que depende somente de y. Derivando em relagao a y

obtemos

@mwzi/M@mm+mw=/%@mm+mm

Fazendo agora F,, = N temos

W) = Nay) — [ My, )do.

O segundo membro na equagao acima, apesar da aparéncia, depende apenas de vy,

pois se derivarmos em relagao & x obtemos

Nx(x7y) - My(.%', y)

que por hipotese é zero. Logo, apds uma integracao em relacao a y obtemos h. Portanto

F(z,y) = /M(z,y)dm+/ {N(m,y) —/My(:v,y)da:} dy.
O

Observe que a demonstragao acima consiste, na realidade, em um método de resolver

equacoes diferenciais exatas.

Exemplo 2.15. Resolva a equagao diferencial

(52 + 2213) + (32%y?)y’ = 0.

Demonstragao. De acordo com o teorema ({2.3)), visto anteriormente, temos que M (z,y) =
5% + 22y3 e N(x,y) = 32%y?. Calculando M, e N, temos: My (z,y) = 6xy* e Ny(z,y) =

62y, logo, de acordo com o teorema anterior a equacio é exata. Como na demonstracao,
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primeiro vamos integrar M com relagao a x obtendo

F(z,y) = /(5904 + 22y%)dx + h(y) = 2° + 2%y + h(y).

agora derivando em relacao a y

Fy(z,y) = 32°y* + K (),

igualando a N(z,y) = 3z2y? temos que h'(y) = 0, ou seja h(y) = k e portanto as solucdes

sao dadas implicitamente por F'(z,y) = ¢, isto é,

2® + 2y =c

Exemplo 2.16. Resolva a equacao diferencial
(ycosz + 2xe?) + (senx + 2%e¥ — 1)y’ =0

Demonstracao. Observe que My(x,y) = Ny(x,y) = cosx + 2xeY, logo a equagao é exata.

Integrando M com relagao a « obtemos

F(x,y) = ysenz + x2e¢¥ + h(y).

Derivando em relacao a y, obtemos

Fy(z,y) = senx + 2%e¥ + 1 (y).
igualando a N (z,y) temos que h'(y) = —1, ou seja h(y) = —y + k e portanto as solugoes

sao dadas implicitamente por F'(z,y) = ¢, isto é,

ysenz + x2e¥ —y =c.

Exemplo 2.17. Resolva a equagao diferencial

(3zy + y?) + (2% + zy)y’ = 0.

Demonstracao. Temos que My(z,y) = 3z + 2y e Ny(z,y) = 22 +y. Como M, # N,
entdo a equagdo ndo é exata. Apesar disso, vamos tentar aplicar nosso método asim

mesmo. Integrando M em relacao a x obtemos
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2
x
F(z,y) = Y + 2y + h(y).

Derivando em relacao a y, obtemos

322 ,
Fy(z,y) = -t 2xy + ' (y)

e igualando a N(zx,y) temos que

2
h(y) = —— —xy,
() 5~ %Y
ou seja, h nao depende apenas de ¥, logo é impossivel resolver a equac¢ao com esse método.

O

2.3.4 Fatores integrantes

A técnica do fator integrante ja foi usado quando estudamos EDO’s livres do tipo
v + p(t)y = q(t). Naquela oportunidade, consideramos P(t) como uma primitiva de p(t)

P(t).

e multiplicamos a equacao pelo fator integrante e Dessa forma, o primeiro membro

torna-se a derivada de ye”’®. Muitas vezes temos uma equacao da forma

Mz, y) + N(w,y)% —0 @2.7)

que nao é exata, mas se multiplicarmos por uma fungao u(z,y), a equagao

wz,y)M(x,y) + p(z, y)N (=, y)% =0 (2.8)

pode se tornar exata.
Pelo Teorema ([2.14) a Equacao (2.8) é exata se (uM), = (uN);. Como M e N sao
dados, temos que encontrar u que satisfaz p, M + pM, = N + Ny, isto é

My — Npig + (My — Ny)p =0 (2.9)

A Equacao (2.9) é uma EDP de primeira ordem que eventualmente pode ter mais de
uma soluc¢do. Basta que tenhamos uma solugao para a EDP e nesse caso a equacao (2.7))

quando multiplicada por essa solugao torna-se exata e dai pode ser resolvida. Geralmente
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a equagao ([2.9) é tao dificil quanto a equagao (2.7). Na pratica s6 podem ser encontrados

em casos especiais. Um desses casos ¢ quando p depende apenas de z. Nesse caso ji, = 0

e a equagao (2.9)) fica

M, — N,

—Npy + (My — Ny =0= pip = N

78 (2.10)
Se w for uma funcao que depende apenas de z, entao existe um fator integrante p
que s6 depende de x, além disso u pode ser encontrado pela resolucao da equagao linear
(2.10)).

Exemplo 2.18. Vimos acima que

(3zy +y3) + (2® + 2y)y =0

Nao ¢ exata, pois M, # N;. Observe que M, =3z +2y, N, =2z +ye N = 2 + xy.

Logo
My—N, z+y 1

N 2242y oz

A equagao linear (2.10)) fica

e uma solugao é p(x) = x. Observe ainda que ao multiplicarmos a equagao original por x
ela se transforma em

(32%y + xy?) + (23 + 2%y)y’ =0,
a qual é exata pois (%(3.%‘2y +ay?) = 8%(303 + 22y). Seguindo-se o método de resolucao de

equagoes exatas temos:

$2 y2

F(z,y) = 2’y + 5

+h(y). (2.11)

e derivando (2.11)) em relaco a y e igualando com (23 + z2y) temos
h'(y) =0= h(y) = k.

Portanto a solucao é dada implicitamente por
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E importante observar que o fator integrante nao é tnico, o fator

1

w(z,y) = m

poderia também ser usado para o exemplo anterior. Podemos usar um procedimento

semelhante para encontrar um fator integrante que dependa somente de y. Se pu depende

N. —
somente de y entdao pu, = 0, E se %, depende apenas de y, entao a equagao (2.9))

transforma na equacao linear
I Ny — My L
M )

a qual pode ser resolvida facilmente como no caso anterior.

I

2.3.5 Equacoes nao-lineares Homogéneas

O conceito de homogeneidade aparece em mais de um contexto no contetdo das

equacoes diferenciais. Como ja estudado, um EDO linear de ordem n tem a forma

an(2)y™ + a1 (2)y + ao(z)y = q(=).

Uma EDO linear, como a anterior, ¢ homogénea se ¢(z) = 0. No caso das nao-lineares

a definigao é diferente.

Defini¢ao 2.19. Uma equagao da forma y' = f(z,y) é homogénea sempre que a fungio
f nao depender de x ou de y separadamente, mas somente da respectiva razao % Assim

a equagao homogénea sempre tem a forma

r=r(2)
T
Uma outra forma de verificar se a equagao y' = f (x,y) é homogénea ¢é testando se
f(tz,ty) = f(x,y) para todo t.

Exemplo 2.20. Note que:

(i) v = 1124;# = ()% 4+ 2(%) ¢ homogeénea.

(i) ¢ =lnz —Iny + i—fz =In(z/y) + }J_rzﬁ é homogénea

(i) ¢ = yg;# =y(¥)? + 2(%) nao ¢ homogeénea.
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Para resolver uma equacao homogénea 3’ = F(¥£) faremos uma mudanca de variaveis

i ) 3 — : = dy dv .
do tipo v = £, ou seja, y = zv. Derivando em relagiao a x obtemos ;2 = v + x>, ou seja,

dv dv F(v)—v 1 1
F(v) = — = — = dv = —dz.
(v) v+$dx$da; x :>F(v)—v v

A equagao acima é de variaveis separaveis e podemos resolvé-la encontrando v = v(z).

Exemplo 2.21. Resolva % = Yoy (4)2 +2(Y).

T

Considere F(v) = v? + 2v, logo

1 1 1 1

Fv)—v  wv(v+1)

v v+l

E uma primitiva de F(Ul)iv é lnv — In(v + 1), por outro lado uma primitiva de % é
Inz. Logo a solugao da EDO separével é

ln< Y )zlncx,
v+1

vy g
v+1  (y/z)+1 y+a

Resolvendo em y obtemos a solugao:

ou seja,

Cr =




3 Equacoes lineares de Segunda

Ordem

As equacoes diferenciais de segunda ordem sdo fundamentais em varias areas da
ciéncia e da engenharia, com uma importancia particular pelos seguintes motivos: elas
frequentemente surgem na modelagem de sistemas dindmicos. Por exemplo, a equacgao
de movimento de Newton (F' = ma) para um objeto em uma dimensao ¢ uma equagao
diferencial de segunda ordem. Também aparecem na andlise de circuitos elétricos, onde
as equacgoes diferenciais de segunda ordem podem descrever a corrente em circuitos com
componentes como resistores, capacitores e indutores. Muitos sistemas fisicos que envol-
vem oscilagoes (como péndulos, molas, ou circuitos RLC) sao modelados por equagoes
diferenciais de segunda ordem. Isso inclui, por exemplo, a equacao harmonica simples, que
descreve a vibracao de uma mola ou as oscilacbes de um circuito. A equagdo da onda,
que descreve a propagacao de ondas em meios como ar, d4gua ou em cordas vibrantes, é
uma equagao diferencial de segunda ordem. Isso inclui tanto ondas actsticas quanto ondas
eletromagnéticas. A equacdo do calor, que descreve a distribuicdo de temperatura ao longo
do tempo em um corpo, também é uma equacao diferencial de segunda ordem. Em fisica
tedrica, as equagoes de Maxwell, que governam o eletromagnetismo, podem ser reduzidas
a equagoes diferenciais de segunda ordem em certos contextos. Além disso, a equagao de
campo de Einstein na relatividade geral, que descreve a gravidade, também é uma equagao
diferencial de segunda ordem. As solucoes dessas equacOes permitem prever o compor-
tamento dos sistemas em estudo, sendo essenciais para o desenvolvimento de tecnologias,
como o design de estruturas mecénicas, analise de sistemas de controle, telecomunicacoes,
entre outros.

A forma geral de uma equagao linear de segunda ordem é

Y+ p(@)y + q(x)y = g(z). (3.1)

Vamos nos limitar nos casos onde p, g e g sdo fungoes continuas num intervalo /. Se
uma equagao de segunda ordem y” = f(x,y,y’) ndo possui a forma geral da equagao linear
de segunda ordem como descrita em , entao é denominada nao linear.

Um problema de valor inicial(PVI) de segunda ordem ¢é constituido por uma
equacao da forma geral e um par de condigdes iniciais da forma y(zo) = yo e y(zo) =

20-
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Y + @)y +q(x)y = g()
y(wo) = Yo
y'(x0) = 20

Defini¢ao 3.1. A equagao linear de segunda ordem 3" + p(x)y’ + q(z)y = g(z) é chamada

homogénea se g(r) = 0, caso contrario ¢ chamada nao-homogénea.

3.1 Equacoes Lineares Homogéneas

Vamos considerar inicialmente os coeficientes constantes, ou seja, considere a seguinte

equagao

ay” + by +cy =0, (3.2)

onde a, b e ¢ sdo constantes.

rT

Vamos procurar uma solugao y = y(z) da forma y(x) = €', onde r precisa ser

determinado. Nesse caso temos que y/(z) = re™ e y” = r2e¢"®. Substituindo na equacio
temos
(ar® + br + ¢)e"™ = 0. (3.3)
Como €' # ( para todo x, temos que
ar? +br+c¢=0 (3.4)

Definicdo 3.2. A equacdo ar? 4 br + ¢ = 0 é chamada equacdo caracteristica da equacio

diferencial ay” + by’ + cy = 0.

Observe que se rg é raiz de , entao y(x) = €% & solucao da equagao diferencial
. Supondo que a equagdo caracteristica possua duas raizes reais e distintas,
isto ¢, b> — 4ac > 0. Sejam r; e 7y raizes da equacdo (3.4). Portanto, para todo par de
constantes c] e ¢z, temos que y = c1e™% + coe™* é solugao de , pois

1T

y = cirie™® 4 corge™?”

Y = c1rie™T 4 corae™?,
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logo

ay” + by + cy = ci(arf +bri + ¢)e" " + ca(ar + bry + ¢)e"** = 0.

Se tivermos condigoes iniciais

y(@o) = yo
/
Y (w0) = 20
entao podemos montar um sistema:
c1€"%0 4 e =y —C172€ %0 — coroe”? 0 = —royy
=
c171€"10 4 coreeT0 = 2 171170 4 coreeT0 = 2z

entao

Z20 — T2Y0 e—hl‘o

12
c1(ry —12)e 0 = 29 — royp = ¢1 =
T —T2

e substituindo na outra equagao temos

20 — T1Y0 o= T200
T2 =T

Cy =

e com isso temos a solugao do PVI.
Exemplo 3.3. Encontre a solugao do problema de valor inicial
y" +5y' +6y=0

y(0) =2
y'(0) =3

Demonstracdo. Primeiramente temos que resolver a equagao caracteristica

r? +5r 46 =0,
a qual possui raizes r; = —2 e ro, = —3. Logo a solugao geral da equacgao é
y(z) = cre”* 4 coe ™37,
A condicgao inicial (0) = 2 fornece ¢1 + c2 = 2 e como 3 (z) = —2c1e 2% — 3coe 3%, temos

que a condigao inicial y'(0) = 3 fornece —2¢; — 3¢y = 3. Resolvendo o sistema linear
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c1+co=2
—261 — 362 =3
encontramos ¢; = 9 e co = —7. Portanto a solugao do PVI é

y(z) = 972" — 7737,

O
Exemplo 3.4. Encontre a para que a solugao do problema de valor inicial
y' —y —2y=0
y(0) = a
y'(0) =2
tenda para 0 quando z — +o0.
Demonstracio. A equacio caracteristica 2 —r — 2 = 0 possui rafzes 11 = 2 e 19 = —1,

logo a solugao geral da EDO ¢é dada por

y(x) = c1€?® + cpe 7.

As condigoes iniciais levam ao sistema linear

c1+c =«

261—62:2

o qual possui solugao c¢; = 2‘%‘3‘ eco= % Logo, a solucao do PVI é
- 24+« o 200 — 2 =z
y(z) = ( 3 > e’ + < 3 > e "

Quando x — 400, temos %e*m — 0 e e?® — 400. Portanto, a tnica chance para que

y(z) = 0 quando x — +o00 é que

o= —2.
O

Vamos introduzir agora a nogao de operador diferencial. Considere C?(I) o con-
junto das funcoes de classe C? definidas em I, isto é, das funcdes que sdo duas vezes
diferencidveis e a segunda derivada ¢ continua. Obviamente C?(I) é um espago vetorial,
pois f1, f2 € C%2(I) e A € R, entdo f1 + fo € C%(I) e A\ f1 € C(I).
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Dada uma equagao diferencial linear de segunda ordem da forma (3.1]), chamamos a

transformagao linear
L:C*(I) — CI) (3.5)

Definida por L(¢)(x) = ¢" (x)+p(z)¢'(x)+q(z)¢(z) de operador diferencial associado
a equagao diferencial . Podemos observar que as solugoes de é equivalente a
encontrar o niicleo de . Posteriormente vamos provar que o nticleo desse operador tem
dimensao 2, ou seja, existe um conjunto formado por duas solugoes (base) tal que todas as

outras solugoes da equacao sao combinacoes lineares dessas duas.

Teorema 3.5. (Existéncia e Unicidade para EDO’s de 2° ordem lineares) Dado um pro-

blema de valor inicial
y' +p(@)y +q(@)y = g(x)
y(wo) = yo,
Y'(z0) = 20
onde p, q e g sao continuas num intervalo aberto I, com xg € I, entdo existe uuma unica
solug¢ao do PVI, y = ¢(x), a qual estd definida para todos os pontos de I.
Demonstrag¢ao. Veja (Sotomayor, |1979)). O

Teorema 3.6. Se y; e ya sao solugoes da equacao Lly] = y" + p(x)y + q(x)y = 0, entdo

toda combinagao linear y = c1y1 + caya também € solugao.
Demonstragao. Por hipotese temos L]yi] = 0 e Ly2] = 0. Dai
Llciyr + caye] = [eryn + cayo]” + p(@) [c1y1 + caya] + gleryn + cayo] =
= a1y +p(@)y) + a(@)yi] + colyz + p(2)ys + a(@)ye] =
= c1L[y1] + c2L[y2] = 0.
O

Definigao 3.7. Sejam y; e y2 solugdes da equagao diferencial y” + p(x)y’ + q(x)y = 0.

Definimos o Wronskiano das solugoes y; e ys o seguinte determinante

W (z) = = y1(2)ya(x) — y2 ()9 (o).

yi(z) (@) ‘
TACIEAC)

Teorema 3.8. Sejam y; e ys solugoes da equagao y” +p(z)y' + q(x)y = 0. Se W(xg) # 0,
onde xg € o ponto onde se fizam as condigoes iniciais y(xg) = yo e y'(xo) = 20, entdo
existe uma escolha das constantes c1 e co para o qual y = c1y1 + cay2 € solucao da EDO e

satisfaz as condigoes iniciais.
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Demonstracao. Ja sabemos que qualquer combinacgao linear da forma y = c1y1 + coys €

solugao da EDO. Substituindo as condigoes iniciais temos o sistema

c1y1(wo) + c2y2(wo) = yo
c1yy(wo) + cays(wo) = 20

e resolvendo-o pela regra de Cramer temos
Yo Ya(zo)
20 Ya(wo)
yi(zo)  y2(xo)

/

Y1 (z0)  ya(wo)

Ccl = ‘e Cy =

O

Teorema 3.9. Sejam y; e ya solugoes da equagao y” + p(x)y' + q(x)y = 0. Se existe um
ponto xq tal que W (xzg) # 0, entdao a familia de solugoes y = cry1 + cayo inclui todas as
solugdes da EDO.

Demonstracao. Dada ¢ uma solucao qualquer da EDO, temos que mostrar que existem ¢y
e cg tais que ¢ = c1y1 + coy2. Seja xp um ponto onde W(xy) # 0. Calculemos ¢ e ¢’ nesse

ponto e chamemos de yg e zg respectivamente, isto é,

Yo = P(z0)
20 = ¢ (20).

Vamos considerar o problema de valor inicial

y' +p(x)y +q(x)y =0
y(zo) = Yo, (3.6)

Y (z0) = 20

Claramente ¢ é solucao de (3.6). Como W (zg) # 0, pelo teorema (3.8)), existe uma escolha
das constantes c¢; e ¢y para que y = c1y1 + cay2 seja solucao de (3.6). De acordo com o

Teorema de Existéncia e Unicidade, temos que ¢(x) = c1y1(x) + coya(x) para todo z. O

Observagao 3.10. Em outras palavras, o teorema anterior afirma que se y; e yo sao
solugdes tais que o nao se anula em um ponto, entdo o conjunto {y1,y2} gera o nicleo do
operador diferencial L definido anteriormente em , ou seja, gera o espaco de solugoes
da EDO. Portanto, de acordo com o teorema anterior, se existe um ponto onde o nao se

anula, entao o espago de solugoes tem dimensao no méaximo dois.

Vamos relacionar agora o com a dependéncia linear.
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Definigao 3.11. Duas fungoes f e g sao linearmente dependentes (LD) em [ se existem
constantes kj e kg ndo simultaneamente nulas tais que k1 f(x)+kof(x) = 0 para todo z € I.

As fungoes f e g sdo linearmentes independentes (LI) se ndo sao LD.

Teorema 3.12. Se f e g sao fungdes derivdveis em I e xg € I € tal que W(f, g)(zo) # 0,

entdo f e g sdo LI em I.

Demonstragao. Suponhamos que ki f(z) + keg(z) =0V z € I, logo derivando em relacao

a T obtemos o seguinte sistema linear:

k1 f(xo) + kag(zo) =0
k1f'(zo) + kag'(z0) = 0

Observe que a matriz dos coeficientes desse sistema linear homogéneo é exatamente
W(f,g)(zo), o qual é ndo nulo. Isso implica que a tnica solugdo do sistema linear é
k1 = ko = 0. Portanto f e g sdo LI em I. O

Observagao 3.13. Agora usando os teoremas e , se existe um ponto onde o
de duas solugoes nao se anula, entao essas duas solucées formam uma base para o espaco
de solugoes. Resta apenas demonstrar que para qualquer equagao linear homogénea de
segunda ordem é possivel escolher duas solugoes tal que o em um determinado ponto é nao
nulo, neste caso sempre o espaco de solugoes tem dimensao dois, isso serd demonstrado no

proximo teorema.

Definigcao 3.14. Se duas solugoes da EDO y; e y2 sao tais que existe um ponto xg € I tal
que W (y1,y2)(xo) # 0, entao dizemos que {y1,y2} formam um conjunto fundamental
de solugoes. Nesse caso, y(z) = c1y1(z) + coy2(x) é chamada solugao geral da EDO.
Observe que o conjunto fundamental de solu¢bes é uma base para o niicleo do operador

diferencial associado & EDO, logo a dimensao do espago de solugoes é 2.

Exemplo 3.15. Sejam y; = €% e yo = €% solugodes de ay” + by’ + cy = 0, com 11 # 72.

Calculando-se o temos

riT rox

e e

W(x) = = (rq — 7“1)6(””2)“".

rie’t  ryeh2®

e como 7] # 79 e a exponencial nunca se anula, temos que y; e yo formam um conjunto

fundamental de solugoes.

Exemplo 3.16. Mostraremos que y; = cos2zx e yo = sen2zx forma um conjunto funda-

mental de solugoes para a equagao y” + 4y = 0. De fato, calculando-se o temos

W(x) = = 2(cos*2x + sen?2x) = 2 # 0.

cos2x sen2x
—2co0s2x 2sen2x




O préximo teorema mostra como encontrar um conjunto fundamental de solugoes
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Teorema 3.17. Toda EDO da forma y" + p(x)y' + q(z)y = 0 possui um conjunto funda-

mental de solugoes.

Demonstracdo. Seja y1 a solugdo da EDO que satisfaz as seguintes condigbes iniciais

y(zg) = 1 e y'(zg) = 0. E seja y2 a solugdo da EDO que satisfaz as condigoes iniciais

y(xzo) =0 e y'(z9) = 1. Calculando-se dessas duas solugoes no ponto zp temos

1 0
01

y1(zo) v
Y1 (z0) v

=1#0.

. 2(o)
W) = ‘ 4(z0)

Portanto {y1,y2} é um conjunto fundamental de solugoes.

O

Teorema 3.18. (Abel). Se y1 e ya sao solugoes de y" + p(x)y’ + q(x)y = 0 onde p e q

sao continua em I, entao o W(y1,y2)(x) é dado por

W(yla y2) = ce [ p(z)dx

onde ¢ € uma constante que depende de yi e ya, mas nao de x. Além disso o W (y1,y2)(z)

é identicamente nulo (caso ¢ =0), ou nunca se anula (caso ¢ #0).

Demonstracao. Sendo y; e yo solugoes, temos que

vy +p(@)y) +q(x)yr =0
yy + p(x)ys + q(x)y2 = 0.

Multiplicando a primeira equagao por —ys e a segunda por y; e somando, obtemos

(1193 — yoyy) + p(@)(y19h — y2vy) = 0.

ou seja,
W' + p(z)W = 0.

Resolvendo essa EDO linear temos

W(z) = ce S P,

Exemplo 3.19. Verifique que as fungoes y; (x) = 27 e yo(z) = 27!

diferencial 22%y"” + 3zy’ —y = 0, com = > 0.

O

sao solugoes da equacao
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Demonstracao. Podemos calcular o de duas maneiras diferentes:

W (g1, y2)(z) = y}(x) y?("”) ‘ - ‘ 15’5%1 f”:: B SRS P
1(@)  ya(2) 3T 2 —X 2 2
ou, usando o Teorema de Abel,
W (g1, o) () = e J 26" = ce™7 = cas,
Obviamente pelo segundo método a resposta depende de uma constante. O

Teorema 3.20. Sejam y; e y2 solugoes de y’'+p(z)y +q(x)y = 0, onde p e q sao continuas
em um intervalo I. Entao yy e y2 sao LD em I se, e somente se, W(y1,y2)(x) = 0 para
todo x € I.

Demonstragao. (=) Se existe xg € I tal que W (y1,y2)(z) # 0, entdo pelo teorema (3.12))
segue que {y1,y2} é LI
(<) Escolha ¢ € I qualquer. Por hipotese W (y1,y2)(x) = 0 e dai

c1y1(xo) + caya(xo) =0
c1yi(zo) + cayy(z0) =0

tem solucao ¢ e ¢ nao trivial. Seja
P(x) = aiyi(z) + caya(x).

Desde que ¢(xg) =0 e ¢'(xg) = 0, entdo ¢ satistaz o PVI

Y +p@)y +q(x)y=0
y(zo) =0,
Y (z0) =0

e pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, segue que ¢ =0 em I, isto &,
c1y1(z) + Gaya(x) =0

para todo x € I. Portanto {y1,y2} é LD. O
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3.2 Reducao de Ordem

Dada a equagao 3" +p(z)y’ 4+ q(x)y = 0, suponha que conhecemos uma solugao y; ()

que nao seja nula em todo ponto.Vamos procurar uma solucao da forma

y = v(z)y1(),

entao temos

y = (2)yi(x) +o()y (o),
y" = v @)y (x) + 20" (2)yi (2) + v(2)yi (@),

e substituindo na equagao e omitindo a variavel x temos
v + (201 +py)v" + (W) + pyr + aqya)v =0
e, como 7 € solucao, a equacao fica
v + (245 + py1)v" = 0.
Agora chamemos v' = u e daf temos
v’ + (21 + py1)u =0

que é uma equacao linear em u de primeira ordem. Podemos resolvé-la e depois integrando

teremos v e, finalmente, para obter y basta lembrar que y = y1v.

—1 ¢ solucdo de

Exemplo 3.21. Sabendo que yi(z) =z
22%y" +3xy —y =0, >0,

encontre uma solugao ys tal que {y1,y2} é LI

Demonstmgdo. Seja Yy = ’U(CC).'IZ’ 1. LOgO obtemos
2 3
—1,n 2\, —

e fazendo v/ = u obtemos a equacao de primeira ordem

/ 1 1
U = —U=U=CIr2.
2z
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Portanto temos
2 2 2
v = gcx% +k=>y= {3cmg + k} = gcx% + kot

e como kx~! é multiplo de y;, entdo pode ser descartada, logo

N

Yo = T2.

3.3 Equacoes Homogéneas com Coeficientes Cons-

tantes

Nesta secao consideraremos a equagao
ay” +by +cy=0 (3.7)

com a, b e ¢ constantes. Ao procurarmos solugoes da forma e"*, ja vimos que r tem que

ser rafz da equagao caracteristica
ar® +br +c=0. (3.8)

Temos entao, trés possibilidades: duas raizes reais e distintas, uma raiz real dupla ou duas

raizes nao reais.

3.3.1 Raizes reais distintas
Esse caso ja foi estudado na segao anterior e se 11 # ro,71,72 € R, s@o raizes de (3.8))

entdo a solugao geral para (3.7)) é

y = cr1e% + coe”?”,

3.3.2 Raizes reais iguais

Quando na equagdo caracteristica (3.8) temos b — 4ac = 0, entdo as raizes sdo

Ty =Ty = —%. As duas raizes nos levam a mesma solugao

yi(x) = e 2z
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Vamos usar o procedimento da redugao de ordem para encontrar uma segunda solugao que

seja LI com a primeira. Seja r = f% ey =uv(z)e", temos:

rT

y = (x)e" +rv(x)e

Y =" (2)e™ + 2r (z)e™ 4 riu(x)e””
Substituindo na equagdo obtemos
av” + (2ar +b)v' + (ar® + br + c)v=0=1v" =0

Logo a solugao é v = c1x + c2 e portanto yo = (c1x + c2)e’®. Escolhendo ¢; =1 e cy =0

temos y2 = xe™. Vejamos se {y1,y2} forma um conjunto fundamental de solugoes:

rT T

e

re™ e 4 rxe’™

xre

W(ylayQ)(x) = — 62T$(1 +orr — T‘IE) — e2rx ?é 0.

Portanto a solucao geral da equacao é
y=cire” + coxe™.
Exemplo 3.22. Achar a solugao do problema de valor inicial

y' —1y —0.25y =0

y(0) =2,
y'(0) = 3.
Solugao: A equacdo caracteristica ¢ 72 — r — 0.25 = 0, logo r = % é uma raiz real dupla.

Portanto a solucao geral é dada por

z z
Y = c1e2 + coxez.

Usando as condigoes iniciais y(0) =2 e 3/(0) = % encontramos a solu¢ao do PVI

x 2 x
Yy =2e2 — —xe2.
3

3.3.3 Raizes nao reais

Este é o caso em que as raizes da equacao caracteristica (3.8)) s@o r; = a +if e

0

ro = a — i3. Usando as expressoes de Taylor das fungoes €%, cosfl e senf) vamos procurar
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um significado para e(®t%#)?  Pela Formula de Taylor temos

& (_1)71(9271

cost = Z @n)!

n=0

> (_1)n62n+1

86719 = TLZO W

)

Nesse caso temos que
0 (_1)n92n+1

0 = ()" (1) - .
e —Z —7;)(271)! +Z7;)(2n+1)! = cosb + isend.

n!
n=0

Portanto temos que
eletiB)z — 0% (cosBx + isenfz).

Analogamente,

ele= B — 0% (cosBa — isenfx). (3.9)

As solucbes de ay’+by'+cy = 0, quando b®>—4ac < 0, seriam y1 (z) = e“*(cosBz + isenfr)
e ya2(z) = e*(cosfx — isenfz). Elas ndo sao solugoes reais, mas como
(Y1 +y2) =
—2(p —y2) = o
sao combinagoes lineares de y; e ¢, entao temos que
Y1 = e*cosPr

o = e*senfx

sao solugoes reais, e como

cospx senfx _ Berw 4

W (1, %2) (z) = e***
(41, 42) (@) acosfBx — fsenfx  asenfx + BeosBx
temos que {y1,¥y2} é um conjunto fundamental de solugdes. A solucao geral é dada por

y = c1e“cosBr + coe®*senfu.
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Exemplo 3.23. Encontre a solugao do PVI

169" — 8y’ + 145y = 0
y(0) = -2
y(0) =1,

Demonstragio. As raizes de 1612 — 8r + 145 = 0 sdo 11 = % +3iery = i — 3i. Logo a
solugao geral é dada por

z z
Y = c1e4cos3x + coetsendz.

Usando as condigoes iniciais temos que ¢; = —2 e ¢ = %, e portanto a solucao do PVI é

Yy = —2e4cos3x + §elsen3m.

3.4 Equacoes Lineares Nao-Homogéneas
Vamos estudar a equagao nao homogénea
y' +p(@)y +a(x)y = g(z) (3.10)
Para isso, considere a equagao homogénea associada
y' +p(@)y +q(@)y =0 (3.11)

Teorema 3.24. Se yp e yg foram duas solugdes da equagdo nao homogénea , entao
a diferenca yp — yg € uma solugdo da equagao homogénea associada .

Demonstracdo. Temos que:

yp +p@)yp + a(x)yp = g(z)
yo +r(@)yg + a(@)yq = 9(x)

e fazendo a diferenca obtemos
(yp —yQ)" +p(x)(yr — y@)' + a(x)(yr — yq) = 0.

Em outras palavras, yp — yq € solucao de ({3.11) O

Teorema 3.25. A solugdo geral da equagdo ndo homogénea pode ser escrita na
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forma

y(z) = ay1(z) + caya(w) + yp(x)

onde {y1,y2} € um conjunto fundamental de solugoes da equag¢ao homogénea eyp €
uma solugao particular da equagdo nao homogénea :

Demonstra¢ao. Dado ¢ = ¢(x) uma solucao de (3.10)), entao pelo teorema 2.24 ¢ — yp é
solucao de (3.11). Como {y1,y2} é um conjunto fundamental de solugoes de (3.11)), segue

que existem tnicas constantes c; e ¢ tais que ¢ — yp = c1y1 + c2y2, Ou seja,

¢(x) = c1y1(z) + cay2(x) + yp(z).

O

A conclusao que obtemos desses dois tltimos teoremas é que para resolver uma equa-
¢ao nao-homogénea, resolve-se primeiro a homogénea associada, encontra-se um conjunto
fundamental de solugdes e depois encontra-se uma solugao particular da equagdo nao-
homogénea. Existem pelo menos dois métodos para encontrar a solucao particular de uma
equacao nao-homogénea: método dos coeficientes indeterminados e método da variacao de

parametros.

3.4.1 Meétodo dos coeficientes indeterminados

Esse método consiste em fazer uma boa hipotese sobre a forma da solugao particular
yp, porém com coeficientes indeterminados. Depois substitui a expressao hipotética na
equacao (|3.10)) e tenta-se determinar os coeficientes. Esse método funciona bastante bem
no caso em que a equagao homogénea associada possui coeficientes constantes e o termo

nao-homogéneo é composto por polindémios, exponenciais, Senos € cossenos.
Exemplo 3.26. Encontre a solucio particular de y” — 3y — 4y = 3e??.

Demonstra¢ao. Como a exponencial se reproduz na derivagao, uma tentativa razoavel é

admitir que yp seja um multiplo de e?*. Vamos entdo procurar uma solucao da forma
_ 2x
yp(r) = ke**.
Logo y/p(7) = 2ke*® e y(x) = 4ke*®. Substituindo na equagao obtemos

1
(4k — 6k — 4k)e®® = 3e** = k = —5

Portanto uma solugao particular para a equacao é

1
—7621.

yp(z) = =3
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Exemplo 3.27. Encontrar uma solugao particular de y” — 3y’ — 4y = 2senx.

Demonstrag¢ao. Primeira Tentativa: Como no exemplo anterior, vamos considerar yp(z) =

A senx, logo yp(x) = Acosz e yp(x) = —A senz. Substituindo na equacao temos
(=5A — 2)senz — 3A cosx = 0,

ou seja, nao existe A que resolva esta equacao para todos os .
Segunda Tentativa: Vamos considerar agora yp(z) = A senz+B cosz, dai yp () =

Acosx — B senx e y}(x) = —Asenx — B cosz. Substituindo na equagio obtemos

(=5A+3B —2)senz + (—5B — 3A)cosx = 0

e resolvendo esse sistema linear 2 X 2 obtemos A = —% e B= 1—37, portanto uma solucao
particular é
5 3
yp(z) = — 7 sens + T7C05%-
O
Exemplo 3.28. Encontrar uma solugao particular de y” — 3y’ — 4y = —8e*cos2z.

Demonstragao. Considerando yp(z) = Ae*cos2z+ Be®sen2z, derivando e substituindo na

equagao obtemos
(-3A+4B —-3A—6B —4A)e"cos2x + (—4A—3B +6A — 3B —4B)e"sen2x = —8e*cos2x

e resolvendo o sistema
—10A — 2B = -8

2A—-10B=0

obtemos a solugao particular

10 2
yp(z) = Be’”cosQﬂc + Eexsean.

Observagao 3.29. Suponha que y; é solugao de ay” + by’ + cy = g1(x) e que ys é solugao
de ay” + by’ + cy = go(x), entdo temos

ay! + by} + cy1 = g1(x)
ayy + byh + cya = ga(x)
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e quando somamos as equagoes obtemos
a(yr +y2)" +b(y1 +y2)" + c(y1 + y2) = g1(2) + g2(),
ou seja, y1 + y2 é solugdo da equacao particular

ay” + by + cy = g1(z) + g2().

Exemplo 3.30. Encontre uma solugao particular de
Y — 3y — 4y = 3e*® + 2senx — 8e®cos2a.
Demonstracdo. Separamos em 3 equagoes:

y// o 3y’ o 4y — 36%
Yy — 3y — 4y = 2senx
y" — 3y — 4y = —8e%cos2x

usando os trés dltimos exemplos e observagao anterior temos que uma solucao particular

para a equagao €

y= %e% + %cosx — %semj + %e%os?x + %eﬂﬁsen%v.
O

Exemplo 3.31. Encontre uma solucao particular de 3" — 3y’ — 4y = e~ %.
Demonstra¢io. Vamos supor que yp(z) = Ae * neste caso obtemos yp(z) = —Ae

T

e yp(x) = Ae ™.

E quando substituimos na equacao, obtemos 0 = e™*

, Ou seja, nao
existe solugao particular dessa forma. O problema surgiu porque as raizes da equagao
caracteristica 72 —3r —4 = 0 sdo 7 = 4 e 1 = —1, portanto Ae™* é solucdo da equacio
homogénea associada. Deveriamos experimentar uma solugao da forma yp(z) = (Az +

B)e™*, mas como Be™? é solu¢ao da homogénea, vamos experimentar

yp(z) = Axze ™.
Derivando e substituindo na equacao encontramos A = —%, ou seja, uma solucao particular
é
1 —x
yp(z) = —pre
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Em seguida apresentaremos um resumo das etapas do método para resolver uma

equagao do tipo ay” + by’ + cy = g(x):

(i) Achar a solucao geral da homogénea correpondente.

(ii) Ter certeza de que a fungao g(z) pertence a classe de fungoes estudadas, isto &,

exponenciais, seno, cosseno, polinémios e somas ou produtos dessas fungoes.

(iii) Se g(x) = g1(x) + g2(z) + -+ + gn(z) entdo formular n problemas da forma ay” +
by' + cy = gi(x).

(iv) No i-ésimo problema admitir uma solugao y;(z) conforme a tabela abaixo, onde p,,(z)

¢ um polinémio de grau n,

Se g;(x) for

o chute deveréa ser

onde s é o n° de vezes

pn()

T [Apx™ + - 4 Ao

que 0 é raiz da equa-
cao caracteristica

pn(T)e™” (A" + ... 4 Aole®® que « é raiz da equa-
¢ao caracteristica

po(z)e*cosfx, | x*[Aa™ + -+ + Agle*cosfr + | que a + [Bi é raiz da

pn(x)e*senfz | x°[Bya™ + - -+ + Bole**cosfx equagao caracteristica

(v) Depois de achar uma solugao particular de cada problema y;(x), entao y(z) = y1 (z)+

y2(z) + -+ - 4+ yn(x) serd uma solucdo particular da equagado nao-homogénea inicial.

(vi) A solugao geral da equagdo nao-homogénea serd a solugao geral da equagao homo-

génea associada (etapa 1) somado com a solugao particular (etapa 5).

3.4.2 Meétodo da variagao dos parametros

Esse método é mais geral e pode ser aplicado a qualquer equagao linear de segunda

ordem e nao depende de hipoteses detalhadas da func¢do g(z). Por outro lado, o método

pode levar ao calculo de integrais dificeis.

equacao

y" +p(x)y + q(z)y = g(x),

consideramos a homogénea associada

v+ p(x)y + q(z)y =0,

O método consiste no seguinte: Dada uma

(3.12)

(3.13)
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e suponha que y = c1y1(z) + coy2(x) seja a solucao geral de (3.13]). Admitamos agora
que ¢; e ¢y dependam de z e procuremos uma solugdo particular para a equagao (3.12)) da

forma
y = ur(x)y1(z) + ua(2)y2(z). (3.14)
O objetivo entao é encontrar u; = u;j(x) e uz(x). Derivando obtemos
Y = ui @)y () + ua (2)y1 () + ua(@)ya () + ua(z)ys(2). (3.15)
Vamos considerar que
uy (2)y1(z) + uy(2)ya(z) = 0. (3.16)

Logo ficamos com y = uq(x)y} (z) + ua(x)yh(z), que quando derivamos novamente e subs-

tituimos na equacao (3.12)) temos

ur (@)[yy + p(@)y) + q(@)y] +  uz(@)[yy + p(e)ys + q(z)ya] + v (x)y) (x) + (3.17)
+ us(2)ys(x) = g().

Usando agora que 1 e yo2 sao solugoes da homogénea associada (3.13)), temos o sistema

i (2)y1(x) + uy(w)y2 () = 0
u (2)y) () + uy(2)ys(x) = 9()

cuja matriz dos coeficientes W (y1, y2)(z). Resolvendo temos que

uy(z) = plah = w) = [ gingmd
u’Q(a:) - V[g(llsh)ygz()()) = u(z f W?/J(lzgiyzm dx

Acabamos de provar o seguinte teorema.

Teorema 3.32. Se as fungoes p, q e g forem continuas no intervalo I, e se as fungoes y;
e ya forem solugoes LI da equagdo homogénea y" + p(x)y' + q(z)y = 0, entdo uma solugio

particular para a equag¢io nao homogénea y" + p(x)y + q(x)y = g(x) €

ya(z)g()

yi(z)g(e)
W (y1,y2)(x)

) [ ) @)

yp(z) = —y1(z) x.

Exemplo 3.33. Resolva a equacdo z%y” + xy — y = xlnx, com = > 0, sabendo-se que

yi1(z) =z e y2(x) = 1 sdo solugdes de 2?y” + zy’ —y = 0.



49

Demonstracao. A equagao que temos de resolver é

s, 1, 1 Inx
y+-oy - Sy=—
x x x
O Wronskiano é dado por
—1

T T 2
) = =
W@ =[] T, =2

além disso yp(z) = uy(x)x + ug(x)z ™. portanto

—Inx-1- Inx 2
ul(a:):/ o 2 /da:— )

cre (= _ 2
uQ(x):/W(:C)dx:/ lenxdx:—%[%nx—l].

x.2

Portanto a solugao geral da equagao é

1 Inx)?
y(x)—cw—i—czx—i-( 4) x

- %[2lnw —1].



4 Aplicacoes das equacoes de

segunda ordem

Figura 4.1: Sistema massa mola

equilibrium

position
mg—ks=0
motion

Equagoes Diferenciais com Aplicagdo em Modelagem: (Zill, 2016)

Estudaremos oscilagoes mecanicas de um corpo ligado a uma mola. Vamos denotar
por [ o comprimento da mola em repouso, m a massa do corpo, L o enlogamento da mola
provocado pela massa m, w a forca peso que atua para baixo e vale mg e F), a forca da

mola. De acordo com a Lei de Hooke, temos
F,, = —kL.

Onde k é a constante da mola. Usamos o sinal de menos porque F,, atua para cima

(contrario ao movimento). Se a massa esta em equilibrio vale

mg — kL = 0.

4.1 Sistemas Massa-Mola: Movimento Livre Nao
Amortecido

Lei de Hooke Supondo que uma mola flexivel esteja suspensa verticalmente em
um suporte rigido e que entdo uma massa m seja conectada a sua extremidade livre. A

distencao ou elongacao da mola naturalmente dependerd da massa; massas com pesos
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diferentes distenderao a mola diferentemente. Pela lei de Hooke, a mola exerce uma forga
restauradora F' oposta a direcao do alongamento e proporcional & distensao s. De forma
mais simples, F' = ks, onde k é uma constante de proporcionalidade chamado de constante
da mola. A mola é essencialmente caracterizada pelo namero k. Por exemplo, se uma
massa de 10 libras alonga em 5 pé uma mola, entdo 10 = K (%) implica que k = 20 Ib/pés.
Logo uma massa de, digamos, 8 Ib necessariamente estica a mesma mola somente % pé.
Segunda lei de Newton Logo apdés uma massa m ser conectada a uma mola ela
provoca uma distensao s na mola onde atinge sua posicao de equilibrio, quando seu peso
W & igual & forga restauradora ks. Lembrando que o peso é definido por W = mg, onde a
massa é medida em slugs, quilogramas ou gramas e g = 32 pés/s2, 9,8 m/s? ou 980 cm/s?,
respectivamente. Conforme indicado na figura 5.1(b) a condi¢do de equiibrio ¢ mg = ks
ou mg — ks = 0. Se a massa deslocada for uma quantidade = de sua posi¢ao de equilibrio,
a forga restauradora da mola sera entao entao k(z + s). Supondo que nao haja forgas de
retardamento sobre o sistema e supondo que a massa vibre sem a acao de outras forcas
exteras - movimento livre - podemos igualar F' com a forga resultante do peso e da forca
restauradora:
d’x
My = —k(s+z)+mg = —kx +mg — ks = —kx. (4.1)
O sinal negativo em indica que a forga restauradora da mola age no sentido oposto ao
do movimento. Além disso, podemos adotar a convencao de que deslocamentos medidos

abairo da posigao de equilibrio sdo positivos. Veja a figura

Figura 4.2: Aplicacao

Equagdes Diferenciais com Aplicacdo em Modelagem: (Zill, [2016])

ED do Movimento Livre Nao Amortecido Dividindo (4.1)) pela massa m obte-
mos a equacgao diferencial de segunda ordem
dz?> k

PR
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ou

2
Cjoj +w?zr =0, (4.2)
onde w? = k/m. Dizemos que a Equacao descreve um movimento harmoénico sim-
ples ou movimento livre nao amortecido. Duas condigoes iniciais 6ébvias associadas
com sdo x(0) = g e 2/(0) = x4, representando, respectivamente, o deslocamento e a
velocidade iniciais a massa. Por exemplo, se xg > 0, x1 < 0 a massa comega de um ponto
abaizo da posicao de equilibrio com uma velocidade inicial dirigida para cima. Quando
x1 = 0, dizemos que ela partiu o repouso. Por exemplo, se xg < 0,27 = 0 a massa partiu
do repouso de um ponto |zo| unidades acima da posigao de equilibrio.
Solucao e Equacao do Movimento Para resolver a Equagao observamos
que as solucdes da equacdo auxiliar m? = w;, my = —w;. Assim, com base em ,
determinamos a solucao geral de como

x(t) = ¢1 coswt + co senwt (4.3)

O periodo das vibragoes livres descritas por ¢ T =2r/w e a frequéncia é f =
1/T = w/2w. Por exemplo, para x(t) = 2 cos 3t — 4 sen 3t, o periodo é 27/3 e a frequéncia
é 3/2m. O primeiro namero significa que o grafico de x(t) repete-se a cada 27 /3 unidades;
o segundo significa que ha trés ciclos do grafico a cada 27 unidades ou, equivalentemente,
que a massa esta sujeita a 3/2m vibragoes completas por unidade de tempo. Além disso, é
possivel mostrar que o periodo 27 /w é o intervalo de tempo entre dois maximos sucessivos
de z(t). Lembre-se de que o maximo de z(t) ¢ um deslocamento positivo correspondente a
distancia maxima atingida pela massa acima da posicao de equilibrio. Vamos referir cada
caso como deslocamento extremo da massa. Finalmente, quando as condi¢Ges iniciais forem
usadas para determinar as constantes c¢; e ¢ em , diremos que a solugao particular

resultante ou a resposta é a equagao do movimento.

Exemplo 4.1. Movimento livre nao amortecido Uma massa de 2 libras distende uma mola

em 6 polegadas. Em ¢ = 0, a massa é solta de um ponto 8 polegadas abaixo da posigao de

equilibrio, a uma velocidade de % pés/s para cima. Determine a equag¢do do movimento

livre

Demonstracao. Como estamos usando o sistema de unidades da engenharia, as medidas

1 2

em polegadas devem ser convertidas em pés: 6 polegadas = 5 pé; 8 polegadas = § pé.

Além disso, precisamos converter as unidades de peso dadas em libras em unidades de

massa. De m = W/g, temos m = % = % slug. Além disso, pela lei de Hooke, 2 = k(%)
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implica que a constante de mola é k =4 1b/pé. Logo, (4.1)) resulta em

1 d*z d*x
T6d2 = —4xouﬁ + 64x = 0.
O deslocamento e a velocidades iniciais sao z(0) = %, 2'(0) = —%, one o sinal negativo na

ultima condigdo é uma consequéncia do fato de que é dada & massa uma velociade inicial
na dire¢do negativa ou para cima.

Como w? = 64 ou w = 8, a solucdo geral da equacio diferencial é

x(t) = c1cos8t + casen8t. (4.4)
Aplicando as condigdes iniciais a z(t) e 2/(t), obtemos ¢; = 2 e ¢3 = —%. Assim, a equagdo
o movimento sera
(£) = 2cos8t — ——senst (4.5)
x(t) = zcos8t — —sen8t. .
3 16

Forma Alternativa de z(t) Quando ¢; # 0 e ¢ # 0, a amplitude real A da
vibragao livre nao é obvia com base no exame da equagao . Por exemplo, embora a
massa tenha sido delocada inicialmente % pé além da posicao de equilibrio, a amplitude
das vibragoes é um ntmero maior que % Assim sendo, em geral é conveniente converter

uma solugao da forma (4.3) na forma mais simples
z(t) = Asen(wt + ¢), (4.6)
onde A = /¢ + c3 e ¢ ¢ um angulo de fase definido por

seng = c1

=t = . (4.7)

SIS

cos¢p =
Para verificar isso, desenvolveremos (4.6) usando a formula da adi¢ao da fungao seno:

Figura 4.3: Adicao da funcao seno

vV (‘12 + (j22

Cy

Equagdes Diferenciais com Aplicacdo em Modelagem: (Zill, [2016])



o4

A senwt cos ¢ + A coswt sen ¢ = (A sen ¢)cos wt + (A cos ¢)sen wt. (4.8)

Segue da figura [£.3] que, se ¢ for definido por

C1 C1

\/C% +c§ B A

c c
cos<;5:72:—2

\/C%+C% A’

sen ¢ =

entao (4.8)) se torna

2
A% coswt + ACZ senwt = ¢1 coswt + ¢ senwt = x(t).

4.1.1 Sistemas Massa-Mola: Movimento Livre Amortecido

O conceito de movimento harmonico livre € um tanto irreal, uma vez que é descrito
pela Equagao sob a hipotese de que nenhuma forga de retardamento age sobre a massa
em movimento. A nao ser que a massa seja suspensa em um vacuo perfeito, havera pelo
menos uma forga contraria ao movimento em decorréncia do meio ambiente. Conforme
mostra a Figura [£.4] a massa poderia estar suspensa em um meio viscoso ou conectada a

um dispositivo de amortecimento.

Figura 4.4: Aplicacao

(b)

Equagoes Diferenciais com Aplicagdo em Modelagem: (Zill, 2016)
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ED do Movimento Livre Amortecido No estudo de mecénica, as forcas de amor-
tecimento que atuam sobre um corpo sao consideradas proporcionais a uma poténcia da
velocidade instantdnea. Em particular, vamos supor durante toda a discussao subsequente
que essa forga é dada por um multiplo constante de dx/dt. Quando nao houver outras
forcas externas agindo sobre o sistema, segue da segunda lei de Newton que

d’x dx

2 kr— B2
m T Bdt’

- (4.9)

onde 3 é positivo e chamado de constante de amortecimento e o sinal negativo é uma
consequéncia do fato de que a forga amortecedora age no sentido oposto ao do movimento.

Dividindo-se pela massa m, obtemos a equacao diferencial do movimento
livre amortecido d?z/t* + (8/m)dz/dt + (k/m)z = 0 ou

d2z dzx

= +wlr =0 4.10
72 + 7 4wz , ( )
onde
QA:E, w2= 2 (4.11)
m m

O simbolo 2\ é usado apenas por conveniéncia algébrica, pois a equacio auxiliar é m? +

2\m 4+ w? = 0 e as raizes correspondentes sao

m1=-A+ VA —w? mo=-\— VA —w

Agora podemos distinguir trés casos possiveis dependendo do sinal algébrico de A% — w?.

Como cada solugéo contém o fator de amortecimento e, X\ > 0, o deslocamento da massa
fica desprezivel apés um periodo longo.

Caso I: A2 — w? > 0 Temos um sistema superamortecido nessa situacdo, pois o
coeficiente de amortecimento 8 é grande quando comparado com a constante da mola k.

A solugao correspondente de (4.10) é z(t) = c1e™! + coe™2! ou
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Figura 4.5: Aplicacao

X4

AN i
N _—

Equagoes Diferenciais com Aplicagdo em Modelagem: (Zill, 2016))

2(t) = e M(creV N T 4 gpem VAT W), (4.12)
Essa equagao representa um movimento suave e nao oscilatério. A figura [£.5] apresenta
dois graficos possiveis de z(t).

Caso IT: \2—w? = 0 Dizemos que o sistema ¢é criticamente amortecido, pois qualquer

decréscimo na forca de amortecimento resulta em um movimento oscilatério. A solucdo

geral de (4.10)) é z(t) = c1e™?t + cote™t ou
z(t) = e M(er + eat). (4.13)

Alguns graficos tipicos desse movimento sao apresentados na figura[4.6 Observamos que o
movimento é bem semelhante ao sistema superamortecido. Também é evidente em (4.13])

que a massa pode passar pela posicao de equilibrio no maximo uma vez.

Figura 4.6: Aplicagao

Xk

-~

Equagoes Diferenciais com Aplicagdo em Modelagem: (Zill, [2016))

Caso III: A\ — w? < 0 Nesse caso o sistema é subamortecido, pois o coeficiente de
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amortecimento é pequeno quando comparado com a constante da mola. As raizes my e mo

agora sao complexas:
Figura 4.7: Aplicacao

X undamped
underdamped

\ L
Vo

Equacoes Diferenciais com Aplicagdo em Modelagem: (Zill, 2016)

mi=—-XA+ Vw2 -4, mg=-\—Vw?— \.

Sendo assim, a solugao geral da Equacao (4.10]) é

x(t) = e_/\t(clcosm + CQSG?’L\/M)- (4.14)

Como indicado na Figura o movimento descrito por (4.14)) é oscilatorio, no entanto,

—At

por causa do fator e™*, as amplitudes de vibracao — 0 quando t — oc.

4.1.2 Sistemas Massa-Mola: Movimento Forcado

ED do Movimento Forcado com Amortecimento Considerando uma forga
externa f(¢) agindo sobre uma massa vibrante em uma mola. Por exemplo, f(t) pode
representar uma forga que gera um movimento oscilatério vertical do suporte da mola. A
inclusao de f(t) na formulagao da segunda lei de Newton resulta na equacao diferencial do

movimento forgcado ou induzido

d*x
mﬁ = — ﬁ + f(t) (4.15)
Dividindo (4.15)) por m, obtemos
ﬁ + 2/\d—$ +w? = F(t) (4.16)
dt? dt ’ '

onde F(t) = f(t)/m. Como na se¢do anterior, 2\ = 3/m,w? = k/m. Para resolver essa
iltima equagao nao homogénea, podemos usar tanto o método dos coeficientes a determinar

quanto o de variacao dos pardmetros.



o8

4.2 Circuito em Série Analogo

Circuito em Série LRC Uma equagao diferencial linear de segunda ordem seme-
lhante & do movimento forgado com amortecimento pode ser descrito em sistemas fisicos
diferentes, como este caso, ou seja

d*z

dy B
mﬁ—l—ﬁa—f—kx—f(t). (4.17)

Figura 4.8: Aplicacao

(a) LRC-series circuit

Inductor
inductance L: henries (h)
di

dt

voltage drop across: L

Resistor
resistance B: ohms (22)
voltage drop across: iR

Capacitor
capacitance C: farads (f)

1
voltage drop across: ok

|
C

i~

(h)
Equagoes Diferenciais com Aplicagdo em Modelagem: (Zill, [2016))

Se i(t) denotar a corrente no circuito elétrico em série LRC mostrado na figura

4.8|(a), entao a queda e voltagem no indutor, resistor e capacitor serd como a mostrada na
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figura (b) Pela segunda lei de Kirchhoff, a soma dessas voltagens é igual a voltagem

E(t) impressa no circuito, isto &,

L— + Ri+ — = E(t). (4.18)

Mas a carga q(t) no capacitor esté relacionada com a corrente i(t) por i = dq/dt e, portanto,
(4.18) torna-se equagao diferencial linear de segunda ordem
pay gl Lo gy (4.19)
dt? at 1T '
A nomenclatura usada na analise de circuitos é semelhante & usada para descrever sistemas
massa-mola. Se E(t) = 0, as vibragoes elétricas do circuito sao consideradas livres.
Como a equacio auxiliar de (4.19) ¢ Lm? + Rm + 1/C = 0, havera trés formas e solugio

com R # 0, dependendo do valor do discriminante R? — 4L/C. Dizemos que o circuito é

superamortecido, se R* —4L/C > 0;
criticamente amortecido, se R*> —4L/C = 0;

e subamortecido, se R? —4L/C < 0.

Em cada um desses trés casos, a solucao geral de 1} contem o fator e /2L ¢ portanto,
q(t) — 0, quando ¢t — oco. Em subamortecido, se ¢(0) = qo, a carga sobre o capacitor
é carregado e descarregado quando t — oo. Quando E(t) = 0 e R = 0, dizemos que o
circuito é nao amortecido e as vibragoes elétricas nao tendem a zero quando t cresce sem

limitacao, temos que a resposta do circuito é harmoénica simples.

Exemplo 4.2. Circuito em Série Subamortecido Vamos encontrar a carga ¢(t) sobre
o capacitor em um circuito em série LRC quando L = 0,25henry(h), R = 10oms(12),
C = 0,001 farad(f), E(t) =0, ¢(0) = go coulombs(C) e i(0) = 0.

Solugao Como 1/C = 1000, a Equacgao (4.19) torna-se

1
;4" +10¢+1000g = 0 ou ¢” +40¢" + 4000g = 0.

Resolvendo essa equagao homogénea da maneira usual, conseguimos verificar que o circuito
é subamortecido e q(t) = e 2% (c; cos 60t + co sen 60t).Aplicando as condigdes iniciais,

obtemos c¢; = qp e ¢ = %qo. Assim,

1
q(t) = qoe_mt(cos 60t + gsen 60t).

Quando h& uma voltagem impressa E(t) no circuito, as vibragoes elétricas sdo chamadas
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de forgadas. No caso em que R # 0, a fungao complementar ¢.(t) de (4.19)) é chamada de
solucao transiente. Se E(t) for periédica ou constante, entao a solugao particular g,(t)
de (4.19) sera uma solugao estacionaria.

Exemplo 4.3. Corrente Estacionaria Determinando a solugdo estacionéria g,(t) e a
corrente estacionaria em um circuito em série LRC quando a voltagem impressa for
E(t) = Ey senyt temos que a solucao estacionaria g,(t) é uma solucéo particular da equa-
cao diferencial ,

L% + R% + % = Fy sen~t.
Vamos procurar, usando o método dos coeficientes a determinar, uma solugao particular da
forma g,(t) = A sen~yt + [ cos cos~yt. Substituindo essa expressdo na equacao diferencial,

simplificando e igualando os coeficientes, obtemos

1
EO <L’Y—ny> B E(]R

A= , .
— (LnyZ — 2Ly 02172 + Rz) —y (Lzyz — 2Ly 02172 + R2>

E conveniente expressar A e B em termos de alguns novos simbolos.

Se X:L’y—a, entaOX :L’Y_U_}—OTf}ﬂ
2L 1
Se Z =+ X?+ R2, entao Z2:L2fy2—6+ oz + R2.

Portanto, A = EgX/(—vZ?) e B = EgR/(—vZ?), de forma que a carga estacionaria é

(t) Eo X y EoR y
= ——F= Séen — ——= CO0S .
dp ~ 72 Y ~ 72 v

A carga estacionaria ¢ entdo dada por i(t) = q,():

E X
ip(t) = = (g senzyt — — cos 'yt). (4.20)



5 Conclusao

As EDOs de primeira ordem sao a base do estudo de equagoes diferenciais e oferecem
uma ferramenta poderosa para modelar e analisar uma vasta gama de fenémenos naturais
e artificiais. Sua importancia é evidenciada nao s6 por sua aplicagdo direta em proble-
mas simples, mas também por serem um passo inicial fundamental para a compreensao
de sistemas mais complexos e de ordem superior. As equagoes diferenciais de ordem su-
perior (ou seja, de segunda ordem ou superior) sao ferramentas poderosas e verséteis para
descrever, prever e analisar uma ampla variedade de fenémenos naturais e tecnolégicos.
Elas sao essénciais em muitas areas da ciéncia e engenharia, oferecendo uma capacidade
mais sofisticada de modelar e analisar sistemas complexos. Para estudos futuros podemos

explorar as solugoes de equagoes diferenciais de ordem maior que dois e suas aplicacoes.
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