MINISTERIO DA EDUCACAO
SECRETARIA DE EDUCACAO PROFISSIONAL E TECNOLOGICA
INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
DE GOIAS - CAMPUS GOIANIA

LICENCIATURA EM MATEMATICA

DIAGONALIZACAO DAS FORMAS QUADRATICAS E A CLASSIFICACAO
DAS CONICAS E QUADRICAS

FABIO NEVES OLIVEIRA

GOIANIA - GOIAS
2023



o
- SECRETARIA DE EDUCACAO PRQ

g: a é lglias;rlTUTo FEDERAL  PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRA)
SISTEMA INTEGRADO DE BIBLIOTE A ¢

TERMO DE AUTORIZACAO PARA DI
| SPONIB A
NO REPOSITORIO DIGITAL DO IFG - Re:I[)l}IIZ:é:AO

Com base no disposto na Lej Federal no 9.6
om k _ F .610/98, AUTO
g:_g?tg:la (eR 'lg;rlrologla de Goigs, a disponibilizar gratuitamente o document itori
eDi IFG), sem ressarcimento de direitos autorais conforme :gr?nir;géseg:;ﬁogo
’ dada

abaixo, em formato digital para fins de lej ownload e im
+ €m for, e leitura, d ' 5 i
. e s I Impressdo, a titulo de divulgacdo

RIZO o Instituto Federal de Educac3o,

Identificacdo da Producgdo Técnico-Cientifica

Tese i
% % B tacii [ ] Artigo Cientifico
C' [ 1 Capitulo de Livro
[ ] Monografia - Especializacdo [ ] Livro
TCC -G a
X raduagdo [ ] Trabalho Apresentado em Evento

[ ] Produto Técnico e Educacional - Tipo:

Nome Completo do Autor:
Matricula:
Titulo do Trabalho:

Autorizagdo - Marque uma das opcoes
1, Autorizo disponibilizar meu trabalho no Repositdrio Digital do IFG (acesso aberto);
2. () Autorizo disponibilizar meu trabalho no Repositério Digital do IFG somente apds

a data /__/ (Embargo);
3. () N&o autorizo disponibilizar meu trabalho no Repositério Digital do IFG (acesso

restrito).
Ao indicar a opgdo 2 ou 3, marque a justificativa:

() O documento estd sujeito a registro de patente.
() O documento pode vir a ser publicado como livro, capitulo de livro ou artigo.

() Outra justificativa:

DECLARACAO DE DISTRIBUICAO NAO-EXCLUSIVA

O/A referido/a autor/a declara que:
i. o documento é seu trabalho original, detém os direitos autorais da producdo técnico-

cientifica e ndo infringe os direitos de qualquer outra pessoa ou entidade;

obteve autorizacdo de quaisquer materiais inclusos no documento do qual ndo detém
os direitos de autor/a, para conceder ao Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e
Tecnologia de Goids os direitos requeridos e que este material cujos direitos autorais
sdo de terceiros, estdo claramente identificados e reconhecidos no texto ou contetido
do documento entregue;

cumpriu quaisquer obrigacdes exigidas por contrato ou acordo, caso o _dog:u~mento
entregue seja baseado em trabalho financiado ou apoiado por outra instituicao que

n3o o Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia de Goias.

Gobvia AR 1272083

Local Data

fa/ bl O N Q’\)es t HOE\T:{SS Li’%s

Assinatura do Autor e/o

Digitalizado com CamScanner



FABIO NEVES OLIVEIRA

DIAGONALIZACAO DAS FORMAS QUADRATICAS E A CLASSIFICACAO
DAS CONICAS E QUADRICAS

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
ao Colegiado do Curso de Licenciatura em
Matematica do Instituto Federal de Goias -
IFG/Campus Goiania, como requisito parcial
para obtencao do Diploma de Licenciado em

Matematica.

Area de Concentragao: Matematica

Orientadora: Professora Dra. Karoline Victor Fernandes

GOIANIA - GOIAS
2023



0l41d Oliveira, Fabio Neves.

Diagonalizagado das formas quadraticas e a classificagdo das conicas e quadricas / Fabio
Neves Oliveira. — Goiania: Instituto Federal de Educagio, Ciéncia e Tecnologia de Goias,
Campus Goiania, 2023.

47 f. il

Orientadora: Profa. Dra. Karoline Victor Fernandes.

TCC (Trabalho de Conclusdo de Curso) — Licenciatura em Matematica, Instituto Federal de
Educagao, Ciéncia e Tecnologia de Goias, Campus Goidnia.

1. Autovalores. 2. Autovetores. 3. Formas bilineares. 4. Formas quadricas. I. Fernandes,
Karoline Victor (orientadora). II. Instituto Federal de Educagio, Ciéncia e Tecnologia de
Goias, Campus Goiania. III. Titulo.

CDD 516

Ficha catalografica elaborada pela Bibliotecaria Karol Almeida da Silva CRB1/2.740
Biblioteca Professor Jorge Félix de Souza,
Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia de Goias, Campus Goidnia.



(11 MINISTERIO DA EDUCAGAO

[ | | SECRETARIA DE EDUCACAO PROFISSIONAL E TECNOLOGICA

BEED INSTITUTO FEDERAL INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DE GOIAS
Bl Goias CAMPUS GOIANIA

DIAGONALIZACAO DAS FORMAS QUADRATICAS E A CLASSIFICAGAO DAS CONICAS E QUADRICAS

por

FABIO NEVES OLIVEIRA

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado ao Colegiado do Curso de Licenciatura em Matemadtica do
Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia de Goias — Campus Goidnia, como requisito parcial para a
obtengdo do Diploma de Licenciado em Matematica.

Area de concentragdo: Matemética

Orientadora: Prof2. Karoline Victor Fernandes

Trabalho de Conclusdo de Curso defendido e aprovado, em 18 de dezembro de 2023, pela banca examinadora constituida pelos seguintes
membros:

(assinado eletronicamente)

Prof2. Dr2. Karoline Victor Fernandes(Presidente da Banca/IFG/Campus Goiania)
(assinado eletronicamente)

Prof. Dr. Luciano Duarte da Silva{IFG/Campus Goiénia)

(assinado eletronicamente)

Prof. Dr. Uender Barbosa de Souza (IFG/Campus Goiania)

Documento assinado eletronicamente por:

» Uender Barbosa de Souza, PROFESSOR ENS BASICO TECN TECNOLOGICO, em 18/12/2023 15:18:27.
= Luciano Duarte da Silva, PROFESSOR ENS BASICO TECN TECNOLOGICO, em 18/12/2023 15:16:55.

= Karoline Victor Fernandes, PROFESSOR ENS BASICO TECN TECNOLOGICO, em 18/12/2023 15:15:55.

Este documento foi emitido pelo SUAP em 11/12/2023. Para comprovar sua autenticidade, faca a leitura do QRCode ao lado ou acesse
https://suap.ifg.edu.br/autenticar-documento/ e fornega os dados abaixo:

Codigo Verificador: 488415
Cédigo de Autenticagdo: 4105f20036

Instituto Federal de Educacgdo, Ciéncia e Tecnologia de Goias
Rua 75, n? 46, Centro, GOIANIA / GO, CEP 74055-110
(62) 3227-2805 (ramal: 2805)



Dedicatoria

Dedico este trabalho aos meus pais, que
sempre me apoiaram e incentivaram a se-

guir meus sonhos na drea da matemdtica.



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco a Deus, que me direcionou durante todo o percurso da gra-
duagao e colocou pessoas incriveis ao meu lado, que me apoiam e apoiaram durante todo o
percurso.

Agradeco também a minha orientadora, Doutora Karoline Victor Fernandes, pelos en-
sinamentos, orientacao e apoio na elaboracao deste trabalho de conclusao de curso.

Aos meus professores e alunos, pela troca de conhecimentos e pelo suporte mutuo.

Em especial, agradeco ao meu pai, Valdemar Antonio de Oliveira, que desde o inicio
desta graduacgao tem me apoiado.

E, por fim, agradeco a todos que de alguma forma contribuiram para a realizacao deste
trabalho.



Resumo

As conicas e quadricas podem ser classificadas usando autovalores e autovetores das
suas respectivas matrizes associadas. Para conicas, a matriz é obtida a partir da equacao geral
Ax? + Bxy + Cy? + Dz + Ey + F = 0. Para quédricas tridimensionais, a matriz é derivada da
equacao geral Ax? + By? + C2%2 + Dxy + Exz + Fyz+ Go + Hy + Iz + J = 0. A classificacio
depende dos autovalores e autovetores da matriz. Para conicas, se todos os autovalores forem
do mesmo sinal, a conica é classificada como elipse ou ponto. Se um autovalor é zero, é uma
pardbola. Se os autovalores tém sinais opostos, temos uma hipérbole. Para quédricas, a natu-
reza da superficie (elipséide, hiperboléide, paraboldide, etc.) é determinada pelos autovalores e
autovetores da matriz. A interpretacdo exata pode variar dependendo da dimensao (2D ou 3D)

e das caracteristicas especificas das equagoes.

Palavras-chave: Autovalores, autovetores, formas bilineares, formas quadricas.
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Abstract

Conics and quadrics can be classified using eigenvalues and eigenvectors of their res-
pective associated matrices. For conics, the matrix is obtained from the general equation
Axz? + Bxy + Cy?> + Dx + Ey + F = 0. For three-dimensional quadrics, the matrix is deri-
ved from the general equation Ax? + By? + C2?> 4+ Daxy+ Faxz + Fyz+ Gx + Hy + 12+ J = 0.
The classification depends on the eigenvalues and eigenvectors of the matrix. For conics, if all
eigenvalues are of the same sign, the conic is classified as an ellipse or a point. If an eigenvalue
is zero, it is a parabola. If the eigenvalues have opposite signs, we have a hyperbola. For qua-
drics, the nature of the surface (ellipsoid, hyperboloid, paraboloid, etc.) is determined by the
eigenvalues and eigenvectors of the matrix. The exact interpretation may vary depending on

the dimension (2D or 3D) and the specific characteristics of the equations.

Keywords: Eigenvalues, eigenvectors, bilinear forms, quadric forms.

1X



Sumario

Introducgao

1 Preliminares

1.1 Comicas . . . . . . e e e e
1.1.1 Translagdo de eixos . . . . . . . . . . . L
1.1.2  Circunferéncia . . . . . . . .. ..
1.1.3 Elipse . . . . . . . e
1.1.4 Hipérbole . . . . . . . .
1.1.5 Parabola . . . .. . .. . ..
1.2 Quadricas . . . . . . . . e e
1.2.1 Superficies de revolugdo . . . . . . . . ..o
1.2.2 Formas candnicas . . . . . . . . . . . .o e e e e
2 Formas lineares, bilineares e quadréaticas
2.1 Formas lineares . . . . . . . . . . . e e e e e e
2.2 Formas Bilineares . . . . . . . . ...
2.3 Matriz de uma transformagao linear . . . . . . . .. ..o
2.4 Forma bilinear simétrica . . . . . . . . . . ... e
2.5 Formas quadraticas . . . . . . . . . ...
2.6 Diagonalizacao da forma quadratica . . . . . . . ... ... oL
3 Classificagao das cOnicas e quadricas
3.1 Conicas em R? . . . . ...
3.1.1  Procedimento Geral de Classificacao das Conicas. . . . . . . . .. .. ..
3.2 Qudadricasem R . . . . . . ..o

Referéncia Bibliograficas

D W W w W

10
14
17
17
24

26
26
27
29
30
31
33

37
37
40
42

47



Introducao

As conicas e quadricas sdo figuras geométricas que desempenharam papéis significati-
vos na histéria da matemadtica. A palavra “conica” refere-se a secbes cOnicas, que incluem a
elipse, parabola e hipérbole. Aristoteles estudou algumas propriedades das secoes cOnicas no
século IV a.C. No século IIT a.C., Apoloénio de Perga, conhecido como “o grande gedmetra”, fez
contribuicoes substanciais ao estudar as conicas em sua obra “Conicas”, introduzidno o conceito
de excentricidade e investigando diversas propriedades dessas curvas. Quanto as qudadricas, elas
sao superficies tridimensionais, como esferas, elipséides e paraboldides. A matematica envolvida
em quadricas evoluiu ao longo dos séculos, com importantes contribui¢oes de mateméaticos como
René Descartes e Pierre de Fermat no século XVII. No século XIX, com o desenvolvimento
da geometria analitica e dlgebra linear, as conicas e quadricas foram estudadas de forma mais
abrangente, como descrito por Simons (1987) e Pedoe (2013). Atualmente as conicas, como
circulos, elipses, parabolas e hipérboles, desempenham um papel crucial na matemética e em
diversas areas da ciéncia e engenharia. Elas sao fundamentais em geometria analitica, fisica,
Optica, astronomia, engenharia de satélites, entre outras disciplinas. Além disso, as cOnicas tém
aplicagoes praticas em design de lentes, trajetérias de projéteis e modelagem de fenémenos natu-
rais. As superficies quadricas, como esferas, elipséides e paraboldides, desempenham um papel
significativo em vérias disciplinas. Elas sao fundamentais na geometria diferencial, fisica ma-
tematica, engenharia, computacao grafica e em modelagem matemética de fenémenos fisicos. As
quéadricas sao frequentemente utilizadas para descrever formas tridimensionais complexas, pro-
porcionando uma maneira eficaz de analisar e compreender propriedades geométricas e fisicas.
Sua importancia se estende a campos como éptica, dinamica de fluidos, mecéanica celeste e
design de superficies em computagao grafica, destacando-se como ferramentas versateis na re-
presentacao e compreensao de fendmenos naturais e artificiais. Em resumo, compreender as
propriedades das cOnicas é essencial para diversas aplicagoes tedricas e praticas, como exposto
em Hoffman e Kunze (1979), Lima (2006) e Steinbruch e Winterle (1987). Objetivo do trabalho
é utilizar a diagonalizacdo das formas quadréticas para classificar as conicas e quéadricas. No
capitulo 1 apresentamos a andlise geométrica das conicas e quadricas, por exemplo, a elipse é
o lugar dos pontos do plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos, chamados focos, é
uma constante. No capitulo 2 apresentamos defini¢coes e exemplos que serao essenciais para a
classificacao das conicas e quadricas utilizando autovalores e autovetores, destacamos as formas
lineares, bilineares e quadraticas, a matriz de uma forma bilinear e a diagonalizacao da forma
quadratica. No capitulo 3 estamos interessados nas conicas e quadricas definidas algebricamente,
aqui os autovalores e autovetores desempenham um papel importante na andlise das conicas e

quéadricas. Para as cOnicas, a matriz de coeficientes associada ao sistema de equagoes é diago-



nalizada usando autovalores e autovetores. No contexto de conicas, isso permite determinar a
forma canonica da equacao, facilitando a identificagao da elipse, pardbola ou hipérbole. Ja para
quédricas, as superficies tridimensionais, o uso de autovalores e autovetores é crucial na diago-
nalizagdo da matriz quadratica associada. Isso auxilia na simplificacdo da forma da equagao e

na identificacdo da natureza da quéadrica, como esfera, elipsoide, cilindro ou cone.



1

Preliminares

1.1 CoOnicas

Apresentamos aqui uma anélise geométrica das conicas e quadricas, para isso é curucial
consideramos as intersecoes, simetreias, eixos principais, focos e diretrizes, bem como as relagoes
dimensionais especificas de cada curva. Essa andlise proporcionard uma compreensao profunda
das caracteristicas visuais e estruturais das conicas e quadricas. Utilizaremos aqui os livros REIS
e SILVA (2002) e WINTERLE (2000).

1.1.1 Translacao de eixos

Considere o plano xy e um ponto O’(h, k) do plano. Dado um ponto P(z,y) do plano
seja P'(2',y) tal que

¥ =x—h =2 +h
y=y—k =y +k
que sao as férmulas de translagao.

Neste caso, temos um novo sistema de coordenadas 2’O’y’, com a mesma unidade de
medida, em que o ponto O'(h, k) é a origem e as retas O'z’ e O’y sao paralelas respectivamente
as retas Ox e Oy.

Por exemplo, se O' = 0'(3,2) entdo as coordenadas do ponto P(5,4) no sistema zOy
sao P'(5—3,4—2) = P'(2,2) no plano 2'O’y’. De modo geral, qualquer ponto P(z,y) pode ser

identificado com o ponto P'(x — 3,y — 2). O sistema obtido é uma translagao de eixos.

1.1.2 Circunferéncia

Embora seja considerado um caso particular da elipse, convém considerar a circun-

feréncia separadamente.
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Figura 1.1: Translacao de eixos

Equacgoes paramétricas da circunferéncia

Definimos a circunferéncia de centro C(zg,yg) e raio r > 0 como o lugar geométrico
dos pontos P(x,y) do plano cuja distancia ao centro C' é igual a r, isto é, é o conjunto C de

pontos do plano dado por

C = {P(z,y)| d(P,C) = r}. (1.1)

Yo+ 1

Yo

Figura 1.2: Circunferéncia de centro C(xg, o) e raio r

Para determinar as equagoes paramétricas da circunferéncia de centro C(zg,yo) e raio
r seja P(x,y) um ponto qualquer da circunferéncia e destaquemos os pontos A(xzg + r,yp) €
B(xo,y0 + 1), veja Figura 1.2.

Os vetores C’HA, (ﬁ’ e C@ todos tém norma igual a r e os angulos t entre CTZX e (ﬁ’, e
0 entre ﬁ e C@ sao dados por

cos(t) = <CT>4’C?> e cos(f) = <C?’C@> (1.2)
ICAlICE| |CP(|CB|



Agora observe queCTZl:A—C: (r,0), CP=P-C= (x — 20,y —Y0) eCB=B—C = (0,7).

Portanto, (1.2) torna-se

((r,0), (x — w0,y — yo0)) <(90—$0,3/—y0)7(0,7“)>.

cos(t) = 3 e cos(f) = - (1.3)
De (1.3) obtemos o seguinte sistema de equagoes
r(x —mx9) = r2cos(t) = wmt rcos(t) . (1.4)
r(y—yo) = r*cos(f) = yo + 7 cos(f)

Finalmente, observe que t + 6 = 90°. Logo,
cos(f) = cos(90° — t) = cos(90°) cos(t) + sen(90°)sen(t) = sen(t).

Donde, um ponto P(x,y) da circunferéncia de centro C(xg,yo) e raio r satisfaz as equagoes:

{ r = mg+rcos(t) (1.5)

y = yo+rsen(t)

em que t é o angulo formado pelo vetor Cﬁ e o eixo das abcissas. Agora note que cada ponto
da circunferéncia é unicamente determinado por esse angulo que varia entre 0 <t < 360°.
Por outro lado, se um ponto Q(z, y) qualquer do plano satisfaz (x,y) = (zo+7r cos(t), yo+

rsen(t)) entao,

d(Q,C) = /(o +rcos(t) — x0)? + (yo + rsen(t) — yo)? = -

Em outras palavras @) pertence a circunferéncia de centro C(zg,yp) e raio r. Donde, essa cir-
cunferéncia fica unicamente determinada pelas equagoes (1.5), que sao as equagoes paramétricas

da circunferéncia.

Equacao cartesiana da circunferéncia

Das equagoes paramétricas da circunferéncia (1.5), obtemos = —xg = rcos(t) e y —yo =
rsen(t). Donde,

(z = 20)* + (y — 90)* = 1* cos®(t) + r?sen’(t) = 1? = (v —20)” + (y —y0)* =1
A equacio (z —x0)? + (y —y0)? = r? é a equacio cartesiana da circunferéncia de centro

C(z0,yo0) e raio 7.

Exemplo 1.1. As equagdes paramétricas e cartesianas da circunferéncia de centro C(1,—1) e

raio 3 sao dadas por

0<t<2r e (x—1>2*+(@y+1)%*=09.

x = 14 3cos(t)
y = —1+ 3sen(t)



Exemplo 1.2. A equacio 22 4+ y> — x + 3y — 2 = 0 pode ser escrita como

2
1\? 3\* [3v2
(e=3) +(+3) - (2 |
Isso mostra que a equacdo 2 + y? — x + 3y — 2 = 0 representa a equacio de uma circunferéncia

13 3V2

de centro C(3, 3) e raio —

1.1.3 Elipse

Dados dois pontos F' e F} e um nidmero r > d(F, F}), o lugar geométrico dos pontos
P(z,y) do plano tais que
d(PvF)+d(P7F1) =T

é chamado Elipse de focos F' e F; e eixo maior r.

Figura 1.3: Elipse de focos F' e F} e eixo maior r.

Vamos determinar a equacao da elipse no caso particular em que os focos estao sobre

os eixos coordenados. Temos que considerar dois casos:

Os focos estao sobre o eixo das abcissas.

Considere uma elipse de acordo com a Figura (1.4) com focos Fi(—c,0) e F(c,0), ¢ >0
e eixo maior r. Vamos destacar os pontos de intersecao da elipse com os eixos coordenados, isto
é: B(0,b) e B1(0,—b), b > 0, sobre o eixo das ordenadas y. A(a,0) e A1(—a,0), a > 0, sobre o
eixo das abcissas .

Observe que vale r = d(A, A;). Para ver isso basta observar que

{ d(A, R)+dAF)=r [d(A, F1) + d(A, F)] + [d(Ay, Fi) + d(Ag, F)] = 2r

d(A1, Fi)+d(AL F) =7
Por outro lado, d(Ay, F1) + d(F1,A) = d(A1,A) e d(A, F) + d(F, A1) = d(A, A1). Donde,
2d(A1,A) =2r <= d(A1,A) =r.
Portanto, se P(x,y) é um ponto qualquer da elipse tem-se:

d(P,F) + d(P, Fy) = d(A, A,) = 2a (1.6)



B (0, —b)

Figura 1.4: Elipse de focos sobre o eixo das abcissas

Agora observe que d(P, Fy) = \/(z+¢)? 4+ y? e d(P,F) = /(x — ¢)? + y? portanto a equacao

(1.6) torna-se:

ViEe+e)??2+2+V@ -2 +y2 =20 <= Ve+c)?2+y2=2a—/(z—c)2+42 (1.7)

Elevando ambos os membros na equagao (1.7) ao quadrado obtemos

(z+ ) +9° =4a® —da/(z — )2+ 2+ (z — ¢)* + ¢~

Desenvolvendo essa expressao obtemos

zc—a’ = —av/(z — )2 + y2. (1.8)
Elevando novamente ao quadrado ambos os membros de (1.8) resulta
222 — 2d%cx + o = a®[(z — ¢)* + ]
Donde obtemos,

(a® — )2 + a*y* = a®(a® — ). (1.9)

Agora observe que o triangulo Fy BF é isésceles, desde que F; e F' estao a mesma distancia do
eixo e o segmento OB ¢é a altura do tridngulo. Em outras palavras: d(B,F)) = d(B,F) = a.

Observe ainda que o triangulo OBF' é retangulo, donde
dB,F? =0+ <= > =0+ < b’ =d> -~
Substituindo em (1.9) temos

v2? + a*y® = a*b’ (1.10)



Como, a,b,c > 0 podemos dividir ambos os membros de (1.10) por a?b? que resulta em

S+ =1 (1.11)

Isso mostra que se P(x,y) pertence a elipse com focos Fi(—c¢,0) e F(c,0), ¢ > 0 e eixo maior 2a
satisfaz a equacdo (1.11). Reciprocamente se P(x,y) é um ponto do plano que satisfaz (1.11)
entao pode-se mostrar que P é um ponto da elipse com focos Fi(—c,0) e F(c,0), ¢ > 0 e eixo
maior 2a.

Para verificar isto basta fazermos o processo inverso ao realizado para obter esta

equagao.

Os focos estao sobre o eixo das ordenadas.

Os focos estao sobre o eixo maior, neste caso os calculos que fizemos na segao anterior
nao mudam, exceto pelo fato de que se tem a e b em posicoes trocadas em relagao aos eixos

coordenados.

Figura 1.5: Elipse de focos sobre o eixo das ordenadas

Procedendo como na secao anterior concluimos que a elipse é dada pela equacao

Elementos da Elipse:

Focos: Sao os pontos F' e F}.

Distancia Focal: d(Fy, F) = 2c.

Centro: é o ponto médio C' do segmento [} F5.

Eixo maior: é o segmento A1 A de comprimento 2a.

Eixo menor: é o segmento By B de comprimento 2b.

Vértices: sao os pontos B(0,b) e B1(0,—b), b >0, e A(a,0) e Ai(—a,0), a > 0.



- 2 , c
Excentricidade: E o ntimero real e = —. Como a,b,c > 0e c < a, temos 0 < e < 1.
a

Observagao 1.3. Como em toda elipse tem-se a > b (por conven¢io), para saber se uma elipse
tem seu eixo maior sobre o eixo das abcissas ou sobre o eixo das ordenadas, basta observar
qual dos nimeros denominadores na Equagao (1.11) é maior. Se o maior denominador for o

do x entao os focos estao sobre o eixo das abcissas, caso contrario no eixo das ordenadas. Por
2 2

exemplo, a elipse T + = 1. tem os focos sobre o eixo das ordenadas pois o denominador do

y? é o maior denominador na equaco.

Os focos nao estao sobre os eixos coordenados

Nos casos que acabamos de ver, o centro da elipse era a origem do plano xy. Agora,
vamos considerar casos em que o centro é um ponto qualquer C(h, k). Vamos obter a equagao
da elipse a partir de uma translagdo de eixos utilizando as equactes obtidas nas Segoes 1.1.3 e
1.1.3.

12 - O eixo maior é paralelo ao eixo das abcissas:
Neste caso consideramos as férmulas de translacao '’ =z — h e 4/ = y — k. Neste caso,

em relacao ao sistema 2'O’y’ a equacao da elipse serd

a? + B2 L
Portanto, fazendo a substituicao de z’ e ¢/ temos
—_h 2 —k 2
@=—h -k (1.12)

a? b2

Em outras palavras a equagao da elipse de centro C'(h, k) em que os focos sao paralelos ao eixo
z é a Equagao (1.12).

Para determinar os vértices e focos no sistema original xOy demos utilizar as férmulas
de translagao © = 2’ + h e y = ¥’ + k, de modo que os vértices (no sistema xOy) sdo os pontos
(a+ h,k) e (—a+h,k)e (h,b+k)e (h,—b+ k) e os focos (¢c+ h,k) e (—c+ h, k), observando
que ¢ = a? — b2
22 - O eixo maior é paralelo ao eixo das ordenadas: Neste caso, em relacao ao sistema

2’0"y’ a equagao da elipse serd

e T =t
Portanto, fazendo a substituicao de x’ e ¢/ temos
—h 2 —k 2
@—h7 W=k~ (1.13)

b2 a?

Em outras palavras a equagao da elipse de centro C(h, k) em que os focos sao paralelos ao eixo



z é a Equagao (1.13).

Valem as mesmas consideracoes que fizemos com os vértices e focos do caso anterior,
isto é, utilizando as férmulas de translagdo x = 2’ + h e y = ¥/ + k, de modo que os vértices (no
sistema xOy) sado os pontos (h,a+ k) e (h,—a+k) e (h+b,k) e (h—b,k) e os focos (h,c+ k)

e (h,—c+ k), observando que ¢ = a® — b2,

(=12 (y=k)?

Observe que desenvolvendo a expressao 5 72 = 1 obtemos
a

V2?4 a®y? — 2b%xh — 2d*yk + b?h? 4 a®k? — a*b* = 0.
O que mostra que a equacao de uma elipse é uma equacao de segundo grau.

Exemplo 1.4. A equacdo 922 + 4y?> — 18z + 16y — 11 = 0 representa a equacdo da elipse
(0-1? , (y+2?

= 1 cujo eixo maior é paralelo ao eixo y. O cento é o ponto O'(1,—2).
a = 3, b = 2 implica que os vértices s@o os pontos (1,—5), (1,1) e (—1,—2), (3,—2). Os focos
sdo os pontos (—c, k) e (¢, —k) mas ¢ = a® — b?> = 5 logo ¢ = /5. Portanto os vértices sio os

pontos (1,2 —+/5) e (1, -2+ /5).

)

Figura 1.6: Elipse de equacio geral 922 + 4y* — 182 + 16y — 11 =0

1.1.4 Hipérbole

Dados os pontos F; e F' do plano e r > 0, o lugar geométrico dos ponto P do plano
tais que
|d(P, F1) —d(P, F)| =7

é a hipérbole de focos F} e F' e eixo r, veja Figura 1.7.

Os pontos A; e A sdo os vértices da hipérbole e tem-se

d(A, Al) =T.
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Figura 1.7: Hipérbole de focos F} e F' e eixo r

Com o objetivo de obter uma equacao mais simples para a hipérbole, vamos eleger um sistema
de coordenadas onde um dos eixos contém os focos e a origem seja o ponto médio do segmento
F1F (que também é o ponto médio do segmente A; A. Como no caso da elipse, temos, também,

dois casos.

Os focos estao sobre o eixo das abcissas.

Neste caso sejam Fj(—c,0), F(c,0), A1(—a,0) e A(a,0) com a,c > 0. Entao, se P(x,y)
¢ um ponto qualquer da hipérbole temos |d(P, F1) — d(P, F')| = r, isto é

V@t +y? = V(@ —c)?+ 92 =2a= V(e +c)? +y? = (2 —c)? +y? = £2a.
Essas contas sao andlogas as desenvolvidas na Secao 1.1.3 obtemos
(¢ — a®)x? — a*y? = a*(c* — d?). (1.14)

Agora, tomando ¢ — a? = b? a equacdo (1.14) torna-se

2a? — a2y = a2b?
Ou ainda,
2 2
L Y

Para finalizar, devemos mostrar que se um ponto satisfaz a equagao (1.15) entao é um ponto
da hipérbole com focos Fi(—c,0), F(c,0) e vértices Aj(—a,0) e A(a,0). Lembre-se de tomar
c=a%+ b2

Portanto a equagao da hipérbole cujos com Fi(—c,0), F(c,0) e vértices Aj(—a,0) e
A(a,0) é dada pela equagao (1.15).
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Os focos estao sobre o eixo das ordenadas.

Agora, a equagao da hipérbole com focos F (0, —c), F(0, c¢) e vértices A1 (0, —a) e A(0, a)

¢é dada pela equacao

O procedimento para obtencao dessa equacao é o mesmo realizado no secao anterior.

Elementos da Hipérbole:

Focos: Sao os pontos F' e F}.

Distancia Focal: d(Fy, F) = 2c.

Centro: é o ponto médio C' do segmento FiFb.

Eixo real: é o segmento A1 A de comprimento 2a.

Fixo imaginario: é o segmento By B de comprimento 2b, perpendicular ao segmento real passando
pelo vértice.

Vértices: s@o os pontos A(a,0) e Aj(—a,0), a > 0.

. . Z ’ C
Excentricidade: E o ntimero real e = —. Como ¢ > a, temos ¢ > 1.
a

Observacgao 1.5. As retas assintotas & hipérbole sdo as retas r e s que passam pelo centro da

. , . . . . , b
hipérbole (que por enquanto é a origem) e tém declividade, respectivamente, m = — e m' = ——
a a

. ) ) a , a . ) .
se o eixo real estd sobre o eixo x e m = — e m’ = —— se o eixo real estiver sobre o eixo y. Suas

b

equacoes sao dadas respectivamente por y = mx ou y = m/z.

Exemplo 1.6. A equacio x> — 4y? = 16 representa a hipérbole de equacao

2 2
r_Y g,
42 22
Os vértices sdo os pontos A1(—4,0) e A(4,0). Os focos sdo os pontos Fy(—2v/5,0) e F1(2v/5,0),
1 1
desde que ¢ = V42 + 22 = 2/5. As assintotas r e s sdo as retas de equacoes y = 53: ey = —ix.

X2 -4y*=16

A(4,0)

Figura 1.8: Hipérbole de equacao % — 4y% = 16
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O eixo real é paralelo aos eixos coordenados

Agora, vamos considerar casos em que o centro é um ponto qualquer C'(h, k) e o eixo
real é paralelo a um dos eixos coordenados. Assim como procedemos na Segao 1.1.3 vamos obter

a equacao da elipse a partir de uma translacao de eixos utilizando as férmulas de translagao.

12 - O eixo real é paralelo ao eixo das abcissas:

(x—h?* (y—k?* _
a? 2

1. (1.16)

22 - O eixo real é paralelo ao eixo das ordenadas:

(y—Fk)?> (z—h)?
a? b2

=1 (1.17)

Exemplo 1.7. Determinar a equacgao da hipérbole cujos vértices sao os pontos A;(—2,1) e
A(2,1), sabendo que F(3,1) é um de seus focos. Em primeiro lugar precisamos encontrar o
centro da hipérbole. Para isso, observe que o centro é o ponto médio do segmento Ay A, donde
C(0,1). Agora, lembre-se que ¢ = d(C,F) = /(3—0)2+(1—1)2 = 3. Portanto, temos
b=+/32 —22 = /5. Portanto uma equacéo para a hipérbole é

e (y—17° _

=M o
4 5

Para determinar o grafico devemos observar que as assintotas nao vao passar pela origem, e sim

pelo centro C(0,1). Neste caso devemos utilizar a férmula
Yy —yo = m(z — zo)
em = 5 Logo as equacoes das assintotas sao:

) 5

- - . (@—h)? (y—k)?
Para finalizar esta secao, observe que se desenvolvemos a equacgao R =
a

1 obtemos
va? — a?y? — 2b%xh + 2ayk + b2h? — a®k? — a®b? = 0.

O que mostra que a equacao de uma hipérbole é uma equacao de segundo grau.
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Xl 4-(y-12/5=1

2 -1 2
Figura 1.9: Hipérbole de equagao xz — % =1

1.1.5 Parabola

Dados um ponto F' e uma reta r chama-se parabola de foco F e diretriz » ao lugar

geométrico dos pontos P do plano tais que

d(P,F) = d(P,r).

Figura 1.10: Parabola de foco F' e diretriz r

Para determinar a equacao da paréabola com foco F'(a, 0) sobre o eixo y e diretriz y = —a
paralela ao eixo x conforme Figura 1.10, estamos assumindo que a distancia entre o foco e a
diretriz é dada por
d(F,r) = 2a.

Um ponto P(z,y) pertence a pardbola se, e somente se, d(P, F') = d(P,r), ou

Var+(y—a)?=ly+al

Elevando ambos os membros ao quadrado temos

x2+y2—2ya+a2:y2—|—2ya+a2.
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Que resulta em

2 =4ay ou y= 2, (1.18)

1
—x
4a
Esta ultima é a equacao da parabola.

Se a parabola tivesse a abertura voltada para baixo, isto é, se a diretriz fosse a reta

y = a e o foco estivesse sobre o eixo y abaixo da reta Ox a equagao seria

1
2= —day ou y= —Zx2. (1.19)
Os outros casos, quando o foco fica sobre o eixo x e a diretriz é areta x =aouz = —a
temos as respectivas equacoes
y* =dar ou x= in (1.20)
P .
E,
y* = —4daxr ou = —in (1.21)
Y .

Elementos da Paréabola:

Foco: E o ponto F'.

Diretriz: é a reta r.

Eixo: é a reta que passa por F' e é perpendicular a diretriz r.

Vértice: é o ponto V' de intersegao da parabola com seu eixo.

Observagao 1.8. O ntumero real a # 0 é o parametro da pardbola. Quando a abertura da
parabola, a qual damos o nome de concavidade, sera voltada para cima ou para baixo, para
direita ou para esquerda de acordo com o sinal de a. Se o eixo da parabola é o eixo y e a > 0
entdo a parabola é concava para cima, se a < 0 é concava para baixo. Se o eixo da parabola
é o0 eixo x e a > 0 entdao a pardbola é concava direita, se a < 0 é concava para esquerda. O
grafico de uma parabola é simétrico em relacao ao seu eixo. Em outras palavras se, por exemplo
a equacio da pardbola é 22 = 4ay entdo os um dos pontos (—z,y) e (z,y) pertencem ao grafico

se, e somente se, ambos pertencem.

De modo andlogo aos casos da elipse e da hipérbole as equagoes da parabola quando o

eixo ¢é paralelo a um dos eixos coordenados sao dadas por

(x—h)? =da(y —k) ou (z—h)?=—da(y—k), (1.22)
quando o eixo é paralelo ao eixo y, ou

(y— k)2 =4a(x —h) ou (y—k)?>=—da(z—h), (1.23)

quando o eixo é paralelo ao eixo y.
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Exemplo 1.9. Determinar a equagao da parabola com vértice na origem e foco F(2,0).

Solucao: Estamos diante do caso 22 = 4ay com a = 2. Logo, a equacio procurada é z? = 8y.

Exemplo 1.10. Determinar a equagao da parabola cujo vértice é o ponto V(—3,2) e o foco é
o ponto F'(0,2).
Solugao: Observe que neste caso o eixo é paralelo ao eixo x e a > 0. Logo, a equagao é do tipo

(y — k)? = 4a(x — h). Mais precisamente,

(y —2)? = 8(x +3).

¢ F(0,2)

Figura 1.11: Pardbola de equagao (y — 2)* = 8(x + 3)

Quando desenvolvemos a expressio (z — h)? = 4a(y — k) obtemos
z? — 2zh + h? — day — dak = 0 (1.24)

que é a equacao geral da parabola.
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1.2 Quadricas

O conjunto de pontos P(z,y,z) do espago que satisfazem uma equagao do tipo
Az + By? + C2*+ Day+ FEyz + Fez +Ge + Hy+Iz+J =0 (1.25)

com A # 0 ou B # 0 ou C # 0 é uma superficie quadrica, exceto quando este conjunto for vazio.
Observe que se uma superficie quadrica for cortada por um plano coordenado ou por
um plano paralelo a qualquer um dos planos coordenados entao a curva obtida pela intersecao

¢ uma conica. Por exemplo, se fizermos z = 1 na equagao (1.25) obtemos
Ax?* + By* + Day+ By + Fox +Gr + Hy+ (J+1+C) =0 (1.26)

Exemplo 1.11. Identifique a curva obtida pela intersecio da expressao 222 + 4y? — 22 + 4o —

6y —2xy+2xz+3 =0 e o plano x = 1. Solugao: Se fazemos z = 1 na equagao acima, obtemos
4y? — 22 —8y+224+9=0.

Mas essa expressao pode ser escrita na forma

(-1 (y—1)?
6 3/2

=1,

que representa a equacao de uma hipérbole.

1.2.1 Superficies de revolugao

Uma superficie de revolugao é a superficie gerada por uma curva plana, chamada gera-
triz, que gira 360° em torno de uma reta, que é o eixo de rotagdo. A intersecao de uma superficie
de revolucao com um plano perpendicular ao eixo de rotagdo é uma circunferéncia.

Em geral, uma superficie gerada pela rotagao de uma curva plana C' contida no plano

yz em torno de um eixo z.

Figura 1.12: Superficie de revolugao. Fonte: REIS e SILVA (2002).
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Neste caso temos as equagoes
F(y,z) =0, x =0.

Qualquer ponto P(z,y, z) da superficie pertence a uma circunferéncia de centro R(0, 0, z)
(observe que como a rotagao é em torno do eixo z, o centro de qualquer uma delas é um ponto
sobre esse eixo). Agora tomando um ponto () da circunferéncia sobre a curva F(y,z) = 0 que
contém o ponto P, esse ponto tem coordenadas de Q(0,y1, z) (observe que essa circunferéncia é
dada pela intersecao da superficie com o plano z = z. Se o raio dessa circunferéncia é o ntimero
real r tem-se d(Q, R) = d(P, R) = r. Mas

e
Por outro lado P(x,y, z) também pertence a circunferéncia, isto significa que
r? =z + 4%
Donde, obtemos
yi =2 +y.
Como @ pertence a curva F(y,z) = 0 temos,
F(y1,2z) =0.
Logo, a equagao da superficie é dada por
F(yi,z) = 0,47 = 2 + ¢
Se fizermos a rotacao da mesma curva em torno do eixo y obtemos
F(y,z1) = 0,28 = 2 + 2°.

Na proxima secao iremos repetir o procedimento descrito para encontrar a equagao do
elipsoide de revolugao, nas demais apenas utilizaremos ja que fizemos um caso geral.
Exemplo 1.12. A superficie de revolucao gerada pela rotagao da elipse

22

2
Yy
I 42
9+4 ’

é a quadrica

cuja equacao foi obtida tomando

y% 22 2 2
F(yl,z):§+z7 y1=x" +y°.



Elipsoide de revolugao

E a superficie gerada pela rotagao de uma elipse em torno de um de seus eixos.

Figura 1.13: Elipsoide de revolugao. Fonte: REIS e SILVA (2002)

Para deduzir a equacao dessa superficie vamos tomar uma elipse no plano yz de equacao

2 2
Y z
E vamos determinar a rotagao dessa elipse em torno do eixo z.
Seja P(x,y,z) um ponto da superficies, particularmente este ponto pertence a circun-
feréncia cujo centro é o ponto R(0,0, z), —c < z < ¢. Cada ponto @ desta circunferéncia também
pertence a elipse (1.27) e tem coordenadas Q(0,y1, z), em outras palavras,

2

2
‘Z—; + i—z ~1. (1.28)

Como Q(0,y1,2) e P(x,y, z) pertencem a mesma circunferéncia eles estao a mesma distancia do

centro. Logo,
IPRI = Q| <= o*+y? =42 (1.20)
Substituindo em (1.28) temos

2 2 2 2 2 2
7ty z r°t+ Yy z
b2 +072:1<:>b72+572+672:1‘ (1'30)

Essa ultima é a equacao do elipsoide de revolucao em torno do eixo z.

Se a elipse tivesse sido girada em torno do eixo y teriamos a equagao

2 2
2+
S

2
5+ =1. (1.31)

Qw‘ N

Se b = ¢ a conica de equagao (1.28) é uma circunferéncia e o elipsoide de revolugao uma
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esfera. Em outras palavras a equacao da esfera de centro na oriem e raio b é dada por

2 2 2
%+Z—2+Z—2:10ux2+y2+22262. (1.32)

Hiperboloides de revolucao

Sao as superficies geradas pela rotagao de uma hipérbole de equacao

2 2

%—ggzszo, (1.33)

em torno do seus eixos.

9.1.2.1 Hiperboloide de uma folha

Como vimos, a equagao da superficie gerada pela rotagao da curva de equacoes
F(y,z) =0, x=0
em torno do eixo z é dada por
F(y1,2) = 0,51 = 2® + ¢,

Aqui temos

2 2
Y z

W2 22
Portanto a equacgéao da superficie de revolucao gerada pela rotacao da hipérbole 2z 1 em

c

torno do eixo z é
2 2 2

S (1.35)

v 2

Essa superficie é o Hiperboloide de uma folha como mostra a Figura 1.14.

Figura 1.14: Hiperboloide de uma folha. Fonte: REIS e SILVA (2002)

9.1.2.2 Hiperboloide de duas folhas
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Analogamente a secao anterior a equagao da superficie gerada pela rotagao da curva

de equacoes
F(y,z)=0, x =0
em torno do eixo y é dada por

F(y,z1) = 0,21 = 2 + 22,

em que,
2 2
Y z
y? 2
Portanto a equagao da superficie de revolugao gerada pela rotacao da hipérbole i 1 em
c
torno do eixo y é
2 2 2
ST (1.37)

2 b2 2

Essa superficie é o Hiperboloide de duas folhas como mostra a Figura 1.15.

Figura 1.15: Hiperboloide de duas folhas. Fonte: REIS e SILVA (2002)

9.1.2.2 Paraboloide de revolugao

Considere a parabola de equagoes
r=y%2=0.
A equacao da superficie obtida pela sua rotacao em torno do eixo x é dada por

F(x7y1) = 07 com y% = y2 + 22)
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em que F(z,y) = x — y%. De modo que,
Flz,y) =z —yi =z~ (y° +2°).
Portanto a equacao procurada é dada por
T = y2 + 22

Essa superficie é chamada Paraboloide de revolugao, Figura 1.16.

Figura 1.16: Paraboloide de revolugao. Fonte: REIS e SILVA (2002)

Cone de revolucao

Chama-se cone de revolugao a superficie gerada pela rotacao de uma reta em torno de
outra que a intercepta. Em outros termos, fixamos uma reta e tomamos outra concorrente a ela

e a fazemos girar em torno da primeira.

_—— —_——
-

Figura 1.17: Cone de revolugao. Fonte: REIS e SILVA (2002)

Para deduzirmos a equacgao do cone vamos estabelecer um sistema de coordenadas em
que o eixo z coincide com o eixo do cone e o plano yz contém a reta r. Portanto, no plano yz,

uma equacao de r é

y=mz, x=0.
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em que m é a tangente do angulo formado pelas retas r e s. Assim, temos
y=mz, x=0.
Assim, temos
F(y,z) =y —mz=0.
Assim, a equacao da superficie de rotagao obtida é dada por
y1 —mz =0 com y% =a2%+ 92

De y; — mz = 0 obtemos y = m?z2. Donde,

Que é a equacao do cone de revolugao.

Cilindro de revolucao

Cilindro de revolugao ou cilindro circular é a superficie gerada pela rotacao de uma

reta r em torno de uma reta s paralela a r.,

Figura 1.18: Cilindro de revolugao. Fonte: REIS e SILVA (2002)

Vamos deduzir a equacao desse cilindro de revolugao cuja rotacao da reta r ocorre em
torno de uma reta s sobre o eixo z. Nesta caso seja R a distancia entre r e s. Entao, um ponto

P(x,y, z) pertence ao cilindro se, e somente se,
d(P,s) = R.

Mas, d(P,s) = d(P,Q) em que Q(0,0, z). Logo, P(x,y, z) pertence ao cilindro se, e somente se,
22 + 9% = R?, (1.38)

que é a equagao do cilindro circular.
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Se, por outro lado, fixamos s sobre o eixo x e fazemos a rotagdo de uma reta r em torno

de s obtemos a equacao
y? + 2% = R (1.39)

Finalmente, fixando s sobre o eixo y e fazendo a rotacao de uma reta r em torno de s obtemos

a equacao

22 + 22 = R% (1.40)

1.2.2 Formas canodnicas
Agora, vamos tratar dos casos mais gerais de superficies quddricas. Para isto considere
a equagao (1.25), isto é,
Az? + By? + C22 + Day+ FEyz+ Fez +Ge + Hy+ Iz +J =0
Se A=B=C=D=F=F =0 ficamos com a equagao

Gr+Hy+1z+J =0,

que é a equacao de um plano.

Se, por outro lado, temos D =FE =F =G = H =1 = J = 0 ficamos com
Az? + By + C2* =0,
que representa um ponto quando A, B,C > 0.

Paraboloide hiperbdlico
Uma superficie cuja equacao é dada por

2 2
=Y T (1.41)

b2 a?
é denominada paraboloide hiperbédlico. Esta equacgao é a forma canoénica do paraboloide hi-
perbdlico ao longo do eixo z.
As formas candnicas do paraboloide hiperbdlico ao longo dos eixos x e y s@o, respecti-

vamente:
52 y2 52 22

-5 -5-5 (1.42)

Outras formas canonicas

De modo geral as formas candnicas geram as seguintes superficies quadricas com as

respectivas equacoes
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Figura 1.19: Paraboloide hiperbdlico sobre o eixo Z. Fonte: WINTERLE (2000)

e Elipsoide
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2

Formas lineares, bilineares e

quadraticas

2.1 Formas lineares

Apresentaremos aqui alumas defini¢coes e exemplos que serdo uteis para a classificacao
das coOnicas e quadricas utilizando autovalores e autovetores. Como referéncial téorico utilizamos
os livros Boldrini et al. (1980) e Steinbruch e Winterle (1987).

Definicao 2.1.1. Sejam V e W dois espagos vetoriais. Uma transformagao linear (aplicagao

linear) é uma funcdo de V.em W, T : V — W, que satisfaz as seguintes condigdes:

1. Quaisquer que sejam u e v em V|

T(u+v)=T(u)+ T (v).
2. Quaisquer que sejam k € Rev eV,
T(kv) = kT (v).

Como caso particular, apresentamos a seguinte definicdo de forma linear.

Definicao 2.1.2. Seja V um espago vetorial real. Uma forma linear é uma transformagao linear
f:V—R

Exemplo 2.1. Seja f: R? — R definida por (z,y) — x + y, ou na forma matricial

HMEtRK

Exemplo 2.2. Seja g : R®> — R definida por (z,y, z) — 22 + y — 2, ou na forma matricial

a xT
>—>[2 1 —1} y

z z
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Se f:V — R é uma forma linear, o = {vy,...,v,,} é base de V e 8 = {w} é base de

R, entao

[/]

™R
|
—
S
iy
=)
[\

S
R
—

X
3

ondea,-:f(qzi), 1<i<n.

Se v eV étal que

T

entao [f(v)|g = [f]3[V]a-

De um modo geral, para T : V — W linear, se dimV =n e dimW = m, e a =
{v1,v2, - ,on} e B ={wi,wa, - ,w,} sdo bases de V e W, respectivamente, teremos que [T]g
é uma matriz de ordem m X n, onde cada coluna é formada pelas componentes das imagens dos

vetores de o em relacao a base 3:

ail a2 - Aln
a/ a DY a
[T]O‘ _ 21 12 2n
B
aml AaAm2 - Omn

A matriz [T ]g depende das base « e 8 consideradas, isto é, a cada dupla de bases corresponde
uma particular matriz. Assim, uma transformacao linear podera ter uma infinidade de matrizes

para representd-las. No entanto fixada as bases a matriz é tinica.

2.2 Formas Bilineares

Consideraremos agora funcOes associadas a espagos vetoriais que se comportam de
forma andloga ao produto interno, isté é, funcoes que a cada par de vetores associam um nimero
de tal forma que uma vez fixado o primeiro vetor, a funcao seja uma forma linear em relagao ao

segundo vetor, e vice-versa.

Definigao 2.2.1. Seja V um espaco vetorial real. Uma forma bilinear é uma aplicagao
B :V xV — R definida por (v,w) — B(v,w) tal que:

i) Para todo w fixado, B(v,w) é uma forma linear em v, isto é,

B(vi+ve,w) =B (v1,w) + B (vy, W)
e B(av,w)=aB(v,w).

ii) Para todo v fixado, B(v,w) é uma forma linear em w, isto é,

B (v,w1+wsy) = B(v,wi)+ B(v,ws)

e B(v,aw)=aB(v,w).
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Exemplo 2.3. O produto usual de nimeros reais

p:RxR—=R
(z,y) — p(z,y) = zy

¢ uma forma bilinear. Verificando i ) e ii ):

p(z,y+2) =2(y + 2) = vy + vz = p(x,y) + p(z, 2),
plaz,y) = ax -y = a(zy) = ap(z,y).

Analogamente mostram-se as outras propriedades.

Exemplo 2.4. B : R? x R? - R dada por

B ((z1,y1), (z2,92)) = 122 — 21192

é uma forma bilinear. De fato,

B((z1,51), (2,92) + (23,93)) = B((21,91), (22 + 23,92 + y3))
= w1 (z2 4+ 23) + 2y1 (Y2 + y3)
= (z122 + 2y192) + 7173 + 29193
= B((z1,51), (22, 92)) + B ((z1,51) , (x3,93)) -

As outras propriedades sao verificadas de modo anélogo.

Exemplo 2.5. Seja V um espaco vetorial com produto interno ( , ). Podemos definir a forma
bilinear V' x V' — R por B(v,w) = (v,w). O fato de B ser bilinear é uma consequiéncia das
propriedades de produto interno.

Vamos considerar agora um exemplo importante.

Exemplo 2.6.

[\

Seja M = 4
0

S N O
N OO

Podemos associar a M uma forma bilinear B : R? x R? — R definida por

-2 0 0 U1
B((xl,x27x3),(y17yz,y3)):[zn wzms} 4 20 y2 | =
0 0 2 Y3

= —2x1y1 + 4w2u1 + 272Y2 + 273Y3.

A bilinearidade de B decorre das propriedades do produto e da soma de matrizes.

Exemplo 2.7. Sejam V um espago vetorial de dimensao n e & uma base de V. De modo andlogo
ao que foi feito no exemplo anterior, dada uma matriz qualquer M,,«,, podemos associar uma
forma bilinear B : V x V' — R definida por:

B(v,w) = [v]M[w]q
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se
X1 Al

Observe que se B : V x V — R é uma forma bilinear e dados vi, vy, w1, wo em V, em

geral temos
B (Vl + Vo, W1 + WQ) 7& B (Vl,Wl) + B (VQ,WQ) ,
pois

B (v + v, wi +Wa) = B(v],wW] +w3) + B(ve,w] +Wg) =
= B(Vl,Wl) + B(Vl,Wz) + B (VQ,Wl) + B (VQ,WQ) .

Observe, ainda, que no exemplo 2.6, temos V = R3 e a base candnica. A seguir veremos que,

na verdade, toda forma bilinear pode ser escrita na forma do exemplo 2.7, dado acima.

2.3 Matriz de uma transformacao linear

Sejam V um espago vetorial e B : V x V — R uma forma bilinear. Dada uma base
a={vy,...,vp} de V, associamos a B uma matriz [B]$ chamada matriz da forma bilinear B,

na base «, do seguinte modo: Se v=z1vi+ ...+ T,V e W=V + ... + YpVp.

n
B(v,w) =B (21V1+ ... + ZnVn, Y1V1 + ... + YnVp) = Zﬂﬁiij (Vi, vj)
.3

ou seja,

B(vy,v1) ... B(vi,vy) Y1

B(vp,v1) ... B(Vn,Vy) Un

Exemplo 2.8. Seja B : R? x R? = R a forma bilinear dada por
B(v,w) = —z1y1 + 2x2y1 + bx2ys,
onde v = (z1,72) e w = (y1,%2). Entdo se a = {e;,es} é a base canonica de R?, temos

[B]a _ B (el,el) B (el,eg) _ -1 0
o B(eg,el) B (62,62) 2 5 )

Com isto, podemos escrever a forma bilinear dada na forma matricial:
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B(v,w):[z:l 1’2}[_; g][z;],

ouseja, B(v,w) = [v]L[B]¢[W]a.

Exemplo 2.9. Seja B : R3 x R3 — R a forma bilinear definida por

B ((z1,22,23), (y1,y2,y3)) = —2x1y1 + 4w2y1 + 22212 + 223Y3.

Procuremos [B]2, onde o = {eq, ez, e3}, é base canonica de R :

Nesta matriz determinamos, por exemplo, B (e2,e1) = B((0,1,0)-(1,0,0)) = —-2-0-

144-1-142-1-042-0-0=4. Calculando os outros elementos, obtemos

-2 0 0
[B]S = 4 20
0 0 2

Compare com o Exemplo 2.6 Como nao poderia deixar de ser, [B]? = M.

2.4 Forma bilinear simétrica

Definicao 2.4.1. A forma bilinear B : V x V. — R é simétrica se B(v,w)
todo v,w € V.

B(w,v) para

Exemplo 2.10. Seja ( , ) um produto interno em V. Entao a forma bilinear B(v,w) = (v, w)

é simétrica, pois (v,w) = (w, V).

Exemplo 2.11. B :R? x R? — R dada por

B(v,w) = —z1y1 + 3z2y1 + 321y2 + 22212,

onde

v=(z1,22) e W= (y1,¥2) .

Calculando, B(w, V), temos

B(Wa V) = ((yla y2) 5 (:Elv "1:2))
= —y121 + 3y2z1 + 3y2z1 + 2y222.

Como B(v,w) = B(w, V), B é simétrica. Observe que [B]S é uma matriz simétrica. De fato:
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B(v,w):[xl xg}-[_; 3]!32]

Este resultado vale em geral, podendo ser enunciado no teorema abaixo.

Teorema 2.4.1. Uma forma bilinear B : V x V' — R é simétrica se e somente se [B]$ é uma
matriz simétrica.
Veja Lima (2006). O

2.5 Formas quadraticas

Consideremos uma particula de massa m deslocando-se no espago com velocidade ¢ =

(vg, vy, vz). A energia cinética que esse corpo possui é dada pela expressao

2 2
m||v m
E.= H2 I =5 (w/v§+v§+v§) )

Portanto,
m m m
EC:SU;_FEQ);_F?UEZ
m/2 0 0 Vg
=| vy vy v } 0 m/2 0 y

Dessa forma, a energia cinética pode ser interpretada como uma fung¢ao (que nao é linear) da

velocidade.

z |

T~

+
v = vy, % vzl

o
Y
X

Figura 2.1: Energia Cinética, Fonte Boldrini et al. (1980)

E,:R> =R
m m m
(vx,vy,vz)r—>§-v§+§-v§+5~vg

Se considerarmos, agora, a aplicagao bilinear simétrica
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B:R*xR}) >R
m/2 0 0 Wy

cuja expressao ¢ B ((Vg, vy, v2), (Wz, Wy, w2)) = | vy vy v, 0 m/2 0 wy |,

0 0 m/2 w,
observamos que

E. (nyvyvvz) =B ((nyvyvvz) ) (vavy,vz)) .

Expressoes que se comportam como a da energia cinética, isto é, que provém de formas
bilineares simétricas, recebem o nome de formas quadraticas. Agora, poderemos formalizar este

conceito.

Definigao 2.5.1. Seja V um espaco vetorial real e B : V' x V — R uma forma bilinear simétrica.

A fungao @ : V — R definida por Q(v) = B(v,v) é chamada forma quadrética associada a B.

Utilizando a expressao (2.1) em relagao a uma base a de V, @ pode ser expressa na

seguinte forma:

onde [B]% é uma matriz simétrica.

Exemplo 2.12. Seja Q : R? — R definida por Q(v) = 22 — 10zy + %2, onde v = (x,%). Sabemos

que

Q(v)z[m y} [Z lc)] [:;] = az? + 2bxy + cy?,

portanto, ax? + 2bxy + cy? = 22 — 10zy + y?, consequentemente, a = 1,2b = —10,¢ = 1.
Substituindo,

Q)= | = y][_; _i’”z] (2.2)

Observe ainda que @) é a forma quadratica associada a forma bilinear:

v = e w ]| 170 [”]

i —d 1 Y2
I T2 [ 1 -5 | , N 2
onde [v], = y [Wla = e [B]S = e o é a base canonica de R*. O
(4! Y2 | 9 1

procedimento adotado no exemplo anterior pode ser aplicado a uma forma quadratica genérica

Q :R? = R, onde Q(z,y) = Ax? + Bry + Cy?. Concluimos entdo que sua forma matricial é

B

Exemplo 2.13. Seja @ : R? — R definida por Q(z,y, z) = 322 + 2xy + 4y + 5y2z. Em relacdo

Quw)=|z y ||, 2

B
A 3
B
2

A base canénica de R3, Q é dada pela seguinte forma matricial:
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3 1 0 x
Q(l’,y,Z):{x Y Z] 1 4 %
020 z

Anélogo ao resultado anterior as formas quadraticas Q : R — R
Q(z,y,2) = Az + By’ + C2* + Day + Eyz + Fuz

tem forma matricial

D F
Q(x,y,Z)Z{:r y Z} L B £ y
g % C z

Exemplo 2.14. A forma bilinear quadratica Q : R? — R definida por
Q(xvya Z) = 21:2 + y2 - 322

tem forma matricial

2 0 0 T
Q(l.vyvz):{$ y z} 01 0 y
0 0 -3 z

2.6 Diagonalizacao da forma quadratica

(2.3)

(2.4)

Veremos a seguir que qualquer que seja a forma quadratica ) : V — R sempre existe

uma base ortonormal de V' em relagao a qual a matriz de ) é diagonal, ou seja, @) terd uma

forma parecida com a equacao (2.4). Antes de formalizar este resultado no teorema (2.6.1),

vamos “diagonalizar” a forma quadritica do exemplo (2.2), onde Q(v) = x? — 10zy + y? onde

v = (z,y). Procuremos uma base 8 de modo que se

[v]g = [ Il ]
Y1

e
Qv) = Mzt + Aoy,
ou ainda,
)\1 0 X1
V)=
Q(v) [:m y1}[0 /\2][%]
temos

Q.y) = [« y][ : ‘5] [wlz[v]z[mz[v]a

-5 1 Y

onde a é a base canonica do R%. Como a matriz [B]% é simétrica, ela é diagonalizavel, admitindo

um conjunto de autovetores ortonormais.
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[0}

& sao A1 = 6 e Ay = —4. Procurando os autovetores, encontramos

Os autovalores de [B]
para \; = 6,vy; = (x,—x) e para A\g = —4,ve = (z,z). Assim, uma base ortonormal 5 de

autovetores sera dada por

( 1 1 ) < 1 1 >
vi=|—&=,——%=] e wm=|—,—%].
V2' V2 V2 V2
Seja [I]g a matriz de mudanca da base « para base 5. Ou seja a matriz obtida conside-
rando as colunas como as componentes dos vetores da base 3 escritas como combinacao linear
«

da base a. Além disso, [v], = [I]g[v}g. E possivel mostrar que Entdo [B]2 = [I]g[B]g[I]g, onde

[0}

e = ([I]g)_l. Substituindo em Q(v) = [VIZ[BI%[V]a, temos Q(v) = [v]Z[T3[BI3I15[V]a,

« e}

== 5 5]

-1 T
Como [I]g é ortogonal, pois o e 8 sdo bases ortonormais, [I|§ = ([I]g) = ([I]g) donde

onde

ou ainda

Isto é,

Q(v) = [ T Y } [ 60 ] [ ;1 ] = 627 — 4y, (2.7)

onde [v]g = [ o ]

Y1

Teorema 2.6.1. Seja Q(v) = B(v,v) uma forma quadréatica em V. Existe uma base ortonormal
B de V tal que se

Y1

Yn

entdo Q(v) = \y? + ... + Ay2.

Demonstragdo. Seja o uma base ortonormal qualquer de V. Entao Q(v) = B(v,v) = [V],[B]%[V]a-

Logo, a matriz [B]% é uma matriz simétrica e, portanto, corresponde a um operador auto-adjunto

T :V — V que tem como matriz [T]$ = [B]¢. Como um operador auto-adjunto pode ser dia.

gonalizado mediante uma base 3 de autovetores ortonormais, entao
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A 0 ’
[Bls = [T)5 = 11
0 An 5
A1 0
= (1) 718
0 An
A1 0
= (1)’ [1)5,
0 An

A1 0
Q(v) =, - (1113) 115 - [V]a
0 An
A1 0
= ([115[v]a)’ (15v]a)
0 An
A 0
= [v]} [v]s
0 An
A1 0 Y1
=1 Y ... yn} . :
0 An Yn

=My + Xoys + ..+ Myl

Exemplo 2.15. Seja a forma quadrética em R? dada por:

Q(v) = —42? — 6x129 + 623

= —4x% —3x120 — 32120 + 6m%

a5 3] 2]

onde v = (z1, z2) . Calculemos os autovalores.
] =X\ —2x-33

—4-X =3
-3 6— A

/\1:1—\/3746/\2:1—}—\/374.

Entao existe uma base 8 (que é aquela de autovetores da matriz) tal que se

P(X\) = det [
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entao

Q(U)Z[m y2}[1_\/374 ’ ][w]’

0 1++/34 o
isto é,
Qv) = (1 —V34)yi + (14 V34)y3.

Esta diagonalizacao das formas quadraticas (forma normal) tem muitas aplicacoes e
uma delas serd vista na classificagdo das coOnicas, e quadricas que apresentaremos no préximo

capitulo.
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3
Classificacao das conicas e quadricas

Aqui estamos interessados nas defini¢oes algébricas das conicas e quadricas.

3.1 Coénicas em R?

Para tratar das conicas no plano de forma adequada procederemos estudando figu-
ras padrao e, através da diagonalizacao de formas quadraticas associadas, mostraremos que as

equacoes representam uma das figuras padrao centrada, possivelmente, em outro referencial.

Definicao 3.1.1. Uma cénica em R? é um conjunto de pontos cujas coordenadas em relacio a

base canonica satisfazem a equacgao:

Az’ + Bzy+Cy? + Dz + Ey+ F =0,

onde A ou B ou C # 0.

Observe que a equagao da conica envolve uma forma quadrética, Q(z,y) = = Azx? +
Bzy + Cy?, uma forma linear, L(x,y) = Dz + Ey, e um termo constante F. Isto é, a equacio

que define a coOnica é:

Q(z,y) + L(z,y) + F =0.

Exemplo 3.1. Dada a equacio na base canonica o de R? :

222 + 2% + day + 4V 2z + 122y — 8 = 0,
nosso objetivo, mais uma vez, serd determinar que figura esta conica representa no plano. Para
isto, precisamos inicialmente eliminar os termos mistos, do tipo zy, através da diagonalizacao
da forma quadratica.
Passo 1: Escrevendo a equacao anterior na forma matricial, temos

(= ][3 ]

X

Y

+[4ﬁ 12\/5][;:]—8:0.
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2 2
Passo 2 : Vamos calcular os autovalores e os autovetores ortonormais da matriz [ .

2-A 2
2 2—A

P\ = [

] =(2-N)? —4=—4\+ )\

Entao os autovalores sao 0 e 4 .

B 2 2 z | |0 _ 11
Para)\l—O,[2 2][3/]_[0]’6 Vl—(—%,ﬁ>.

B 2 2 x| 4z (11
Para)\2—4,[2 2] [y]—[4y],dondeV2—(\/§,\/§).

Sabemos que pelo Teorema (2.6.1) que nesta nova base de autovetores § = {vy,va}, a
forma quadrética

Q(V)Z[:L’ y}[; g]_il,onde[v]a:[;:_.

se reduz a

Q(V):[Zvl yl}[g Z [m] Se[V]B:[xl_.

U1 Y1

x x
Passo 3 : Agora precisamos determinar a relagao que existe entre [ ] e [ ! ] e
Y Y1

substituir o resultado na parte linear da equacao dada.

Lv)= [ 4v2 12v2 | x]
Yy
autovetores |
X _ [I} I ’
Y canonica Y1

I[2]

entretanto,

logo

S-S

B FH1

1 1 1 1
O.TC% + 4y% + 42 <—\/§$1 + \/ﬁy1> +12v2 (ﬂ-fl + \/§y1> —-8=0,

+| vz 12\/5}[

Sl
S-S
—_
| — |
s 5
| I |
|
co
|
e

38



ou seja,
dy? — Ay + 4y + 122 + 12y — 8 = 4yf + 8y + 16y; —8 =0,

portanto y% + 2x1 + 4y; — 2 = 0. Esta ultima equagao representa a conica em relagdo ao novo

referencial formado pelas retas suporte de vy e vo, como mostra a Figura abaixo:

Figura 3.1:

Vamos ainda introduzir uma nova mudanca de coordenadas para identificar a conica.
Ela serda dada por uma translacao do referencial acima.
Passo 5: Para “eliminar”os termos lineares onde isto é possivel (A # 0), agrupamos os

termos de y? + 21 + 4y; — 2 = 0 convenientemente.

(yi+4y1 +4) —4+221-2=0
(y1 +2)> +2 (21 — 3) = 0.

Tornando x5 = 1 — 3 e y2 = y1 + 2, obtemos y% + 229 — 6 = 0 ou finalmente

Tro = —%yg
Assim, a equacdo acima representa a conica em relacdo a um novo referencial R3, obtido por
translacdo e podemos finalmente identificd-la como sendo uma pardbola, conforme indica a
Figura (3.1) A origem deste tltimo referencial Rz serd o = 0 e y2 = 0, isto é, z; —3 =0 e

y1+2=0.

Figura 3.2:

Agora iremos formular o procedimento geral de classificacao das conicas, estabelecendo

em defalhes o que deve ser feito em cada passo.
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3.1.1 Procedimento Geral de Classificacao das Conicas

Dada a equacdo (em coordenadas candnicas de R? )

Az® + Bxy + Cy? + Dz + Ey+ F = 0(A ou B ou C #0)

para achar que figura ela representa no plano, devemos proceder do seguinte modo:

Passo 1 : Escrevemos a equagao na forma matricial:

Passo 2 : Diagonalizamos a forma quadratica para eliminar os termos mistos. Para isto,

A B
precisamos encontrar os autovalores A\ e Ao e 0s autovetores ortonormais vy e vy de [ 2

5 C

X

+ F =0.
Y

B
A 3
B
2

C

+|p | .

Passo 3 : Obtemos as novas coordenadas. Para isto, utilizamos a equagao

x autovetores 1
= [I] - .
Y canonica Y1
Passo 4 : Substituimos as novas coordenadas na equagao, obtendo a equagao na nova
base {v1,va}

EENIE

Ma? + Aoy? + axy + by, + F = 0.

+[D E|[I

+F=0,

canonica

autovetores 1
n

ou seja,

Passo 5 : Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sao nao
nulos. Temos entao trés casos:

i) A1 e Ay # 0: Neste caso

— ) ——+F=0.
2A2> e T

Seja xo = x1 + ﬁ ey =y + &, temos entao )\13;% + )\gyg +f=0, onde

2 2
Mad+az + Ay by + F =M (214 = | — 4+ X (0 +
N ) Ia

a? b2

= F _— = —,
/ a4n1 4

ii) A1 # 0 e A2 = 0: Neste caso

2 9
/\13:%+aa;1+by1+F:/\1<x1+a> ¢ by +F=0.

2N ) 4\
Tornando zo = 1 + ﬁ e y2 = Y1, temos

M3 +bys + f =0,
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onde

CL2

f=F— ISVE

iii) A1 =0 e Ag # 0. (similar ao anterior).

Como vimos, este procedimento permite-nos, através de uma mudanca de referencial,
colocar qualquer conica na forma de uma das equagcoes tipicas. Neste processo classificamos a
coOnica, damos suas dimensoes e posicoes no plano. Muitas vezes, entretanto, estaremos interes-
sados apenas em classificar a conica dada por uma equacio Ax?+ Bxy+Cy?+ Dx+Ey+F =0,
sem determinar suas dimensoes e localizagao. Visando solucionar este problema de uma forma
mais rapida, vamos discutir as possibilidades que temos em funcao dos sinais dos autovalores

associados a forma quadratica.

Teorema 3.1.1. Dada uma conica definida pela equagao
Az’ + Bzy+Cy? + Dx + Ey+ F = 0.

Sejam A1 e Ay os autovalores associados a sua forma quadratica; entao:

i) Se A1 - A2 > 0 esta equacdo representa uma elipse, ou suas degeneragoes (um ponto
ou o vazio).

ii) Se A1 - A2 < 0 esta equagao representa uma hipérbole ou sua degeneracao (par de
retas concorrentes).

iii) Se A1 - A2 = 0 esta equagao representa uma parabola ou suas degeneragoes (par de

retas paralelas, uma reta ou o vazio).

Demonstragao. Consideremos, portanto, os autovalores

)\1 e )\2 de

Q vlw

A
B
2

Como ja vimos, obteremos depois da eliminacao do termo misto uma equagao da forma

Mz? + Xyt +az + by, + F = 0. (3.1)

(I) Vamos analisar inicialmente, a situagdo em que \; # 0 e Ay # 0. Neste caso, através

de uma translagao obtemos

M3+ Aoys + f = 0.

Note que se:

i) A1 e A2 forem ambos positivos, teremos para f < 0 uma elipse; para f = 0 teremos
um ponto (zg2 = y2 = 0) e para f > 0 teremos o conjunto vazio.

ii) Se A1 e Ay forem ambos negativos, também teremos uma elipse, um ponto ou vazio,
conforme f seja positivo, nulo ou negativo.

iii) Se A1 e A2 tiverem sinais opostos, poderemos ter uma hipérbole, quando f # 0, ou

um par de retas concorrentes se f = 0.

41



(IT) Consideremos agora a situacao em que A\ = 0 (e, portanto Ag # 0 ). Como vimos,

partindo da equagao (3.1), chegamos a uma equagao:

/\gyg +axs + f =0.

Note que:
i) se a # 0 teremos uma parabola.
ii) se a = 0, poderemos ter um par de retas paralelas, uma reta ou o vazio.
iii) O caso em que A2 = 0 é discutido de maneira andloga ao ii).
O
B
2 | éigual

Podemos afirmar que o determinante associado a forma quadritica [ B
2

ao produto de seus autovalores A - As. Assim o sinal de A; - Ay é 0 mesmo de — (BTQ — AC’), que

por sua vez tem o mesmo sinal de — (32 — 4AC’). Podemos assim reescrever o teorema anterior

em funcio do “discriminante” B% — 4AC.

Teorema 3.1.2. Dada a equacao: Az?+ Bxy+Cy?+ Dz + Ey+ F = 0, esta equacio no plano
representara:

i) uma elipse ou suas degeneracoes, se B2 —4AC < 0

ii) uma parabola ou suas degeneracdes, se B2 — 4AC = 0

iii) uma hipérbole, se B2 — 4AC > 0.

3.2 Quadricas em R?

Definicao 3.2.1. Uma cénica em R? é um conjunto de pontos cujas coordenadas em relacio a

base canonica satisfazem a equacgao:
Az + By  + C22 + Doy + Eyz+ Foz+ G + Hy + 12+ J = 0,

onde A ou B ou C ou D ou E ou F # 0.

A equacdo que define a quédrica pode representar o conjunto vazio (22> = —1), um
ponto (22 + y? + 22 = 0), um plano (22 = 0), dois planos paralelos (22 = 1) ou dois planos que
se interceptam (xy = 0). Estes casos sao denominados degenerados. Da mesma forma que foi
feito para a cOnica, mostraremos atraves de uma mudanca de referencial conveniente é possivel

classificar as quadricas.

Exemplo 3.2. Para classificar a quadrica —x? +2yz + 2z —y = 100, escrevemos a equacao acima

na forma matricial, obtendo:

[+ v ]

Calculando os autovalores e os autovetores ja normalizados da matriz

1 x
+[o -1 1]]y =100

z z

= o O
S = O

0
0
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-1 0 O
0 01
010
obtemos:
1. para A\ = —1;v; = (1,0,0) e vo = (0, %, %) e

2. para Ao = 1;vy = (O, %, %)

Temos ainda

8
—

autovetores

canoénica

I\
N
—_

can.

onde

0 0
1 1
[ aovseares = V2 V2
0 —v2 1
V2

-1 00 T I 0 0 x1
o 2 0 -1 0| wm +[0 1 1} 0 L L |y | =10
0 01 2 0 —% % z1

o & 2,24 .2 2
i —x{ —yi + 271 — —=y1 = 100.
sto &, —a1 —yi + 21 — 5 00
Faremos agora uma nova mudanca de coordenadas para eliminar os termos lineares

onde isto é possivel.

1\? 1

Sejam xo = x1,Y2 = Y1 + % e zo = z1; assim, temos a seguinte equacgao:

2 2 2
T3 _ Y2 22 _

2 7+ 2
Ve W W

2 2 2
que representa a quadrica em relacao ao referencial obtido por translacao a partir daquele dos
autovetores, cuja origem é dada por x9 = 0,y2 = Oezg = = 0. Entao

1
r1 =0, y1+E:0 e 2z1=0.
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Observando a equacao obtida com as equagoes vemos que esta quadrica é um hiperboléide de
duas folhas.

)(2:

Figura 3.3: Hiperbol6ide de duas folhas. Fonte Boldrini et al. (1980).
Exemplo 3.3. Para achar a figura dada pela equagao

222 + 2y 4 222 + 2xy + 2x2 + 2yz = 81

devemos resolver

v ]

Calculando os autovalores e autovetores respectivos (ja normalizados) obtemos

— =N
= N

1
1 y | =8l
2

z

2’ 2
N Ly, = Y6 V6 V6
2 s V2 6 ) 6 ) 3
V3 V3 V3
=4, v3=| 75,5,
3 3 3
Ainda,
t autovetores 1
=TI Y1 autovetores ,
canonica
z z1
onde
V2 V6 V3
2 6 3
[ I]autgvetores _ V2 V6 /3
canonica 2 6 3
0 —V6 V3
6 3



Entao, a equacgao se torna

1 00 I
[ rr Y1 2 } 010 U1 =81
0 0 4 z1

Figura 3.4: Elipséide. Fonte Boldrini et al. (1980).

Como nao aparecem os termos lineares, se nao estivermos interessados na posicao dos
novos eixos mas apenas no formato da figura, bastaria calcular os autovalores, escrever a equacao
2% + y? + 427 = 81 e j4 terfamos identificado a quddrica.

Também no estudo das quddricas em geral, se tivermos problemas onde somente a
classificacao destas seja importante, nao interessando suas dimensoes ou posicao no espago,

poderemos resolvé-los apenas estudando os sinais dos autovalores associados a forma quadratica.
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Conclusao

Classificar as conicas e quadricas utilizando os autovalores e autovetores me per-
mitiu uma revisao de importantes contetudos estudados durante o curso, pude entender melhor
a construcao geométrica das conicas e quadricas, revisar os conceitos basicos de Algebra linear
como espacos vetoriais, base, dimensao, espacos vetoriais com produto interno, transformagcoes
lineares, autovalores e autovetores e a relacao existente entre eles, além de aprender novos concei-
tos como formas bilineares, formas bilineares quadraticas e diagonalizacao da forma quadratica.
Utilizando a anélise espectral da matriz associada a equagao da forma quadratica correspondente
percebemos que os autovalores e autovetores dessa matriz contém informacgoes importantes sobre
a geometria da conica ou quadrica.

1. Conicas: Para uma equacio geral de uma conica Ax?+ Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F =0,

a matriz associada seria:

Q=

Os autovalores A1 e Ao e os autovetores correspondentes v e v9 de () fornecem informacoes sobre
a conica. Se A1 e Ay tiverem o mesmo sinal, a conica € eliptica. Se tiverem sinais opostos, ¢é
hiperbdlica. Se um deles for zero, é parabdlica.

2. Quadricas: Para uma equacao geral de uma quédrica
Az® 4+ By? + C2* 4+ 2Dxy + 2Fyz + 2Fxz + 2Gx + 2Hy + 212+ J = 0,

a matriz associada seria:

A D F
Q=|D B E
F E C

Os autovalores A1, Ao, e A3 e os autovetores correspondentes vi, vo, € vy de () oferecem in-
formacoes sobre a quadrica. A classificacdo depende dos sinais e valores dos autovalores. Todos
positivos/negativos indicam uma elipséide, mistura de sinais indica um hiperboléide, e um auto-
valor zero sugere uma paraboldide. Em resumo, ao utilizar autovalores e autovetores na anélise
de conicas e quadricas, é possivel simplificar as equagoes associadas e obter informacoes valiosas

sobre a natureza e a orientacao dessas figuras geométricas.
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