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FÁBIO NEVES OLIVEIRA
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Matemática.

Área de Concentração: Matemática
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Resumo

As cônicas e quádricas podem ser classificadas usando autovalores e autovetores das

suas respectivas matrizes associadas. Para cônicas, a matriz é obtida a partir da equação geral

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0. Para quádricas tridimensionais, a matriz é derivada da

equação geral Ax2 + By2 + Cz2 +Dxy + Exz + Fyz +Gx+Hy + Iz + J = 0. A classificação

depende dos autovalores e autovetores da matriz. Para cônicas, se todos os autovalores forem

do mesmo sinal, a cônica é classificada como elipse ou ponto. Se um autovalor é zero, é uma

parábola. Se os autovalores têm sinais opostos, temos uma hipérbole. Para quádricas, a natu-

reza da superf́ıcie (elipsóide, hiperbolóide, parabolóide, etc.) é determinada pelos autovalores e

autovetores da matriz. A interpretação exata pode variar dependendo da dimensão (2D ou 3D)

e das caracteŕısticas espećıficas das equações.

Palavras-chave: Autovalores, autovetores, formas bilineares, formas quádricas.
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Abstract

Conics and quadrics can be classified using eigenvalues and eigenvectors of their res-

pective associated matrices. For conics, the matrix is obtained from the general equation

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0. For three-dimensional quadrics, the matrix is deri-

ved from the general equation Ax2 +By2 +Cz2 +Dxy +Exz + Fyz +Gx+Hy + Iz + J = 0.

The classification depends on the eigenvalues and eigenvectors of the matrix. For conics, if all

eigenvalues are of the same sign, the conic is classified as an ellipse or a point. If an eigenvalue

is zero, it is a parabola. If the eigenvalues have opposite signs, we have a hyperbola. For qua-

drics, the nature of the surface (ellipsoid, hyperboloid, paraboloid, etc.) is determined by the

eigenvalues and eigenvectors of the matrix. The exact interpretation may vary depending on

the dimension (2D or 3D) and the specific characteristics of the equations.

Keywords: Eigenvalues, eigenvectors, bilinear forms, quadric forms.
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Introdução

As cônicas e quádricas são figuras geométricas que desempenharam papéis significati-

vos na história da matemática. A palavra “cônica” refere-se a seções cônicas, que incluem a

elipse, parábola e hipérbole. Aristóteles estudou algumas propriedades das seções cônicas no

século IV a.C. No século III a.C., Apolônio de Perga, conhecido como “o grande geômetra”, fez

contribuições substanciais ao estudar as cônicas em sua obra “Conicas”, introduzidno o conceito

de excentricidade e investigando diversas propriedades dessas curvas. Quanto às quádricas, elas

são superf́ıcies tridimensionais, como esferas, elipsóides e parabolóides. A matemática envolvida

em quádricas evoluiu ao longo dos séculos, com importantes contribuições de matemáticos como

René Descartes e Pierre de Fermat no século XVII. No século XIX, com o desenvolvimento

da geometria anaĺıtica e álgebra linear, as cônicas e quádricas foram estudadas de forma mais

abrangente, como descrito por Simons (1987) e Pedoe (2013). Atualmente as cônicas, como

ćırculos, elipses, parábolas e hipérboles, desempenham um papel crucial na matemática e em

diversas áreas da ciência e engenharia. Elas são fundamentais em geometria anaĺıtica, f́ısica,

óptica, astronomia, engenharia de satélites, entre outras disciplinas. Além disso, as cônicas têm

aplicações práticas em design de lentes, trajetórias de projéteis e modelagem de fenômenos natu-

rais. As superf́ıcies quádricas, como esferas, elipsóides e parabolóides, desempenham um papel

significativo em várias disciplinas. Elas são fundamentais na geometria diferencial, f́ısica ma-

temática, engenharia, computação gráfica e em modelagem matemática de fenômenos f́ısicos. As

quádricas são frequentemente utilizadas para descrever formas tridimensionais complexas, pro-

porcionando uma maneira eficaz de analisar e compreender propriedades geométricas e f́ısicas.

Sua importância se estende a campos como óptica, dinâmica de fluidos, mecânica celeste e

design de superf́ıcies em computação gráfica, destacando-se como ferramentas versáteis na re-

presentação e compreensão de fenômenos naturais e artificiais. Em resumo, compreender as

propriedades das cônicas é essencial para diversas aplicações teóricas e práticas, como exposto

em Hoffman e Kunze (1979), Lima (2006) e Steinbruch e Winterle (1987). Objetivo do trabalho

é utilizar a diagonalização das formas quadráticas para classificar as cônicas e quádricas. No

caṕıtulo 1 apresentamos a análise geométrica das cônicas e quádricas, por exemplo, a elipse é

o lugar dos pontos do plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos, chamados focos, é

uma constante. No caṕıtulo 2 apresentamos definições e exemplos que serão essenciais para a

classificação das cônicas e quádricas utilizando autovalores e autovetores, destacamos as formas

lineares, bilineares e quadráticas, a matriz de uma forma bilinear e a diagonalização da forma

quadrática. No caṕıtulo 3 estamos interessados nas cônicas e quádricas definidas algebricamente,

aqui os autovalores e autovetores desempenham um papel importante na análise das cônicas e

quádricas. Para as cônicas, a matriz de coeficientes associada ao sistema de equações é diago-
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nalizada usando autovalores e autovetores. No contexto de cônicas, isso permite determinar a

forma canônica da equação, facilitando a identificação da elipse, parábola ou hipérbole. Já para

quádricas, as superf́ıcies tridimensionais, o uso de autovalores e autovetores é crucial na diago-

nalização da matriz quadrática associada. Isso auxilia na simplificação da forma da equação e

na identificação da natureza da quádrica, como esfera, elipsoide, cilindro ou cone.
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1

Preliminares

1.1 Cônicas

Apresentamos aqui uma análise geométrica das cônicas e quádricas, para isso é curucial

consideramos as interseções, simetreias, eixos principais, focos e diretrizes, bem como as relações

dimensionais especificas de cada curva. Essa análise proporcionará uma compreensão profunda

das caracteŕısticas visuais e estruturais das cônicas e quádricas. Utilizaremos aqui os livros REIS

e SILVA (2002) e WINTERLE (2000).

1.1.1 Translação de eixos

Considere o plano xy e um ponto O′(h, k) do plano. Dado um ponto P (x, y) do plano

seja P ′(x′, y′) tal que

x′ = x− h x = x′ + h

y′ = y − k y = y′ + k

que são as fórmulas de translação.

Neste caso, temos um novo sistema de coordenadas x′O′y′, com a mesma unidade de

medida, em que o ponto O′(h, k) é a origem e as retas O′x′ e O′y′ são paralelas respectivamente

as retas Ox e Oy.

Por exemplo, se O′ = O′(3, 2) então as coordenadas do ponto P (5, 4) no sistema xOy

são P ′(5− 3, 4− 2) = P ′(2, 2) no plano x′O′y′. De modo geral, qualquer ponto P (x, y) pode ser

identificado com o ponto P ′(x− 3, y − 2). O sistema obtido é uma translação de eixos.

1.1.2 Circunferência

Embora seja considerado um caso particular da elipse, convém considerar a circun-

ferência separadamente.
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y

x

O′

O

P = P ′

k

h x′ + h

y′ + k

x′

y′

Figura 1.1: Translação de eixos

Equações paramétricas da circunferência

Definimos a circunferência de centro C(x0, y0) e raio r > 0 como o lugar geométrico

dos pontos P (x, y) do plano cuja distância ao centro C é igual a r, isto é, é o conjunto C de

pontos do plano dado por

C = {P (x, y)| d(P,C) = r}. (1.1)

C

B

A

P

y0

x0 x0 + r

y0 + r

t
θ

Figura 1.2: Circunferência de centro C(x0, y0) e raio r

Para determinar as equações paramétricas da circunferência de centro C(x0, y0) e raio

r seja P (x, y) um ponto qualquer da circunferência e destaquemos os pontos A(x0 + r, y0) e

B(x0, y0 + r), veja Figura 1.2.

Os vetores
−→
CA,

−−→
CP e

−−→
CB todos têm norma igual a r e os ângulos t entre

−→
CA e

−−→
CP , e

θ entre
−−→
CP e

−−→
CB são dados por

cos(t) =
⟨
−→
CA,

−−→
CP ⟩

∥
−→
CA∥∥

−−→
CP∥

e cos(θ) =
⟨
−−→
CP,

−−→
CB⟩

∥
−−→
CP∥∥

−−→
CB∥

. (1.2)
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Agora observe que
−→
CA = A−C = (r, 0),

−−→
CP = P −C = (x−x0, y− y0) e

−−→
CB = B−C = (0, r).

Portanto, (1.2) torna-se

cos(t) =
⟨(r, 0), (x− x0, y − y0)⟩

r2
e cos(θ) =

⟨(x− x0, y − y0), (0, r)⟩
r2

. (1.3)

De (1.3) obtemos o seguinte sistema de equações{
r(x− x0) = r2 cos(t)

r(y − y0) = r2 cos(θ)
⇐⇒

{
x = x0 + r cos(t)

y = y0 + r cos(θ)
. (1.4)

Finalmente, observe que t+ θ = 90◦. Logo,

cos(θ) = cos(90◦ − t) = cos(90◦) cos(t) + sen(90◦)sen(t) = sen(t).

Donde, um ponto P (x, y) da circunferência de centro C(x0, y0) e raio r satisfaz as equações:{
x = x0 + r cos(t)

y = y0 + rsen(t)
, (1.5)

em que t é o ângulo formado pelo vetor
−−→
CP e o eixo das abcissas. Agora note que cada ponto

da circunferência é unicamente determinado por esse ângulo que varia entre 0 ≤ t < 360◦.

Por outro lado, se um pontoQ(x, y) qualquer do plano satisfaz (x, y) = (x0+r cos(t), y0+

rsen(t)) então,

d(Q,C) =
√

(x0 + r cos(t)− x0)2 + (y0 + rsen(t)− y0)2 = r.

Em outras palavras Q pertence a circunferência de centro C(x0, y0) e raio r. Donde, essa cir-

cunferência fica unicamente determinada pelas equações (1.5), que são as equações paramétricas

da circunferência.

Equação cartesiana da circunferência

Das equações paramétricas da circunferência (1.5), obtemos x−x0 = r cos(t) e y−y0 =

rsen(t). Donde,

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2 cos2(t) + r2sen2(t) = r2 ⇐⇒ (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2.

A equação (x−x0)
2+(y−y0)

2 = r2 é a equação cartesiana da circunferência de centro

C(x0, y0) e raio r.

Exemplo 1.1. As equações paramétricas e cartesianas da circunferência de centro C(1,−1) e

raio 3 são dadas por{
x = 1 + 3 cos(t)

y = −1 + 3sen(t)
, 0 ≤ t < 2π e (x− 1)2 + (y + 1)2 = 9.
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Exemplo 1.2. A equação x2 + y2 − x+ 3y − 2 = 0 pode ser escrita como

(
x− 1

2

)2

+

(
y +

3

2

)2

=

(
3
√
2

2

)2

.

Isso mostra que a equação x2 + y2 − x+ 3y− 2 = 0 representa a equação de uma circunferência

de centro C(12 ,
3
2) e raio

3
√
2

2
.

1.1.3 Elipse

Dados dois pontos F e F1 e um número r > d(F, F1), o lugar geométrico dos pontos

P (x, y) do plano tais que

d(P, F ) + d(P, F1) = r,

é chamado Elipse de focos F e F1 e eixo maior r.

F F1

P

Figura 1.3: Elipse de focos F e F1 e eixo maior r.

Vamos determinar a equação da elipse no caso particular em que os focos estão sobre

os eixos coordenados. Temos que considerar dois casos:

Os focos estão sobre o eixo das abcissas.

Considere uma elipse de acordo com a Figura (1.4) com focos F1(−c, 0) e F (c, 0), c > 0

e eixo maior r. Vamos destacar os pontos de interseção da elipse com os eixos coordenados, isto

é: B(0, b) e B1(0,−b), b > 0, sobre o eixo das ordenadas y. A(a, 0) e A1(−a, 0), a > 0, sobre o

eixo das abcissas x.

Observe que vale r = d(A,A1). Para ver isso basta observar que{
d(A,F1) + d(A,F ) = r

d(A1, F1) + d(A1, F ) = r
⇐⇒ [d(A,F1) + d(A,F )] + [d(A1, F1) + d(A2, F )] = 2r

Por outro lado, d(A1, F1) + d(F1, A) = d(A1, A) e d(A,F ) + d(F,A1) = d(A,A1). Donde,

2d(A1, A) = 2r ⇐⇒ d(A1, A) = r.

Portanto, se P (x, y) é um ponto qualquer da elipse tem-se:

d(P, F ) + d(P, F1) = d(A,A1) = 2a (1.6)

6



y

x
F1(−c, 0) F (c, 0)

P (x, y)

B1(0,−b)

B(0, b)

A(a, 0)A1(−a, 0)

Figura 1.4: Elipse de focos sobre o eixo das abcissas

Agora observe que d(P, F1) =
√

(x+ c)2 + y2 e d(P, F ) =
√
(x− c)2 + y2 portanto a equação

(1.6) torna-se:√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a ⇐⇒

√
(x+ c)2 + y2 = 2a−

√
(x− c)2 + y2. (1.7)

Elevando ambos os membros na equação (1.7) ao quadrado obtemos

(x+ c)2 + y2 = 4a2 − 4a
√
(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2.

Desenvolvendo essa expressão obtemos

xc− a2 = −a
√
(x− c)2 + y2. (1.8)

Elevando novamente ao quadrado ambos os membros de (1.8) resulta

x2c2 − 2a2cx+ a4 = a2[(x− c)2 + y2]

Donde obtemos,

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2). (1.9)

Agora observe que o triângulo F1BF é isósceles, desde que F1 e F estão a mesma distância do

eixo e o segmento OB é a altura do triângulo. Em outras palavras: d(B,F1) = d(B,F ) = a.

Observe ainda que o triângulo OBF é retângulo, donde

d(B,F )2 = b2 + c2 ⇐⇒ a2 = b2 + c2 ⇐⇒ b2 = a2 − c2.

Substituindo em (1.9) temos

b2x2 + a2y2 = a2b2. (1.10)

7



Como, a, b, c > 0 podemos dividir ambos os membros de (1.10) por a2b2 que resulta em

x2

a2
+

y2

b2
= 1. (1.11)

Isso mostra que se P (x, y) pertence a elipse com focos F1(−c, 0) e F (c, 0), c > 0 e eixo maior 2a

satisfaz a equação (1.11). Reciprocamente se P (x, y) é um ponto do plano que satisfaz (1.11)

então pode-se mostrar que P é um ponto da elipse com focos F1(−c, 0) e F (c, 0), c > 0 e eixo

maior 2a.

Para verificar isto basta fazermos o processo inverso ao realizado para obter esta

equação.

Os focos estão sobre o eixo das ordenadas.

Os focos estão sobre o eixo maior, neste caso os cálculos que fizemos na seção anterior

não mudam, exceto pelo fato de que se tem a e b em posições trocadas em relação aos eixos

coordenados.

y

x
B1(−b, 0) B(b, 0)

P (x, y)

F1(0,−c)

F (0, c)

A(0, a)

A1(0,−a)

Figura 1.5: Elipse de focos sobre o eixo das ordenadas

Procedendo como na seção anterior conclúımos que a elipse é dada pela equação

x2

b2
+

y2

a2
= 1.

Elementos da Elipse:

Focos: São os pontos F e F1.

Distância Focal: d(F1, F ) = 2c.

Centro: é o ponto médio C do segmento F1F2.

Eixo maior: é o segmento A1A de comprimento 2a.

Eixo menor: é o segmento B1B de comprimento 2b.

Vértices: são os pontos B(0, b) e B1(0,−b), b > 0, e A(a, 0) e A1(−a, 0), a > 0.
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Excentricidade: É o número real e =
c

a
. Como a, b, c > 0 e c < a, temos 0 < e < 1.

Observação 1.3. Como em toda elipse tem-se a > b (por convenção), para saber se uma elipse

tem seu eixo maior sobre o eixo das abcissas ou sobre o eixo das ordenadas, basta observar

qual dos números denominadores na Equação (1.11) é maior. Se o maior denominador for o

do x então os focos estão sobre o eixo das abcissas, caso contrário no eixo das ordenadas. Por

exemplo, a elipse
x2

4
+

y2

9
= 1. tem os focos sobre o eixo das ordenadas pois o denominador do

y2 é o maior denominador na equação.

Os focos não estão sobre os eixos coordenados

Nos casos que acabamos de ver, o centro da elipse era a origem do plano xy. Agora,

vamos considerar casos em que o centro é um ponto qualquer C(h, k). Vamos obter a equação

da elipse a partir de uma translação de eixos utilizando as equações obtidas nas Seções 1.1.3 e

1.1.3.

1º - O eixo maior é paralelo ao eixo das abcissas:

Neste caso consideramos as fórmulas de translação x′ = x− h e y′ = y− k. Neste caso,

em relação ao sistema x′O′y′ a equação da elipse será

(x′)2

a2
+

(y′)2

b2
= 1.

Portanto, fazendo a substituição de x′ e y′ temos

(x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1. (1.12)

Em outras palavras a equação da elipse de centro C(h, k) em que os focos são paralelos ao eixo

x é a Equação (1.12).

Para determinar os vértices e focos no sistema original xOy demos utilizar as fórmulas

de translação x = x′ + h e y = y′ + k, de modo que os vértices (no sistema xOy) são os pontos

(a+ h, k) e (−a+ h, k) e (h, b+ k) e (h,−b+ k) e os focos (c+ h, k) e (−c+ h, k), observando

que c2 = a2 − b2.

2º - O eixo maior é paralelo ao eixo das ordenadas: Neste caso, em relação ao sistema

x′O′y′ a equação da elipse será

(x′)2

b2
+

(y′)2

b2
= 1.

Portanto, fazendo a substituição de x′ e y′ temos

(x− h)2

b2
+

(y − k)2

a2
= 1. (1.13)

Em outras palavras a equação da elipse de centro C(h, k) em que os focos são paralelos ao eixo

9



x é a Equação (1.13).

Valem as mesmas considerações que fizemos com os vértices e focos do caso anterior,

isto é, utilizando as fórmulas de translação x = x′ + h e y = y′ + k, de modo que os vértices (no

sistema xOy) são os pontos (h, a+ k) e (h,−a+ k) e (h+ b, k) e (h− b, k) e os focos (h, c+ k)

e (h,−c+ k), observando que c2 = a2 − b2.

Observe que desenvolvendo a expressão
(x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1 obtemos

b2x2 + a2y2 − 2b2xh− 2a2yk + b2h2 + a2k2 − a2b2 = 0.

O que mostra que a equação de uma elipse é uma equação de segundo grau.

Exemplo 1.4. A equação 9x2 + 4y2 − 18x + 16y − 11 = 0 representa a equação da elipse
(x− 1)2

4
+

(y + 2)2

9
= 1 cujo eixo maior é paralelo ao eixo y. O cento é o ponto O′(1,−2).

a = 3, b = 2 implica que os vértices são os pontos (1,−5), (1, 1) e (−1,−2), (3,−2). Os focos

são os pontos (−c, k) e (c,−k) mas c2 = a2 − b2 = 5 logo c =
√
5. Portanto os vértices são os

pontos (1,−2−
√
5) e (1,−2 +

√
5).

y

x
−1

−5

3

−2

1

1

Figura 1.6: Elipse de equação geral 9x2 + 4y2 − 18x+ 16y − 11 = 0

1.1.4 Hipérbole

Dados os pontos F1 e F do plano e r > 0, o lugar geométrico dos ponto P do plano

tais que

|d(P, F1)− d(P, F )| = r

é a hipérbole de focos F1 e F e eixo r, veja Figura 1.7.

Os pontos A1 e A são os vértices da hipérbole e tem-se

d(A,A1) = r.

10



Figura 1.7: Hipérbole de focos F1 e F e eixo r

Com o objetivo de obter uma equação mais simples para a hipérbole, vamos eleger um sistema

de coordenadas onde um dos eixos contém os focos e a origem seja o ponto médio do segmento

F1F (que também é o ponto médio do segmente A1A. Como no caso da elipse, temos, também,

dois casos.

Os focos estão sobre o eixo das abcissas.

Neste caso sejam F1(−c, 0), F (c, 0), A1(−a, 0) e A(a, 0) com a, c > 0. Então, se P (x, y)

é um ponto qualquer da hipérbole temos |d(P, F1)− d(P, F )| = r, isto é

|
√
(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2| = 2a ⇒

√
(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2 = ±2a.

Essas contas são análogas às desenvolvidas na Seção 1.1.3 obtemos

(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2(c2 − a2). (1.14)

Agora, tomando c2 − a2 = b2 a equação (1.14) torna-se

b2x2 − a2y2 = a2b2.

Ou ainda,

x2

a2
− y2

b2
= 1. (1.15)

Para finalizar, devemos mostrar que se um ponto satisfaz a equação (1.15) então é um ponto

da hipérbole com focos F1(−c, 0), F (c, 0) e vértices A1(−a, 0) e A(a, 0). Lembre-se de tomar

c2 = a2 + b2.

Portanto a equação da hipérbole cujos com F1(−c, 0), F (c, 0) e vértices A1(−a, 0) e

A(a, 0) é dada pela equação (1.15).
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Os focos estão sobre o eixo das ordenadas.

Agora, a equação da hipérbole com focos F1(0,−c), F (0, c) e vértices A1(0,−a) e A(0, a)

é dada pela equação

y2

a2
− x2

b2
= 1.

O procedimento para obtenção dessa equação é o mesmo realizado no seção anterior.

Elementos da Hipérbole:

Focos: São os pontos F e F1.

Distância Focal: d(F1, F ) = 2c.

Centro: é o ponto médio C do segmento F1F2.

Eixo real: é o segmento A1A de comprimento 2a.

Eixo imaginário: é o segmento B1B de comprimento 2b, perpendicular ao segmento real passando

pelo vértice.

Vértices: são os pontos A(a, 0) e A1(−a, 0), a > 0.

Excentricidade: É o número real e =
c

a
. Como c > a, temos e > 1.

Observação 1.5. As retas assintotas à hipérbole são as retas r e s que passam pelo centro da

hipérbole (que por enquanto é a origem) e têm declividade, respectivamente, m =
b

a
e m′ = − b

a
se o eixo real está sobre o eixo x e m =

a

b
e m′ = −a

b
se o eixo real estiver sobre o eixo y. Suas

equações são dadas respectivamente por y = mx ou y = m′x.

Exemplo 1.6. A equação x2 − 4y2 = 16 representa a hipérbole de equação

x2

42
− y2

22
= 1.

Os vértices são os pontos A1(−4, 0) e A(4, 0). Os focos são os pontos F1(−2
√
5, 0) e F1(2

√
5, 0),

desde que c =
√
42 + 22 = 2

√
5. As asśıntotas r e s são as retas de equações y =

1

2
x e y = −1

2
x.

Figura 1.8: Hipérbole de equação x2 − 4y2 = 16
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O eixo real é paralelo aos eixos coordenados

Agora, vamos considerar casos em que o centro é um ponto qualquer C(h, k) e o eixo

real é paralelo a um dos eixos coordenados. Assim como procedemos na Seção 1.1.3 vamos obter

a equação da elipse a partir de uma translação de eixos utilizando as fórmulas de translação.

1º - O eixo real é paralelo ao eixo das abcissas:

(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1. (1.16)

2º - O eixo real é paralelo ao eixo das ordenadas:

(y − k)2

a2
− (x− h)2

b2
= 1. (1.17)

Exemplo 1.7. Determinar a equação da hipérbole cujos vértices são os pontos A1(−2, 1) e

A(2, 1), sabendo que F (3, 1) é um de seus focos. Em primeiro lugar precisamos encontrar o

centro da hipérbole. Para isso, observe que o centro é o ponto médio do segmento A1A, donde

C(0, 1). Agora, lembre-se que c = d(C,F ) =
√
(3− 0)2 + (1− 1)2 = 3. Portanto, temos

b =
√
32 − 22 =

√
5. Portanto uma equação para a hipérbole é

x2

4
− (y − 1)2

5
= 1.

Para determinar o gráfico devemos observar que as assintotas não vão passar pela origem, e sim

pelo centro C(0, 1). Neste caso devemos utilizar a fórmula

y − y0 = m(x− x0)

Então, m =
b

a
=

√
5

2
e m′ = −

√
5

2
. Logo as equações das asśıntotas são:

y =

√
5

2
+ 1 e y1 = −

√
5

2
+ 1

Para finalizar esta seção, observe que se desenvolvemos a equação
(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
=

1 obtemos

b2x2 − a2y2 − 2b2xh+ 2a2yk + b2h2 − a2k2 − a2b2 = 0.

O que mostra que a equação de uma hipérbole é uma equação de segundo grau.

13



Figura 1.9: Hipérbole de equação
x2

4
− (y − 1)2

5
= 1

1.1.5 Parábola

Dados um ponto F e uma reta r chama-se parábola de foco F e diretriz r ao lugar

geométrico dos pontos P do plano tais que

d(P, F ) = d(P, r).

Figura 1.10: Parábola de foco F e diretriz r

Para determinar a equação da parábola com foco F (a, 0) sobre o eixo y e diretriz y = −a

paralela ao eixo x conforme Figura 1.10, estamos assumindo que a distância entre o foco e a

diretriz é dada por

d(F, r) = 2a.

Um ponto P (x, y) pertence a parábola se, e somente se, d(P, F ) = d(P, r), ou√
x2 + (y − a)2 = |y + a|.

Elevando ambos os membros ao quadrado temos

x2 + y2 − 2ya+ a2 = y2 + 2ya+ a2.
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Que resulta em

x2 = 4ay ou y =
1

4a
x2. (1.18)

Esta última é a equação da parábola.

Se a parábola tivesse a abertura voltada para baixo, isto é, se a diretriz fosse a reta

y = a e o foco estivesse sobre o eixo y abaixo da reta Ox a equação seria

x2 = −4ay ou y = −1

4
x2. (1.19)

Os outros casos, quando o foco fica sobre o eixo x e a diretriz é a reta x = a ou x = −a

temos as respectivas equações

y2 = 4ax ou x =
1

4a
y2. (1.20)

E,

y2 = −4ax ou x = − 1

4a
y2. (1.21)

Elementos da Parábola:

Foco: É o ponto F .

Diretriz: é a reta r.

Eixo: é a reta que passa por F e é perpendicular a diretriz r.

Vértice: é o ponto V de interseção da parábola com seu eixo.

Observação 1.8. O número real a ̸= 0 é o parâmetro da parábola. Quando a abertura da

parábola, a qual damos o nome de concavidade, será voltada para cima ou para baixo, para

direita ou para esquerda de acordo com o sinal de a. Se o eixo da parábola é o eixo y e a > 0

então a parábola é côncava para cima, se a < 0 é côncava para baixo. Se o eixo da parábola

é o eixo x e a > 0 então a parábola é côncava direita, se a < 0 é côncava para esquerda. O

gráfico de uma parábola é simétrico em relação ao seu eixo. Em outras palavras se, por exemplo

a equação da parábola é x2 = 4ay então os um dos pontos (−x, y) e (x, y) pertencem ao gráfico

se, e somente se, ambos pertencem.

De modo análogo aos casos da elipse e da hipérbole as equações da parábola quando o

eixo é paralelo a um dos eixos coordenados são dadas por

(x− h)2 = 4a(y − k) ou (x− h)2 = −4a(y − k), (1.22)

quando o eixo é paralelo ao eixo y, ou

(y − k)2 = 4a(x− h) ou (y − k)2 = −4a(x− h), (1.23)

quando o eixo é paralelo ao eixo y.
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Exemplo 1.9. Determinar a equação da parábola com vértice na origem e foco F (2, 0).

Solução: Estamos diante do caso x2 = 4ay com a = 2. Logo, a equação procurada é x2 = 8y.

Exemplo 1.10. Determinar a equação da parábola cujo vértice é o ponto V (−3, 2) e o foco é

o ponto F (0, 2).

Solução: Observe que neste caso o eixo é paralelo ao eixo x e a > 0. Logo, a equação é do tipo

(y − k)2 = 4a(x− h). Mais precisamente,

(y − 2)2 = 8(x+ 3).

Figura 1.11: Parábola de equação (y − 2)2 = 8(x+ 3)

Quando desenvolvemos a expressão (x− h)2 = 4a(y − k) obtemos

x2 − 2xh+ h2 − 4ay − 4ak = 0 (1.24)

que é a equação geral da parábola.
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1.2 Quádricas

O conjunto de pontos P (x, y, z) do espaço que satisfazem uma equação do tipo

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Eyz + Fxz +Gx+Hy + Iz + J = 0 (1.25)

com A ̸= 0 ou B ̸= 0 ou C ̸= 0 é uma superf́ıcie quádrica, exceto quando este conjunto for vazio.

Observe que se uma superf́ıcie quádrica for cortada por um plano coordenado ou por

um plano paralelo a qualquer um dos planos coordenados então a curva obtida pela interseção

é uma cônica. Por exemplo, se fizermos z = 1 na equação (1.25) obtemos

Ax2 +By2 +Dxy + Ey + Fx+Gx+Hy + (J + I + C) = 0 (1.26)

Exemplo 1.11. Identifique a curva obtida pela interseção da expressão 2x2 + 4y2 − z2 + 4x−
6y− 2xy+2xz+3 = 0 e o plano x = 1. Solução: Se fazemos x = 1 na equação acima, obtemos

4y2 − z2 − 8y + 2z + 9 = 0.

Mas essa expressão pode ser escrita na forma

(z − 1)2

6
− (y − 1)2

3/2
= 1,

que representa a equação de uma hipérbole.

1.2.1 Superf́ıcies de revolução

Uma superf́ıcie de revolução é a superf́ıcie gerada por uma curva plana, chamada gera-

triz, que gira 360◦ em torno de uma reta, que é o eixo de rotação. A interseção de uma superf́ıcie

de revolução com um plano perpendicular ao eixo de rotação é uma circunferência.

Em geral, uma superf́ıcie gerada pela rotação de uma curva plana C contida no plano

yz em torno de um eixo z.

Figura 1.12: Superf́ıcie de revolução. Fonte: REIS e SILVA (2002).
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Neste caso temos as equações

F (y, z) = 0, x = 0.

Qualquer ponto P (x, y, z) da superf́ıcie pertence a uma circunferência de centroR(0, 0, z)

(observe que como a rotação é em torno do eixo z, o centro de qualquer uma delas é um ponto

sobre esse eixo). Agora tomando um ponto Q da circunferência sobre a curva F (y, z) = 0 que

contém o ponto P , esse ponto tem coordenadas de Q(0, y1, z) (observe que essa circunferência é

dada pela interseção da superf́ıcie com o plano z = z. Se o raio dessa circunferência é o número

real r tem-se d(Q,R) = d(P,R) = r. Mas

r2 = y21.

Por outro lado P (x, y, z) também pertence a circunferência, isto significa que

r2 = x2 + y2.

Donde, obtemos

y21 = x2 + y2.

Como Q pertence a curva F (y, z) = 0 temos,

F (y1, z) = 0.

Logo, a equação da superf́ıcie é dada por

F (y1, z) = 0, y21 = x2 + y2.

Se fizermos a rotação da mesma curva em torno do eixo y obtemos

F (y, z1) = 0, z21 = x2 + z2.

Na próxima seção iremos repetir o procedimento descrito para encontrar a equação do

elipsoide de revolução, nas demais apenas utilizaremos já que fizemos um caso geral.

Exemplo 1.12. A superf́ıcie de revolução gerada pela rotação da elipse

y2

9
+

z2

4
= 1,

é a quádrica
x2

9
+

y2

9
+

z2

4
= 1,

cuja equação foi obtida tomando

F (y1, z) =
y21
9

+
z2

4
, y1 = x2 + y2.
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Elipsoide de revolução

É a superf́ıcie gerada pela rotação de uma elipse em torno de um de seus eixos.

Figura 1.13: Elipsoide de revolução. Fonte: REIS e SILVA (2002)

Para deduzir a equação dessa superf́ıcie vamos tomar uma elipse no plano yz de equação

y2

b2
+

z2

c2
= 1, x = 0. (1.27)

E vamos determinar a rotação dessa elipse em torno do eixo z.

Seja P (x, y, z) um ponto da superf́ıcies, particularmente este ponto pertence a circun-

ferência cujo centro é o ponto R(0, 0, z), −c ≤ z ≤ c. Cada ponto Q desta circunferência também

pertence a elipse (1.27) e tem coordenadas Q(0, y1, z), em outras palavras,

y21
b2

+
z2

c2
= 1. (1.28)

Como Q(0, y1, z) e P (x, y, z) pertencem a mesma circunferência eles estão à mesma distância do

centro. Logo,

∥
−→
PR∥ = ∥

−−→
QR∥ ⇐⇒ x2 + y2 = y21. (1.29)

Substituindo em (1.28) temos

x2 + y2

b2
+

z2

c2
= 1 ⇐⇒ x2+

b2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1. (1.30)

Essa última é a equação do elipsoide de revolução em torno do eixo z.

Se a elipse tivesse sido girada em torno do eixo y teŕıamos a equação

x2+

c2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1. (1.31)

Se b = c a cônica de equação (1.28) é uma circunferência e o elipsoide de revolução uma
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esfera. Em outras palavras a equação da esfera de centro na oriem e raio b é dada por

x2+

b2
+

y2

b2
+

z2

b2
= 1 ou x2 + y2 + z2 = b2. (1.32)

Hiperboloides de revolução

São as superf́ıcies geradas pela rotação de uma hipérbole de equação

y2

b2
− z2

c2
= 1, x = 0, (1.33)

em torno do seus eixos.

9.1.2.1 Hiperboloide de uma folha

Como vimos, a equação da superf́ıcie gerada pela rotação da curva de equações

F (y, z) = 0, x = 0

em torno do eixo z é dada por

F (y1, z) = 0, y1 = x2 + y2.

Aqui temos

F (y, z) =
y2

b2
− z2

c2
− 1. (1.34)

Portanto a equação da superf́ıcie de revolução gerada pela rotação da hipérbole
y2

b2
− z2

c2
= 1 em

torno do eixo z é

x2

b2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1. (1.35)

Essa superf́ıcie é o Hiperboloide de uma folha como mostra a Figura 1.14.

Figura 1.14: Hiperboloide de uma folha. Fonte: REIS e SILVA (2002)

9.1.2.2 Hiperboloide de duas folhas
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Analogamente a seção anterior a equação da superf́ıcie gerada pela rotação da curva

de equações

F (y, z) = 0, x = 0

em torno do eixo y é dada por

F (y, z1) = 0, z1 = x2 + z2,

em que,

F (y, z) =
y2

b2
− z2

c2
− 1. (1.36)

Portanto a equação da superf́ıcie de revolução gerada pela rotação da hipérbole
y2

b2
− z2

c2
= 1 em

torno do eixo y é

−x2

c2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1. (1.37)

Essa superf́ıcie é o Hiperboloide de duas folhas como mostra a Figura 1.15.

Figura 1.15: Hiperboloide de duas folhas. Fonte: REIS e SILVA (2002)

9.1.2.2 Paraboloide de revolução

Considere a parábola de equações

x = y2, z = 0.

A equação da superf́ıcie obtida pela sua rotação em torno do eixo x é dada por

F (x, y1) = 0, com y21 = y2 + z2,
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em que F (x, y) = x− y2. De modo que,

F (x, y1) = x− y21 = x− (y2 + z2).

Portanto a equação procurada é dada por

x = y2 + z2.

Essa superf́ıcie é chamada Paraboloide de revolução, Figura 1.16.

Figura 1.16: Paraboloide de revolução. Fonte: REIS e SILVA (2002)

Cone de revolução

Chama-se cone de revolução a superf́ıcie gerada pela rotação de uma reta em torno de

outra que a intercepta. Em outros termos, fixamos uma reta e tomamos outra concorrente a ela

e a fazemos girar em torno da primeira.

Figura 1.17: Cone de revolução. Fonte: REIS e SILVA (2002)

Para deduzirmos a equação do cone vamos estabelecer um sistema de coordenadas em

que o eixo z coincide com o eixo do cone e o plano yz contém a reta r. Portanto, no plano yz,

uma equação de r é

y = mz, x = 0.
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em que m é a tangente do ângulo formado pelas retas r e s. Assim, temos

y = mz, x = 0.

Assim, temos

F (y, z) = y −mz = 0.

Assim, a equação da superf́ıcie de rotação obtida é dada por

y1 −mz = 0 com y21 = x2 + y2.

De y1 −mz = 0 obtemos y21 = m2z2. Donde,

x2 + y2 = m2z2.

Que é a equação do cone de revolução.

Cilindro de revolução

Cilindro de revolução ou cilindro circular é a superf́ıcie gerada pela rotação de uma

reta r em torno de uma reta s paralela a r.,

Figura 1.18: Cilindro de revolução. Fonte: REIS e SILVA (2002)

Vamos deduzir a equação desse cilindro de revolução cuja rotação da reta r ocorre em

torno de uma reta s sobre o eixo z. Nesta caso seja R a distância entre r e s. Então, um ponto

P (x, y, z) pertence ao cilindro se, e somente se,

d(P, s) = R.

Mas, d(P, s) = d(P,Q) em que Q(0, 0, z). Logo, P (x, y, z) pertence ao cilindro se, e somente se,

x2 + y2 = R2, (1.38)

que é a equação do cilindro circular.
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Se, por outro lado, fixamos s sobre o eixo x e fazemos a rotação de uma reta r em torno

de s obtemos a equação

y2 + z2 = R2. (1.39)

Finalmente, fixando s sobre o eixo y e fazendo a rotação de uma reta r em torno de s obtemos

a equação

x2 + z2 = R2. (1.40)

1.2.2 Formas canônicas

Agora, vamos tratar dos casos mais gerais de superf́ıcies quádricas. Para isto considere

a equação (1.25), isto é,

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Eyz + Fxz +Gx+Hy + Iz + J = 0

Se A = B = C = D = E = F = 0 ficamos com a equação

Gx+Hy + Iz + J = 0,

que é a equação de um plano.

Se, por outro lado, temos D = E = F = G = H = I = J = 0 ficamos com

Ax2 +By2 + Cz2 = 0,

que representa um ponto quando A,B,C > 0.

Paraboloide hiperbólico

Uma superf́ıcie cuja equação é dada por

z =
y2

b2
− x2

a2
(1.41)

é denominada paraboloide hiperbólico. Esta equação é a forma canônica do paraboloide hi-

perbólico ao longo do eixo z.

As formas canônicas do paraboloide hiperbólico ao longo dos eixos x e y são, respecti-

vamente:

x =
z2

c2
− y2

b2
e y =

z2

c2
− x2

a2
. (1.42)

Outras formas canônicas

De modo geral as formas canônicas geram as seguintes superf́ıcies quádricas com as

respectivas equações
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Figura 1.19: Paraboloide hiperbólico sobre o eixo Z. Fonte: WINTERLE (2000)

• Elipsoide

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

• Hiperboloide de uma folha

−x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1,

x2

a2
− y2

b2
+

z2

c2
= 1,

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1.

• Hiperboloide de duas folhas

x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 1, −x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1, −x2

a2
− y2

b2
+

z2

c2
= 1.

• Paraboloide eĺıptico

x =
y2

b2
+

z2

c2
, y =

x2

a2
+

z2

c2
, z =

x2

a2
+

y2

b2
.

• Paraboloide hiperbólico

x =
y2

b2
− z2

c2
, y =

x2

a2
− z2

c2
, z =

x2

a2
− y2

b2

x = −y2

b2
+

z2

c2
. y = −x2

a2
+

z2

c2
z = −x2

a2
+

y2

b2
.

• Cone quádrico

x2 =
y2

b2
+

z2

c2
, y2 =

x2

a2
+

z2

c2
, z2 =

x2

a2
+

y2

b2
.
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2

Formas lineares, bilineares e

quadráticas

2.1 Formas lineares

Apresentaremos aqui alumas definições e exemplos que serão úteis para a classificação

das cônicas e quádricas utilizando autovalores e autovetores. Como referêncial téorico utilizamos

os livros Boldrini et al. (1980) e Steinbruch e Winterle (1987).

Definição 2.1.1. Sejam V e W dois espaços vetoriais. Uma transformação linear (aplicação

linear) é uma função de V em W , T : V −→ W , que satisfaz as seguintes condições:

1. Quaisquer que sejam u e v em V ,

T (u+ v) = T (u) + T (v).

2. Quaisquer que sejam k ∈ R e v ∈ V,

T (kv) = kT (v).

Como caso particular, apresentamos a seguinte definição de forma linear.

Definição 2.1.2. Seja V um espaço vetorial real. Uma forma linear é uma transformação linear

f : V −→ R

Exemplo 2.1. Seja f : R2 −→ R definida por (x, y) 7−→ x+ y, ou na forma matricial[
x

y

]
7−→

[
1 1

] [ x

y

]
.

Exemplo 2.2. Seja g : R3 −→ R definida por (x, y, z) 7−→ 2x+ y − z, ou na forma matricial x

y

z

 7−→
[
2 1 −1

] x

y

z

 .
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Se f : V −→ R é uma forma linear, α = {v1, . . . ,vn} é base de V e β = {w} é base de

R, então

[f ]αβ =
[
a1 a2 . . . an

]
1×n

,

onde ai =
f(vi)
w , 1 ≤ i ≤ n.

Se v ∈ V é tal que

[v]α =


x1
...

xn


entāo [f(v)]β = [f ]αβ [v]α.

De um modo geral, para T : V −→ W linear, se dimV = n e dimW = m, e α =

{v1, v2, · · · , vn} e β = {w1, w2, · · · , wn} são bases de V e W , respectivamente, teremos que [T ]αβ
é uma matriz de ordem m×n, onde cada coluna é formada pelas componentes das imagens dos

vetores de α em relação a base β:

[T]αβ =


a11 a12 · · · a1n

a21 a12 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 .

A matriz [T ]αβ depende das base α e β consideradas, isto é, a cada dupla de bases corresponde

uma particular matriz. Assim, uma transformação linear poderá ter uma infinidade de matrizes

para representá-las. No entanto fixada as bases a matriz é única.

2.2 Formas Bilineares

Consideraremos agora funções associadas a espaços vetoriais que se comportam de

forma análoga ao produto interno, istó é, funções que a cada par de vetores associam um número

de tal forma que uma vez fixado o primeiro vetor, a função seja uma forma linear em relação ao

segundo vetor, e vice-versa.

Definição 2.2.1. Seja V um espaço vetorial real. Uma forma bilinear é uma aplicação

B : V × V → R definida por (v,w) 7→ B(v,w) tal que:

i) Para todo w fixado, B(v,w) é uma forma linear em v, isto é,

B (v1 + v2,w) = B (v1,w) +B (v2,w)

e B(av,w) = aB(v,w).

ii) Para todo v fixado, B(v,w) é uma forma linear em w, isto é,

B (v,w1 +w2) = B (v,w1) +B (v,w2)

e B(v, aw) = aB(v,w).
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Exemplo 2.3. O produto usual de números reais

p : R× R → R

(x, y) 7−→ p(x, y) = xy

é uma forma bilinear. Verificando i ) e ii ):

p(x, y + z) = x(y + z) = xy + xz = p(x, y) + p(x, z),

p(ax, y) = ax · y = a(xy) = ap(x, y).

Analogamente mostram-se as outras propriedades.

Exemplo 2.4. B : R2 × R2 → R dada por

B ((x1, y1) , (x2, y2)) = x1x2 − 2y1y2

é uma forma bilinear. De fato,

B ((x1, y1) , (x2, y2) + (x3, y3)) = B ((x1, y1) , (x2 + x3, y2 + y3))

= x1 (x2 + x3) + 2y1 (y2 + y3)

= (x1x2 + 2y1y2) + x1x3 + 2y1y3

= B ((x1, y1) , (x2, y2)) +B ((x1, y1) , (x3, y3)) .

As outras propriedades são verificadas de modo análogo.

Exemplo 2.5. Seja V um espaço vetorial com produto interno ⟨ , ⟩. Podemos definir a forma

bilinear V × V → R por B(v,w) = ⟨v,w⟩. O fato de B ser bilinear é uma consequiência das

propriedades de produto interno.

Vamos considerar agora um exemplo importante.

Exemplo 2.6.

Seja M =

 −2 0 0

4 2 0

0 0 2

 .

Podemos associar a M uma forma bilinear B : R3 × R3 → R definida por

B ((x1, x2, x3) , (y1, y2, y3)) =
[
x1 x2x3

] −2 0 0

4 2 0

0 0 2


 y1

y2

y3

 =

= −2x1y1 + 4x2y1 + 2x2y2 + 2x3y3.

A bilinearidade de B decorre das propriedades do produto e da soma de matrizes.

Exemplo 2.7. Sejam V um espaço vetorial de dimensão n e α uma base de V . De modo análogo

ao que foi feito no exemplo anterior, dada uma matriz qualquer Mn×n, podemos associar uma

forma bilinear B : V × V → R definida por:

B(v,w) = [v]TαM[w]α
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se

[v]α =


x1
...

xn

 e [w]α =


y1
...

yn

 .

Observe que se B : V × V → R é uma forma bilinear e dados v1,v2,w1,w2 em V , em

geral temos

B (v1 + v2,w1 +w2) ̸= B (v1,w1) +B (v2,w2) ,

pois

B (v1 + v2,w1 +w2) = B (v1,w1 +w2) +B (v2,w1 +w2) =

= B (v1,w1) +B (v1,w2) +B (v2,w1) +B (v2,w2) .

Observe, ainda, que no exemplo 2.6, temos V = R3 e a base canônica. A seguir veremos que,

na verdade, toda forma bilinear pode ser escrita na forma do exemplo 2.7, dado acima.

2.3 Matriz de uma transformação linear

Sejam V um espaço vetorial e B : V × V → R uma forma bilinear. Dada uma base

α = {v1, . . . ,vn} de V , associamos a B uma matriz [B]αα chamada matriz da forma bilinear B,

na base α, do seguinte modo: Se v = x1v1 + . . .+ xnvn e w = y1v1 + . . .+ ynvn.

B(v,w) = B (x1v1 + . . .+ xnvn, y1v1 + . . .+ ynvn) =
n∑
i,j

xiyjB (vi,vj) ,

ou seja,

B(v,w) =
[
x1 . . . xn

]
B (v1,v1) . . . B (v1,vn)

...
...

B (vn,v1) . . . B (vn,vn)




y1
...

yn

 (2.1)

= [v]Tα [B]αα[w]α.

Exemplo 2.8. Seja B : R2 × R2 → R a forma bilinear dada por

B(v,w) = −x1y1 + 2x2y1 + 5x2y2,

onde v = (x1, x2) e w = (y1, y2). Então se α = {e1, e2} é a base canônica de R2, temos

[B]αα =

[
B (e1, e1) B (e1, e2)

B (e2, e1) B (e2, e2)

]
=

[
−1 0

2 5

]
.

Com isto, podemos escrever a forma bilinear dada na forma matricial:
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B(v,w) =
[
x1 x2

] [ −1 0

2 5

][
y1

y2

]
,

ou seja, B(v,w) = [v]Tα [B]αα[w]α.

Exemplo 2.9. Seja B : R3 × R3 → R a forma bilinear definida por

B ((x1, x2, x3) , (y1, y2, y3)) = −2x1y1 + 4x2y1 + 2x2y2 + 2x3y3.

Procuremos [B]αα, onde α = {e1, e2, e3}, é base canônica de R3 :

[B]αα =

 B (e1, e1) B (e1, e2) B (e1, e3)

B (e2, e1) B (e2, e2) B (e2, e3)

B (e3, e1) B (e3, e2) B (e3, e3)

 .

Nesta matriz determinamos, por exemplo, B (e2, e1) = B((0, 1, 0) · (1, 0, 0)) = −2 · 0 ·
1 + 4 · 1 · 1 + 2 · 1 · 0 + 2 · 0 · 0 = 4. Calculando os outros elementos, obtemos

[B]αα =

 −2 0 0

4 2 0

0 0 2


Compare com o Exemplo 2.6 Como não poderia deixar de ser, [B]αα = M.

2.4 Forma bilinear simétrica

Definição 2.4.1. A forma bilinear B : V × V −→ R é simétrica se B(v,w) = B(w,v) para

todo v,w ∈ V .

Exemplo 2.10. Seja ⟨ , ⟩ um produto interno em V . Então a forma bilinear B(v,w) = ⟨v,w⟩
é simétrica, pois ⟨v,w⟩ = ⟨w,v⟩.

Exemplo 2.11. B : R2 × R2 → R dada por

B(v,w) = −x1y1 + 3x2y1 + 3x1y2 + 2x2y2,

onde

v = (x1, x2) e w = (y1, y2) .

Calculando, B(w,v), temos

B(w, v) = ((y1, y2) , (x1, x2))

= −y1x1 + 3y2x1 + 3y2x1 + 2y2x2.

Como B(v,w) = B(w,v), B é simétrica. Observe que [B]αα é uma matriz simétrica. De fato:
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B(v,w) =
[
x1 x2

]
·

[
−1 3

3 2

]
·

[
y1

y2

]
Este resultado vale em geral, podendo ser enunciado no teorema abaixo.

Teorema 2.4.1. Uma forma bilinear B : V × V −→ R é simétrica se e somente se [B]αα é uma

matriz simétrica.

Veja Lima (2006).

2.5 Formas quadráticas

Consideremos uma part́ıcula de massa m deslocando-se no espaço com velocidade v⃗ =

(vx, vy, vz). A energia cinética que esse corpo possui é dada pela expressão

Ec =
m∥v∥2

2
=

m

2

(√
v2x + v2y + v2z

)2
.

Portanto,

Ec =
m

2
· v2x +

m

2
· v2y +

m

2
· v2z =

=
[
vx vy vz

] m/2 0 0

0 m/2 0

0 0 m/2


 vx

vy

vz

 .

Dessa forma, a energia cinética pode ser interpretada como uma função (que não é linear) da

velocidade.

Figura 2.1: Energia Cinética, Fonte Boldrini et al. (1980)

Ec : R3 → R

(vx, vy, vz) 7−→
m

2
· v2x +

m

2
· v2y +

m

2
· v2z

Se considerarmos, agora, a aplicação bilinear simétrica
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B : R3 × R3 → R

cuja expressão é B ((vx, vy, vz) , (wx, wy, wz)) =
[
vx vy vz

] m/2 0 0

0 m/2 0

0 0 m/2


 wx

wy

wz

,
observamos que

Ec (vx, vy, vz) = B ((vx, vy, vz) , (vx, vy, vz)) .

Expressões que se comportam como a da energia cinética, isto é, que provêm de formas

bilineares simétricas, recebem o nome de formas quadráticas. Agora, poderemos formalizar este

conceito.

Definição 2.5.1. Seja V um espaço vetorial real e B : V ×V → R uma forma bilinear simétrica.

A função Q : V → R definida por Q(v) = B(v,v) é chamada forma quadrática associada a B.

Utilizando a expressão (2.1) em relaçāo a uma base α de V,Q pode ser expressa na

seguinte forma:

Q(v) = [v]Tα [B]αα[v]α,

onde [B]αα é uma matriz simétrica.

Exemplo 2.12. Seja Q : R2 → R definida por Q(v) = x2−10xy+y2, onde v = (x, y). Sabemos

que

Q(v) =
[
x y

] [ a b

b c

][
x

y

]
= ax2 + 2bxy + cy2,

portanto, ax2 + 2bxy + cy2 = x2 − 10xy + y2, consequentemente, a = 1, 2b = −10, c = 1.

Substituindo,

Q(v) =
[
x y

] [ 1 −5

−5 1

][
x

y

]
. (2.2)

Observe ainda que Q é a forma quadrática associada à forma bilinear:

B(v,w) =
[
x1 y1

] [ 1 −5

−5 1

][
x2

y2

]
,

onde [v]α =

[
x1

y1

]
, [w]α =

[
x2

y2

]
e [B]αα =

[
1 −5

−5 1

]
e α é a base canônica de R2. O

procedimento adotado no exemplo anterior pode ser aplicado a uma forma quadrática genérica

Q : R2 → R, onde Q(x, y) = Ax2 +Bxy + Cy2. Conclúımos então que sua forma matricial é

Q(x, y) =
[
x y

] [ A B
2

B
2 C

][
x

y

]
.

Exemplo 2.13. Seja Q : R3 → R definida por Q(x, y, z) = 3x2 + 2xy + 4y2 + 5yz. Em relação

à base canônica de R3, Q é dada pela seguinte forma matricial:
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Q(x, y, z) =
[
x y z

] 3 1 0

1 4 5
2

0 5
2 0


 x

y

z

 .

Análogo ao resultado anterior as formas quadráticas Q : R3 → R

Q(x, y, z) = Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Eyz + Fxz

tem forma matricial

Q(x, y, z) =
[
x y z

] A D
2

F
2

D
2 B E

2
F
2

E
2 C


 x

y

z

 . (2.3)

Exemplo 2.14. A forma bilinear quadrática Q : R3 → R definida por

Q(x, y, z) = 2x2 + y2 − 3z2

tem forma matricial

Q(x, y, z) =
[
x y z

] 2 0 0

0 1 0

0 0 −3


 x

y

z

 . (2.4)

2.6 Diagonalização da forma quadrática

Veremos a seguir que qualquer que seja a forma quadrática Q : V → R sempre existe

uma base ortonormal de V em relaçāo a qual a matriz de Q é diagonal, ou seja, Q terá uma

forma parecida com a equação (2.4). Antes de formalizar este resultado no teorema (2.6.1),

vamos “diagonalizar” a forma quadrática do exemplo (2.2), onde Q(v) = x2 − 10xy + y2 onde

v = (x, y). Procuremos uma base β de modo que se

[v]β =

[
x1

y1

]
e

Q(v) = λ1x
2
1 + λ2y

2
1,

ou ainda,

Q(v) =
[
x1 y1

] [ λ1 0

0 λ2

][
x1

y1

]
temos

Q(x, y) =
[
x y

] [ 1 −5

−5 1

][
x

y

]
= [v]Tα [B]αα[v]α

onde α é a base canônica do R2. Como a matriz [B]αα é simétrica, ela é diagonalizável, admitindo

um conjunto de autovetores ortonormais.
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Os autovalores de [B]αα são λ1 = 6 e λ2 = −4. Procurando os autovetores, encontramos

para λ1 = 6,v1 = (x,−x) e para λ2 = −4,v2 = (x, x). Assim, uma base ortonormal β de

autovetores será dada por

v1 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
e v2 =

(
1√
2
,
1√
2

)
.

Seja [I]βα a matriz de mudança da base α para base β. Ou seja a matriz obtida conside-

rando as colunas como as componentes dos vetores da base β escritas como combinação linear

da base α. Além disso, [v]α = [I]βα[v]β. É posśıvel mostrar que Então [B]αα = [I]βα[B]ββ[I]
α
β , onde

[I]βα =
(
[I]αβ

)−1
. Substituindo em Q(v) = [v]Tα [B]αα[v]α, temos Q(v) = [v]Tα [I]

β
α[B]ββ[I]

α
β [v]α,

onde

[B]ββ =

[
6 0

0 −4

]
.

Como [I]βα é ortogonal, pois α e β são bases ortonormais, [I]αβ =
(
[I]βα

)−1
=
(
[I]βα

)T
donde

Q(v) = [v]Tα
(
[I]αβ

)−1
[B]ββ

(
[I]αβ [v]α

)
= [v]Tα

(
[I]αβ

)T
[B]ββ

(
[I]αβ [v]α

)
, (2.5)

ou ainda

Q(v) =
(
[I]αβ [v]α

)T
[B]ββ

(
[I]αβ [v]α

)
= [v]Tβ [B]ββ[v]β. (2.6)

Isto é,

Q(v) =
[
x1 y1

] [ 6 0

0 −4

][
x1

y1

]
= 6x21 − 4y21, (2.7)

onde [v]β =

[
x1

y1

]
.

Teorema 2.6.1. Seja Q(v) = B(v, v) uma forma quadrática em V . Existe uma base ortonormal

β de V tal que se

[v]β =


y1
...

yn

 ,

então Q(v) = λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n.

Demonstração. Seja α uma base ortonormal qualquer de V . EntãoQ(v) = B(v,v) = [v]′α[B]αα[v]α.

Logo, a matriz [B]αα é uma matriz simétrica e, portanto, corresponde a um operador auto-adjunto

T : V → V que tem como matriz [T ]αα = [B]αα. Como um operador auto-adjunto pode ser dia.

gonalizado mediante uma base β de autovetores ortonormais, então
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[B]αα = [T ]αα = [I]βα


λ1 0

. . .

0 λn


[I]αβ

β

=
(
[I]αβ

)−1


λ1 0

. . .

0 λn

 [I]αβ

=
(
[I]αβ

)′


λ1 0
. . .

0 λn

 [I]αβ ,

pois α e β são bases ortonormais e, portanto, [I]αβ é uma matriz ortogonal. Então,

Q(v) = [v]′α ·
(
[I]αβ

)′  λ1 0

·
0 λn

 [I]αβ · [v]α

=
(
[I]αβ [v]α

)′


λ1 0
. . .

0 λn

([I]αβ [v]α)

= [v]′β


λ1 0

. . .

0 λn

 [v]β

=
[
y1 . . . yn

]
λ1 0

. . .

0 λn




y1
...

yn


= λ1y

2
1 + λ2y

2
2 + . . .+ λny

2
n.

Exemplo 2.15. Seja a forma quadrática em R2 dada por:

Q(v) = −4x21 − 6x1x2 + 6x22

= −4x21 − 3x1x2 − 3x1x2 + 6x22

=
[
x1 x2

] [ −4 −3

−3 6

][
x1

x2

]
,

onde v = (x1, x2) . Calculemos os autovalores.

P(λ) = det

[
−4− λ −3

−3 6− λ

]
= λ2 − 2λ− 33

λ1 = 1−
√
34 e λ2 = 1 +

√
34.

Então existe uma base β (que é aquela de autovetores da matriz) tal que se
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[v]β =

[
y1

y2

]
então

Q(v) =
[
y1 y2

] [ 1−
√
34 0

0 1 +
√
34

][
y1

y2

]
,

isto é,

Q(v) = (1−
√
34)y21 + (1 +

√
34)y22.

Esta diagonalização das formas quadráticas (forma normal) tem muitas aplicaçōes e

uma delas será vista na classificação das cônicas, e quádricas que apresentaremos no próximo

caṕıtulo.
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3

Classificação das cônicas e quádricas

Aqui estamos interessados nas definições algébricas das cônicas e quádricas.

3.1 Cônicas em R2

Para tratar das cônicas no plano de forma adequada procederemos estudando figu-

ras padrão e, através da diagonalização de formas quadráticas associadas, mostraremos que as

equações representam uma das figuras padrão centrada, possivelmente, em outro referencial.

Definição 3.1.1. Uma cônica em R2 é um conjunto de pontos cujas coordenadas em relação à

base canônica satisfazem a equação:

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0,

onde A ou B ou C ̸= 0.

Observe que a equaçāo da cônica envolve uma forma quadrática, Q(x, y) = = Ax2 +

Bxy + Cy2, uma forma linear, L(x, y) = Dx+ Ey, e um termo constante F . Isto é, a equação

que define a cônica é:

Q(x, y) + L(x, y) + F = 0.

Exemplo 3.1. Dada a equação na base canônica α de R2 :

2x2 + 2y2 + 4xy + 4
√
2x+ 12

√
2y − 8 = 0,

nosso objetivo, mais uma vez, será determinar que figura esta cônica representa no plano. Para

isto, precisamos inicialmente eliminar os termos mistos, do tipo xy, através da diagonalizaçāo

da forma quadrática.

Passo 1: Escrevendo a equação anterior na forma matricial, temos

[
x y

] [ 2 2

2 2

][
x

y

]
+
[
4
√
2 12

√
2
] [ x

y

]
− 8 = 0.
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Passo 2 : Vamos calcular os autovalores e os autovetores ortonormais da matriz

[
2 2

2 2

]
.

P (λ) =

[
2− λ 2

2 2− λ

]
= (2− λ)2 − 4 = −4λ+ λ2.

Então os autovalores são 0 e 4 .

Para λ1 = 0,

[
2 2

2 2

][
x

y

]
=

[
0

0

]
, e v1 =

(
− 1√

2
, 1√

2

)
.

Para λ2 = 4,

[
2 2

2 2

][
x

y

]
=

[
4x

4y

]
, donde v2 =

(
1√
2
, 1√

2

)
.

Sabemos que pelo Teorema (2.6.1) que nesta nova base de autovetores β = {v1,v2}, a
forma quadrática

Q(v) =
[
x y

] [ 2 2

2 2

][
x

y

]
, onde [v]α =

[
x

y

]
.

se reduz a

Q(v) =
[
x1 y1

] [ 0 0

0 4

][
x1

y1

]
se [v]β =

[
x1

y1

]
.

Passo 3 : Agora precisamos determinar a relaçāo que existe entre

[
x

y

]
e

[
x1

y1

]
e

substituir o resultado na parte linear da equação dada.

L(v) =
[
4
√
2 12

√
2
] [ x

y

]
,

entretanto, [
x

y

]
= [I]

autovetores

canônica

[
x1

y1

]
,

logo [
x

y

]
=

[ −1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

][
x1

y1

]
.

Passo 4 : A equação original se reduz a

[
x1 y1

] [ 0 0

0 4

][
x1

y1

]
+
[
4
√
2 12

√
2
] [ −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2

][
x1

y1

]
− 8 = 0

0x21 + 4y21 + 4
√
2

(
− 1√

2
x1 +

1√
2
y1

)
+ 12

√
2

(
1√
2
x1 +

1√
2
y1

)
− 8 = 0,
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ou seja,

4y21 − 4x1 + 4y1 + 12x1 + 12y1 − 8 = 4y21 + 8x1 + 16y1 − 8 = 0,

portanto y21 + 2x1 + 4y1 − 2 = 0. Esta última equação representa a cônica em relação ao novo

referencial formado pelas retas suporte de v1 e v2, como mostra a Figura abaixo:

Figura 3.1:

Vamos ainda introduzir uma nova mudança de coordenadas para identificar a cônica.

Ela será dada por uma translação do referencial acima.

Passo 5: Para “eliminar”os termos lineares onde isto é posśıvel (λ ̸= 0), agrupamos os

termos de y21 + 2x1 + 4y1 − 2 = 0 convenientemente.(
y21 + 4y1 + 4

)
− 4 + 2x1 − 2 = 0

(y1 + 2)2 + 2 (x1 − 3) = 0.

Tornando x2 = x1 − 3 e y2 = y1 + 2, obtemos y22 + 2x2 − 6 = 0 ou finalmente

x2 = −1

2
y22.

Assim, a equação acima representa a cônica em relação a um novo referencial R3, obtido por

translação e podemos finalmente identificá-la como sendo uma parábola, conforme indica a

Figura (3.1) A origem deste último referencial R3 será x2 = 0 e y2 = 0, isto é, x1 − 3 = 0 e

y1 + 2 = 0.

Figura 3.2:

Agora iremos formular o procedimento geral de classificação das cônicas, estabelecendo

em defalhes o que deve ser feito em cada passo.
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3.1.1 Procedimento Geral de Classificação das Cônicas

Dada a equação (em coordenadas canônicas de R2 )

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0(A ou B ou C ̸= 0)

para achar que figura ela representa no plano, devemos proceder do seguinte modo:

Passo 1 : Escrevemos a equação na forma matricial:

[
x y

] [ A B
2

B
2 C

][
x

y

]
+
[
D E

] [ x

y

]
+ F = 0.

Passo 2 : Diagonalizamos a forma quadrática para eliminar os termos mistos. Para isto,

precisamos encontrar os autovalores λ1 e λ2 e os autovetores ortonormais v1 e v2 de

[
A B

2
B
2 C

]
.

Passo 3 : Obtemos as novas coordenadas. Para isto, utilizamos a equação[
x

y

]
= [I]

autovetores

canônica

[
x1

y1

]
.

Passo 4 : Substituimos as novas coordenadas na equação, obtendo a equação na nova

base {v1,v2}

[
x1 y1

] [ λ1 0

0 λ2

][
x1

y1

]
+ [D E][I]

autovetores

canonica

[
x1

y1

]
+ F = 0,

ou seja,

λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + ax1 + by1 + F = 0.

Passo 5 : Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores são não

nulos. Temos então três casos:

i) λ1 e λ2 ̸= 0: Neste caso

λ1x
2
1 + ax1 + λ2y

2
1 + by1 + F = λ1

(
x1 +

a

2λ1

)2

− a2

4λ1
+ λ2

(
y1 +

b

2λ2

)2

− b2

4λ2
+ F = 0.

Seja x2 = x1 +
a

2λ1
e y2 = y1 +

b
2λ2

, temos então λ1x
2
2 + λ2y

2
2 + f = 0, onde

f = F − a2

4λ1
− b2

4λ2
.

ii) λ1 ̸= 0 e λ2 = 0: Neste caso

λ1x
2
1 + ax1 + by1 + F = λ1

(
x1 +

a

2λ1

)2

− a2

4λ1
+ by1 + F = 0.

Tornando x2 = x1 +
a

2λ1
e y2 = y1, temos

λ1x
2
2 + by2 + f = 0,
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onde

f = F − a2

4λ1
.

iii) λ1 = 0 e λ2 ̸= 0. (similar ao anterior).

Como vimos, este procedimento permite-nos, através de uma mudança de referencial,

colocar qualquer cônica na forma de uma das equações t́ıpicas. Neste processo classificamos a

cônica, damos suas dimensões e posiçōes no plano. Muitas vezes, entretanto, estaremos interes-

sados apenas em classificar a cônica dada por uma equação Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F = 0,

sem determinar suas dimensões e localização. Visando solucionar este problema de uma forma

mais rápida, vamos discutir as possibilidades que temos em funçāo dos sinais dos autovalores

associados à forma quadrática.

Teorema 3.1.1. Dada uma cônica definida pela equação

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

Sejam λ1 e λ2 os autovalores associados à sua forma quadrática; então:

i) Se λ1 · λ2 > 0 esta equação representa uma elipse, ou suas degeneraçōes (um ponto

ou o vazio).

ii) Se λ1 · λ2 < 0 esta equação representa uma hipérbole ou sua degeneração (par de

retas concorrentes).

iii) Se λ1 · λ2 = 0 esta equação representa uma parábola ou suas degeneraçōes (par de

retas paralelas, uma reta ou o vazio).

Demonstração. Consideremos, portanto, os autovalores

λ1 e λ2 de

[
A B

2
B
2 C

]
.

Como já vimos, obteremos depois da eliminação do termo misto uma equação da forma

λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + ax1 + by1 + F = 0. (3.1)

(I) Vamos analisar inicialmente, a situação em que λ1 ̸= 0 e λ2 ̸= 0. Neste caso, através

de uma translação obtemos

λ1x
2
2 + λ2y

2
2 + f = 0.

Note que se:

i) λ1 e λ2 forem ambos positivos, teremos para f < 0 uma elipse; para f = 0 teremos

um ponto (x2 = y2 = 0) e para f > 0 teremos o conjunto vazio.

ii) Se λ1 e λ2 forem ambos negativos, também teremos uma elipse, um ponto ou vazio,

conforme f seja positivo, nulo ou negativo.

iii) Se λ1 e λ2 tiverem sinais opostos, poderemos ter uma hipérbole, quando f ̸= 0, ou

um par de retas concorrentes se f = 0.
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(II) Consideremos agora a situação em que λ1 = 0 (e, portanto λ2 ̸= 0 ). Como vimos,

partindo da equação (3.1), chegamos a uma equação:

λ2y
2
2 + ax2 + f = 0.

Note que:

i) se a ̸= 0 teremos uma parábola.

ii) se a = 0, poderemos ter um par de retas paralelas, uma reta ou o vazio.

iii) O caso em que λ2 = 0 é discutido de maneira análoga ao ii).

Podemos afirmar que o determinante associado à forma quadrática

[
A B

2
B
2 C

]
é igual

ao produto de seus autovalores λ1 ·λ2. Assim o sinal de λ1 ·λ2 é o mesmo de −
(
B2

4 −AC
)
, que

por sua vez tem o mesmo sinal de −
(
B2 − 4AC

)
. Podemos assim reescrever o teorema anterior

em função do “discriminante”B2 − 4AC.

Teorema 3.1.2. Dada a equaçāo: Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F = 0, esta equação no plano

representará:

i) uma elipse ou suas degeneraçōes, se B2 − 4AC < 0

ii) uma parábola ou suas degenerações, se B2 − 4AC = 0

iii) uma hipérbole, se B2 − 4AC > 0.

3.2 Quádricas em R3

Definição 3.2.1. Uma cônica em R3 é um conjunto de pontos cujas coordenadas em relação à

base canônica satisfazem a equação:

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Eyz + Fxz +Gx+Hy + Iz + J = 0,

onde A ou B ou C ou D ou E ou F ̸= 0.

A equação que define a quádrica pode representar o conjunto vazio (x2 = −1), um

ponto (x2 + y2 + z2 = 0), um plano (z2 = 0), dois planos paralelos (z2 = 1) ou dois planos que

se interceptam (xy = 0). Estes casos são denominados degenerados. Da mesma forma que foi

feito para a cônica, mostraremos atráves de uma mudança de referencial conveniente é posśıvel

classificar as quádricas.

Exemplo 3.2. Para classificar a quádrica −x2+2yz+z−y = 100, escrevemos a equação acima

na forma matricial, obtendo:

[
x y z

] −1 0 0

0 0 1

0 1 0


 x

y

z

+
[
0 −1 1

] x

y

z

 = 100

Calculando os autovalores e os autovetores já normalizados da matriz
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 −1 0 0

0 0 1

0 1 0


obtemos:

1. para λ1 = −1;v1 = (1, 0, 0) e v2 =
(
0, 1√

2
, 1√

2

)
e

2. para λ2 = 1;v3 =
(
0, 1√

2
, 1√

2

)
Temos ainda  x

y

z


can.

= [I]
autovetores

canónica

 x1

y1

z1

 aut. ,

onde

[I]autovetorescanonica =


1 0 0

0 1 1√
2

√
2

0 −
√
2 1√
2

 .

Então, a equação da quádrica em relação a o referencial dado pelos autovetores será:

[
x1 y1 z1

] −1 0 0

0 −1 0

0 0 1


 x1

y1

z1

+
[
0 −1 1

]
1 0 0

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

1√
2


 x1

y1

z1

 = 100,

isto é, −x21 − y21 + z21 − 2√
2
y1 = 100.

Faremos agora uma nova mudança de coordenadas para eliminar os termos lineares

onde isto é posśıvel.

z21 − x21 −
(
y1 +

1√
2

)2

+
1

2
− 100 = 0.

Sejam x2 = x1, y2 = y1 +
1√
2
e z2 = z1; assim, temos a seguinte equação:

− x22(√
199
2

)2 − y22(√
199
2

)2 +
z22(√
199
2

)2 = 1

que representa a quádrica em relação ao referencial obtido por translação a partir daquele dos

autovetores, cuja origem é dada por x2 = 0, y2 = 0ez2 = = 0. Então

x1 = 0, y1 +
1√
2
= 0 e z1 = 0.
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Observando a equação obtida com as equações vemos que esta quádrica é um hiperbolóide de

duas folhas.

Figura 3.3: Hiperbolóide de duas folhas. Fonte Boldrini et al. (1980).

Exemplo 3.3. Para achar a figura dada pela equação

2x2 + 2y2 + 2z2 + 2xy + 2xz + 2yz = 81

devemos resolver

[
x y z

] 2 1 1

1 2 1

1 1 2


 x

y

z

 = 81.

Calculando os autovalores e autovetores respectivos (já normalizados) obtemos

λ1 = 1,v1 =

(√
2

2
,−

√
2

2
, 0

)

λ2 = 1,v2 =

(√
6

6
,

√
6

6
,−

√
6

3

)

λ3 = 4,v3 =

(√
3

3
,

√
3

3
,

√
3

3

)
Ainda,  x

y

z

 = [I]
autovetores

canonica

 x1

y1

z1

 autovetores ,

onde

[I]autovetorescanônica =


√
2
2

√
6
6

√
3
3

−
√
2
2

√
6
6

√
3
3

0 −
√
6

6

√
3
3

 .
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Então, a equação se torna

[
x1 y1 z1

] 1 0 0

0 1 0

0 0 4


 x1

y1

z1

 = 81

ou x21 + y21 + 4z21 = 81, que é um elipsóide.

Figura 3.4: Elipsóide. Fonte Boldrini et al. (1980).

Como não aparecem os termos lineares, se não estivermos interessados na posição dos

novos eixos mas apenas no formato da figura, bastaria calcular os autovalores, escrever a equação

x21 + y21 + 4z21 = 81 e já teŕıamos identificado a quádrica.

Também no estudo das quádricas em geral, se tivermos problemas onde somente a

classificação destas seja importante, não interessando suas dimensões ou posição no espaço,

poderemos resolvê-los apenas estudando os sinais dos autovalores associados à forma quadrática.
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Conclusão

Classificar as cônicas e quádricas utilizando os autovalores e autovetores me per-

mitiu uma revisão de importantes conteúdos estudados durante o curso, pude entender melhor

a construção geométrica das cônicas e quádricas, revisar os conceitos básicos de Álgebra linear

como espaços vetoriais, base, dimensão, espaços vetoriais com produto interno, transformações

lineares, autovalores e autovetores e a relação existente entre eles, além de aprender novos concei-

tos como formas bilineares, formas bilineares quadráticas e diagonalização da forma quadrática.

Utilizando a análise espectral da matriz associada à equação da forma quadrática correspondente

percebemos que os autovalores e autovetores dessa matriz contêm informações importantes sobre

a geometria da cônica ou quádrica.

1. Cônicas: Para uma equação geral de uma cônica Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F = 0,

a matriz associada seria:

Q =

[
A B

2
B
2 C

]
Os autovalores λ1 e λ2 e os autovetores correspondentes v1 e v2 de Q fornecem informações sobre

a cônica. Se λ1 e λ2 tiverem o mesmo sinal, a cônica é eĺıptica. Se tiverem sinais opostos, é

hiperbólica. Se um deles for zero, é parabólica.

2. Quádricas: Para uma equação geral de uma quádrica

Ax2 +By2 + Cz2 + 2Dxy + 2Eyz + 2Fxz + 2Gx+ 2Hy + 2Iz + J = 0,

a matriz associada seria:

Q =

A D F

D B E

F E C

 .

Os autovalores λ1, λ2, e λ3 e os autovetores correspondentes v1, v2, e v3 de Q oferecem in-

formações sobre a quádrica. A classificação depende dos sinais e valores dos autovalores. Todos

positivos/negativos indicam uma elipsóide, mistura de sinais indica um hiperbolóide, e um auto-

valor zero sugere uma parabolóide. Em resumo, ao utilizar autovalores e autovetores na análise

de cônicas e quádricas, é posśıvel simplificar as equações associadas e obter informações valiosas

sobre a natureza e a orientação dessas figuras geométricas.
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SIMONS, G. F. Cálculo com geometria anaĺıtica. Trad. Seiji Hariki. São Paulo: McGraw-Hill,
v. 2, 1987.

STEINBRUCH, A.; WINTERLE, P. Álgebra linear. 1987.
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