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Resumo

O comportamento dos precos das agoes, ativos financeiros e diversos fenémenos
na natureza podem ser descritos por séries temporais, um conjunto de dados ordenados
que pode ser analisado via métodos estatisticos convencionais. Séries temporais sao apli-
cadas no estudo do movimento browniano com o objetivo de analisar o comportamento
de particulas ao longo do tempo, permitindo assim a identificacao de padroes e previsao
de tendéncias. Na fisica estatistica, o movimento browniano é descrito matematicamente
por uma equacao diferencial estocastica, a equagao de Langevin, que inclui um termo es-
tocastico que torna a solugao da equacao uma fungao aleatoria. Esse modelo é usado para
descrever o comportamento do movimento browniano em diferentes condigoes experimen-
tais. Este trabalho tem como objetivo evidenciar a multidisciplinaridade nas aplicagoes

do movimento browniano.

Palavras-chave: Movimento browniano, processos estocasticos, séries temporais.



Abstract

The behavior of stock prices, financial assets, and various phenomena in nature
can be described by time series, which are ordered datasets that can be analyzed using
common statistical methods. Time series are applied in the study of brownian motion to
analyze the behavior of particles over time, enabling the identification of patterns and
the prediction of future trends. In statistical physics, brownian motion is mathematically
described by a stochastic differential equation, the Langevin equation, which includes a
stochastic term that makes the solution of the equation a random function, this model is
used to describe the behavior of brownian motion under different experimental conditions.
The objective of this work is to compile research material, and the results obtained therein

have highlighted the multidisciplinarity in the applications of brownian motion.

Keywords: Brownian motion, stochastic processes, time series.
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Introducdo

Em um relatério escrito em 1827 por Robert Brown (1773-1858), foi descrito o
comportamento de particulas de polen na superficie de um meio aquoso se movendo
de forma irregular e incessante (BROWN, 1828). Em homenagem a ele, esse tipo de
movimento foi chamado de movimento browniano. A Figura 1 mostra a capa do referido

artigo de Robert Brown.
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Figura 1 — Capa do artigo de Robert Brown, 1828 (Real Jardim Botanico,
2019).

Em 1888, Louis Gouy (1854-1926) utilizando de observagoes anteriores de Regnault
(1858), Christian Wiener (1863), Cantoni e Oehl (1865), constatou o seguinte (NELSON,
2001):
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Figura 2 — Simulagdo do movimento aleatério de uma particula. Fonte: Autor, 2022.

O deslocamento é maior quanto menor for a viscosidade do liquido;

e O movimento é mais ativo para quanto menores forem as particulas;

A densidade e o tipo das particulas nao afetam o movimento;

As trajetorias parecem nao possuir tangentes (Figura 2);

Quanto maior a temperatura, mais intenso o movimento.

Em 1905 Albert Einstein (1879-1955) explicou esses movimentos postulando que
as particulas estao sujeitas a perpétuas colisoes com moléculas do meio. Nesta abordagem,
por meio de um processo difusivo, o comportamento irregular das particulas em suspensao
acontece devido aos movimentos moleculares térmicos independentes. Contudo, isso s6 é
vélido se os intervalos de tempo considerados nao forem demasiadamente pequenos, mas
longos o suficiente para que os movimentos executados por diferentes particulas sejam
considerados eventos independentes (EINSTEIN, 1905).

Langevin (1872-1946) propds em 1908 (LANGEVIN, 1908) um tratamento esto-
castico ou de forga flutuante. Nesta abordagem ele aplicou diretamente a Segunda Lei de
Newton, dividindo essa for¢ca em duas componentes: a for¢ca de Stokes ou forca de arrasto
de Stokes® e a forca aleatoria. Isso possibilitou uma melhor compreensiao das flutuacoes
estatisticas ou estocésticas presentes em diversas areas do conhecimento como na biologia

e na fisica.

L A queda em meio viscoso, a Lei de Stokes: As forcas atuantes numa esfera em queda num meio viscoso.
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Em 1923, Norbert Wiener (1894-1964) deu um tratamento matematico rigoroso
ao movimento browniano, construindo uma distribui¢ao associada com uma medida no
espago de caminhos continuos (MORTERS; PERES, 2010).

Um estudo sistemético das trajetorias do movimento browniano foi iniciado por
Lévy (1886-1971), demonstrando a existéncia da variagdo quadratica e as leis em arco-
seno (MORTERS; PERES, 2010). A dedugao baseada nas propriedades de simetria bésica,
foi uma novidade e a propriedade forte de Markov? foi usada implicitamente na obra de

Lévy.

A importancia de estudar o movimento browniano se da pela sua natureza universal
dentro dos processos estocasticos. De fato, como veremos a seguir, o movimento browniano
além de se identificar com as classes de processos ja mencionados, é utilizado na construgao
e representacao de vérios outros. Isto se reflete na utilizagao do movimento em diversas
areas, como por exemplo, Fisica, Biologia, Mateméatica, Quimica, Economia e Financas.
Além disso, as trajetorias do movimento browniano possuem uma relevante quantidade
de propriedades instigantes que o tornam um objeto matemaético interessante (DUQUE,
2014).

Como exemplo de aplicabilidade da teoria de fenémenos aleatérios, pode-se citar a
pandemia de Covid-19% em 2020. Os cientistas se utilizando de modelagem matematica e
simulagoes computacionais nao medem esfor¢os para compreender como se da a transmis-
sao do coronavirus SARS-CoV-2 e suas variantes potencialmente graves. Com o aprofun-
damento das pesquisas sobre o movimento browniano, é possivel modelar a propagacao
de patdégenos entre os seres vivos, descrever a probabilidade de determinado virus ficar
em suspensao em uma atmosfera e qual tempo médio para que este virus chegue ao solo.
Essa é uma situacao de interesse pois chegando ao solo a capacidade de transmissao do
virus diminui bastante (BORGES, 2021).

Objetivo Geral

Modelar a interagao entre agentes infecciosos e os seres vivos, o deslocamento de
particulas em fluidos, caminhadas aleatérias, funcionamento de motores brownianos e

redes neurais, mercado de agoes e a variagao da temperatura na superficie do mar.

Objetivos Especificos

e Explorar a teoria estocéstica e aplicabilidade de fenémenos aleatorios;

2 Propriedade de Markov ou propriedade markoviana se refere & propriedade de perda de memoéria de

um processo estocastico. O nome ¢é devido ao matemético russo Andrei Markov.

Segundo a World Health Organization a COVID-19 é a doencga causada por um novo coronavirus
denominado SARS-CoV-2. A Organizacao Mundial da Saide (OMS) tomou conhecimento deste novo
virus em 31 de dezembro de 2019, ap6s ocorréncia de casos de “pneumonia viral” em Wuhan, na
Republica Popular da China. Fonte: https://www.paho.org/pt/covid19
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e Gerar imagens ilustrativas utilizando codigos em IXTEX para exemplificar a teoria

apresentada no texto;

e Utilizar o movimento browniano como um modelo descritivo para analisar situacoes

relevantes nas areas das ciéncias fisicas e biologicas.

O trabalho estd estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1 fazemos uma breve
descri¢ao da equacao de difusao na visao de Einstein e abordaremos também o trabalho
de Langevin, no Capitulo 2, trataremos da constru¢cao do movimento browniano feita
por Lévy e Wiener, ja no Capitulo 3 sao apresentadas algumas aplicagoes do movimento
browniano em algumas areas do conhecimento, e por fim, no Capitulo 4 descrevemos os

resultados obtidos e a conclusao.
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1 A Equacdo de Difusdo e o Movimento Brow-

niano

1.1 O tratamento de Einstein

Vamos supor que cada particula execute um movimento completamente independente
das outras particulas e consideremos um intervalo de tempo 7, que é pequeno em relacao
ao tempo de observacao, mas suficientemente longo, para que os movimentos realizados
por diferentes particulas neste intervalo de tempo possam ser descritos como eventos

independentes.

Sejam N particulas em suspensao num liquido. No intervalo de tempo 7, as coorde-
nadas r + Az das particulas sofrem um acréscimo Ax = pu, com p podendo ter valores
positivos ou negativos. A fragao de particulas que efetua um deslocamento entre x e x + u
no intervalo de tempo 7 é (EINSTEIN, 1905):

AN/N = ¢(u)dp, (1.1)

com a distribui¢do de probabilidades ¢ sendo uma fungao par, ¢(u) = ¢(—pu), e devendo

satisfazer a condicao de normalizacao:

—+00

o(u)dp = 1. (1.2)

Calculando agora a distribui¢ao de particulas no instante ¢ + 7, e chamando de n(z,t) o
nimero de particulas por unidade de comprimento, temos:
+o0o
st r)de =da [ o+ m)6(dn (13)
onde pela defini¢ao de ¢(11), no instante ¢+ 7, o niimero de particulas esta entre x e x + p.
Como 7 e p sao muito pequenos, podemos fazer uma expansao em poténcias de ambos

até a segunda ordem:

On(z,t) 70z, t)

n(x,t+71) =n(z,t)+7 5 5 Bz (1.4)
~ On(z.t)  p*n(,t)
@+ p,t) (2, 8) + p—p =+ g 5 (1.5)

Substituindo a Eq. (1.5) na Eq. (1.3), obtemos:

) 72 52 +oo ) +oo o? +oo 2
n+ 78—;7 + 78—;27 =17 O(p)dp + 8—2/ e (p)dp + 8—12/ L p(w)dp. (1.6)
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Note que o segundo termo do lado direito da Eq. (1.6) é nulo, pois ¢(u) = ¢(—p), portanto:

877 7_2 (9277 B 0277 +oo ”2
e T er T g / _ o L7

Multiplicando a Eq. (1.7) por 1/7, obtemos a equagao de difusao generalizada:

R N

el = D—1 1.8
202 ot oz (18)
onde a constante D é o coeficiente de difusao, definido por:
1 +oo MQ
D= [ Hotman (1.9)
T o 2

Aplicando o limite no primeiro termo & esquerda na igualdade da Eq. (1.8), observamos
que:
n __on
— << = 1.10
"o TS ot (1.10)
Da Eq. (1.10), a Eq. (1.8) se resume em:
on 0?n
—=D— 1.11
ot Ox?’ (1.11)

que é a forma da equacgao de difusao que Einstein utilizou para explicar o movimento

browniano. A Eq. (1.8) ¢ uma EDP! do tipo hiperboélica e a Eq. (1.11) é do tipo parabdélica;

posteriormente seré discutido detalhadamente sobre a difusao generalizada.

Para obter a solucao da Eq. (1.11) vamos considerar a condicao inicial (SILVA; LIMA,
2007):
n(xz,t =0) = No(z), (1.12)

onde N é o numero de particulas e § é a funcao Delta de Dirac, definida como:

5(r) = {(’; o ; 8 (1.13)

A condi¢ao dada em Eq. (1.12) implica que:

/+Oo7](x,t _oydr= [ No(x)de = N. (1.14)

o0 —00

L' Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) podem ser classificadas como: Elipticas, Parabélicas e Hiperbo-

licas. Uma EDP Linear de Segunda Ordem com duas variaveis independentes:
0%u 0%u 0%u ou ou
— +b——+c— +d— — = v Q.
Y902 T %00y T Cagz T 9s T 90, T f(x,y), Y(z,y) €
A classificagdo depende do Sinal do Discriminante e os nomes sdo por analogia com as segoes conicas:
A = b? — 4ac. Se A > 0, a EDP & hiperbélica. Se A = 0, a EDP ¢é parabolica. Se A < 0 a EDP &
eliptica (N.H., 2004).
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A Eq. (1.11) pode ser solucionada utilizando integrais de Fourier. Com isso, a concentragao

“+o0o
n(x,t) \/2_/ t)e* dk, (1.15)
m

em que os coeficientes de expansao ng(t) sao dados pela transformada inversa:

1 e / —ikx’ g,/
e(t) = E/ n(x',t)e % da’. (1.16)

As derivadas temporal e espacial de n(z,t) (Eq. (1.15)) sdo:

on(z,t) 1 [T 0n(t) e
< _\/ﬂ/m D) ik, (1.17)

827]([E /+oo
ox? \/ﬂ

Substituindo as Eq. (1.17) e Eq. (1.18) na Eq. (1.11):

+oo 82 1o 8 |
\/%/ at D8x2> = o / nk e Dn<>2kzezkz)dk. (1.19)

Finalmente,

é definida como:

t)i?k*e* dk. (1.18)

i a77k 2\ ke
\/%/ ) 4 Do)k )e dk. (1.20)
O integrando da Eq. (1.20) deve ser identicamente nulo, devido ao fato dessa equagao ser
valida para todo instante, entao:

on(t)
ot

Supondo que a solugao da Eq. (1.21) seja ng(t) = €™, chegamos ao resultado:

+ Dni(t)k* = 0. (1.21)

ng(t) = npge 2Kt (1.22)

Considerando a Eq. (1.22) e a Definigao 1.15, para t = 0, temos:

1 oo ,
n(x,0) = E/ Mo €™ dk, (1.23)

cuja transformada inversa é:

1 too -
Mko = E/ n(x’,0)e % da. (1.24)

Podemos escrever:

1 +oo +0o0 ) ,
n(z,t) = 2—/ n(x',O)dx'/ ¢~ DRt gik(z=2") g, (1.25)
T ) oo _

[e.e]

Usando a identidade de Euler (N.H., 2004):

+o0 +oo
n(x,t) = %/ n(m',O)dm’/ e PRt (cos[k(z — )] + isenlk(z — 2)])dk  (1.26)

o0
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Resulta em
1 [ T k2
n(x,t) = 2—/ n(x’,())dm'/ e PMleos[k(x — 2')]dk, (1.27)
T J -0 —o0

pois a segunda parcela na Eq. (1.26) é igual a zero, devido ao fato do produto de uma

funcao par por uma fungao impar ser nulo.

A integracao da Eq. (1.27) pode ser feita com as mudangas de variaveis. Fazendo:

k=y, u=x—2"ea=Dt:

1 oo s
et = o= [ a0 B ar (1.28)

e utilizando da condigdo inicial dada na Eq. (1.12):

N —a?

e 1Dt

VAar Dt ’

que confirma que as particulas se comportam como num processo guaussiano difusivo.

n(x,t) = (1.29)

Com a expressao de n(z,t) (Eq. (1.29)), podemos calcular a distribuigao de probablilidade
de uma particula entre z e x + pu (SILVA; LIMA, 2007). E mais, é possivel calcular o
deslocamento quadratico médio e a variancia, sendo que para se obter tal distribuicao,

basta dividir a concentracao pelo nimero total de particulas:

1 —a2

e1Dt . 1.30
Var Dt ( )

Sabendo que, a distribui¢ao de probabilidades guassiana é a dada por:

P(l‘,f;) = n(xvt)/N =

P(z) = et (1.31)

Comparando as Eq. (1.30) e Eq. (1.31), amédia ¢ < z >= 0, e a variancia é 0® = 2Dt. No
movimento browniano as grandezas fisicamente pertinentes estao em concordancia com os
primeiros e os segundos momentos da distribuigao, e sao calculados por (SILVA; LIMA,
2007):
+o0
<a" >= / z"P(x,t)dz. (1.32)

O primeiro momento é o deslocamento médio:

+o00 T
< >= e4Dtdx—0 1.33
/oo VAar Dt ( )

e o segundo momento é o deslocamento quadréatico médio:

+oo
<2 >= / 64Dt dx = 2Dt, (1.34)

vVAar Dt

obtidos da Eq. (1.32) quando n =1 e n = 2, respectivamente.
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Einstein (1905) mostrou que o coeficiente de difusdo D pode ser calculado utilizando
a mobilidade b = 1/6mya de particulas esféricas de raio a, temperatura 7' do meio, coefi-

ciente de viscosidade v, e constante de Boltzmann kg, isto é:

kgT
D = kgTh = : L.
b 6mya (1.35)
Substituindo a Eq. (1.35) na Eq. (1.34):
RT
P>~ ¢ 1.
<zt > Smal, (1.36)

A constante de Boltzmann kp pode ser escrita como kg = R/N,, sendo R a constante
universal dos gases e N, o nimero de Avogadro?. A Eq. (1.36) foi uma das primeiras rela-
¢oes de uma flutuacao quadratica média envolvida em um processo dissipativo. Contudo,
como as quantidades envolvidas s@o mensuraveis, pode-se estimar o niimero de Avogadro

com um cronémetro e um microscopio adequados (PAIS, 1982).

Einstein observou que seus resultados tinham inconsisténcias para tempos curtos em
relacao aos tempos caracteristicos do sistema. No limite ¢ — 0, a velocidade v — o0,
em outras palavras, a funcao delta de Dirac centrada em x = 0, mostrava que todas as
particulas estavam inicialmente localizadas na origem e que para intervalos de tempos tao
pequenos quanto se queira a curva gaussiana indicava que as particulas se espalhavam
com uma velocidade infinita. Para corrigir esse problema, deve-se considerar o termo de
derivada segunda na Eq. (1.11), o que sugere que para tempos curtos a solugdo sera

ondulatoria. Esta solugao sera discutida na secao 1.2.

1.1.1 Equagdes Diferenciais Parciais na Fisica

Considerando u = u(x,t),x = (x1, x9, ..., ,) € R", uma EDP do tipo parabdlica tem
a seguinte forma geral (SODRE, 2003):

uy = a*V2u. (1.37)

Exemplo 1.1. A equacao do calor, que é uma equagao que descreve um processo de con-
dutividade térmica, é do tipo parabdlica. Considerando um coeficiente de condutividade

térmica x e um campo de temperaturas u = u(z,y, z,t), temos (CANNON, 1984):

ou (62u 0*u 82u)
= K .

o 5 "ot o (1.38)

Na fisica estatistica, a equagao do calor esta relacionada com o estudo do movimento
browniano por meio da equagao de Fokker—Planck (SILVA; LIMA, 2007). A equagao de

2 N, =6.022 140 76 x 10?3 mol~! (ASSAEL, 2014).
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difusao é uma versao mais geral da equacao do calor e também se relaciona com o estudo

da difusao das particulas nas reagoes quimicas.

As equagoes classificadas como tipo hiperbélica sdo escritas na forma (SODRE, 2003):

uy = V. (1.39)

Exemplo 1.2. A equagao da onda é tipo hiperbélica. Ela descreve a propagacgao de ondas

sonoras, luminosas ou aquéticas, e é¢ dada na forma (ARFKEN, 2006):

Pu 82u+82u+82u
a2t " \oaz T o2 9:2)

(1.40)

onde v é a velocidade da onda.

Exemplo 1.3. Na Mecanica Quantica, a Equacao de Schrédinger, que modela como o

estado quantico de um sistema fisico muda com o tempo, é uma EDP parabélica complexa:

ho, o
- =1h—. 1.41
( sz + V) Y =1 Y (1.41)
Exemplo 1.4. A equacdo de Poisson ¢ do tipo eliptica, é descrita na forma: (SODRE,
2003):

V2u(z,y) = h(z,y). (1.42)

Na Eq. (1.42), se h(z,y) = 0, temos a chamada equagao de Laplace:
V2u(z,y) = 0. (1.43)

Na Eletrostatica (ARFKEN, 2006), a fun¢ao potencial elétrico de um campo elétrico
estacionério, V = V(x,y, z,t), com um termo de fonte —p/¢, satisfaz a equacao de Poisson:
2 4%

VYV = ——. (1.44)
€0
Analogamente, a energia potencial de uma particula com densidade p que sofre a acao de

um campo gravitacional, também satisfaz a equacao de Poisson:
V2U = —4GTp. (1.45)

Observacao 1.1. As equacoes de Laplace e Poisson sao muito relevantes na Fisica, pois
modelam diversos fenémenos da natureza, tais como hidrodindmica, escoamento irrota-
cional de fluido perfeito e ondas superficiais, fendomenos eletromagnéticos incluindo di-
elétricos, correntes estaveis e magnetostatica além de problemas envolvendo gravitacao
(ARFKEN;, 2006).
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1.2 Equacao da Difusiao Generalizada

A equacao utilizada para decrever a conducao de calor e a difusdo de particulas é
um modelo aproximado, pois ¢ uma forma menos rigorosa de modelar esses fenomenos

(SILVA; LIMA, 2007).

Considere uma particula se deslocando aleatoriamente com velocidade v = [/7 em um
intervalo de tempo 7. A Eq. (1.8), que descreve uma onda amortecida para a caminhada,
aleatoria, pode ser reformulada como (SILVA; LIMA, 2007):

*n  vPan  ,0%

W+55 = @ (1.46)

Para estudar a solucao desta equagao (1.46), iremos considerar algumas condigdes

iniciais. Para x = 0, temos que 7(0,t) = ™! onde w é a frequéncia angular. Entao:
n(x,t) = eArel@t=B2), (1.47)

onde as constantes A e B sao definidas por:

2 4
2 _ W LA
A= [ (1+ Dw) 1] (1.48)

w? v?
B*=— 1+—— | +1f. 1.49
202 [ ( * D2w2) + ( )
com a velocidade de propagacao da onda v,, dada por
2 2 2
2= = Y (1.50)

B [+ ) + 1]
Observagao 1.2. Da Eq. (1.50) é relevante observar que, para o caso w << v?/D, os
resultados sdo os mesmos obtidos na equagao de difusao usual (1.11), na qual em alguns
regimes as velocidades das particulas sao infinitas. E para o caso w >> v?/D, a velocidade

de propagacao da onda tem como limite a velocidade das particulas do meio (SILVA;
LIMA, 2007).

Considerando que sao dadas as fungoes de Bessel de primeira espécie Jy e Ji e as
condigoes n(x,0) = Nd(x) e (On/0t);—o = 0, temos para |z| < vt, a solugao da Eq. (1.46)
sera (SILVA; LIMA, 2007):

1 1 N 2 —v2t2] Nt x? —v%t2) /ot
n(x,t) = Ne V™ 5(5(1‘ + ot) + 5(5(:1: — vt)} to - Jo { — } [ ( )/

—J
T o 1 (22 — 0282
(1.51)

Sabemos da solugao de D’Alembert, para |x| > vt, que:

n(x,t) = Ne /7 [%5@ +vt) + %5(90 - vt)] . (1.52)
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A expansao assintotica para as fungoes de Bessel é:

J, = \/gcos [g; - g(y + %)} . (1.53)

Assim, a Eq. (1.51) fica:

Ne /7 [t 12 _
Ne = {Z(l _ y2)1/1 1+ (14 y3) 2]

(1.54)

1 1
n(x,t) = Ne {26@—1—@25)—1— 25(x Ut):|+ 10

A Eq. (1.54) é a solugao geral da equagao de onda modificada para a caminhada

aleatoria. Com o limite x << vt (tempos longos), o segundo termo da solugao ¢ dado por:

N N

77(£L‘,t) _ —6—m2/2v27t _ —€—x2/4Dt (155)
V2viTtw Var Dt

Observagao 1.3. Note que a Eq. (1.55) é a mesma solugao da equagao de difusao usual,

portanto, a Eq. (1.46) fornece resultados para o processo difusivo em tempos curtos, como

Einstein reconheceu na teoria do movimento browniano (SILVA; LIMA, 2007).

1.3 Equacao de Langevin: As forcas flutuantes

Nesta secao fazemos uma breve descricao do procedimento estocéstico da equacgao de
Lagevin. Pouco tempo apds o trabalho de Einstein, o fisico francés Paul Langevin abordou

o problema na perspectiva das equagoes diferenciais estocasticas.

Langevin aplicou diretamente a Segunda Lei de Newton em uma particula de massa
m que se desloca em um fluido com viscosidade v (REZENDE, 2011):

du(t)
dt

m

= —yu(t) + (1), (1.56)

sendo ((t) uma forga aleatoria (ou flutuante) que varia rapidamente em comparagao com

os intervalos de observagao, e que deve satisfazer as seguintes condicoes:

e ((t) tem uma densidade de probabilidade gaussiana e sua média é nula;

e A correlagao temporal de ((t) obedece a relagao de flutuagao-dissipagao:

(C(t1), C(t2)) = 0d(ts — t2), (1.57)

sendo o uma constante que depende da viscosidade do meio e 0(ty — ¢1) representa

a funcao delta de Dirac.

A solucdo da Eq. (1.56) pode ser obtida pelo método do fator integrante, I(t) = /™,
isto é:
A siym . 0 SO eym (1.58)
dt m m
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d I :
el ~yt/m — Nyt /mo gt 1
/dt(ve ) m/o C(ther/mat'. (1.59)

Cuja solucao da a velocidade das particulas:

e—wt/m
v(t) = voe ™ 4

/ t C(te Mt may (1.60)
0

m

Para obter a posi¢ao das particulas brownianas, podemos reescrever a Eq. (1.56) na forma:

d?*z dx
—_— = —y— t 1.61

considerando dxz(t)/dt = v(t), sendo que z(t) descreve o movimento das particulas. A

solugao é obtida utilizando a Transformada de Laplace,
£y = [ soea = f) (162
0

que possui as seguintes propriedades (chamando 7' = v/m) (BOYCE; DIPRIMA, 2015):

LS FW)g(t —)dt'y = f(s)g(s)
1
s+t

d? ~
c{ﬁf} = 57 f(s) — s f(0) — L2
£{1—e—v’t}: : 1
,-)// S _i_S,Y/

cfr

Entao, pelo teorema das derivadas na transformada de Laplace, obtemos:

L{et} =

2i(s) — s2(0) — d‘;@ /(s (s) — 2(0)) + % (1.63)
Simplificando: 3
gt 0 G0 o

s s2+sy  m s2+ sy
Aplicando as Transformadas Inversas de Laplace, chegamos na expressao para a posi¢ao

das particulas brownianas:

_ ot 1 ' N1 oA (=) 747
(I1—e7")+ m/g((t)(l e )dt'. (1.65)

,.YI
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Calculando a média das Eq. (1.60) e Eq. (1.65), temos:

(v(0)) e, (1.66)

—~
<

—~

~+

~—

~
I

() = (2(0)) + O g _ vy, (1.67)

Para encontrar o valor de o no teorema de flutuacao-dissipacao® (Eq. 1.57), temos que
encontrar a relagao entre as velocidades de uma particula em dois instantes (REZENDE,
2011). Assim, usando a Eq. (1.65) e fazendo a média de ensemble para os instantes ¢; e

to, resulta

- t1+t2 6 7(t1+t2)0 "(ta+ta)
< tl t2 <U >€ (tg)((t4)> dtgdt4 (168)

Temos que considerar dois casos ao integrar, t; > t5 e t5 > t;. Contando com ambos os

casos, pode-se sintetizar o resultado da Eq. (1.68) por meio da fungdo modulo:

(v(t)o(t)) = (v*()) ™ 4 g (vl - ) (1.69)
Pelo teorema da equiparticao da energia®,
lim 2m (v2(8)) = ~ksT (1.70)
fim 5 (0) = 3 -
para t = t; = ty, a Eq. (1.69) fica:
o =2my'kgT (1.71)

Enfim, encontramos a expressao para o teorema flutuagao-dissipagao (1.57):
(C(t1)C(t2)) = 2mA'kpTd(ty — to). (1.72)

Podemos também calcular o coeficiente de difusao, dado (REZENDE, 2011):

(x(t)):<<x(0)+/0tv(t1)dt1>2>:< >+2/ v(t) dt1+// v(ty)v(ty)) dtydty

(1.73)
Sendo as velocidades descorrelacionadas, (x(0)v(t;)) = (x(0)) (v(t1)), fazendo uso da
Eq. (1.66) e Eq. (1.68) e integrando, obtemos:

<I2(t)> = <$2(0)>+w(1_6—7't>+@(1_6—'\/75)2_'_%(27/75_3_}_46_7’,5_6_27/15)
(1.74)

3O Teorema de Flutuacio-Dissipacao (TFD) diz respeito a uma série de relagoes, muito gerais, entre

correlagoes e respostas de sistemas estatisticos em equilibrio (STARIOLO, 2020).

Em Mecénica Estatistica Classica, o teorema da equiparticao é uma férmula geral que relaciona a
temperatura de um sistema com a sua energia cinética. Por exemplo, a energia cinética média no
movimento translacional de uma molécula deve ser igual & energia cinética média do seu movimento
rotacional. Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/
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Elevando ao quadrado a Eq. (1.67), chegamos em:

(2(t)2 = (2(0))% + 2<’”(O)>7,<“(0)> n <”$2>>2 (1— e, (1.75)

Dada a variancia como ((z(t) — (x(t)))?) = (22(t)) — (x(t))*, temos a seguinte expressio:

v(0) — (v(0)))? g kT e g
{(z(0) = (x(0)))*) + (ot 752 (0)) >(1—e ”)QmB—W(zy’t—?,Me TE_em2h)(1.76)
O coeficiente de difusao é obtido dividindo-se a expressao (1.76) por 2t (REZENDE,

2011), quando t — oo obtemos:
kgT

D= .
my’

(1.77)

O coeficiente de atrito viscoso de Stokes é dado por v = 67va. Relembrando que fizemos

a substituigao 7' = v/m, chegamos na equagao para o Coeficiente de Difusao de Einstein:

kgT RT

" 6rva 6rvaNy

D

(1.78)

Observagao 1.4. Note que a Eq. (1.78) é equivalente a Eq. (1.35).

Logo, para tempos longos a descri¢ao de Langevin leva ao trabalho de Einstein, contri-
buindo portanto para consolidar a descricao do movimento browniano feita por Einstein

e sustentando as ideias sobre atomos e particulas na época.



24

2 A Visdo de Lévy e Wiener

2.1 A Construcao de Lévy do Movimento Browniano

No Capitulo 1, tratamos do aspecto fisico do movimento browniano, fundamentado nas

teorias de Einstein e Langevin. Neste capitulo, abordaremos os seus aspectos matematicos
malis importantes.

Iniciamos com a teoria de Lévy, que se baseia em uma classe de processos estocéasticos

mais abrangentes, incluindo o movimento browniano como um caso particular.

Definicao 2.1. O movimento browniano esté intimamente ligado com a distribui¢ao nor-
mal (Gaussiana). Adotando X como uma variavel aleatoria com média < x > e variancia

o2, sabemos que: (MORTERS; PERES, 2010)

7(1 <z>)

dr VzeR (2.1)

P(X > z) =

V2mo?

A distribui¢cao normal possui um comportamento geométrico descrito por uma curva

caracteristica, como podemos notar na Figura 3, feita utilizando cédigos do KTEX.

Distribuicao Normal

05 4

04

03

Probabilidade

01 4

0.0 -

=10.0 —}:.5 —ET.D —2T.5 I}.IO 2r5 5I0 ?IS 10.0
Valores da variavel aleatoria X

Figura 3 — Curvas que representam a distribui¢cao normal. Fonte: Autor, 2023.
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Definigao 2.2. Um processo estocastico {B(t) : t > 0} ¢ chamado de um movimento
browniano linear se para x € R, sao satisfeitas as condigoes (MORTERS; PERES,
2010):

e B(0) = z;

e O processo possui incrementos independentes. Para todo tempo 0 <t; <ty < ... <
tn, temos que B(t,) — B(t,_1), B(tn-1) — B(tn_2), ..., B(ts) — B(t1) sao variaveis

aleatérias independentes;

e Paratodot > 0eh > 0, os incrementos B(t+h)— B(t) sdo normalmente distribuidos

com expectativa zero e variancia h;

e A fungado ¢t — B(t) é continua.

Portanto, definimos o movimento browniano como um processo estocéstico { B(t) : ¢t > 0}
de uma familia de incontaveis variaveis aleatorias w +— B(t,w) em uma espago de probabi-
lidade (2, A, P). A Figura 4 mostra o movimento browniano amostrado. Nele, a trajetoria
da particula se torna uma série de posicoes discretas ligadas por segmentos retos, essa
abordagem permite uma analise estatistica e tem vérias aplicagoes em diversas areas ci-

entificas, como veremos adiante.

Observacao 2.1. Um processo estocéstico também pode ser descrito como um processo

aleatoério.

Figura 4 — Grafico que representa movimentos brownianos amostrados. Fonte: O autor, 2023.

Wiener (1923) demonstrou que existe movimento browniano padrao o construindo
como um limite uniforme de fung¢des continuas para garantir que haja caminhos con-

tinuos. Considerando o intervalo [0, 1] como um elemento aleatério do espago CJ0,1] de
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funcoes continuas, pode-se construir o movimento browniano em conjuntos finitos de pon-
tos diaticos':

@n:{zﬁn;ogkgzn} (2.2)

Entao, interpolamos os pontos de ®, e verificamos que o limite uniforme dessas fungoes

continuas existe e € um movimento browniano. Seja
o0
D=JDu (2.3)
n=0

e o espago de probabilidades (€2, A, P) no qual as variaveis aleatorias distribuidas normal-
mente {Z; : t € ®} podem ser definidas. Dado B(0) = 0 ¢ B(1) = Z;, para cadan € N
as variaveis aleatorias B(d),d € ©, sao definidas como (WIENER, 1923):

e para todo r < s <t em ®, as variaveis B(t) — B(s) sdo normalmente distribuidas

com média zero e variancia ¢t — s, e sdo independentes de B(s) — B(r),

e os vetores (B(d):d € ®,) e {Z; : t € D/D,} sao independentes.

Definimos também B(d) em d € ©,,/D,_, como

B(d—2")+Bd+2")  Z
B(d) = . + S (2.4)

Os incrementos B(d) — B(d—27") para d € ©, — {0} s@o independentes e também sdo
independentes aos pares, devido ao vetor desses incrementos ter distribuicao gaussiana.

Os pares B(d) — B(d —27"), B(d+2—n) — B(d) com d € ©,/9,_, sao independentes.

Tendo assim escolhido os valores do processo em todos os pontos diadicos, interpolamos

entre eles. Formalmente, defina

Z1  parat=1
Fy(t) = 0 parat=0 (2.5)

linear entre eles

e para cadan > 1,

272 Z, parat € D,/D,,
F.(t) = 0 parat € Dn_, (2.6)

linear  entre pontos consecutivos de 2,

As fungoes nas Eq. (2.5) e Eq. (2.6) sao continuas em [0, 1] e para todo n, d € ®,, conforme

vemos na Figura 5.

L No conjunto de ntimeros diaticos, os niimeros sdo racionais cujo denominador é uma poténcia de 2,

isto é, k/2";k € Zen € N.



2.1. A CONSTRUCAO DE LEVY DO MOVIMENTO BROWNIANO 27

A A

F(t) Fo(t) + Fi(t)

[T

—

0 1 0 1
t t

Figura 5 — Construgao do movimento browniano (MORTERS; PERES, 2010).

Logo,
B(d) =) Fi(d) =) F(d) (27)
i=0 i=0
Para mostrar a Eq. (2.7) vamos supor que para n — 1 temos d € ©,/D,_,. Entao para

0 <i<n-—1a funcdo F; é linear no intervalo [d — 27", d + 27™:

n—1 n—1

-3 Fy(d—2") ; Fi(d+2™) B(d—2")+ B(d+2")

— - (2.8)

i=0 i=1
Assim, temos F,(d) = 2~("*1/2 7, Considere agora a definicio abaixo (MORTERS; PE-
RES, 2010):

Lema 2.1. Suponha X uma variavel aleatéria normalmente distribuida, entao para todo
x> 0:

1 2 11 2
e TP <P{X >z < e /2, 2.9
l’2 +1v2n { J 27 (2:9)
Portanto, para ¢ > 1 e n grande, temos para a Eq. (2.8):
—cn
P{|Z4| > cv/n} < eap( ). (2.10)

Pela Eq. (2.10), a série abaixo ird convergir para ¢ > 1/2log2:

ZP{EId€© com|Zd|>c\/_} ZZIP’{|Zd|>c\/_} 22”+1 exp( ;n)

n=0 deD,

(2.11)
Para prosseguirmos, é necessario conhecer o resultado do Lema de Borel-Cantelli (FAL-

LEUR; LI; YAN, 2010):
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Lema 2.2. Seja {Ej},-, uma familia contavel de subconjuntos de R, tal que:

> m(Ey) < oo. (2.12)
k=1
Entao,
lim sup(E}) (2.13)
k—ro0

é mensuravel e vale zero.

Pelo Lema 2.1, podemos fixar um ¢ de modo que existird N tal que para todo n > N
e d €D, temos |Z,| < cy/n, contudo:

| Foll,, < ev/n27/2. (2.14)

Isso implica que a série abaixo converge uniformemente para [0, 1]:

B(t) = iFn(t). (2.15)

Este resultado é decorrente das propriedades de B no conjunto ® C [0, 1] e da continuidade
dos caminhos. Contudo, supondo t; < ty < ... < t, em [0, 1], encontramos t; 5 < ty; <

< tpr em D com limgoo by = t; € a partir da continuidade de B, encontramos o

resultado (MORTERS; PERES, 2010):

Como likaoo E [B(ti+17k) — B(tu&] =0e hkaoo Cov (B(tiJrl,k) — B(ti,k)a B(t]#l’k) — B(t%k)) =
limytoo Licj(tiv1 ke —tix) = Lizj(tis1 —t;); os incrementos B(t;41) — B(t;) s@o independentes

e as variaveis aleatorias possuem média 0 e variancia t;,1 — t;.

Até o momento analisamos um processo continuo B : [0, 1] — R. Por fim, vamos consi-
derar a sequéncia By, By, ... de variaveis aleatorias independentes. Define-se { B(t) : t > 0}

como:
lt-1

B(t) = Byyy(t — [t]) + Y Bi(1), (2.17)

i=0
uma fun¢ao aleatoria continua B : [0,00) — R que representa um movimento browniano
padrao (MORTERS; PERES, 2010).

2.2 Limite Gaussiano

O limite gaussiano consiste em assumir que a probabilidade esta relacionada com uma
distribuicao gaussiana. Para estuda-lo, vamos considerar um modelo binomial simétrico
que cresce por um fator v ou decresce por um fator d, cujos movimentos ascendentes e
descendentes difiram por um mesmo fator (BESSADA, 2005).
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Os modelos binomiais aditivos sao aqueles em que a diferenca do termo entre dois

instantes é um fator adicionado ou subtraido, conforme mostra a Figura 6.

y + Ay

y — Ay

Figura 6 — Passeio aleatério simétrico. Fonte: Autor, 2022.

Podemos obter um modelo simétrico binomial utilizando o logaritmo natural (BES-
SADA, 2005):

In(Zns1) = In(Z,) + In(u) (2.18)
In(Zns1) = In(Z,) + In(d). (2.19)

Temos que (n(u) = —In(d), entao:
In(Z,) + In(u) = In(Z,) — In(d) = In(u.d) =0 (2.20)

Para que a Eq. (2.20) seja satisfeita, é necesséario que:

U= (2.21)

O passo seguinte é obter um processo que tenha uma distribuicao gaussiana, para isso

temos os valores para u, d, e da probabilidade p:

u=eVh (2.22)

d=e vt (2.23)
1 K

p=s (1 n ;\/ﬁ) , (2.24)

onde o é o desvio padrao, i é a média e h é uma constante dada por:

1
Jpq

h= (2.25)

Sabe-se que pela seguinte defini¢do, para uma probabilidade ¢ = 1 — p, entao (BES-

SADA, 2005):
Uu

p=nplin <E> + In(d) (2.26)

o? = pq [ln <%>r (2.27)
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Substituindo as Eq. (2.22), (2.23) e (2.24) nas Eq. (2.26) e (2.27), obtemos:

Elln(Z2)] = ut (2.28)
Var(in(Z)] = (6% — uh)t. (2.29)
No limite h — 0:
}llii% E[In(Z)] = ut (2.30)
lim Var[ln(Z)] = o°t. (2.31)

Calculando os seguintes parametros e aplicando o Teorema de De Moivre-Laplace (SILVA;
ALMEIDA, 2015):

1

z = (k—np)h = W(M(Z) — En(Z2)) (2.32)
1
h =./npq = W[n(Z). (2.33)
Contudo: In(u)d
lim ha, = lim #n(z))]ﬂn(z) —En(2)?=0. (2.34)

Analisando as condi¢oes do teorema de De Moivre-Laplace, concluimos que:

In(Z) — ut <

1 &,
lim P | —— = e 2dg. 2.35
t—o0 [ oVt o 6] V2T /_oo ( )

In(Z) —put
X = 0_\/% )

possui distribuicao gaussiana com valor esperado ut = 0 e variancia ot = 1. Utilizando

Entao, o processo

(2.36)

a Eq. (2.36) representamos um processo com distribui¢ao gaussiana onde x ~ N (0, 1):
Y, = ut — xov/t. (2.37)

E através desta equacdo e de suas propriedades que se fundamenta o processo chamado

de movimento browniano.

2.3 Processo de Wiener

Em 1923, o movimento browniano foi formalizado matematicamente por Norbert Wie-
ner, e por esse motivo foi denominado por processo de Wiener (LUIZ; SILVA; SOUZA,
2013).
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Pela Definicao 2.2, é possivel relacionar o fendémeno fisico do movimento browniano
a teoria matematica dos Processos Estocésticos, e pode-se extender a teoria para casos

mais abrangentes e generalizar o conceito de movimento browniano.

O movimento browniano é um Processo de Markov (KLAFTER; SHLESINGER; ZU-
MOFEN, 1996), isso significa que a posi¢ao em determinado instante de tempo s6 depende
da posicao no instante anterior, e nao do restante do caminho. Com isso, a Definicao 2.2
coloca restricoes em um dado processo de modo que este seja um movimento browniano

ou Processo de Wiener.

Podemos representar um deslocamento B; — By em func¢ao de um termo aleatorio &, e

a diferenca t — s como (BESSADA, 2005):

B, — Bs = &Vt — s, (2.38)
onde a variavel aleatoria & é gaussiana, tem valor esperado igual a zero e deve satisfazer
Bl = 1.

Podemos ampliar mais a Eq. (2.38) de modo a abranger processos que possuem valores
esperados nao-nulos. Para isso é necessario adicionar um termo, pAt, de modo que o
processo discreto tenda & um movimento browniano no limite infinito (BESSADA, 2005),

obtendo E[¢] = 0 e E[¢?] = 1. Finalmente, segue-se que o processo estocéstico:
Xt+At = Xt + ,U;At + 5\/ At, (239)

é um processo de Wiener.

2.4 Movimento Browniano Geomeétrico

Suponha que W seja um movimento browniano padrao, um processo estocéstico S(t) ~

N(u,0?) é chamado movimento browniano geométrico se satisfaz (KONG, 2017):
dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dW (t), (2.40)

tal que para t € [0,00) :
2

S(t) = exp [(M - %) t+ aW(t)] . (2.41)

Seja S(0) um valor inicial de S(t), entao podemos reescrever a Eq. (2.41):
2

S(t) = S(0)exp K“ - %) t+ aW(t)] . (2.42)

O movimento browniano geométrico (MBG) possui algumas propriedades (KONG,
2017):
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e E um processo estocéstico utilizado para modelar processos que nunca podem assu-

mir valores negativos;

A expectativa ¢ dada por E [S(t)] = E[Sy exp(ut + oW (t))] = Soexp (ut + %Qt);

e A variancia ¢ Var[S(t)] = E[(S(t) — E[S(t)]*)] = S2 exp(2ut + o°t)[exp(c?t) — 1];

0S(t) é o termo de difusdo da parte estocéstica da equagdo. Se 0 = 0 temos uma

equagao diferencial deterministica;

wS(t) representa a taxa de crescimento do MBG, se 1 > 0 temos um crescimento

positivo, caso contrario pu < 0;

O parametro (u — "72) representa o comportamento assintotico do MBG.

Se o coeficiente de deriva u = 0, o MBG é um martingale?.

Podemos descrever o movimento browniano geométrico em miltiplas dimensoes. Para
isso é necessario especificar um sistema de equagoes diferenciais estocasticas (KONG,
2017):

onde S; = (S1,...,54), i = (p1, ..., ta) € X;(t) ¢ um movimento browniano padrao uni-
dimensional. Portanto, para d dimensoes, cada dimensao ¢ pode ser descrita da seguinte

maneira:
dSi(t)
Si(t)

onde ¢ =1,...,d e A;; ¢ a matriz de covariancia d x d do processo estocéstico S, definida

d
= dt + Y AjdW(t), (2.44)

J=1

como:
Z = 0,0,;pij, (2.45)

ij
onde p;; é o coeficente de correlacao entre X;(t) e X;(t), e 0;, 0; sao coeficientes de difusao,

que indicam a dispersao do movimento browniano.

2 Um martingale é uma sequéncia de varidveis aleatorias com expectativa condicional do préximo valor

igual ao valor atual, baseado em um conhecimento prévio. Essa propriedade é fundamental em véarias
areas da teoria das probabilidades e finangas, devido ao fato de relacionar a auséncia de oportunidades
de lucro com base em informagoes passadas (BESSADA, 2005).
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3 Aplicacdes do Movimento Browniano

3.1 Séries epidemiolégicas

O estudo de processos de disseminagao de epidemias se mostrou crucial no ano de
2020 devido a pandemia de COVID-19, uma doenca infecciosa transmitida por meio do
virus SARS-CoV-2, que até o més de julho deste ano, havia causado mais de seis milhoes
de mortes e mais de quinhentos e cinquenta milhoes de casos confirmados ao redor do

planeta (Organiza¢ao Mundial da Saide, 2022).

A epidemiologia é a ciéncia que estuda, quantitativamente, os padroes da ocorréncia
de doencas em populacoes humanas e os fatores condicionantes e determinantes destes
padroes, além de analisar a ocorréncia de doencas em massa, ou seja, coletividades, classes

sociais, grupos especificos, em sociedades (como o da COVID-19), entre outros.

Estudar a propagacao de epidemias considerando todas as variaveis envolvidas pode ser
extremamente dificil ou até impraticavel, devido & complexidade ou falta de dados neces-
sarios. Contudo, é possivel fazer modelagens usando conjuntos de parametros existentes,
como por exemplo a mobilidade humana entre cidades (MORAES, 2020). A Figura 7 mos-
tra uma rede de unidades territoriais, onde a cor das ligagoes corresponde & intensidade

do fluxo entre as cidades.

Dutbreak diversity in epidemic waves propagating through
Boa Wista distinct geographical scales

Mt

Manaus A 4
Santarém

Fonte dos dados:

Welrens & s S Em™ pa

s

Trinidad
Tacna

Iquigue ucre
Tarija

Asuncion

Posad;

La Serena

obd santa Fe
Santiago

Rosario

Figura 7 — Rede de mobilidade humana usada no estudo da COVID-19 no Brasil (Universidade
Federal de Vigosa, 2020).
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Se os habitantes de duas cidades vao e voltam frequentemente para trabalhar ou estu-
dar, diz-se que essas duas cidades estao conectadas e possuem uma rede que é fundamental

para o estudo de transmissao de doengas infecciosas.

Pode-se também investigar processos de disseminacgao através de modelos comparti-
mentais, em que os noés ou pontos da rede sao divididos em compartimentos, de acordo

com seu estado em relagao ao processo de disseminacao. Esses compartimentos podem ser
(MORAES, 2020):

e Suscetivel (S) - 0 no esta saudéavel mas com possibilidade de contrair a infecgao;
e Infectado (I) - 0 n6 encontra-se infectado e pode transmitir a doenga,

e Recuperado (R) - 0 n6 nao pode ser mais infectado nem transmite a doenga ou nao

faz mais parte da rede.

A aplicacao de modelos matematicos a epidemiologia é uma &area de pesquisa. Os
primeiros modelos que surgiram sdo designados de modelos SIS (suscetivel-infectado-
suscetivel), sendo um dos modelos compartimentais mais utilizados. A Figura 8 mostra
um diagrama do modelo SIS, em que os individuos sao separados nos compartimentos
suscetivel e infectado. Um noé no estado I pode transmitir a doengca com uma taxa de

infecgdo A ou se curar espontaneamente com uma taxa de cura p (MORAES, 2020).

Na literatura, alguns modelos foram desenvolvidos para estudar a evolugao de epide-
mias, os principais sendo os modelos SIR, SIS, SIRS, SEIS, SEIR, SEIAR, MSIR, MSEIR,
MSEIRS (SHIL, 2016).

A
S I

NS
p

Figura 8 — Diagrama ilustrando o modelo SIS. As caixas simbolizam os compartimentos (sus-
cetivel e infectado) e as setas sdo as possiveis mudangas entre esses dois estados
(MORAES, 2020)

O modelo SIS nos fornece percepcoes de como acontece o processo de disseminacao de
uma doenca infecciosa. Como ja vimos anteriormente na construcao do movimento brow-
niano de Wiener, conhecemos a "forma" de um grafico que representa um movimento
desse tipo. Analisando os gréficos (9-11) fornecidos pela Organiza¢ao Mundial da Satde
a respeito da disseminacao do Sars Cov-2, podemos comparar a evolucao da COVID-19
com o comportamento de um processo estocastico. As Figuras 9-11 mostram os comporta-
mentos dos casos acumulados e novas mortes da covid-19, Mundial, no Brasil e em alguns

paises.
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Na modelagem estocastica, um processo aleatorio permite explorar o comportamento

do modelo contemplando sua evolugao com o tempo.

Santos (2021) apresentou um modelo estocastico para o acompanhamento da evolugao
da Covid-19, para avaliacao da capacidade de leitos publicos de UTI para atendimento

da populagao da cidade de Macaé-RJ.

Souza, Davalos e Estumano (2022) aplicaram um modelo de simulagao estocastico ba-
seado no método de simulagao Monte Carlo via cadeias Markovianas (MCMC) e o modelo
epidemiolégico SEIR (Suscetivel, Exposto, Infectado e Recuperado) para a realizacao de
previsoes dos principais indicadores da COVID-19 da microrregiao de Florianépolis. Para
realizar uma anéalise comparativa dos resultados do modelo proposto aplica-se o modelo

nao estacionario de previsao de Holt Winters.

Segundo Weisheimer e Tondato (2021) os modelos Markovianos sdo tteis na mode-
lagem de problemas relacionados a enfermidades como a COVID-19, trabalhando com
estados discretos e probabilidades de transicao entre eles. Aplicaram o modelo de Markov
para avaliar o ganho na qualidade de vida de pacientes, usando a dinamica de internagoes
anteriores e posteriores a vacinacao em massa. No modelo proposto utilizaram o conceito
de anos de vida ajustados por qualidade (QALY) para quantificar o incremento. Proba-
bilidades de transicao de estado foram encontradas a partir de pesquisas sobre o assunto
e reunidas em um modelo Markoviano utilizado para estimar o impacto da vacinacao
nas internacoes por COVID-19. taxa de mortalidade de pacientes vacinados internados
por COVID-19, além do aumento significativo nos anos de vida ajustados por qualidade
ganhos nessa intervencao.

W World [l Brazil
New cases (per 1M)
800
600

400
200

Jan 27,2020 Aug8,2020 Feb24,2021 Sep 12,2021 Mar 31,2022 Sep7,2022

Figura 9 — Novos casos de covid-19 por milhao de habitantes entre 2020 e 2022 - Mundial e
Brasil (Organizagdo Mundial da Satude - OMS, 2022).

New deaths (per 1M)
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Jan 27,2020 Aug8,2020 Feb24,2021 Sep 12,2021 Mar 31,2022 Sep7,2022

Figura 10 — Mortes acumuladas causadas pela covid-19 por milhao de habitantes entre 2020 e
2022 - Mundial e Brasil (Organizagdo Mundial da Satude - OMS, 2022).
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Figura 11 — Mortes causadas pela covid-19 por milhao de habitantes entre 2020 e 2022 - Pai-
ses: Japao, EUA, Alemanha, Canada, Italia, Franga e Reino Unido(Organizacao
Mundial da Saide - OMS, 2022).

Para modelar a disseminagao da Covid-19, utilizaremos um modelo que consiste em
cinco compartimentos: suscetivel S(t), individuos vacinados V(t), infectados I(t), tratados
T(t) e recuperados R(t) em todos os tempos t > 0 (TESFAYE; SATANA, 2021). Depois
do tratamento, alguns individuos estao recuperados da doenca e nao a transmitem mais,
mas as populagoes suscetiveis sao aumentadas pela taxa de recrutamento ¢, seja por nas-
cimento ou migracao. Estes individuos podem ser vacinados na taxa 6 e infectados pelo
COVID-19 com taxa de contato «. Contudo, individuos infectados podem obter trata-
mento na taxa J, podendo se recuperar da doenga a taxa p, morrerem a uma taxa 7, ou
morrerem em decorréncia de complicagoes causadas pela COVID-19 & uma taxa w. Deve-
mos considerar também a taxa g de morte natural da populacdo. E necessario incluir os
individuos vacinados e recuperados que podem perder a imunidade temporéria em taxas
0o € 01, respectivamente, tornando-se suscetivel novamente. Esse modelo, chamado de
SVITR (Suscetivel-Vacinado-Infectado-Tratado-Recuperado), é constituido pelas seguin-
tes suposicoes: todos os parametros sao nao negativos, o tamanho total da populacao ¢é
constante, a vacinagao ¢ introduzida nos individuos suscetiveis, o nimero de individuos
suscetiveis cresce por nascimento ou migracgao, individuos tratados nao podem transmi-
tir a doenca COVID-19 a populacao suscetivel e, ao perder a imunidade temporéaria, os

individuos recuperados tornam-se suscetiveis novamente. Temos as seguintes equacoes

(TESFAYE: SATANA, 2021):
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(450 — o oy R(t) + 0V (£) — (I (1) + 6 + 1) S(t)
‘W“ = 0S(t) — (n+02)V (1)

df(“ = aSWIt) — (u+0+7)I(1t) (3.1)
dT“ = 0I(t) = (p+p+w)T(t)

\dR‘t) = pT(t) — (n+ 1) R(1)

para as seguintes condigbes iniciais S(0) = Sy, V(0) = Vg, 1(0) = I, T(0) = Ty

e R(0) = Ryp. Incorporando fatores estocésticos [5; no modelo deterministico SVITR,

obtemos um modelo estocéstico para as Equagoes (3.1):

(dS(t) = (¢ + 01R() + 02V () — (al(t) + 0 + u)S(1))dt + 515 (t)dBi(t)
dV (t) = (05(t) = (1 + 02)V(1))dt + B2V (t)d Ba(t)

dI(t) = (aS)I(t) = (1 + 6 +7)I(t))dt + G51(t)dBs(1) (3:2)
dT'(t) = (01(t) = (u+ p +w)T(t))dt + SuT(t)dBa(t)
dR(t) = (pT'(t) — (u+ o1)R(t))dt + B R(t)d Bs(t)

Sendo 1, B2, B3, B4, B5 = 0 intensidades de movimentos brownianos, e By, Bs, B3, By, Bs

movimentos brownianos independentes.

Tesfaye e Satana (2021) realizaram uma simulagdo numérica dos modelos determinis-
tico (3.1) e estocastico (3.2) da COVID-19 utilizando os softwares Maple 18 e MATLAB.
Os valores das condigoes iniciais S(0) = 50, V(0) = 35, I(0) =20, T'(0) = 15 e R(0) = 10
do modelo e dos parametros, foram assumidos, estimados e obtidos, conforme mostra a

tabela abaixo.

Tabela 1 — Valores dos parametros e variaveis (TESFAYE; SATANA, 2021).

Parametro | Valor
) 0.008
« 0.0143
p 0.0012
1 0.016
) 0.004
0 0.01
01 0.15
09 0.0005

0.002
T 0.017

O modelo é assintoticamente estavel, tanto para abordagens deterministicas quanto
estocasticas conforme verificado numericamente na Figura 12. Observa-se também que
tanto nas abordagens deterministicas quanto estocasticas, o niimero de individuos infec-
tados aumentara e a populacao suscetivel diminuira ap6és um longo periodo de tempo,

quando os individuos suscetiveis entrarem em contato com os infectados.
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Figura 12 — Graficos do modelo deterministico e estocastico para a COVID-19 (TESFAYE;
SATANA, 2021).

Além disso, no caso deterministico, o grafico mostra uma curva suave, enquanto no
caso estocastico, vemos propriedades ziguezagueantes (o que implica que ha uma pro-
babilidade de individuos suscetiveis serem infectados pela COVID-19 quando individuos
infectados entram em contato com individuos suscetiveis). Portanto, podemos concluir
que a abordagem estocéastica é mais aconselhével para esse tipo de doenca (TESFAYE;
SATANA, 2021).

3.2 Motores Brownianos

Motores brownianos estdao presentes na escala de tamanho mesoscopical, ou seja, sao

sistemas que estao entre o microscopico e o macroscopico. Para que possam se movimen-

! Na escala de comprimento: pode variar de micrémetros (107 m) a milimetros (1072 m).
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tar utilizam flutuagoes térmicas de maneira construtiva para realizar trabalho ttil e se
deslocar como em um processo difusivo (REZENDE, 2011).

O motor browniano que sera discutido aqui é do tipo liga-desliga com memoria, ele é
bastante utilizado para descrever motores moleculares e funciona basicamente prendendo
particulas carregadas em pocos de potenciais periodicos. Se o potencial for "desligado",
entao as particulas se deslocam de acordo com um processo difusivo. Quando o potencial é
estabelecido novamente as particulas movem para o fundo do pogo de potencial, compondo
uma dindmica periodica em que as particulas seguem uma direcao preferencial e sao
descritas pela equagao de Langevin (REZENDE, 2011):

mi(t) = —ymo + (1) ~ [Pl ~ 2 p(1), (3.3)

sendo | F.;;| uma forga externa constante, podendo ser uma forga elétrica ou a forga peso
por exemplo.

oU (x)
oz

periodico, e f(t) uma fungdo que assume apenas dois valores 0 e 1, podemos criar um

Analisando o termo f(t), onde U(z) é um potencial assimétrico e espacialmente

mecanismo que assegure que a média das particulas siga um sentido desejado.

Ulx)
AU

- g = = o

L 0!
(. — 1)L ol

Figura 13 — Potencial periodico de periodo L e assimetria a« (REZENDE, 2011).

O funcionamento desse motor segue os seguintes principios (REZENDE, 2011):

e No intervalo de tempo em que o potencial permanece ligado At;, as particulas estao

confinadas no primeiro pogo de potencial;

e No intervalo de tempo em que o potencial permanece desligado At,; as particulas
se difundem de acordo com uma densidade de probabilidade guaussiana com média

Z€r0;

e Ao se ligar novamente o potencial apés Aty um grande ntumero de particulas é presa
nos pocos de potencial seguintes, outra parte se mantém no mesmo pogo e a outra

se move para pocos anteriores.

Como exemplo, podemos tratar cinesinas como motores brownianos do tipo liga-

desliga. Cinesinas sao motores moleculares que transportam mitocondrias, microtubu-
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Figura 14 — Funcionamento do motor liga-desliga (REZENDE, 2011).

los e vesiculas que contém neurotransmissores (FOX; CHOI, 2001). Ela ¢ uma molécula

processiva, isso significa que ela "anda" muito antes de se desprender do microtubulo.

O Vesiculas O
Dineina A ?. Cinesina

Figura 15 — A cinesina é um exemplo de motor molecular que usa ATP para "caminhar"ao
longo dos nanotibulos.

E possivel adaptar o modelo do motor browniano para a cinesina ao considerar um
potencial peridédico gerado pela interagao entre a cabeca da cinesina e o microtubulo,
que segue um padrao semelhante a um dente de serra. Nesse caso, uma das cabegas esta
ancorada ao microtiibulo, enquanto a outra cabeca fica confinada em uma regiao que
contém trés locais de ligacao, chamados de pocos de potencial. Identificaremos o primeiro
poco como 0 e os outros como L e 2L. Quando a cabeca da cinesina se solta do primeiro
poco, ela deve se mover até o poco de potencial 2L, que estd a uma distancia de 16 nm

do primeiro pogo. O pogo L é ocupado pela outra cabega do dimero (REZENDE, 2011).

A distribuicao de probabilidades durante o processo de difusao no qual as particulas
atingem os pocos de potencial durante o periodo desligado At,; depende de uma funcao
de distribuigao gaussiana (REZENDE, 2011):

_ 1 ey | &= ((ta))”
p(,ta) = 4 D(Atq) Aty p{ 4D(Atd>Atd}’ (3:4)

onde (x(t)) é a posi¢ao média das particulas e D(t) é o coeficiente de difusao.
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Existem duas condigoes de contorno para este problema. A primeira condicao é que a
cabeca da molécula de cinesina nao pode se mover para o po¢co —L porque estd presa a
primeira cabeca. Isso implica que o fluxo de probabilidade para tras é nulo no poco zero.
A segunda condicao é que, uma vez que a cabeca alcanca o pogo de potencial 2L, ela se
conecta a ele instantaneamente. Essa condicao faz com que a probabilidade se anule nesse
ponto.(REZENDE, 2011).

Com a distribuigao (3.4), podemos calcular o nimero médio de passos dados pela

cabega da cinesina, denotado como (R):

=2

(R) = N3 iP (M), (35)

i=0
onde P;(ATy) é a probabilidade da particula se encontrar no inésimo pogo de poten-
cial [(a« — 1+ 1)L, (a + 4)L] apds o tempo Aty, e N é uma constante que normaliza as
probabilidades

1
Y Pi(ALy)

Diferentes tipos de memoria podem aumentar a velocidade e a eficiéncia do modelo de

(3.6)

cinesina, e muito provavelmente também da cinesina real. No entanto, a maior aplicacao
desta teoria estda na criagao de motores artificiais, nos quais é possivel controlar o am-
biente de funcionamento, permitindo assim determinar a funcao memoria desejada. Isso
abre caminho para o desenvolvimento de motores artificiais com desempenho otimizado

(REZENDE, 2011).

3.3 Caminhadas Aleatérias

Problemas envolvendo caminhantes aleatorios sao muito recorrentes em fisica e pos-
suem um carater geral (SILVA; LIMA, 2007). Em problemas envolvendo difusao de parti-
culas em um meio intermolecular podemos supor que dada particula executa duas colisoes
seguidas com as moléculas ao redor e com isso se desloque a uma distancia média [, entao

qual sera a distancia percorrida depois de N colisoes?

Mark Kac (KAC, 1947) estudou a solugao para o problema da caminhada aleatoria. De
inicio, podemos considerar uma dimensao e imaginar que um caminhante aleatério parta
da origem e se desloque em linha reta, realizando n, passos de comprimento fixo [ para
a direita com probabilidade p e n, passos para a esquerda com probabilidade ¢ =1 — p,
de tal forma que p + g = 1. Devemos considerar que os passos sao eventos mutuamente
independentes e o problema é determinar qual a probabilidade Py(m) de encontrar o

caminhante na posicao x = ml, onde —N < m < N, apés N passos. A quantidade total
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de passos é:
N = ny + N9, (37)

onde m ¢ a grandeza que parametriza a distancia total percorrida, ou seja,
m=mn; — Ny (3.8)

Como cada passo tem comprimento [, a distdncia que o caminhante percorre desde a
origem é
x = (ny —ng)l =ml. (3.9)

Os passos sao estatisticamente independentes, de probabilidades p e ¢, com isso a proba-
bilidade de realizar n, passos para a direita e ny passos para a esquerda é independente
da sequéncia de passos, assim (SALINAS, 1999):

P.PD-...p X q.q.q... = p"q"2. (3.10)

H& muitas maneiras de arranjar N passos de modo que n; seja o niimero de passos para
a direita e ny seja o nimero de passos para a esquerda. Arranjar ny e ny passos significa
descobrir de quantos modos distintos podem ser arranjados n; + ny objetos. Portanto o
niumero de possibilidades distintas é (MATHEWS; WALKER, 1973):

N!

n1!n2!’

(3.11)

sendo Py (n;) a probabilidade total de realizar n; passos para a direita e ny para a esquerda,

e N o nuamero total de passos em qualquer ordem é igual a

N!
P — C pmgN-m 3.12
v (1) PRI (3.12)
O valor de Py(n) é uma distribui¢ao binomial. Uma expansdo binomial de (p+¢)", onde
p e q sao dois nimeros quaisquer, é dada por
N
N!
Ny pmgVm, 3.13
(p+q) E:Onll(N—nl)p q (3.13)
ni=
A distribui¢ao Py(n;) ¢ normalizada, entao
N N N
P =) ——————phgm = N=1. 3.14
1 N (n1) Zom!(N—m)p q (p+4q) (3.14)
ny= ny=

Para determinar a probabilidade Py (m) do caminhante estar na posigao x = ml, tomamos
as Eq. (3.7) e Eq. (3.8)
N +m N—m

2 ¢ 2

(3.15)

ny
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Substituindo na Eq. (3.12), a distribui¢ao Py(m) é

N‘ N+m N-—-m

PN(m): (w)'c\r;;n)'p 2 q 2. (316)

Para obter uma conexao com o fenémeno de difusao, precisamos descrever o problema do
caminhante aleatorio usando uma equagao diferencial com variaveis continuas (SALINAS,
1999). Considere 7 o tempo para dar um passo, entao Py(m) é a probabilidade da particula
estar na posi¢do x = ml no tempo N, . Apenas uma particula que esteja em z = (m — 1)l
oux = (m+ 1)l no tempo t = (N — 1)7 podera alcangar a posicao x = ml. No passo

seguinte, a probabilidade Py(m) segue a relagao de recorréncia (KAC, 1947)

que é um processo markoviano. Nas equacoes estocésticas a dinamica de um sistema fisico
sao fornecidas por leis probabilisticas que sao fundamentais no estudo de sistemas fora
do equilibrio. Se N é suficientemente grande, entdao a fungao discreta Py(m) pode ser
substituida por uma func¢ao continua n(N,, ml) = n(t,x). A relagdo de recorréncia (3.17)

para 7(t, x), fica

Pyii(m) =n((N + 1)7,ml) = n(N, +mml) = n(t + 7, x) (3.18)
Py(m+ 1) =n(Ny, (m+ 1)) = n(N,,ml +1) =n(t,z +1) (3.19)
Py(m —1) =n(N;, (m — 1)) =n(Ny,ml — 1) =n(t,z —1). (3.20)

Substituindo na Eq.(3.17) e expandindo ambos os lados em série de Taylor

on 120 on 120%
] l(g—p 2o 21
N+t S ae = @rantila—pa+ P +tds a3 (3.21)
Sabendo que a probabilidade total é p + ¢ = 1, entao
T0*n on on 12 9%
TN A _ Ly 2 22T 2
2 Ot? + ot 7'<p 2 Ox + 27 02’ (3.22)

essa é a equacao generalizada para a caminhada aleatoria. Essa é uma equacao diferencial
do tipo hiperbdlica, entao supomos que sua solucao seja valida também no regime de

tempos curtos, pois ela tem uma derivada segunda com respeito ao tempo em n(z,t).

Como foi visto na secao sobre a difusao generalizada, a presenca dessa derivada
é necessaria para corrigir as inconsisténcias na descrigao de Einstein. Considerando a
Eq.(3.22), para haver a conexao com o movimento browniano difusivo deve-se estabelecer
p = q = 1/2. Definindo

D= — (3.23)
2T
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a Eq. (3.22) se torna
Ty On _ 0%
20t2 Ot 0x?
que também é a Eq.(1.8) e que descreve um processo difusivo. Nas imagens abaixo, feitas

(3.24)

utilizando codigos do IXTEX com intuito de ilustrar caminhadas aleatoérias, temos o resul-
tado de algumas simulacoes para os angulos de 0%, 60°, 120°, 180°, 240°, 300" e diferentes

nimeros de passos:

Figura 16 — Imagem gerada por 100 passos. O autor, 2022.

W gttt
ALY A TAY
LAYy e

Figura 18 — Imagem gerada por 1000 passos. O autor, 2022.
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3.4 Modelo de Black-Scholes e o Mercado de Acoes

Um mercado financeiro eficiente é aquele em que toda a informacao relevante esta
embutida no preco dos ativos negociados (DIMSON; MUSSAVIAN, 1998).

Nesse mercado os valores futuros dos ativos nao podem ser antecipados de modo que os
agentes nao possuam informagoes privilegiadas. Mesmo essa ideia sendo simples nos dias
de hoje, no comego do século passado ela era inovadora. Essa ideia deu inicio a formulagao
matematica que culminou no processo de Einstein-Wiener do movimento browniano e em
diversos trabalhos desenvolvidos pelos estudantes de financas na segunda metade do século

XX (DIMSON; MUSSAVIAN, 1998).

Nesse sentido pode-se destacar o desenvolvimento da teoria do passeio aleatorio, como
visto na secao anterior, para o movimento dos ativos financeiros, o estudo de métodos
para se prever a movimentacao dos precos dos ativos, o método gréafico e o método fun-
damentalista (FAMA, 1995).

Para modelar o comportamento do preco de agoes ao longo do tempo pode-se usar o
movimento browniano geométrico que satisfaz a equagao diferencial estocastica (BRIGO
et al., 2007):

dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dW(t), (3.25)

onde S(t) é o prego de um ativo financeiro no instante ¢, i1 é o coeficiente de deriva, o é

a volatilidade? e dW é um processo de Wiener.

Os economistas Black e Scholes (1973) publicaram no artigo “ The Princing of Options
and Corporate Liabiities” a formula de Black — Scholes, para descrever o comportamento
de agOes europeias, e com a ajuda do economista Robert Carhart Merton para aprimorar
o modelo, os trés conquistaram o prémio Nobel de Economia em 1997. Contudo, somente

Scholes e Merton receberam o prémio, ja que Black faleceu em 1995.

O trabalho com as opc¢oes consiste em adquirir uma opc¢ao de comprar acoes sob
um prego determinado até uma certa data futura. Caso o valor da acao ultrapasse o
valor acordado dentro do periodo, o comprador da opg¢ao, compra a agao, e caso queira
pode vender imediatamente a acao e obter o lucro. Se o valor da acao nao ultrapassar o
prego do acordo, nao ha motivo para comprar a agao, perdendo assim o dinheiro pago
pela compra da opg¢ao. Portanto, o comprador sabera antecipadamente qual sua perda
maxima, observando que serd o custo da opg¢ao, e mais, que a possibilidade de ganho

dependera se a agao sobe fortemente durante o periodo (SILVA, 2017).

Para definir um prego justo para a op¢ao de uma ac¢ao em particular, Fischer Shef-
fey Black, Myron Samuel Scholes e Robert Carhart Merton (SILVA, 2017) estudaram o

2

Volatilidade é um indicador que mede o risco de um determinado investimento. Quanto maior ele é,
maior o risco para o investidor, uma volatilidade alta significa que o valor da cotagdo apresenta forte
variacao (SILVA, 2017).
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que acontece com o valor de um ativo financeiro dependente de eventos aleatérios como

Veremos a seguir.

Considere S(t) o valor de um ativo financeiro no instante ¢, e o que acontece com o
prego desse ativo em um instante seguinte sendo definido por S(t + At). Para estudar a
forma como esses valores se relacionam, podemos considerar uma variagao relativa (SILVA,

2017):
S(t+ At) — S(t)

3.26
S0 (3.26)
Dado p como sendo a taxa de juros, temos que o retorno relativo é:
S(t+ At) — S(t)
= pAt. 3.27
No limite quando At — 0,
dsS(t
S'(t) = % = uS(t). (3.28)
A equagao diferencial (Eq. (3.28)) tem a seguinte solugao
S(t) = et (3.29)
sendo que, em t = t:
S(t =ty) = Sy = etotC, (3.30)
e encontramos o valor da constante C:
Substituindo o valor C em Eq. (3.29), obtemos:
S(t) = Spert=to), (3.32)

O modelo 3.32 é do tipo deterministico para o comportamento do ativo financeiro.
Contudo, nem sempre é possivel ficar imune de influéncias externas inesperadas no com-
portamento do preco de um ativo financeiro. E necesséario trabalhar com processos aleato-
rios, para se ter em maos um modelo de retorno mais realista (SILVA, 2017). Considerando
AX(t) = X(t + At) — X(t) uma variagdo cujos incrementos satisfazem a construcao de

Lévy do modelo browniano, e o sendo a volatilidade ou desvio padrao do retorno, segue-se

que
S(t+ 22)_ S _ AL+ oAX (1), (3.33)

Assim:
S(t+ At) = S(t) + uS(t)AL + o S{E)AX(L). (3.34)

Dado um indice j = 0,1,....,k — 1 e S(ty) = So € R:

k—1

S(t) = S(ty) + Z puS(t;)At; + i aS(t;)AX(t;). (3.35)

j=0
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No caso estocastico a integral pode ser entendida como uma integral de 1t6 (MISTURINI,
2010), entao no limite quando At — 0 a Eq. (3.35), fica

S(to) = So € R,

(3.36)

e pode ser reescrita como

dSt = MStdt + O'StdBt, (337)
sendo nesse processo X; = B;.

O lema de Tt6* diz que se {Si>o} € um processo de It6 e f(¢,S;) ¢ uma funcio duas
vezes continuamente diferenciavel em [0, +00) x (0,+00), o processo estocastico {Ri>o}
definido por R, = f(t,S;) é um processo de Ito (MILANES, 2004). A equacdo estocastica

associada pode ser escrita na forma:

af(t7 St) af(t7 St) lan(t St)

_ 2
dR; = 5 dt + 53 dsS; + 5 5z (dSy)”. (3.38)
Substituindo (3.37) em (3.38):
ar, = M5 gy OIS gyt sapy 4 LIS g0 (3.39)
! ot as ! TR 92 v ‘
Entao:
_ af(ta St) 8f(t7 St) af(tv St) 1 a2f(t7 St) 2

Sabendo que dt x dt = 0,dt x dB;, = 0 e dB; x dB;, = dt (MISTURINI, 2010), o termo

(dS)? pode ser calculado da seguinte forma:
(dS)? = (uSydt + 0S;dt)* = o> S?dt. (3.41)

Substituindo a Eq. (3.41) na Eq.(3.40):

o 8f(ta St) af(tv St) af(t7 St) 1 a2f(t’ St) 2 Q2
ARy = =02 dt + = PR Syt + = 0SBy + 5 s oo’ Sty (3.42)
obtemos
o 8f(t7 St) af(ta St) 1 82f(t7 St) 2 Q2 af<t7 St)

E preciso eliminar o risco* que pode ocorrer em dB;, pois é um processo que muda
constantemente (SILVA, 2017). Suponha que o pre¢o de uma opgao europeia seja descrito

por uma fungao V' (¢, ) continuamente diferenciavel em [0, +00) x (0, +00). Adotando uma,

30 lema de Ito ¢ uma identidade usada para encontrar a diferencial de uma funcdo dependente do

tempo de um processo estocéastico, é derivado da expansdo da série de Taylor de uma fungao. Fonte:
https://pt.wikipedia.org/wiki/

4 Risco & o grau de incerteza da rentabilidade de um investimento (SILVA, 2017).
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estratégia de negociacao segundo a qual é fixada uma opcao negociada continuamente de

forma a manter-se g—g acoes. No tempo t, o valor desse portfolio® sera:

AV (t, S)

I = Y S S R
V(t8) - ST

(3.44)

que é chamado de protegido em delta e varia a cada instante no tempo. Chamando de R
o lucro (ou prejuizo) acumulado com essa estratégia, no intervalo de tempo (¢,t + dt), o

lucro ou prejuizo instantaneo é

k= av(t,s)— 5 (3.45)
oS
Substituindo as Eq. (3.37) e (3.43) em (3.44):
_(OV(t,S) |1 4, ,0°V(t,S)
dR = (T + 502 ) dt. (3.46)

Observando que, a Eq. (3.46) nao contém dB;, isso significa que a estratégia é completa-
mente sem risco e sob essas condigoes ideais, a taxa de retorno desse portfolio precisa ser

igual a taxa de retorno de qualquer outro instrumento sem risco.

Considerando a taxa de retorno livre de risco 7,

+ =025

o {ov(t,S) 1 0V (t,S)

(3.47)

Substituindo IT (Eq. (3.44)) e dividindo por dt na Eq. (3.47), obtemos a Equagao Dife-
rencial Parcial (EDP) de Black-Scholes:

2
v(L,5) , % 2PV (1.5)

oV (t,S)
o +rS

05?2 S

—rV =0. (3.48)

A EDP de Black Scholes (Eq. (3.48)) também nos permite estudar divendos®. Se assu-
mirmos que uma determinada agao paga um dividendo continuo de ¢, entao o dividendo
pago no intervalo (¢,t + dt) é igual a ¢S,dt, assim a dindmica do prego das agoes deve
satisfazer (HAUGH, 2016):

dS; = (r — q)Sydt + oS, dW2, (3.49)

onde th ¢ um movimento browniano. Portanto, o processo de ganho ou perda de capital

pela detencao do titulo mais o acumulado dividendos, ¢ um Q-martingale.

> Portfélio é um conjunto de titulos e valores mantido por um fundo mutuo ou por um investidor (SILVA,
2017).
Dividendo é a parcela do lucro da empresa que é distribuida aos acionistas, de acordo com a quantidade

de agbes possuidas, geralmente é o resultado dos lucros obtidos por uma empresa (SILVA, 2017).

6
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3.5 Redes Neurais

Redes neurais é um campo da ciéncia da computagao relacionado a inteligéncia arti-
ficial, que se fundamenta no funcionamento do sistema nervoso biolégico com o objetivo
de implementar modelos matematicos para processar, armazenar e transferir informagoes
vindas de um meio exterior (FERNEDA, 2006). A Figura 19 representa um modelo de
rede neural (neurénio artificial) apresentado por Haykin (HAYKIN, 2001), nesse modelo

temos:

e Um conjunto de n conexoes de entrada (xy, zs, ..., T,) com pesos (p1, P2, .., Pn);
e Um somatorio ) | para acumular os sinais de entrada;

e Uma funcao de ativagao ¢ que limita o intervalo de amplitude do sinal de saida y

para um valor fixo;

X P1
P2 —
X9 > —_— (p —_— Y
—>
x, _Pn

Figura 19 — Representagdo de um neurénio artificial. Adaptado (HAYKIN, 2001).

Quando os neurénios artificiais sao conectados e organizados, eles configuram a es-
trutura ou arquitetura de uma rede neural, com diversas caracteristicas e aplicagoes. As
redes neurais podem ter uma tnica camada ou miltiplas camadas. Na rede formada por
uma Unica camada, ha a entrada de dados e uma tnica camada de neurénios em paralelo,
que é a propria camada de saida. Existem também redes multicamadas, formadas por
uma camada de entrada, uma ou mais camadas intermediarias e uma camada de saida
(FERNEDA, 2006). De forma geral, uma rede neural artificial pode ser vista como um
grafo, onde os noés sao os neurdnios e as ligagoes fazem a funcao das sinapses, como mostra

a Figura 20.

Redes neurais sao utilizadas no mercado de opgoes (mercado em que os proprietarios
tém o direito de comprar ou vender um ativo a um prego predeterminado). Com elas, é
possivel analisar a precificacao de opcoes e a previsao da volatilidade implicita. Alguns
trabalhos concluem que a técnica de redes neurais é uma importante ferramenta para
a anéalise e compreensao desse tipo de mercado, tal como fizeram Hutchinson (1994),
Malliaris e Salchenberger (1996).
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Camada intermedidria

Camada de entrada

/ Camada de
saida
_—
_—

Figura 20 — Representagao de uma rede neural artificial. Adaptado (HAYKIN, 2001).

B

O modelo de Black-Scholes ¢ um dos principais modelos da area de finangas, porém
alguns dos pressupostos desse modelo nao sao verificados na pratica, resultando em di-
ferencas consideraveis entre o valor da opcao, calculado pelo modelo, e o valor de fato
verificado no mercado. Portanto, sao utilizadas redes neurais para melhorar a precisao
dos modelos de precificagao de opgoes. Uma maneira de fazer isso ¢ usa-las para ajustar
os parametros do modelo de Black-Scholes com base em dados de mercado (FREITAS,
2001). Ao se obter as entradas do modelo de Black-Scholes, pode-se determinar o mo-
delo de rede neural para precificar as opgoes de compra. Para isso, é necessario fazer o
treinamento de uma rede neural, ajustando os pesos sinapticos p, (MACIEL; BALLINT,
SILVEIRA, 2009).

Esse treinamento faz com que a rede consiga generalizar um problema. Contudo, nao
é necessério saber todas as entradas necessérias para se obter a saida. A rede recebe os
vetores de entrada e saida desejados e ela ajusta os pesos entre os neurdnios de maneira
a se obter a saida almejada, ou seja, ela é treinada para fornecer um conjunto de saida
dado um estimulo de entrada especifico (MACIEL; BALLINI; SILVEIRA, 2009).

E possivel treinar uma rede neural para jogar Chrome Dino, no Google Chrome (Figura
21). Esse jogo tem como objetivo fazer um dinossauro desviar de obstaculos, e ha dois
comandos para isso: pular (pressionando a tecla up do teclado) ou abaixar (pressionando

a tecla down do teclado).

Durante o treinamento, o modelo de rede neural recebe um feedback sobre suas agoes

com base nas recompensas recebidas. Por exemplo, se o dinossauro pular e evitar um
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Figura 21 — Jogo Chrome Dino. Fonte: https://github.com/g-arnav/DinoML

obstaculo, ele recebe uma recompensa positiva. Por outro lado, se o dinossauro colidir
com um obstaculo, ele recebe uma recompensa negativa. Essas recompensas ajudam a
rede neural a ajustar seus pesos e a aprender a tomar melhores decisoes no jogo. O
modelo de rede neural recebe como entrada informagoes sobre o ambiente do jogo, como
a posicao do dinossauro, a altura dos obstaculos e a velocidade do jogo. Com base nessas
informacoes, a rede neural realiza calculos e produz uma saida que indica se o dinossauro

deve pular ou nao.

Pode-se criar varios dinossauros sob essas condicoes e colocé-los para jogar simultane-
amente, a rede neural analisa continuamente as informagcoes de entrada do jogo, processa
essas informagoes e decide quando pular ou abaixar para evitar obstaculos (Figura 22).
Apos todos os dinossauros morrerem, o dinossauro que obteve o melhor desempenho pode
ser clonado, e com base nas experiéncias adquiridas durante o jogo, os parametros podem
ser modificados aleatoriamente. Sao criados vérios clones e se repete todo o processo até

se obter um dinossauro que nao perca o jogo.

Geragao 10

Clock: 0005000 segundo

Velocidade: 3,85 (760 pixels por segunco)
Distancia Recorde: 11129 pixels
Distancia Atual S208 pixels

Figura 22 — Desempenho do melhor dinossauro da geragdo (grafico em azul) x Média de
desempenho de todos os dinossauros da geracao (grafico em vermelho). Fonte:
https://www.youtube.com/UniversoProgramado
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Assim, o modelo de rede neural permite que o dinossauro aprenda a jogar autono-
mamente, utilizando informagoes do ambiente do jogo para tomar decisoes sobre quando

pular e evitar obstaculos, através do treinamento e ajuste de uma rede neural artificial.

3.6 Medidas de Temperatura na Superficie do Mar

O movimento browniano tem implicagoes importantes para a compreensao da distri-
buicao e do transporte de calor na superficie do mar. As medidas de temperatura sao
fundamentais para entender a dindmica do oceano e sua interagao com a atmosfera. Con-
tudo, a interpretacao dessas medidas é dificil pois a temperatura da superficie do mar
muda de forma complexa e aleatéria (LUCZKA; ZABOREK, 2004).

A influéncia das flutuagdes de temperatura no movimento da particula browniana
¢ um problema estudado na estatistica de Tsallis” (WILK; LODARCZYK, 2000), com
aplicacao nas flutuagoes de velocidade em um fluxo turbulento, porém as flutuacoes de
temperatura sao referentes ao caso estatico, ou seja, as flutuacgoes sao representadas por
uma variavel aleatéria independente do tempo. Esse problema é matematicamente trivial
no sentido de que a densidade de probabilidade de velocidade pode ser calculada para uma
variavel aleatoria arbitraria que modele as flutuagoes, entretanto o modelo mais realista é
o modelo dindmico, desenvolvido utilizando um ruido dependente do tempo, para o qual

as flutuacoes de temperatura sao representadas por um processo estocastico estacionario
(LUCZKA; ZABOREK, 2004).

Na teoria classica da difusao, a posicao de uma particula browniana de massa m em
um meio unidimensional homogéneo de temperatura 7" em equilibrio é descrita de acordo

com o teorema flutuacio-dissipacao®:

mi + i = \/27kTC (1), (3.50)

onde v é o coeficiente de atrito, kg é a constante de Boltzmann e ((¢) é uma forca aleatoria
modelada pelo ruido branco gaussiano (LUCZKA; ZABOREK, 2004):

(C(t)) = 0,(C(£)¢(s)) = 6(t — s). (3.51)

A estatistica de Tsallis ou entropia de Tsallis, é uma generalizacdo da mecénica estatistica tradicional
baseada na entropia de Boltzmann-Gibbs. A entropia de Tsallis é:

Sq = %q <1 - Z(pi)q>

7

7

k é a constante de Boltzmann, p; é a probabilidade de ocorréncia do estado i, e ¢ é o parametro de
néo extensividade (PEDRON, 1999).

O Teorema de Flutuagao-Dissipagido (TFD) diz respeito a uma série de relagoes, muito gerais, entre
correlagoes e respostas de sistemas estatisticos em equilibrio (STARIOLO, 2020).
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A velocidade é um processo estocéastico de Ornstein-Uhlenbeck?; e sua densidade de pro-

babilidade P(v,t) obedece a equacao de Fokker-Planck, portanto:
OP(v,t) v OP(v,t) N vkgT 0*P(v,t)

= .52
ot m v m2 ov? (3:52)
com solucao geral dada por:
+oo
Po,t) = / p(v, ¢, 0) P (v, 0)dvo, (3.53)
sendo P(vg,0) uma distribuigao inicial. A distribui¢do de probabilidade de transigao é
dada por:
p(v, tjvg, 0) = [276°(t)] " ?exp {~[v- voe_7t/m]2/2a2(t)} , (3.54)
onde a variancia é: T
o3(t) = 2= (1 — e 2m). (3.55)

Por fim a fungao de distribuigao de velocidade estacionéria Pys(v) ndo depende da distri-
buigao inicial P(v,0), sendo portanto chamada de distribuicao de Maxwell, que significa

que o estado estacionario no espaco de velocidades é um estado de equilibrio termodinéa-
mico dado por (LUCZKA; ZABOREK, 2004):

[ m —mu?
Py (v) = 27rk:BT€xp (Qk:BT) : (3.56)

Sendo n(t) um processo estocéstico estacionario com média zero, considere que a te-

mepratura de um fluido varia em torno de um valor médio Tjy:
T=T(t)=Ty+n(t) (3.57)

com T(t) >0en(t) € Y =(—Tp,00), sendo Y o espago de fase de n(t). A distribuicdo de
probabilidade de velocidades P(v,t) pode ser obtida através da Eq. (3.53), com densidade

inicial de transi¢cao sendo:

1 [t »
p(v, t|vg, 0) = 2—/ dwe™™"Cy(w, t;vp) (3.58)

™

—00

onde C,(w,t;vg) é a fungdo caracteristica’® condicional da velocidade:

Cy(w, t;v) = <ei‘“”(t)> (3.59)

Um processo estocastico de Ornstein-Uhlenbeck, é um modelo matemaético utilizado para descrever a
evolugao temporal de uma variavel aleatoria que tem tendéncia a retornar a um ponto de equilibrio
ao decorrer do tempo. Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/

10 Dada uma funcgio complexa ¢ : R4 — C, e um vetor d-dimensional X = (X, ..., X4), a funcdo
caracteristica de ¢(Z) ¢ definida como (SILVA, 2022):

9

w(2) = E[eig')?} = E[cos(2.X)] + iE[sen(Z.X)]
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Podemos obter a velocidade v(t) por meio da Eq. (3.50) com a temperatura em fungao

do tempo:
t
v(t) = vee ™ + \/2k7/m2/ dse "t=9)/m /T (s)E(s) (3.60)
0

onde £(s) ¢ um processo estocastico chamado de ruido térmico®. Substituindo a Eq. (3.60)
na Eq. (3.59), obtemos (LUCZKA; ZABOREK, 2004):

Cy(w, t;v0) = exp(iwvge /™) C(w, t) (3.61)

onde

Oty = (eap [t/ [ ase -0 TsTe(s)| (3.6

&m
Os indices ¢ e 7 indicam a média do ruido térmico £(t) e das flutuagdes de temperatura

n(t), respectivamente.

Aplicando o método da funcao caracteristica obtemos uma distribuicao de probabili-
dade de velocidade dependente do tempo para a particula browniana movendo-se em um
meio no qual a temperatura flutua. Considerando as flutuagoes simples de temperatura
como um processo markoviano estacionario de dois estados, o problema é reformulado
para um processo estocéastico markoviano arbitrario, onde que para um processo esto-
céstico 1(t) é necessario encontrar o gerador infinitesimal L desse processo (LUCZKA;
ZABOREK, 2004). Observe que a fungao de correlagio da forga F(t) = \/2vkgT (t)((1)

na Eq. (3.50), pode ser escrita como:
(F(t)F(s)) = 2vkpTo(t — s), (3.63)

independentemente das flutuagoes estatisticas de ¢(t), o que é uma propriedade da relagao

de dissipacao-flutuacao.

0O ruido térmico é o nome dado as flutuacdes aleatérias na energia ou na temperatura de um sistema
fisico em equilibrio térmico. Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/
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4 Conclusio

A pesquisa feita durante o desenvolvimento desse trabalho teve como intencao apre-
sentar o movimento browniano como um fenémeno fundamental da fisica que pode ser
observado em diversas areas, desde a biologia até a ciéncia da computagao, utilizando-se
da anélise de séries temporais, equagoes de difusao e equagoes de Langevin para entender

sua natureza e aplicacoes em diferentes contextos.

Portanto, verificou-se a diversidade de aplicagoes da teoria de fendmenos aleatorios.
A pesquisa em processos estocasticos € um campo ativo e em constante evolugao. E
necessario continuar a investigagao de novas teorias e técnicas para entender melhor a

natureza dos processos estocasticos e suas aplicagoes na ciéncia e na tecnologia.
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Anexo - Coédigos utilizados no trabalho

Simulagao do movimento aleatério de uma particula, pagina 10:
“wsepackage{randomwalk}
\framebox{\Randomwalk {number = 1000, length = 2pt,

angles = {0,10,20,50,-10,-20,-50}, degree, angles-relative}ll}
“end{document}

Graficos que resultam em gaussianas, pagina 24:

Values of random variable

np.linspace(-10, 10, 100)
1t.figure(figsize=(7.5,7.5))

Normal distribution with mean © and std as 1
1t.plot(x, stats.norm(@, 1).pdf(x))

Normal distribution with mean 1 and std as ©.75

1t.plot(x, stats.norm(1l, ©.75).pdf(x))

HTO HH BT HHFHD HX &R

# Normal distribution with mean 2 and std as 1.5

#

plt.plot(x, stats.norm(2, 1.5).pdf(x))

plt.xlim(-10, 10)

plt.title('Normal Distribution', fontsize='15")
plt.xlabel('Values of Random Variable X', fontsize="15")
plt.ylabel('Probability', fontsize='15")

plt.show()

Grafico que representa movimentos brownianos amostrados, pagina 25:

‘wusepackage[margin=15mm] {geometry}
‘wusepackage{tikz}

‘\Jbegin{document}

‘\newcommand{\Emmett}[5]{% points, advance, rand factor, options, end label
“draw[#4]1 (0,0)

“foreach “x in {1,...,#1}

{ -— ++(#2,rand*#3)

}
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‘begin{tikzpicture}

‘draw[help Tlines] (0,-5) grid (15,5);
WEmmett{750340.02H0.2 H{red}{}
\Emmett{7501{0.02}{0.2}{greenl{}
\NEmmett{7503{0.02}{0.2}{bTuel}{}
‘end{tikzpicture}

%\pgfmathsetseed{1337}

‘end{document}

Caminhadas aleatoérias, pagina 44:

‘wusepackage{randomwalk}
\begin{document}

‘Randomwalk {number = 1000, angles =
{0,60,120,180,240,300}, degree}
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