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Resumo

As conicas podem ser consideradas como curvas planas descritas, em relagdo a um sistema
ortogonal de coordenadas, por uma equacao de segundo grau em duas variaveis. Este
trabalho teve como objetivo analisar as equagoes que descrevem as curvas cOnicas, com o
intuito de demonstrar que equagoes podem ser expressas tanto na forma implicita quanto
na forma explicita. Durante o estudo, foram explorados conceitos fundamentais da teoria
das fungoes implicitas, explicitas e das curvas conicas. Os resultados obtidos revelaram que
é possivel escrever as equagoes reduzidas das conicas em ambas as formas, foi comprovado

graficamente que os graficos resultantes sao idénticos.

Palavras-chave: Estudo das Conicas; forma implicita; forma explicita.
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Introducao

A historia das conicas surgiu na Grécia com o propédsito de solucionar um problema
de duplicacao de cubo, o intuito era determinar a aresta de um cubo de tal forma que este
tivesse o dobro do volume de um outro cubo (NIETTO ; MARTINS, 2021).

As cOnicas sdo objetos de estudo desde a Grécia antiga no século IV a.C. a partir
dos trabalhos de Arquimedes, Menaecmo, Aristeu e Euclides. Segundo Higyno (2004) as
seccoes cOnicas eram obtidas pela interseccao entre trés tipos de cones com um plano
paralelo a um de suas geratrizes, diferentemente de Apolonio que considerou as intersecgoes

do plano com um cone circular duplo e reto, como mostra a Figura 1! .

Elipse Parabola Hipérbole

Figura 1 — Intersec¢des do plano com um cone circular duplo.

As curvas conicas foram estudadas por diversos matematicos, astrénomos e fisicos
assim como Apolonio de Perga (262 a.C. - 190 a.C.) em seu livro Conicas, Euclides (325
a.C. - 265 a.C.) na obra Elementos, e Menécmo (380 a.C. - 320 a.C.) (HIGYNO, 2004).

Euclides escreveu varios livros sobre Geometria, um deles foi "os elementos”, que
possui treze volumes, sendo que, esses escritos estavam junto com diversos papiros gregos,
o que faz os historiados especularem se realmente os manuscritos sao todos de Euclides.
Ao todo pode dizer que foram encontradas oito obras escritas pelo gedmetra (BICUDO,
2009), (BICUDO, 2009 apud ROQUE, 2012).

Segundo Berlinski (2018), o matematico Apolénio de Perga nomeou por “Parabola”,

“Elipse” e “Hipérbole” para designar as se¢des descritas. E afirma que:

Antes de Apolonio os gregos tiravam as cOnicas de trés tipos de cones de

revolucao, conforme o angulo do vértice da se¢ao meridiana fosse menor que,

1" Disponivel em: <https://www.somatematica.com.br/emedio/conicas/conicas.php>. Acesso em 30 de
junho de 2023.
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igual a ou maior que um angulo reto. Seccionando-se cada um desses tipos de
cone com um plano perpendicular a uma geratriz resultam respectivamente
uma elipse, uma parabola e uma hipérbole. S6 se considerava um ramo da
hipérbole. Apolonio, porém, no Livro I de seu tratado, obtinha todas as secgoes

cOnicas da maneira hoje familiar, ou seja, a partir de um cone circular duplo,
reto ou obliquo (BERLINSKI, 2018).

E por fim vem Apolénio de Perga, acredita-se que esse matematico tenha estudado
em Alexandria. E considerado como rival de Arquimedes. Ficou conhecido como o grande
geometra devido escrever sobre sec¢do de conicas, foi o que mais se aprofundou na matéria
de geometria, uma vez que seus estudos sao os mais completos e as nomenclaturas que
foram utilizadas por ele sdo utilizadas até os dias hoje. Apolonio criou os termos elipse,
parébola e hipérbole. A maioria das obras de Apolonio também se perderam (ALMEIDA,
2019).

Com o falecimento de Apolonio chegou ao fim a época de ouro da Geometria, dado
que depois dos trés celebres gedmetras, nao teve descobertas tao extraordinarias. Outros

gedmetras que foram posteriores que merecem mencao sao Heron de Alexandria, Menelau,
Claudio Ptolomeu e Papus (ALMEIDA, 2019).

Atualmente o estudo das conicas é apresentado na forma de equagoes, sao utilizadas
para descrever matematicamente as caracteristicas das conicas e relaciona-las aos sistemas
de coordenadas. Cada tipo de conica (circunferéncia?, elipse, parabola e hipérbole) possui
uma equacao caracteristica que a define, e esta pesquisa enfatiza sobre as conicas (elipse,
pardbola e hipérbole), uma vez que essas equagoes podem ser expressas em duas formas

(explicita e implicita), dependendo da conveniéncia e do contexto do problema.

O objetivo desta pesquisa é apresentar as equagoes das cOnicas com a perpectiva
da forma implicita. Mostrar que as equagoes que descrevem as curvas conicas, podem ser

escritas nas formas implicita e na forma explicita.

Este trabalho de conclusao de curso (TCC) estd estruturado da seguinte forma:
Capitulo 1 dispoe de uma breve revisao da notacao de fungoes e da teoria do Calculo. No
Capitulo 2 contém as defini¢oes das curvas conicas e suas propriedades. No Capitulo 3
apresentacao de algumas aplicagoes das curvas. E finalmente, no Capitulo 4 descrigdo dos

resultados obtidos.

2 Neste trabalho nio abordamos a curva cirfunferéncia.
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1 Fundamentacao Teodrica

Esta se¢ao tem como objetivo apresentar conceitos fundamentais do calculo, tais
como funcgoes explicitas e implicitas, que serao abordados em detalhes nos conceitos das
conicas (Elipse, Pardbola e Hipérbole), que sao definigbes essenciais para o desenvolvimento
deste trabalho. Serao discutidas as equagoes dessas curvas dadas na forma implicita, que

podem as vezes, serem escrita na forma explicita.

1.1 Fundamentacio Teorica do Calculo

Defini¢do 1.1 (Fungao na Forma Explicita) Sejam A e B subconjuntos de R. Uma

funcao denotada por
f:A— B, (1.1)

é uma lei ou regra que a cada elemento de A faz corresponder um tnico elemento de B. O
conjunto A é chamado dominio de f e é denotado por D(f), e o conjunto B é chamado de
contradominio de f. Dado x € A, o elemento f(z) € B é chamado de valor da fungao f
no ponto x; e o conjunto de todos os valores assumidos pela fun¢ao é chamado conjunto
imagem de f e denotado por Im(f), ou seja, (MUNEM; FOULIS, 1978; FLEMMING;
ALVES, 2006),

f: A—B
r — f(z). (1.2)
Exemplo 1.1 Seja
f: R—-R
T — 7. (1.3)

Entéo, D(f) =R, e Im(f) = [0,400).

Observacao 1.1 Usualmente z é a variavel independente e y é a variavel dependente.
Uma equagdo que fornece y em termo de z, y(z), determina uma funcdo y = f(x), e
dizemos que f é definida por uma equagao (MUNEM; FOULIS, 1978), como descrita a

seguir.

Defini¢ao 1.2 (Fungao na Forma Implicita) Consideremos a equagio

F(z,y) =0. (1.4)
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Dizemos que a funcao y = f(x) é definida implicitamente pela Eq. (1.4) se, ao substituirmos
y por f(x)na Eq. (1.4), esta equagao se transforma numa identidade (FLEMMING; ALVES,
2006).

Exemplo 1.2 Uma equagao
1
x2+§y—1:O (1.5)
define implicitamente a fungao y = 2(1 — 2?) (FLEMMING; ALVES, 2006). De fato,
substituindo y = 2(1 — z?) na Eq. (1.5), obtemos a identidade.

Observacao 1.2 Nem sempre é possivel encontrar a forma explicita de uma funcgao
definida implicitamente. De fato, a funcio y* + 3zy + 2in|y| = 0 (FLEMMING; ALVES,
2006).
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2 Curvas Conicas

As secOes conicas sao definidas por meio de equagoes que descrevem suas formas
geométricas. Existem quatro tipos principais de se¢oes conicas: a circunferéncia, a elipse,
a parabola e a hipérbole. Nesse trabalho, sera realizado um estudo sobre as se¢des conicas,
com foco especifico nas formas geométricas da elipse, parabola e hipérbole. A ordem dos

conceitos estudados nesse capitulo é baseado na referéncia Steinbruch e Winterle (1987).

2.1 A Parabola

Definicao 2.1 (Parabola) Consideremos em um plano uma reta d e um ponto F' nao
pertencente a d. Parabola ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano que sao equidistantes
de F e d.

Figura 2 — Pontos equidistantes Figura 3 — Parabola

Na (Figura 2) estdo assinalados sete pontos que sdo esquidistantes do ponto F' e da
reta d. Sendo P’ o pé da perpendicular baixada de um ponto P do plano sobre a reta
d (Figura 3), de acordo com a defini¢do acima, P pertence a parabola se, e somente se:
d(P,F) =d(P,P'), ou também,

|PF| = |PP.

Observagao 2.1 Consideramos o fato de F' ¢ d, pois, caso contrario, a parabola se

degeneraria numa reta.
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2.2 Elementos

Considerando d(V, F') = d(V, A) na Figura 3, temos:

e Foco: é o ponto F.

Diretriz: é a reta d.

« Eixo: é a reta que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz.

o Vértice: é o ponto V' de intersecao da parabola com o seu eixo.
Com a finalidade de obtermos uma equagao da parabola na forma implicita, teremos
que referi-la ao sistema de eixos cartesianos. Iniciemos pelo caso mais simples.

2.3 Equacao da Parabola de Vértice na Origem do Sistema

19 Caso: O eixo da pardbola é o eixo dos y:

P
Seja P(x,y) um ponto qualquer da pardbola (Figura 4) de foco F<O, 2). Da
defini¢ao de pardbola, tem-se: |P_F| = |P_]5’| ou |F_P| = |P7P|.

Y A

r_||‘1;|

Figura 4 — Parabola eixo dos y

P
Como P’ (:v, —2), entao

P P
(ﬂ”‘oﬂy‘g)\: (””‘“””’“z)’

\/(x—0)2+(y—]23>2:\/(x—:r)2+(y+§>2.

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos

R e )

ou
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ou 9 9
—py+ =yt o
1 1

:E2+y2

ou, simplesmente
2% = 2py (2.1)
chamada de equacao reduzida da parabola e constitui a forma padrao da equacao da

parabola de vértice centrado na origem e concavidades (para cima ou para baixo) em .

Da anédlise da Eq. (2.1) conclui-se que, tendo em vista ser 2py sempre positivo ou
nulo (pois ¢ igual a 22 > 0), os sinais de p e de y sdo sempre iguais. Consequentemente,
se p > 0 a pardbola tem concavidade voltada para cima e, se p < 0, a parabola tem

concavidade voltada para baixo, conforme as Figuras 5 e 6.

- y <0
p <0

Figura 5 — Parabola com concavidade para  Figura 6 — Parabola com concavidade para
cima. baixo.

O namero real p # 0 é conhecido como parametro da parabola.

20 Caso: O eixo da pardbola é o eixo dos x:
Sendo P(z,y) um ponto qualquer da pardbola (Figura 7) de foco F' (2,0), de

forma andloga ao 1° caso, obtemos a equacao reduzida:

y* = 2pa.

'y

Figura 7 — Parabola de foco F(g, ()).
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Conforme o sinal de p, teremos: se p > 0, a parabola tem concavidade voltada para a direita

(Figura 8) e, se p < 0, a pardabola tem concavidade voltada para a esquerda (Figura 9).

?l Y A

<_ i 0

Figura 8 — Parabola com concavidade Figura 9 — Pardbola com concavidade

para direita. para esquerda.

2.4 Translacao de Eixos

Consideremos no plano cartesiano xOy um ponto O'(h, k), arbitrario. Vamos
introduzir um novo sistema 'O’y tal que os eixos O'z’ e O’y tenham a mesma unidade
de medida, a mesma direcao e o mesmo sentido dos eixos Ox e Oy. Nestas condi¢es, um

sistema pede ser obtido do outro, através de uma translagao de eixos (Figura 10).

v & v b
= = - L el - P
|
.41 I
¥ i
4= -- : -
::" \—__T____...I
¥ 4 I X '
. i
k 4 !
' i
' i
I I
i [ ]
: + + = i
v} .
h

X

Figura 10 — Plano cartesiano xOy.

Seja um ponto P qualquer do plano tal que suas coordenadas sao: x e y em relacao ao

sistema xOy, 2’ e ¥’ em relacao ao sistema x'O’y’. Pela Figura 10, obtém-se:

r=2'+hey=y+k



Capitulo 2. Curvas Conicas 18

ou
¥=x—hey=y—k,
que sao as formulas de translagao e que permitem transformar coordenadas de um sistema

para outro.

A principal finalidade da transformacao de coordenardas é modificar a forma de
equacoes. Por exemplo, seja pardbola de equacao 22 = 4y referida ao sistema 'O’y
Se tivermos h = 3 e k = 2, isto é, 0'(3,2), e sabendo que: 2/ =z —h ey =y —k,
isto é, 2’ =x —3 ey =y —2, aequacao desta parabola em relacdo ao sistema xQy é:
(x—3)2=4(y —2), ou 2?> — 62+ 9 = 4y — 8 ou 2* — 62 — 4y + 17 = 0. Reciprocamente, a

equacao 22 — 6z — 4y + 17 = 0 no sistema Oy tem equacio =2 = 4y no sistema 2’0"y’
De fato, 22 — 62 — 4y + 17 = 0, fazendo x = 2’ + 3 e y = /' + 2, obtemos
(2" +3)*—6(z' +3) -4y +2)+17=0
2?46 +9—62" —18—4y —8+17=0
x/Z _ 4yl — 0
:L,/Q — 4y/

Como se observa neste caso, mediante uma adequada translagao de eixos, a equacao
em x e y transforma-se numa equacao em x’ e ¥’ bem mais simples, e ambas com o mesmo

grafico conforme (Figura 11).

0 ) 3

Figura 11 — Translagdo de eixos.

2.5 Equacao da Parabola de Vértice Fora da Origem do Sistema

19 caso: O eixo da parabola é paralelo ao eixo dos y:

Seja uma pardbola de vértice V'(h, k) e eixo paralelo ao eixo dos y, sendo h e k

coordenadas de V' em relagdo ao sistema xQOy.
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Figura 12 — Parabola fora da origem

Seja P(z,y) um ponto qualquer desta pardbola. Consideremos um novo sistema

2’0"y’ com a origem O" em V nas condigbes do que foi visto em 2.4 (Figura 12).

Sabe-se que a equacao da parabola referida ao sistema 'O’y é 22 = 2py’, mas
¥=x—hey =y—k, edal: (x —h)*>=2p(y — k), que ¢ a forma padrio da equagao de
uma parabola de vértice V (h, k) e eixo paralelo ao eixo dos y.

20 O eixo da pardbola é paralelo ao eixo dos :

De modo andlogo ao caso anterior, teremos: (y — k)* = 2p(z — h). Observemos que

se (h,k) = (0,0), voltamos a ter o caso particular de (2.1).

Y
.

Figura 13 — Pardbola sistema 2'O"y/’.

2.6 Excentricidade da Parabola

.. c ‘ . C oA . .
Por definicdo e = —. Na Parabola c é a distancia entre a reta diretriz e um ponto

P = (x, y) pertencente a curva e ’a’ é a distancia deste mesmo ponto P até o foco da
Pardbola como mostra a Figura 14.

Pela definicao de parabola temos ¢ = a. Portanto, a excentricidade da parabola é
e=1.
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Diretriz

|DP|=|PF|
c=a

Figura 14 — Excentricidade da Parabola.

2.7 Equacao da Parabola na Forma Explicita

Observa-se que a equacao reduzida da pardbola de vértice na origem e no eixo vy ,
acima estd na forma implicita, mostraremos a representacao geométrica da Eq. (2.1) a

seguir.

-2

Figura 15 — Gréfico da Equacao(2.1)

Pela definicao 1.1 a equacao pode ser escrita na forma explicita. De fato, na forma
explicita, a equacio é escrita como y = f(x). Para a equagao x* = 2py, podemos isolar y

para obter a forma explicita, dividido ambos os lados por (2p), temos:

2 2py
2p  2p
2
xXr
= —. 2.2
V=9, (2.2)

A Figura 16, mostra o grafico da Eq. (2.2).
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-2

Figura 16 — Grafico da Eq. (2.2).

Conforme mostrado acima o grafico da equacdo implicita 22 = 2py é igual ao

‘ ~ s xz . o -
grafico da equagao explicita y = 5" Apesar das diferentes formas matematicas, a equacao
implicita e a equagao explicita descrevem a mesma curva parabdlica. Os pontos no grafico

correspondem uns aos outros e possuem a mesma forma, simetria e propriedades. Assim, o

grafico resultante das duas formas é idéntico e representa a mesma parabola.

2.8 A Elipse

Definicao 2.2 A elipse é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos desse plano é constante. Consideremos no plano dois pontos
distintos, F} e Fy, tal que a distancia d(Fi, Fy) = 2¢. Seja um ndmero real a tal que
2a > 2¢. Ao conjunto de todos os pontos P do plano tais que: d(P, F}) + d(P, Fy) = 2a ou
]P_Fl\ + \P_F2| = 2a dé-se o nome de elipse (Figura 17).

P
Mr.
Pl T L :"‘.\
’ ~ Y
-..‘\}1
Fy !

f >
’
4 %:r"
i
F ¥

-~ -
\

Figura 17 — Elipse. Figura 18 — Contrucao da Elipse no papel.

A Figura 18 sugere como se pode construir uma elipse no papel. Nos pontos F} e F; fixemos
dois percevejos e neles amarremos um fio nao esticado. Tomemos um lapis e distendamos
com sua ponta o fio, marcando o ponto P;. Entdo, a soma das distancias d(Py, F}) e
d(Py, Fy) é o comprimento do fio. Se o lapis deslizar sobre o papel, mantendo o fio sempre

esticado, ficard tracada uma elipse de focos F} e F,. A figura mostra outra posicao P, da
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ponta do lapis e, também para este ponto, a soma das distancias d( Py, F}) e d(Ps, F3) é
o comprimento do fio. Assim, para as infinitas posi¢oes da ponta do lapis, a soma das
distancias a F; e I3y é constante. A constante 2a anteriormente referida é o comprimento
do fio. Se mantivermos constante o comprimento do fio e variarmos as posicoes de Fj e Fy,
a forma da elipse ird variar. Assim quanto mais préximos os focos estao entre si, tanto
mais a forma da elipse se assemelha a da circunferéncia, e quando F; = F, obtém-se uma
circunferéncia. Por outro lado, quanto mais afastados os focos estiverem entre si, mais

'achatada'sera a elipse.

2.9 Elementos

o Focos: sao os pontos F} e Fj.
o Distancia focal: é a distancia 2¢ entre os focos.
o Centro: é o ponto médio C do segmento FiF5.

« Eixo maior: é o segmento A; Ay de comprimento 2a (o segmento A;As contém os

focos e os seus extremos pertencem a elipse).

« FEixo menor: é o segmento By By de comprimento 2b (B;By 1L A;A; no seu ponto

médio).
o Vértices: sdo os pontos Ay, Ay, By e Bs.

. . ’ 7 C
o Excentricidade: é o nimero dado por e = —.
a

By
B 1
Ay A, |20
|
| AR L, |
| ! By o
| B ™ ]
P =

Figura 19 — Elementos da Elipse.

Tendo em vista que ¢ < a, tem-se: 0 < e < 1.

Observacao 2.2 Em toda elipse vale a relacdo a? = b? + ¢®. Essa igualdade ¢ a relacao

de Pitagoras no triangulo BoCF5.
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Figura 20 — Tridngulo retangulo.

2.10 Equacao da Elipse de Centro na Origem do Sistema

1Y caso: o eixo maior est4 sobre o eixo dos x: Seja P(x,y) um ponto qualquer de uma elipse
(Figura 21) de focos Fi(-¢,0) e Fy(c,0). Pela definigao 2.2, tem-se d(P, F) + d(P, F») = 2a
ou ]F;P| + ]F;P\ = 2a. Ou em coordenadas,

v

B2 Pix, v)

el -

A\ Fy(c,) ©

Figura 21 — Elipse com um ponto qualquer.

V@ +e)?+(y— 02+ /(x—c)2+(y—0)2=2a

\/x2+y2+20x—|—c2:2a—\/a:2+y2—20x+c2

\/(x2+y2+2095+02)2 = (2a — \/x2—i—y2 — 2cx + *)?

x2+y2—|—2cx+c2:4a2—4a\/x2+y2—2ca:+c2+x2+y2—20x+02

4a\/x2 +y2 — 2cx + 2 = 4a® — dex

a\/x2+y2—20x+02:a2—cx

a*(2® +y* — 2cx + ) = a* — 2a’cx + *a?

a’z? + a*y® — 2aPcx + a®c® = at — 2d’cx + PP
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a2 — 22?4 a?y? = at — 2

(a® — A)a® + a®y? = a®*(a® — ).
Mas como a? — ¢? = b%; logo, b*x% + a?y? = a®b®. Dividindo ambos os membros da equacio

por a?b?, obtemos
2 2

T Y

I an— | 2.3
que ¢ a equacao reduzida da elipse de centro na origem e eixo maior sobre o eixo dos x.
20 caso: O eixo maior esté sobre o eixo dos y:

Com procedimento analogo ao 1° caso, obteremos a equacao reduzida

Y

(0, c)

{0, =}

Figura 22 — Pardbola com o eixo maior sobre y.

Observagao 2.3 Tendo em vista que a? = b? + ¢, segue-se que a? > b? e dai: a>b.
Entao, sempre o maior dos denominadores na equacao reduzida representa o ntimero a?,
onde a é medida do semi-eixo maior. Ainda mais, se na equacao da elipse o ntimero a? é

denominador de x2, a elipse tem seu eixo maior sobre o eixo dos z.
)

2.11 Equacao da Elipse de Centro Fora da Origem do Sistema

19 caso: O eixo maior é paralelo ao eixo dos z:

Consideremos uma elipse de centro C(h, k) e seja P(x,y) um ponto qualquer da

mesma (Figura 23).
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‘.l'l

Ay
| —

0

Fy
!
[}
i_
h

Figura 23 — Elipse fora da origem eixo maior x.

Em (2.5) estudamos o caso da equagao da pardbola com vertice em (h, k) quando ocorre

uma translacgao de eixos. O caso presente da elipse é perfeitamente andlogo aquele. Assim,

é a equagao de uma elipse de centro C'(0,0) e eixo maior sobre o eixo dos x; quando o eixo

maior for paralelo ao eixo dos x e o centro for C'(h, k), a equacao passa a ser

(0= h? (kP _

a? b2 =1

Este mesmo detalhe ira se repetir também no estudo da hipérbole a ser feito logo a

seguir.
20 caso: O eixo maior é paralelo ao eixo dos y:

De forma analoga, temos

(z =R —Fk? _

2 p 1.

2.12 Excentricidade da Elipse

A excentricidade e mede a abertura das conicas, ou seja, quanto mais arredondada

ou achatada é a figura da conica.

s c . , .
Por definicao e = —. Na elipse temos que ¢ é o comprimento de um dos focos, por
exemplo F}, até a origem do plano cartesiano O e 'a’ é o comprimento deste mesmo foco

F até o ponto By, como mostra a Figura 25.
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(A h

Figura 24 — Elipse fora da origem eixo maior y.

Figura 25 — Excentricidade da Elipse.

Observagao 2.4 Da Figura 25 temos que ¢ = |F10|, a = |F1B;| e que a é a hipotenusa
do tridngulo retdngulo AOF;B;. Logo, pelas propriedades do tridngulo a hipotenusa é
sempre maior que os catetos ou seja a > ¢, sendo a > 0 e ¢ > 0. Portanto, 0 < e = ¢ < 1.
Se atribuimos valores iguais para a e b, ou seja, a = b, obtemos o circulo. Nesteacaso,

temos ¢ = 0 e portanto, a excentricidade da circunferéncia é e = 0.

2.13 Equacao da Elipse na Forma Explicita

Observa-se que a equacao reduzida da elipse com eixo menor sobre o eixo x é dada
pela Eq. (2.3), sendo a =4 e b = 16, na forma implicita. A seguir, vamos analisar o grafico

dessa equagao.
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Figura 26 — Grafico da Equacao implicita da elipse, para a =4 e b = 16.

Pela definicdo 1.1 a equacao pode ser escrita na forma explicita, de fato. Na forma
2

explicita, a equagao é escrita como y = f(z). Para a equagao — + =i 1, podemos isolar
a
y para obter a forma explicita:
22 2
p) + 5] 1=0
y? B 72
2o a2
2
x
g
a

2
xz
y=Fby1- 5. (2.4)

A Figura 27 mostra o grafico da Eq. (2.4) para a = 4 e b = 16, onde temos duas sentencas:

2

+hyf1 -2

a

y = .
X

1=

Ambas as formas resultam no mesmo grafico, pois todas as coordenadas (x,y) que
satisfazem a equacao geral também satisfazem a equagao explicita, e vice-versa. Portanto,

os graficos gerados pelas duas formas sao idénticos.

Observagao 2.5 Nas Eq. (2.3) e Eq. (2.4), se a > b, o eixo maior da elipse é paralelo ao

eixo coordenado x. Caso b > a, o eixo maior da elipse é paralelo ao eixo coordenado y.
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Figura 27 — Gréfico da Equacdo explicita da elipse, para a = 4 e b = 16.

2.14 A Hipérbole

Definicao 2.3 A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferenca
das distancias, em valor absoluto, a dois pontos fixos desse plano é constante. Consideremos
no plano dois pontos distintos Fj e Fy tal que a distdncia d(Fy, Fy) = 2¢. Seja um ntimero

real a tal que 2a < 2¢. Ao conjunto de todos os pontos P do plano tais que
|d(P, F1) — d(P, Fy)| = 2a (2.5)

ou ||PFy| — |PFy|| = 2a, que dé-se 0 nome de hipérbole (Figura 28).

Figura 28 — Hipérbole.
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Como se vé, a hipérbole é uma curva com dois ramos. Na verdade, pela Eq. (2.5) um
ponto P esta na hipérbole se, e somente se d(P, F}) — d(P, F5) = £2a. Quando P estiver

no ramo da direita, a diferenca é +2a e, em caso contrario, sera —2a.

Consideremos a reta que passa por Fi e Fj e sejam A; e Ay os pontos de intersegao
da hipérbole com esta reta. Consideremos outra reta perpendicular a esta passando pelo

ponto médio C' do segmento F F (Figura 29).

RS T IR o

I
—_
P2

[]
]
1
]
[ ]
o |

Figura 29 — Hipérbole com o ponto médio C.

A hipérbole é uma curva simétrica em relagao a estas duas retas, como também
em relacao ao ponto C'. Se P; é um ponto da hipérbole, existem os pontos P, P; e P,
tais que: P, é o simétrico de P; em relagao a reta horizontal, P é o simétrico de P, em
relacdo a reta vertical, Py é o simétrico de P; em relacao ao ponto C'. Ainda, pela simetria,

conclui-se que d(A;, ) = d(As, F3) e da propria defini¢do, vem d(A;, Ay) = 2a.

2.15 Elementos

o Focos: sao os pontos F} e Fj.

o Distancia focal: é a distancia 2c¢ entre os focos

o Centro: é o ponto médio C' do segmento FiF;.

o Vértices: sao os pontos A; e A,.

« Eixo real ou transverso: é o segmento A; A, de comprimento 2a.

« FEixo imagindrio ou conjugado: é o segmento BBy de comprimento 2b (Figura 30).

O valor de b é definido através da relagao:

¢ =a’+0b,
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Figura 30 — Elementos da Parabola.

onde a, b e ¢ sdo as medidas dos lados do triangulo retangulo BoC As.

Vamos fazer ainda uma outra consideracao em torno de a, b e c. Consideremos
uma circunferéncia de raio ¢ e cuja centro é o proprio centro C' da hipérbole. Tomemos um
valor arbitrario para a e marquemos os pontos A; e Ay, vértices da hipérbole. Por estes
pontos tracemos cordas perpendiculares ao didmetro F;F5. As quatro extremidades destas

cordas sao os vértices de um retangulo M N P() inscrito nesta circunferéncia (Figura 31).

O retangulo assim construido tem dimensoes 2a e 2b e a relacao c? = a® + b? estd
novamente presente no triangulo retangulo hachurado na figura, com o eixo imaginario
B1Bs bem caracterizado. As retas r e s, que contém as diagonais do referido retangulo,

chamam-se assintotas da hipérbole.

Figura 31 — Circunferéncia de raio c.

As assintotas sao retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais a medida que
os pontos se afastam dos focos. Esta aproximacao é "continua'e 'lenta'de forma que

a tendéncia da hipérbole é tangenciar suas assintotas no infinito. Naturalmente esta



Capitulo 2. Curvas Conicas 31

particularidade das assintotas constitui um excelente guia para tracar o esbogo do gréfico.
O angulo # assinalado na figura é chamado abertura da hipébole. Chama-se

excentricidade da hipérbole ao niimero ’e¢’ dado por:

e=—,
a

mas, ¢ >a..e> 1.

2.16 Excentricidade da Hipérbole

c
Por definicdo e = —. Na hipérbole temos que ¢ é o comprimento de A; até B; e ’a’

a
é o comprimento de A; até a origem O do plano cartesiano como mostra a Figura 32 .

Figura 32 — Excentricidade da Hipérbole.

Observagao 2.6 Da Figura 32 temos que ¢ = |[A1By], a = |A;0] e ¢ é a hipotenusa do
triangulo retangulo AOA; B;. Logo, pelas propriedades do tridngulo a hipotenusa é sempre
maior que os catetos ou seja ¢ > a, com a > 0 e ¢ > 0. Portanto, e = 2 > 1.

A excentricidade da hipérbole esta intimamente relacionada com sua abertura. De
fato, voltemos outra vez a figura anterior onde a circunferéncia tem raio c. Mantendo o
raio ¢ da Figura 31 e tomando um valor para "a"menor de que o anterior, o novo retangulo
M N P(Q sera mais "estreito"e, em consequéncia, a abertura # sera maior.
c

n_n

Ora, diminuir o valor de "a" (mantendo ¢ fixo) significa aumentar o valor de e = -
Assim, quanto maior a excentricidade, maior sera a abertura, ou seja, mais "abertos"
(Figura 33) estardo os ramos da hipérbole. Quando a = b, o retdngulo M NPQ se
transforma num quadrado e as assintotas serdo perpendiculares (6 = 90°). A hipérbole,

neste caso, é denominada "hipérbole equilatera’ (Figura 34).
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Figura 34 — Hipérbole equilatera.

2.17 Equacdo da Hipérbole de Centro na Origem do Sistema

19 caso: O eixo real esté sobre o eixo dos x:

Seja P(z,y) um ponto qualquer de uma hipérbole (Figura 35) de focos Fi(—c, O)
e Fy(c,O). Pela defini¢ao 2.3, tem-se:

|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 2a,

ou, em coordenadas |\/(x +c¢)?2+(y—0)2— \/(x — )2+ (y—0)?| = 2a.

Com procedimento de simplificagdo andlogo ao que foi usado na dedugao da equagao
da elipse, e lembrando que ¢® = a® + b?, chegaremos a equacio

332 y2
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Figura 35 — Hipérbole de centro na origem sobre o eixo x.

que ¢é a equacao reduzida da hipérbole de centro na origem e eixo real sobre o eixo dos z.

w

"

Figura 36 — Grafico da Eq. (2.6).

20 caso: O eixo real esté sobre o eixo dos y:

Como ja ocorreu com a parabola e a elipse, a equacao desta hipérbole somente

difere da anterior pela troca de posicao das variaveis

2 2
v o2t
a?  b?

2.18 Equacao da Hipérbole de Centro Fora da Origem do Sistema

19 caso: O eixo real é paralelo ao eixo dos x:

Consideremos uma hipérbole de centro C(h, k) e seja P(x,y) um ponto qualquer da

mesma. O que comentamos na Secao 2.11 para o caso da elipse também vale aqui. Assim,

xQ_yQ_l
2 g b
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FaiD, ¢

[0} h-¢ h h

Figura 38 — Hipérbole de centro fora da origem sobre o eixo z

é a equagao de uma hipérbole de centro C(0,0) e eixo real sobre o eixo dos x; quando o
eixo real for paralelo ao eixo dos = e o centro é C(h, k), sua equagao passa a ser:

(e =0 (—h? _

2 2 1.

20 caso: O eixo real é paralelo ao eixo dos y:

De forma anéloga, temos:

(y—Fk? (z—=h)?
a2 b L
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Figura 39 — Hipérbole de centro fora da origem com eixo imaginario paralelo ao eixo .

2.19 Equacao da Hipérbole na Forma Explicita
Observa-se que a equacao reduzida da hipérbole de vértice na origem no eixo x. A
Eq. (2.6) estd na forma implicita.

Pela definigao 1.1 a Eq. (2.6) pode ser escrita na forma explicita, de fato. Na forma

explicita, a equagdo é escrita como y = f(x).

2 2
x
Para a equagao — — = 1 podemos isolar y para obter a forma explicita. Vejamos:
a
2 2
T Y
e pti=
2 2
Y x
w- i tae
2
x
y2 = b2 |: —1 -+ 2:|
a

y—ib\/—l%—? (2.7)

A Figura 40 mostra a representacao geométrica da Eq. (2.7), que sdo duas sentengas:

2
by — 1
a
Y= 3
X
!
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Figura 40 — Gréfico da Eq. (2.7) na forma explicita com duas sentengas para a > b.

Essa forma explicita expressa diretamente as coordenadas y em termos de z, usando os
semi-eixos a e b. Ela descreve a hipérbole em relagao aos eixos x e y. Embora as formas
sejam diferentes, elas representam a mesma hipérbole. A equacao geral descreve a relagao
entre x e y na forma mais geral da hipérbole, enquanto a equacao explicita fornece uma
expressao direta das coordenadas y em relacdo a x. Ambas as formas resultam no mesmo
gréafico, pois todas as coordenadas (x, y) que satisfazem a equagdo geral também satisfazem
a equacao explicita, e vice-versa. Portanto, os graficos gerados pelas duas formas sao

idénticos.
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3 Aplicacoes das Curvas Conicas

Neste capitulo apresentamos algumas aplicagoes praticas das curvas conicas.

3.1 Parabola

Problema 3.1 Podemos ver antenas parabdlicas conforme (Figura 41) no topo de casas
e edificios que captam ondas eletromagnéticas de satélites em Orbita ao redor da Terra.
Isso s6 é possivel devido as propriedades de uma parabola em refletir o conjunto de
raios recebidos em um tnico ponto (o receptor de onda focal esta localizado neste ponto
e envia os sinais recebidos para um conversor que ird decodifica-los e envid-los para o
Receptor de TV. O radar funciona como uma antena parabdlica, recebendo os ecos do
pulso eletromagnético. Os refletores parabdlicos de fardis e lanternas permitem que a
luz da lampada localizada no foco se propague em raios paralelos ao eixo da parabola
formando o facho (SOMMERFELD, 2013).

Figura 41 — Antena parabdlica. Fonte: (SOMMERFELD, 2013).

Problema 3.2 A trajetéria de um projétil serd uma parabola se o movimento for consi-
derado num plano e a resisténcia do ar for desprezada (Figura 42) (LEITHOLD, 1994).

Problema 3.3 Os arcos sao parabdlicos e os cabos de suspensao de pontes podem ter a
forma de uma parabola (Figura 43) (LEITHOLD, 1994).
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Figura 43 — Ponte JK, que liga o Lago Sul & area central de Brasilia - DF. Foto: Renato
Alves/Agéncia Brasilia.

3.2 Elipse

Problema 3.4 No sistema solar as 6rbitas dos planetas ao redor do sol sao elipticas.
Algumas oérbitas sao mais "planas" do que outras porque as Orbitas sao elipses diferentes
(com diferentes excentricidades). Por exemplo, a 6rbita da Terra é quase circular, enquanto
a Orbita de Netuno é mais "achatada" (Figura 44). O eixo maior possui dois pontos: o
periélio e o afélio, que correspondem as distdncias minima e maxima da Terra ao Sol,
respectivamente (SOMMERFELD, 2013).

3.3 Hipérbole

Problema 3.5 Na arquitetura podemos observar a hipérbole em algumas construcgoes.

Por exemplo, a forma do prédio do Planetario James S. Mc Donnell no Centro de Ciéncias
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Neaptuno

Figura 44 — Sistema solar. Fonte:(SOMMERFELD, 2013).

de Saint Louis (USA)!, como mostra a Figura 45.

Figura 45 — Planetario James S. McDonnell no Centro de Ciéncias de Saint Louis. Site:
FDDB.org — Fulldome Database .

Problema 3.6 O telescopio refletor consiste basicamente em dois espelhos, um maior
chamado de espelho priméario, que é parabdlico, e um espelho menor, que é hiperbélico.
Este espelho é um hiperboléide, pois ao girar a hipérbole em torno de seu eixo focal obteve
superficie, cuja forma de secao transversal é exagerado. Os espelhos sdao dispostos de modo
que os eixos da parabola e da hipérbole coincidam, e o foco da primeira coincida com um
dos focos da segunda. Quando os raios de luz refletem em um espelho parabdlico, eles sao
direcionados para um ponto focal pelas propriedades reflexivas da parabola. Devido as
suas propriedades reflexivas, este também ¢é o foco da hipérbole, entao os raios de luz sao
refletidos no espelho hiperbélico e seguem o outro foco da hipérbole. A luz passa por um
orificio no centro do espelho priméario, seguida por uma ocular que corrige ligeiramente
o caminho da luz e, eventualmente, atinge o olho do observador ou o filme (Figura 46)

(FILHO, 2015).

1

Site: https://www.fddb.org/news/job-opportunity-full-time-part-time-planetarium-educator-james-s-
mcdonnell-planetarium-saint-louis-science-center /
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Figura 46 — Telescépios Refletores. Fonte:(FILHO, 2015).

Problema 3.7 Hipérboles sao usadas em "combates de ondas sonoras", para localizar
a posicao de armas inimigas, cronometrando o som dos disparos dessas armas. Alguns
cometas movem-se em Orbita hiperbdlica. Se uma quantidade varia inversamente em relagao
a outra tal como a pressdo e o volume na lei de Boyle para um géas perfeito (PV = K), o
grafico serd uma hipérbole (LEITHOLD, 1994).
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4 Resultados Obtidos

Este TCC analisou as equagoes que descrevem as curvas conicas e demonstram que
essas equacgoes podem ser expressas tanto na forma implicita quanto na forma explicita.
Ao trabalhar com conceitos importantes da teoria das fun¢des implicitas, explicitas e das

conicas, foi possivel obter resultados significativos.

Verificou-se que é possivel escrever as equagoes reduzidas das curvas conicas nas duas
formas mencionadas e, ao analisar graficamente os resultados, constatou-se que os gréaficos
obtidos sdo os mesmos. Essa consisténcia visual permite afirmar que as formas implicita
e explicita sdo equivalentes e fornecem a mesma representacao geométrica das curvas
coOnicas. Portanto, este estudo contribuiu para uma melhor compreensao das propriedades
e representagoes das conicas, enfatizando a relacdo entre as formas implicita e explicita

das equagoes que as descrevem.
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