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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de mostrar alguns resultados de geometria diferencial
das curvas. Abordamos alguns tépicos importantes das curvas planas: a parametrizacio, a reta
tangente em pontos especificos da curva, a condi¢ao de regularidade de uma curva, o compri-
mento de arco de uma curva em parametrizagao arbitraria, a reparametrizacao por comprimento
de arco e o conceito mais importante da geometria diferencial, o de curvatura. Identificando
o conjunto dos niimeros complexos como plano R?, apresentamos a definicdo de curva para-

metrizada no plano complexo, alguns exemplos e uma expressao para o calculo da curvatura.

Palavras-chave: Curva ; Ntimeros complexos; Curva parametrizada, Curvatura.
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Abstract

This work aims to show some results of differential geometry of the curves. We
approach some important aspects of plane curves: parameterization, the tangent line at specific
points of the curve, the regularity condition of a curve, the arc length of a curve in arbitrary
parameterization, reparameterization by arc length and the most important concept of Diffe-
rential geometry, curvature. Identifying the set of complex numbers as a plane R?, we present
the definition of a parameterized curve in the complex plane, some examples and an expression

for calculating the curvature

Keywords: Curve ; Complex numbers; Parametrized curve, Curvature.
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Introducao

O estudo das curvas teve suma importancia no desenvolvimento da Matematica. O

matematico e historiador da matemaéatica Enrico Giusti assim as define:

“ Objetos matematicos por exceléncia, as curvas desempenham, no imaginarios ma-
tematico, o delicado papel de uma regiao de fronteira onde desembocam atividades
diferentes e, as vezes, contrapostas. Essas remetem ao desenho, ao projeto, ao
construir, mas juntas simbolizam o gesto e a beleza; ao mesmo tempo, objetos da

imaginaca@o e instrumentos da técnica. ( [Giusti e Conti 1999])”

Desde a origem da geometria os matemédticos nao pouparam esforcos para estudé-las, classifica-
las, medi-las e traca-las.

As curvas ocupam um papel de destaque pois sao essenciais a modelagem e a descrigao
de intimeros fenémenos matematicos. Vdrios cientistas, dentre eles Galileu Galilei (1564-1642)
contribuiram para o desenvolvimento da matematica e fisica, ajudando a compreender fenémenos
da natureza e eliminando crencas empiricas disseminadas na época. Baseado na abordagem de
Galileu, ao tratar os problemas do mundo fisico através da matemética, temos o filésofo e ma-
temético René Descartes (1596 — 1650), que através de seu método analitico de pensar nos pro-
blemas, possibilitou o surgimento da ciéncia moderna, mais precisamente de uma base analitica
dos objetos matematicos de interesse. Além de Descartes, outro matematico de grande relevancia
foi Pierre de Fermat (1601- 1665), que através do estudo dos lugares geométricos contribuiu,
concomitantemente com Descartes, para o surgimento deste campo do saber com bases para a
concepcao da Geometria Analitica. Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1643-1727)
descobriram os algoritmos do calculo infinitesimal, os quais permitiram o estudo de curvas e su-
perficies através de suas propriedades diferenciais, fazendo com que durante o século XVIII até o
século XIX, se desenvolvesse os fundamentos da teoria de curvas e superficies através do Calculo
Diferencial Integral. A partir dos trabalhos de Decartes, as curvas passaram a ser vistas como
lugares geometricos descritos por equacoes algébricas, com o advento do calulo infinitesimal e
da geometria diferencial esse processo foi amadurecido.(Veja [Boyer e Merzbach 2019])

Para este trabalho o ponto de vista da geometria diferencial é o que nos interessa,
nesse contexto uma curva é completamene caracterizada por suas propriedades geométricas
(Veja [Carmo 2010], [Tenenblat 2008] e [Alencar, Santos e Neto 2020]). No Capitulo 1 trare-
mos conceitos fundamentais do calculo vetorial e do cédlculo diferencial de funcées de uma ou
mais variaveis, dando énfase as propriedades de produto escalar, vetorial e os conceitos basicos

de calculo diferencial no espago euclidiano, apresentaremos também o conceito de ntmeros e
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varidveis complexos, as representacoes vetorial e polar e a dlgebra de nimeros complexos, além
disso apresentaremos a férmula de Euler e a férmula de Moivre. No Capitulo 2, mostraremos
a paramentrizacao de algumas curvas planas, a sua regularidade, o vetor tangente, a mudanca
de parametro, comprimento de arco para parametrizar e reparametrizar as curvas planas e a
curvatura. O conhecimento do comportamento de uma fungao complexa f(z) para todos os
valores complexos de z nos fornece uma visao mais completa de suas propriedades do que o co-
nhecimento para somente os valores reais de z (veja [Ablowitz, Fokas e Fokas 2003], [Neto 1996]
e [Silva et al. 1974]), por isso, no Capitulo 3, abordardando as curvas no plano complexo e apli-
cando os conteudos estudados nos capitulos anteriores para definir e calcular a curvatura de

funcbes complexas.
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1

Preliminares

1.1 Calculo Vetorial no Espaco Euclidiano

Dados dois pontos quaisquer Pi(z1,y1, 21) € Py(x2, 92, 22) no R3, 0 segmento orientado
de P, a P, é chamado vetor e o comprimento desse segmento é denominado médulo do vetor.

Assim sendo, para cada vetor existente, podemos determinar seu moédulo, direcao e
sentido. Se v é o vetor dado pelo segmento de P; a P, entao as componentes de v sao (xgy —
L1, Y2 —Yi,22 — Zl)-

Dois vetores sao iguais se possuem o mesmo modulo, direcao e sentido, ou seja, se,
e somente se tiverem as mesmas componentes. Dizemos que um vetor é nulo se todas suas
componentes sao nulas, o vetor nulo serd denotado por O = (0,0,0).

Definimos a soma de dois vetores v1 = (x1,y1, 21) € v2 = (x2,y2, 22) como sendo o vetor
de componentes vy + vo = (z1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22). Se A é uma constante real, entao definimos
o produto Av; pelo vetor de componentes A\vy = (Az1, Ay, A\z1).

A soma de vetores satisfaz
i) vy +ve = vo + vy.
ii) (v1+v2) +v3 =wv1 + (v2 + v3).
iii) 04 vy = ;.
iv) v + (—v1) =0.

onde v1,v9 € vg sao vetores e —v; = —(v1) = (=21, —Yy1, —21)-
Se A1 e Ay sdo nuimeros reais, entao o produto de um vetor por um escalar satisfaz

i) )\1()\21)1) = ()\1)\2)1)1.
ii) ()\1 + )\2)1}1 = A1 + vy
iii) )\1(1)1 + UQ) = A\v1 + A\ve.

iV) 1’[)1 = 1.



Neste caso, dizemos que R? com as operacoes definidas é um espaco vetorial real.
Qualquer conjunto com duas operacoes satisfazendo essas oito propriedades é um espaco vetorial
real, para mais detalhes veja [Lages 2009].

Podemos calcular o médulo de um vetor da seguinte maneira:

Seja v = (x,y, z) um vetor, seu médulo é dado por |v| = \/m Se |v| =1,
dizemos que esse vetor é unitario.

Os vetores v1, v9, ..., Uy, sao ditos linearmente dependentes se existirem nimeros reais

A1, A2, ..., An, nem todos nulos, tais que:
AU+ Aovg + ..o+ Ao, = 0.

Os vetores v1, v9, ..., v, serao linearmente independentes se para qualquer combinagao

linear desses vetores na forma
AV + Aovg + ...+ Ao, = 0,
tivermos Ay = Ag = ... = A\, = 0.

Exemplo 1.1. Os vetores a; = (2,4,0), ag = (0,1,2) e ag = (2,6,4) sao linearmente depen-

dentes, pois a1 + 2a0 — agz = 0.

Exemplo 1.2. Os vetores e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) s@o linearmente indepen-

dentes.

Todo vetor v = (x,3, z) € R? pode ser expresso de forma tinica como combinacio linear
de e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) da seguinte forma:

v = x€e1 + yes + zes.

Definigao 1.3. Definimos o produto interno ou produto escalar de dois vetores vy = (1, y1, 21)

e vg = (22, Y2, 22) pelo nimero real dado por
(v1,v2) = 2122 + Y1y + 2122.

Assim, podemos afirmar que (v, v) = |v|? qualquer que seja o vetor v. Podemos verificar

facilmente que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:
1) (v1,v2) = (va,v1).
2) (Avp,v9) = (v1, Avg) = A(v1, v2).
3) (vi,v2 +v3) = (v1,v2) + (v1,v3).
4) (v1,v1) > 0.

5) <121,U1> =0& v =0.



onde v1, v2 € v3 sdo0 vetores de R? e A é um nimero real.

Sejam os vetores v # 0 e v9 # 0, o angulo # entre v; e vy é a solugdo da equagao
(v1,v2) = |v1||va| cos B, satisfazendo 0 < 6 < 7.

Dois vetores sao ortogonais se (v1,v2) = 0, ou seja, se v; = 0 ou vy = 0 ou o angulo

entre eles ¢ igual a 7.

Definicao 1.4. Uma base ortonormal é aquela formada por vetores unitdrios e dois a dois

3

ortogonais. Por exemplo, a base candnica e; = (1,0,0), ez = (0,1,0), e3 = (0,0,1) em R3 é

formada por vetores ortonormais.
- 3
Considere as bases ordenadas de R”, {t1,t2,t3} e {w1, w2, w3}, e escreva
wy = a1ty + ag1ts + asits,

wg = aj2t] + azta + asats,
w3 = (113751 + Cbggtz + (133t3.

Dizemos que as bases {t1,t2,t3} e {w1, w2, w3} tém a mesma orientacao se o determi-

nante de mudanga de base é positivo, ou seja,

ajl a2 ais
as1 a9 Aa93 > 0.

aszr azz2 as3
Caso contrario, as bases tém orientacao oposta. Quando temos duas bases ortonormais,

o determinante da mudanca de base é igual a £1.

Definigcao 1.5. Dados os vetores vy = (21,41, 21) € v2 = (22,¥2,22), 0 produto vetorial entre

eles é denotado por v; X v9, e forma o vetor de componentes

v X v2 = (Y122 — Y221, —T122 + T221, T1Y2 — T2Y1).
Um produto vetorial satisfaz as seguintes propriedades:

1) |v1 X va] = |v1]|va|send, sendo O o angulo formado entre os vetores vy e vs.
2) (v X v2,v1) = (V1 X v2,v2) = 0.

3) v1 X va =0, se, e somente se, v] e vg sao linearmente dependentes.

4) vy X vy = —(vg X v1).

5) v X (vg 4+ v3) = v1 X V2 + V1 X V3.

6) (Avp) X vg = A(vg X v2).

7) v X (vg X v3) = (v1,v3)v2 — (v1, V2)vV3.



sendo v1,v9 € v3 vetores e A um numero real.
De maneira geral vy X (ve X v3) # (v1 X v2) X v3, ou seja, o produto vetorial nao é
associativo. Da propriedade 1) segue que |v; X va| é a drea de um paralelogramo determinado

por vy e vs.

Definicao 1.6. Dados os vetores v, vo e v de componentes v = (x1,y1, 21), v2 = (Z2,Y2, 22)
e v3 = (3, Y3, 23), 0 nimero real (v1,ve X v3) é denominado Produto Misto de v, vy € vs, e é

representado da seguinte maneira:

Tr1 T2 I3

(vi,v2a Xv3) =| y1 Y2 Y3
21 22 zZ3

Pelas propriedades de determinantes, temos que,
(v1,v2 X v3) = (v2,v3 X V1) = (v3,v1 X v2) = —(v3,V2 X V1) = —(v2,v1 X v3) = —(v1, V3 X V).

Em particular,

<U1,U2 X Us> = <U1 X Uzﬂ’s)-

Além disso, (v1,v2 X v3) = 0 se, e somente se, v1,v2 € v3 sdo linearmente dependentes.

Se {v1,v2,v3} é uma base ortonormal entao (v, vy X v3) = £1.

1.2 Calculo Diferencial no Espaco Euclidiano

Uma funcdo vetorial o de um subconjunto X de R em R3, denotada por av: X C R —
R3, é uma correspondéncia em que, para cada p € X associa-se a(p) € R3.

Considere a funcao vetorial a : X € R — R? ela pode ser representada por:

onde as fungoes reais z, ¥y, z : X — R sao denominadas func¢oes coordenadas de a.
Consideraremos daqui por diante o intervalo aberto X de R para as funcoes vetoriais.
Seja f uma funcao real, onde « e 5 sdo fungdes vetoriais em X, portanto as fungoes a + 3, fa,

(o, B), v X B sao definidas para todo p € X como,

1) (a+B)(p) = alp) + B(p)-
2) (fa)(p) = f(p)a(p).

4) (ax B)(p) = alp) x B(p).

Definicao 1.7. Seja a funcio o : X € R — R?, X um intervalo de R e o ponto py € X. Dizemos

que « é diferencidvel em pg se existir, o/(pg) dado por

i @4®) —alpo) _ <
P=Po P —DPo

I

i 2@ = 2@0) o v®) —ypo) oy 2(P) Z(po)>
p—=po P —Po p=po P —Po p=po P —DPo
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ou seja, a(p) = (z(p),y(p), z(p)) é diferencidvel em pg se, e somente se, as fungoes coordenadas
de «a forem diferencidveis em p,. Assim, o/(po) = (2'(po), ¥ (po), 2’ (po))-

Dizemos que « é diferenciavel se « é diferenciavel em todo ponto p € X.

Definicao 1.8. A funcao o : X — R3 em que para todo p € X associa um o’ (p) serd uma funcio
vetorial chamada de derivada de primeira ordem de a.. Se o (p) também for diferencidvel, teremos
entdo o' (p), que definiremos como derivada de segunda ordem.

Quando uma funcao vetorial tem derivadas, de todas as ordens, continuas essa fungao
serd de classe C*°.

Se a e 8 sao funcgoes diferencidveis em X e f é uma funcao real diferenciavel em X,

entdao a + 3, fa, (a, f),a x f sdo diferencidveis.

Definicao 1.9. Uma fungao ou aplicagdo F' de um subconjunto A de R™ em R™, denotada
por F': A C R® — R™ é uma correspondéncia que, para cada p € A, associa um unico ponto

F(p) € R™. Uma tal fungao pode ser representada por

F(p) = (Fi(p), Fa(p), -+ Fin(p)),
ou, considerando p = (x1, ..., ),
F(x1,.hxn) = (F1(x1, ooy Tn)y ooy Fp (21, 00y 20)).
As funcées F; : R" = R,i = 1,2, ...,m sao ditas fungdes coordenadas de F'.

Dadas duas fungoes ;G : A C R" - R™e f: A C R" — R, podemos definir as
funcoes F' + G, fG, (F,G) e F x G, (essa ultima para m = 3), de forma andloga as das fungoes
vetoriais de R em R3.

Uma funcio F diferencidvel de classe C* (resp. C°°), que tem uma funcdo inversa F'~!
também é diferenciavel de classe C* (resp. C™), é denominada um difeomorfismo de classe C*
(resp. C*°).

Dizemos que uma aplicagao F' : R™ — R™ ¢ linear se, para todo par de pontos p e ¢
em R" e A\ € R, temos

F(p+q) = F(p) + F(q),

F(Ap) = AF(p).

Para concluir esta seccao iremos enunciar um resultado de fundamental importancia

no Célculo Diferencial, o Teorema da Funcao Inversa.

Teorema 1.10. Seja F : A C R* — R"™ uma funcio diferencidvel de classe C* (resp. C*®) e
po € A tal que dF,, € injetora. Entao, existe uma vizinhanca U de py, contida em A, tal que
F(U) € aberto em R"e a restricio de F a U é um difeomorfismo de classe C* (resp. C™), de U
sobre F'(U).

Como dFj, : R" — R" ¢ uma aplicacao linear, entao as seguintes condigoes sao equiva-

lentes:



a) dF),, é injetora.
b) Se dFp,(w) =0, entdo w = 0.
c) A matriz jacobiana de F' em pg tem posto n.

d) O jacobiano de F' em pg é nao-nulo.

Outro resultado importante, obtido em consequéncia do teorema anterior, é o Teorema

da Funcao Implicita.

Teorema 1.11. Sejam F : A C R™™™ — R™ uma funcio diferencidvel de classe C* (resp. C>)
e Fi,...,F, as funcgoes coordenadas de F'. Denotaremos por x = (T1,...,Zn), Y = (Y1, .-y Ym) €

(2, y) = (1, s Ty Y1, - Ym) 08 ponto de R™ R™ e R" ™  respectivamente. Firados (a,b) € A

0
e c € R" tal que F(a,b) = ¢, se a matriz determinada por a—l(a, b), i,j = 1,...,n tem posto
Ly
n, ou seja, determinante nao-nulo, entdo existe uma vizinhanca U de b em R™ e uma func¢do
G :U c R™ — R, diferencidvel de ordem C* (resp. C*), tal que G(b) = a e F(G(y),y) = c

para todo y € U.

1.3 Numeros e variaveis complexos

O sistema nimerico em uso atualmete é o resultado de um desenvolvimento gradual na
matematica que se iniciou na Idade Antiga. Os numeros naturais 0, 1,2, 3, --- foram utilizados
inicialmente para a contagem. O conjunto dos nimeros naturais é representadopelo simbolo N
e diz-se que um dado ndmero natural n pertence a N (n € N).

Os inteiros negativos e o conceito do zero foram entao introduzidos para permitir
solugoes de equagOes tais como = + 3 = 2. Assim criou-se o conjunto dos nimeros inteiros
{-,-2,-1,0,1,2,3,--- }, representado pelo simbolo Z (N C Z).

Para obtermos solucao das equagoes tais como br = a, para todos os iteiros a e b,
sendo b diferente de 0, foram introduzidos os nimeros racionais. Representa-se o conjunto dos
nimeros racionais por Q = {x | z = p/q, com p,q € Z e q # 0}. Percebe-se que Q contém Z.

Os nameros irracionais foram introduzidos quando descobriu-se que nimeros tais como
a solucdo da equacio 22 —2 = 0 (z = £+/2) ou a razdo entre o perfmetro de uma circuferéncia de
raio unitdrio e o seu diametro (7 = 3,14159265359...), ndo podem ser expressos por nimeros ra-
cionais. O conjunto dos iracionais é representador por I. Sendo os conjunto Q e I completamente
distintos.

A unido do conjunto dos nimeros racionais com o conjunto dos ndmeros irracionais
forma o conjunto dos nimeros reais, representada pelo simbolo R (R = QUI). Algumas discipli-
nas, como por exemplo cédlculo diferencial, apresentam seus teoremas e resultados considerando
somente ndmeros pertencentes ao conjunto R. contudo, este conjunto ainda continua incom-
pleto para aplicacdo em algebra e para a andlise matematica. Os nimeros complexos foram

descobertos na Idade Média, ao pesquisar-se as raizes de certas equagoes quadraticas, como:

2+ 1=0=2=4v—1.



Leonhard Paul Euler (1707-1783), em 1777, introduziu o simbolo
1=+v—1.

Na tese de doutorado de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) em 1799, ele forneceu aos
nimeros complexos a agora expressao algébrica z = x + iy, bem como a sua representacao
geométrica (vetorial) e, com isso, ajudou a desvendar parte de seu mistério. A tendéncia deste
século tem sido definir os nimeros complexos como simbolos abstratos sujeitos a certas regras
formais de manipulacao.

O ntimero \/—1 nao possui representacio possivel dentro do conjunto de ntimeros reais,
ele foi chamado de imagindrio puro e atribui a ele o simbolo i = y/—1. Além diso, definiu-se
um conjunto mais amplo de nimeros, denominado o conjunto dos niimeros complexos, denotado
por C, sendo um conjunto mas amplos de ntimeros, que contém todos os nimeros complexos e
o conjuto dos reais como um sub-conjunto.

Um nimero complexo é um par ordenado de dois niimeros reais = e y, sendo assim o

nimero complexo z pode ser representado de, pelo menos duas formas:
z = (z,y)ouZ = x + iy,

sendo a ultima representacao a mais usual. E importante observar que, x + iy # y +ix. Pode-se

deduzir uma propriedade imediata do nimero i observando-se que i =i -i = —1,i% =% .4 =
—i,i*=14?.i?=1,i® =i-i* =4,.... Da mesma forma,
1 i
i_l =T =T = *Z',
T i1
1
-2
== =-1,
72
-1
it =— =i
i
it=1
Resultando
iE = (1) (1.1)
e
) — (1), (1.2)

paran =0,1,2,3,--- .

1.3.1 Representacoes vetorial e polar

A representacao grafica de uma varidvel complexa é empregada em diversas situacoes.
Tragando z (a parte real de z) como a abscissa e y (a parte imagindria de z) como a ordenada,

obtem o plano de Argand ilustrado na figura abaixo.



\

Na algebra linear é usado o conceito de vetor posicao r como elemento do espaco vetorial

R2. Assim, pode-se representar o vetor r fazendo-se uso da base candnica {ej, es}:
r = xe; + yea,

sendo x a componente de r na direcao definida por e; e y a componente de r ao longo de es.
Da mesma forma, pode-se interpretar o nimero complexo z = x + iy como um vetor, sendo x
a componete ao longo do eixo real e y a componente ao longo do eixo imaginario. Assim os
nameros complexos satisfazem as regras de adicao de vetores e de multiplicacdo por escalar.

Observando a figura acima, relagoes simples de trigonometria mostram que
x = rcost

y = rsend,

sendor € R (0 < r < 00) denominado médulode z e # € R (0 < 0 < 27) chamado de argumento
de z. Portanto,
z = r(cosh + isend), (1.3)

onde

r=+z2+y? (1.4)

0 = arctg <%> . (1.5)

1.3.2 Formula de Euler

Uma representacao equivalente a representacao algébrica de z dada por( 1.3) é a cha-

mada representagao polar:

2 =re?. (1.6)
Apartir das séries de McLaurin:
o 2n+1
T
seny = )
nz:;]( ) (2n+1)!
o0 $2n
cost =)y (—=1)" ,
T;) (2n)!
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o0 I’n
ez = Z ﬁ
n=0
e das poténcias (1.1) e (1.2), obtemos
10 = (7“0)271
e =
2w
B i (i9)2n N 0 (i9)2”+1
B (2n)! — (2n+ 1)

92n+1

- 1;)( +ZZ n2n—|—l)

ou seja,
e = cost) + isend. (1.7)

Esta é a conhecida Formula de Euler.

1.4 Algebra de nimeros complexos

Sendo z = z + iy € C um ntmero complexo qualquer, o complexo conjugado de
z, representado por zZ é definido por Z = x — iy € C. Na figura abaixo pode-se observar a

representagao vetorial de Z.

A
z
y ,,,,,
r/
0 _
O T -
_y ,,,,, | B
z

O nimero | z | € R tal que

|z |=|x+iy |= Va2 +y?> =Vz.2.

é chamado moédulo de z. O ntimero 6 € R tal que 0 < 6 < 27, dado por

0 = arctg (g) ,
T

é chamado argumento de z.
As operacoes algébricas seguintes sio definidas para dois niimeros z; = a + ib = 711

e 29 = ¢+ id = 19e' quaisquer, tais que {z1, 22} € C. Os niimeros {ry, 7} € R sio, respectiva-

mente, os médulos de z1 e 29 e {01,062} € R sdo os respectivos argumentos.
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1. Indentidade: Se z; = 29, entao Rez; = Rezy e Imz; = Imzo; ou, de forma equivalente,
r1 =179 e 01 = 0y + 2k.

2. Adigao: z1 + 22 = (a+ib) + (c+id) = (a+¢) + (b + d).
3. Subtracao: z; — 22 = (a +ib) — (c+id) = (a —¢) + (b — d)i.
4. Conjugacgao complexa de adigao: z; + 25 = Z1 + Z3.
5. Multiplicacao por real: a € R,

a.z1 = afa +1ib) = aa + iab.
6. Multiplicagao de complexos:

z1.22 = (a +ib)(c + id) = (ac — bd) + (ad + bc)i,
ou, em termos da forma polar,
21.29 = 11’0102 — 1 polcos(61 + 02) + isen(61 + 65)). (1.8)

7. Divisao de complexos:

21 Z9 21.29
— =21 = 3
22 22 |2

ou
21 a+ib _ (a+ib)(c—id) ac+bd .ad—bc

2o c+id  (c+id)(c—id) 2+ d? R
Ou em termos da forma polar,

23 = T—lei(el_ez)[cos(el - 92) + isen(01 - 92)]
Z2 T2

8. Conjugacao complexa de produto: z7.z5 = z71.25.

O valor absoluto de z ainda possui outras propriedades. Sendo {z1, 29, ..., 2, } nimeros

complexos, entao
L. | z1ze - zn = z1 || 22| - | 2zn | -

_ =]

21| =l
Bk

22

2.

desde que z9 # 0.
3o latzttm|<lal+|znl+ o+ lzm].

4Llatznlz|lal-|z]]

0

Numeros complexos z = re'” com r = 1 possuem | z |= 1 e sdo denominados unimodu-

lares. Pode-se imaginar estes nimeros situados ao longo da circunférencia de raio unitario sobre

o plano complexo. Pontos especiais nesta circunferéncia sao:
1. 0=0z=¢0=1.

2. 0=n/2. z=¢e"2 =4,



1.4.1 Formula de Moivre

Sejam z1 = r1(cosf +isenby) = 111 e 2y = ro(cosby +isenby) = roe’® dois niimeros

complexos. Entao o produto de ambos é:
2120 = 11roe® e 1102) — 11 poleos(0) 4 02) + isen(0) + 65)].

Generalzando este resultado para n nimeros complexos {z1, 22, ..., 2, }, obtém-se

12y 2y = T rpelfitlat . ton)

= riry---rplecos(01 + 02 + - -+ 0,) +isen(61 + 02 + - - -+ 0,)].
Agora, se z1 = z9 = - -+ = z, = 2z, onde se escreve z = r(cos + isenf). Resulta entao
2" =1r"(cosl + isenf)" = r"[cos(nd) + isen(nbd)], (1.9)

a qual é a férmula para a n-ésima poténcia (n > 0) de z. Cancelando os termos r" em ambos

os lados da equacao acima, resulta a Formula de Moivre:

(cos + isen®)" = cos(nb) + isen(nd). (1.10)

1.5 Funcoes de uma variavel complexa

Seja D C C um conjunto de nimeros complexos z = x + i1y. Uma funcao f, definida
em D é uma operacao que atribui a cada z € D um outro nimero complexo w € Imf, onde

Imf C C. O nimero w é denominado o valor de f em z, isto é,

w = f(2).

O conjunto D é denominado o dominio de definicao de f e o comjunto Imf é denominado a
imagem de f. O dominio de definicao e a lei de formagao sdo necessarios para que a funcao
seja bem definida. Quando o dominio nao é especificado, deve-se supor que o maior conjunto
possivel é tomado. Sendo assim se é mencionado simplesmente a fungao f(z) = %, o dominio é
subentendido como o conjunto de todos os pontos nao nulos no plano complexo.

Existem dois tipos basicos de fungao:

Fungoes univocas. Uma fun¢ao é denominada univoca em D se a cada valor de z
corresponde um unico valor de w.

Funcoes plurivocas. Uma funcgao é denominada plurivoca em D se a um determinado
valor de z corresponde mais de um valor de w. Uma funcao plurivoca pode ser considerada como
uma colecao de fungdes univocas, onde cada membro desta cole¢ao é chamado de ramo da funcao
plurivoca. E usual tomar-se um membro em particular da colecao como o ramo principal da

funcao plurivoca e o valor da funcéo correspondente a este ramo é denominado valor principal.

Exemplo 1.12. Considere as seguintes fungoes:

2

1. w = z* é uma funcao univoca ou simplesmente funcgao.

11



2. w = 4/z é fungado plurivoca, pois a cada valor de z corresponde dois valores de w. Assim,
se z = re’, entdo /z = wy, = /re'*2k/2 onde k = 0,1, Para k = 0 temos o ramo

principal wy = \/re?/2. para k = 1 temos o segundo ramo wy = \/re?/2ei™ = —/rei?/2,

12
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Curvas Planas

Intuiutivamente curvas sao subconjuntos do plano com “dimensao igual a 1”por exem-
plo o grafico de fungoes de uma varidvel real, de forma mais precisa. Uma curva é uma de-

formacao continua de um intervalo ou ainda a trajetéria de um deslocamento de uma particula.

2.1 Curvas Continuas

A ideia intuitiva de que uma curva C deve descrever a trajetoria continua do movimento
de uma particula sobre o plano pode ser facilmente formalizada e nos oferecer informacoes sobre
como o ponto percorre o conjunto C, o sentido que o ponto anda sobre C, permite definir sua

velocidade, aceleracao, etc,

Definicao 2.1. Uma curva continua no plano R? é uma aplicacdo continua a : I — R?, definida
num intervalo I C R. A aplicagdo «, dada por a(t) = (x(t),y(t)), é continua, se cada fungao

coordenada x,y : I — R é uma fungao continua.

Definigao 2.2. O conjunto imagem C da aplicacao «, dado por
¢ = {((t), y(t);t € T}

¢ chamado de traco de a.

Com a definicdo de curva continua, estudamos todo o movimento da particula e nao
apenas o conjunto C. Assim « é dita uma parametrizacao de C e denominamos t o parametro

da curva a.

Definicao 2.3. Se a aplicacao « estd definida num intervalo I = [a,b], tal que a(a) = «a(b),

dizendo que « é uma curva fechada.
Definicao 2.4. Uma curva a : R — R? é dita periédica se existe um ntimero real [ > 0 tal que
alt+1) = at) (2.1)

para todo t € R. O menor valor [y para o qual a equagao (2.1) se verifica é chamado de périodo

de a.
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Exemplo 2.5. Uma curva o : R — R?, definida por a(t) = (e%¢™, %), é uma curva periodica.

Y

Defini¢ao 2.6. Uma curva a : I — R? é dita simples se a aplicacio a for injetiva. Quando
temos que «(t1) = a(te), com ty,ta € I e t1 # t9,dizemos que « possui um ponto duplo ou

multiplo em £ e ts.

Definigdo 2.7. Uma curva « : [a,b] — R? é dita fechada e simples se a(a) = «a(b) e para
quaisquer t, s € [a,b) tais que t # s, temos «(t) # a(s), isto é, se o tnico ponto duplo de «
ocorre nos seus pontos inicial e final. Uma curva « fechada e simples é denominada curva de

Jordan.
Apresentaremos agora alguns exemplos de curvas continuas.

Exemplo 2.8. (Elipse). A elipse de focos P; e P> é o conjunto de pontos (z,y) € R? cuja soma
das distancias aos pontos P; e P» é uma constante. Se escolhemos o sistema de coordenadas de
R? de modo que P; = (—¢,0) e P> = (c,0), com ¢ > 0, entdo a elipse é descrita por uma equagio

da forma 2 )

S+n=L
com a, b nimeros reais positivos. Seja (x,y) # (0,0) e considere ¢ o a&ngulo que o vetor com ponto
inicial na origem e ponto final (z,y) faz com o eixo = positivo. Agora podemos parametrizar a
elipse pelo traco da curva

a(t) = (acost, bsent), a,b > 0.

Y

LS
~_ |

A elipse intersecta os eixos coordenados nos pontos A = (a,0), A" = (—a,0), B = (0,b) e

B'(0,—b). Os segmetos AA" e BB’ sdo chamados de eixos da elipse.

Exemplo 2.9. (Hipérbole). A hipérbole de focos Py e P é o conjunto de pontos (z,7) € R? cuja

diferenca das distancias aos pontos P, e P» é, em valor absoluto, uma constante. Se escolhemos
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o sistema de coordenadas de R?, tal que P; = (—¢,0) e P» = (¢,0) com ¢ > 0, entdao a hipérbole

¢ descrita por uma equacao do tipo

2 2
xT
S -5=1
a b2

onde a e b sdo nuimeros reias e positivos.

Consideremos as fungoes cosseno hipérbolico e seno hipérbolico dadas, respectivamente,

por
t —t
2
(§
==
sen =
2

Neste caso, cosh? t —senh® t = 1 e podemos parametrizar o ramo direito da hipérbole pelo traco

da curva o : R — R?, definida por
a(t) = (acosh t,bsenh t).
Exemplo 2.10. (Gréfico) Seja f : I — R uma fungao continua. O conjunto
G={(z,y) eI xR;y= f(x)} CR’

é chamado de grafico de f. E claro que G pode ser, naturalmente, parametrizado pela curva

continua o : I — R?, dada por
a(t) = (¢, f(1)).
Por exemplo, se consideramos a funcao f: R — R, dada por

f@) = g(et/a + et/ = acosh(t/a),

onde a é uma constante positiva, obtemos que o grafico de f ou, equivalentemente, o traco de «

descreve uma catenéaria.
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Ela é a curva obtida quando uma corda de peso uniforme é presa em dois pontos, e essa corda
é deixada sob a acéo da forca gravitacional. Além disso, possui outros interesses geométricos,

como no estudo de superfices minimizantes de aréa.

Exemplo 2.11. (Lemniscata) A lemniscata é o conjunto de pontos (x,%) € R?, tais que y? =

42%(1 — 2?). Podemos parametriar a lemniscata pelo trago da curva « : [0,27] — R?, dada por
a(t) = (sent, sen2t).

Y

Exemplo 2.12. (Pardbola de Neill) A pardbola de Neill é o conjunto de pontos (z,y) € R?
tal que 3 — y> = 0. Assim podemos parametrizar a parabola de Neill pelo traco da curva
a : R — R?, definida por

alt) = (12, 13).

Y

Definigao 2.13. Sejam P € R? e (z,y) as coordenadas cartesianas de P. Sejam

r=ya?+y?

e 0 o angulo que o vetor (z,y) (isto é, o vetor com origem em O e ponto final em P) faz com
eixo x. As quantidades r e 8 sdo as coordenadas polares de P e, nesse sistema de coordenadas,

o ponto P pode ser represetada por P = (r,6).

16
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Podemos relacionar as coordenadas polares e as coordenadas cartesianas de um ponto

PcR? - {O} usando as relagoes a seguir: = = rcosf, y = rsenf e, reciprocamente,

r =%+ y3, 0 =arctg (y) = arctg <;> ,

x
onde, na expressao de #, usamos a primeira relagao para os pontos P = (z,y) tais que = # 0 e

a segunda para os pontos P = (x,y) tais que y # 0.

Observagao 2.14. Para cada P € R? — {O}, sempre existem r e 6 tais que P pode ser re-
presentado da forma P = (r,#), entretanto, ao contrario do que acontece com as coordenadas
cartesianas, tal reprsentacao nao é inica. Com efeito, o mesmo ponto P pode ser representado
por (r,0 + 2kn), k € Z. Se restringirmos 6 ao intervalo [0,27), entdo a representacao é tnica.

Por outro lado, a origem pode ser representado da forma (0,6), onde 0 € R.

Exemplo 2.15. (Espiral de Arquimedes). A espiral de Arquimedes é o conjunto de pontos

(z,y) de R? tal que
Va2 + y?
a

z tag =y, a>0.
Observamos que, em coordenadas polares, sua equagao é dada por

r=a#,a > o.

Y

AN
N




Logo, podemos também descrever a espiral de Arquimedes como sendo o traco da curva
a: [0,00) — R, definida por
a(t) = (atcost,atsent)

2.2 Curvas suaves, vetor tangente e reta tangente.

Nesta secao, estudaremos localmente uma curva « no plano, isto é, fixado tg, estuda-
remos como se comporta «(t) para valores de t préximo de tyg. Para este estudo, o ideal seria
que pudéssemos ter uma reta que fosse uma boa aproximagoa para essa curva numa vizinhanca
de um ponto sobre a curva. No entanto, somente com a definicao de curvas continuas, isso nem

sempre é possivel. Assim, serd necessario introduz o seguinte conceito :

Definicao 2.16. Uma curva parametrizada o : I — R?, dada por a(t) = (z(t), y(t)) é dita uma
curva de classe C", r > 1, se cada fungdo coordenada x,y: I — R é uma funcao de classe C". Se
cada fungao coordenada é uma fungao de classe C*, isto é, x e y possuem derivadas continuas

de qualquer ordem em todo ponto de I, entao dizemos que a é uma curva suave.

Observagao 2.17. Quando nao houver prejuizo do entendimento, iremos nos referir as curvas

de classe C" simplesmente como curvas parametrizadas.

Observacgao 2.18. Todos os exemplos da se¢ao anterior sao suaves no seu intervalo de definicao.
A demonstragdo da suavidade naqueles exemplos é elementar, visto que as fungdes coordenadas

sao claramente de classe C*°.

Exemplo 2.19. A aplicacio o : R — R2, dada por a(t) = (,| ¢ |), ndo é uma curva parametri-
zada suave. De fato a fungao y, definida por y(t) =| t |, ndo é diferencidvel em t = 0. A restrigao

de «, a qualquer inervalo que nao contém o ponto t=0, é, porém uma curva parametrizada.

Exemplo 2.20. Para cada r > 1, a aplicacdo o : R — R?, dada por

r+1 se .
alt) = { ((t’t ) setz0; (2.2)

t,—t") se t < 0.

é uma curva parametrizada de classe C", mas nao é de classe C" 1.

Y

Grafico para r =3
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Definicao 2.21. Seja o : I — R? uma curva parametrizada, dada por a(t) = (z(t),y(t)). O

vetor tangente (ou vetor velocidade) de aw em ty € I é dado por:

o (to) = (a'(t0), ' (to))- (2.3)

Definicao 2.22. A velocidade escalar de o em tg € I é dada pelo médulo do vetor velocidade

o/ (tp), isto é,

I e/ (to) = v/(a"(t0))? + (¢ (t0))?

Figura 2.1: Velocidade

Imagem retirada do livro [Alencar, Santos e Neto 2020]

Quando «(ty) # (0,0), tal vetor aponta na dire¢ao tangente a curva « passando pelo
ponto «(tg), e essa reta é a reta limite das retas secantes a curva a passando por a(ty) e por

a(t), quando fazemos t tender a tg.

Definigao 2.23. Dizemos que uma curva parametrizada o : I — R? é regular em to € I, se
o/ (to) # (0,0) ou, equivalente, se || &/(to) ||# 0. A curva « é regular em I, se « for regular para
todo t € I. Se || &/(to) ||= 0, dizemos que « é singular em ¢y e a(ty) é chamada uma cispide de

Q.

Observagao 2.24. No texto, sempre que nos referirmos a curvas parametrizadas e regulares
estaremos assumindo que a curva é pelo menos, de classes C!. Como afirmamos, se a for uma
curva regular, o vetor o/(t) aponta para a dire¢ao tangente & curva a no ponto a(t), e podemos,

portanto, introduzir a seguinte definicao:

Definicdo 2.25. A reta tangente & curva o em «a(t) é a aplicacdo ¢ : R — R? dada por:

re(u) = a(t) + ud/(t).

Veremos mais adiante que a reta 74 (u) é a melhor aproximac@o linear de a em .
Intuitivamente, o traco de uma curva regular é suave, sem “bicos”, exceto por possiveis pontos
de autointersecao. Localmente, porém, a nao tem autointersecdo, como mostra o resultado

seguinte.
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Proposicao 2.26. Seja o : I — R? uma curva parametrizada e reqular e to € I. Entdo existe

€ > 0, tal que a € injetiva no intervalo In = {t € I;| t — to |< €}.

Demonstragao. Como o' (tg) # (0,0), temos que z'(tg) # 0 ou y'(tp) # 0. Vamos supor que
2’ (tg) # 0. Logo, visto que 2’ é uma fungao continua, existe e > 0, tal que z/(t) # 0, para todo
t € Iy. Nesse caso, x é estritamente monétona e, portanto, injetiva. Isso implica que « | Iy é

injetiva. A prova é andloga no caso em que y/(to) # 0. O

Exemplo 2.27. A curva parametrizada « : I — R? dada por «o(t) = (¢, f(t)), onde f: [ — R

é uma funcio de classe C!, é uma curva regular cujo trago é o gréafico de f. De fato, o/(t) =

(1, f'(t)) # (0,0),V t € I.

No Exemplo (2.27) vimos que o gréafico de uma funcao de classe C! pode ser parametri-
zada como uma curva regular. A seguir, provaremos que, localmente, toda curva regular pode

ser vista como o grafico de uma funcao.

Proposicao 2.28. Seja o : I — R? uma curva parametrizada e reqular em to € 1. Entao existe
0 > 0 tal que,restrito ao intervalo (to — 0, tg + §), o trago de o coincide com o trago de uma

curva B da forma B(t) = (t, f(t)) ou B(t) = (f(t),t), para uma fungao diferencidvel f : J — R.

Demonstragdo. Seja a dada por «a(t) = (z(t),y(t)). Como « é regular em ¢ = t(, temos que:

o (to) = (2'(t0), y/'(to)) € (0,0).

Vamos supor que z’'(tg) € 0. Nesse caso, pelo teorema da fungdo inversa, existe um
intervalo (tg — 6,to + d) tal, que a fungao x é um difeomorfismo, isto é uma fungao diferencidvel
com inversa diferenciavel sobre J = z((to — J,to + 9)).

Seja B : J — R? dada por B(t) = a(x~!(t)). Temos, portanto, que B é uma curva

diferencigvel e

Bt) = (x(a™' (1), y(a™ (1)) = (¢ F(2)),

onde f, dada por f(t) = y(z7'(t)), é uma fungdo diferencidvel. A prova, no caso em que
y'(to) # 0, é andloga, e, nesse caso, obtemos que o trago de « coincide localmente em «(ty) com
o traco de uma curva da forma g(t) = (f(¢),t). O

2.3 Reparametrizacao e comprimento de arco

Definicao 2.29. Seja o : I — R? uma curva parametrizada de classe C",7 > 1, eseja h: J — I
uma funcao de classe C". A curva 3 : J — R? dada por:

B(t) = (aoh)(t) = a(h(t)),

também de classe C", é dita uma reparametrizagao de a.
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Pela regra da cadeia
B'(t) = (a0 h)'(t) = o' (h(t))1'(¢).

A velocidade escalar de 8 é dada por

18°@) 1=l &/ (h(@)) Il H'(2) | -
Vamos considerar apenas reparametrizagoes onde a funcao h é estritamente mondtona.

Nesse caso, h/(t) # 0, e, portanto, se a for uma curva regular em I, sua reparametrizacao

B = o h também sera regular em J.

Definicao 2.30. Se h é uma fungao sobrejetiva e estritamente crescente, dizemos que a repara-
metrizacao S = « o h é uma reparametrizacao positiva ou prépria, ou que preserva a orientacao
de a. No caso em que h é estritamente descrescete, deniminamos § a reparametrizagao negativa

ou que reverte a orientacao de a.

Exemplo 2.31. As curvas regulares a(r) = (r,e"), r € R e g(t) = (Int,t), t € (0,00), tém o
mesmo traco. De fato, considerando a funcao h : (0,4+00) — R definida por h(t) = Int, temos
que W (t)=1>0V te(0,400) e

aoh(t) = a(lnt) = (Int,e™?) = (Int, t) = 4(t).

Em muitas situacoes sobre estudo das curvas é util entedermos o comprimento de seu

traco.

Definigdo 2.32. Seja a : I — R? uma curva parametrizada, de classe C!, dada por a(t) =
(x(t),y(t)). A funcao L, : I — R, definida por

mwzjnw@u@=j¢W@ﬁﬂmmwa

to € I, é denominada funcao comprimento de arco.
Como || /(t) || é uma funcdo continua, a funcdo L, é de classe C' e, pelo teorema
fundamental do célculo,
Lo(t) =[l o/(t) || -

Observe que, se a for regular em I, entao a fungao L, é mondtona crescente.

Definicao 2.33. Para t; < t9,t1,t2 € I, chamamos comprimento de arco de « entre os pontos

t1 e ta ao nimero

meﬂ=%®%%wﬂ=/wd@H%

t1

Note que a definicdo da funcao comprimento de arco nao depende da escolha do ponto
to € I. De fato, se, dado ty € I, definirmos

awzéuw@n%
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entao

La() = Lat) = [ 110/ dé— / | o() | de = / a6 | de.

Logo concluimos que a funcéao comprimento de arco de « esta determenada de forma unica, a

menos de uma constante.

Exemplo 2.34. O comprimento de arco da catendria «(t) = (t,cosht), t € R,

Y

entret=aet=>5b¢

b b b
/ | /() | dt = / V' 1+ senh?t = / (cosht)dt = senht/® = senhb — senh a.

A seguir, demonstraremos que a fungdo comprimento de arco de uma curva regular é

invariante por reparametrizacoes positivas.

Proposicao 2.35. Seja o : I — R? uma curva reqular. Se B € wma reparametrizacdo positiva

de o, entao Lo = Lg.

Demonstracdo. Seja : J — R? uma reparametrizacao da curva a, isto é, existe uma funcio

h : J — I diferenciavel e sobrejetiva tal que

B(t) = a(h(t)).
Logo, . .
Ly(t) = / | (€ | dt = / | o/ (h(&)) | 1 (€)de.

Agora, integrando por substituicdo, vemos que

h(t)
Ly(t) = /h o 110 = La(hie),

O]

Definicao 2.36. Dizemos que uma curva o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de

arco se o parametro t é, a menos de constatnte, igual a L, (t),isto é,
Lo(t)=t+C
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Proposicao 2.37. Uma curva o : I — R? estd paramerizada pelo comprimento de arco se, e

somente se, || &/(t) ||= 1, para todo t € I.
Demonstragao. Observe que se, || o/(t) ||= 1, para todo t € I, entéo
t t
La(t)= [ o) [[d§ = [ d=t—to,
to to

e, portanto, v estd parametrizada pelo comprimento de arco. Reciprocamente, se L, (t) = t+C,
obtemos que || o/(t) ||= L.,(t) = 1, para todo t € I. O

Observagao 2.38. Se I = [a, b], entdo o comprimento de «, L(«), existe e

Dizemos que uma curva poligonal P = PyP; U...U P,,_1 P, esta inscrista em uma curva
a de traco C, se PNC = {Py, ..., P, }. E possivel provar, usando as ideias do célculo diferencial,

que L é dado por
L(a) = sup{L(P); P uma curva poligonal inscrita em «, ligando «(a) e «(b)}.

Exemplo 2.39. Sejam A, B € R?, e seja Vo = B — A. A reta que passa por A e B pode ser
parametrizada por a(t) = A +tVp, t € R. Para ¢ty = 0, temos

t t
Loz(t):/O e/ (8) Hdéz/o Vo llde=1[B—Alt

Em particular, o segmento de reta que liga A e B tem comprimento L(a [jo1) = || B — A ||

Exemplo 2.40. Considere o circulo de raio R parametrizado por a(t) = (RcosT, RsenT'). Visto
que || &/(t) [[= R, temos L, (t)= Rt, tomando tg = 0. Em particular, se consederamos o [jg 27], 0
comprimento de a é 2R, Se damos k voltas em torno da origem, isto é, se tomamos a |(g 2]

temos que o comprimento de « é 2kwR.

Teorema 2.41. Toda curva reqular o : I — R? de classe C"(r > 1) pode ser reparametrizada
pelo comprimento de arco. De forma mais precisa, fixado tg € J, existe uma bijecdo h : J — 1
de classe C"definida em um intervalo J sobre I, com 0 € J e h(0) = tg, de modo que a curva
B:J — R2, dada por B(s) = (a o h)(s), satisfaz || B'(s) ||= 1.

Demonstragao. Visto que a é regular, a funcao comprimento de arco, satisfaz
Lo(t) =] &/(t) > 0.

Logo L., é estritamente crescente e, portanto, injetiva. Devido & continuidade de L., temos ainda
que Ly(I) é um intervalo J. Concluimos entao que L, possui inversa diferencidavel h : J — I.
Como Ly (tp) = 0,0 € J e h(0)= tg, vamos provar que (3, definida por 8(s) = (a o h)(s), estd

parametrizada pelo comprimento de arco. Com efeito. visto que h = L1,

T LL(h(s)) [l e/ (h(s)) |
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Como pela regra da cadeia,

B'(s) = [aoh(s)]" = o (h(s))M(s),

Temos, portanto,

I18'(s) lI=Il & (h(s))1 () 1=l & (h(s)) [I| B (s) |= 1.

Exemplo 2.42. Uma reparametrizagao da cicldide

Y

a(t) = (a(t — sent),a(l — cost)), 0 <t <2m ea >0

é por comprimento de arco é dada por 3(s) = a o h(s), onde

da —
h(s) = 2arcos ( a4 8> .

a
De fato,
o' (t) = (a(1 — cost), asent)
e
| &/ (t) |*= a®(1 — 2cost + cos?t + sen’t) = 2a*(1 — cost),
onde

t t t
1 — cost =1 — cos® (2) + sen? (2) = 2sen? (2) .
Além disso

/Ot | o/(€) | d€ = 2a /Ot sen (g) d¢ = 4a (—cos (g)) /b = 4a [—cos (;) + 1}

Portanto a funcao comprimento de arco é dada por

s(t) = 4a [cos (;) + 1] ,

calculando a fungao inversa de s(t) obtemos (2.4).
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2.4 Campo de vetores tangentes e normais

Intuitivamente, um campo de vetores X ao longo de uma curva parametrizada « : I —

R? ¢ uma aplicacio que a cada t € I associa um vetor com origem em «(t).

Defini¢ao 2.43. Um campo de vetores de classe C"(r > 1) ao longo de o é uma aplicagao
X : I — R? de classe C". Geometricamente, o campo de vetores X é dado, em cada ponto a(t),

pelo vetor de extremidades a(t) e X (t).

Exemplo 2.44. Se a : I — R?, dada por a(t) = (z(t),y(t)), é uma curva regular de classe
C"(r > 1), entdo o : I — R?, dada por o/(t) = (2'(t),y(t)) é um campo de vetores de classe
C"! que cada t € I associa o vetor @/ com origem em a(t) e ponto final em o/(¢). Esse campo

de vetores é chamado de campo tangente a a.

Exemplo 2.45. Se a : I — R2, dada por a(t) = (z(t),y(t)), é uma curva regular de classe
C"(r > 1), entdo n : I — R2, dado por n(t) = (—y'(t),2'(t)) é um campo de vetores de classe

C™~! que a cada t € I associa o vetor n(t) com origem em «(t) e ponto final em n(t). Visto que
(@ (t),n(t)) = —2'()y'(t) + y'()2'(t) = 0
esse campo de vetores é chamado de campo normal a «.

Dados dois campos de vetores X e Y de classe C" ao longo de « e uma funcao f: I — R

de classe C", podemos definir os campos X +Y e fX por
(X +Y)(t) =X(t) +Y(t), (fX)(t) = f()X (),

que também serdo campos de classe C" ao longo de a. Se X (t) = (X1(t), X2(t)) é um campo de

classe C"(r > 1), definimos a derivada de X por
X'(t) = (X1(t), X5(1)).

Nesse caso, o campo X’ é um campo de classe C"~! ao longo de . As seguintes relacdes sio
facilmente verificadas:
(X +Y)' (1) = X'(t) +Y'(1),

(fX)' (1) = f'(®)X (1) + f(O)X'(2),

(X,Y)'(1) = (X'(1), Y (1)) + (X (1), Y'(1)).
Temos entao o seguinte resultado:

Proposigao 2.46. Se X, Y sao campos diferencidveis e (X,Y) € constante, entao

(X'(1), Y () = —(X(1),Y'(t)) (25)
Demonstragao. Derivando a equagao (X,Y) = constante, obtemos
0= (X,Y)'(t) = (X'(t),Y(t)) + (X (1), Y'(¢)),

0 que conclui a prova. ]

25



Corolario 2.47. Se || X || € constante entao X'(t) € perpendicular a X (t), para todo t € 1, isto

¢,

(X (1), X'(t)) =0 (2.6)
Definigao 2.48. Seja « uma curva parametrizada de classe C"(r > 1) e regular, dada por
a(t) = (x(t),y(t)). O campo de vetores T : I — S' C R?, definido por

_ o) _ 1 i
T(t) - H O/(t) H - \/(xl(t))2+(y'(t))2( (t),y (t))7

é um campo de classe C"~! ao longo de a, chamando campo tangente unitario ou indicatriz

tangente. Cada um dos vetores T'(t) é chamado de vetor tangente unitério a curva o em ¢ € I.

Definicao 2.49. Seja o uma curva parametrizada de classe C"(r > 1) e regular, dada por
a(t) = (z(t),y(t)). O campo de vetores N : I — S! C R?, definido por

é um campo de classe C" ! ao longo de a, chamado campo normal unitério ou indicatriz normal.

Cada um dos vetores N(t) é chamado de vetor normal unitario 4 curva « em ¢ € I.

Observagao 2.50. Para todo t € I,

—a/ ()Y () + ¥ ()’ (1)

(TONO = = Gy

=0

isto é, N é perpendicular a T.

Observacao 2.51. Se « : I — R? é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, entdo,
por hipétese, o/(s) # 0. Isso implica que os campos T : I — R%2 e N : I — R? estdo bem definidos
e sdo dados, respectivamente, por T'(s) = o/(s) = (2/(s),4/(s)) e N(s) = (—y'(s),2/(s)).

Observacao 2.52. O campo N ¢ definido ao longo de « de tal forma que, para cada s €
I,{T, N} seja uma base positiva de R?, isto é, existe uma rotagao que leva (1,0) em T e (0,1)
em N. Observe que os vetores N(t) podem ser vistos como pontos pertencentes ao circulo centrado

da origem e raio 1. Assim temos a seguinte definigao:

Definigao 2.53. O conjunto imagem N(I) C S! do campo de vetores normais N : I — S!
é denominado a imagem normal de Gauss de a no circulo S'. O campo de vetores normal

N : I — S! também é conhecida como a aplicacio normal de Gauss de o no circulo S'.

Observacao 2.54. A ideia de associar uma curva regular a ao movimento cicular do vetor
tangente unitario T ou, equivalentemente, do vetor unitario normal N é devida a C.F.Gauss,
no inicio da geometria diferencial. Essa ideia tem um papel fundamental na teoria das curvas

planas diferenciaveis.
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2.5 Curvatura e equacoes de Frenet

Seja a : I — R? uma curva de classe C"(r > 2) e parametrizada pelo comprimento de
arco. Visto que | T' ||= 1, temos, pelo coroldrio (2.47), que T"(s) é perpendicular a T'(s). Como
T e N geram o espaco R?, temos que, para cada s € I, T'(s) é paralelo a N(s). Isso significa

que existe uma funcao k: I— R, tal que
T'(s) = k(s)N(s),s €1 (2.7)

Definigcao 2.55. A funcao k: I — R, e definida pela equagao (2.7), é chamada curvatura de «

ems € I
Observe que a curvatura k(s) é dada por
k(s) = (T'(s),N(s)) = —(N'(s), T(s))-

Observagao 2.56. Se o é uma curva de classe C", (r > 2), entdo k: I — R é uma fungao de
classe C"~2. Geometricamente, visto que || T'(s) [|= 1 e | k(s) |=|| T"(s) ||, a fungdo curvatura é
uma medida da variacao da direcao de T e, portanto, da mudanca de direcao da reta tangente
a a em «s). A curvatura entdo é uma medida de quanto uma curva deixa de ser uma reta. De
fato, o préximo resultado caracteriza as retas como as curvas cuja curvatura é identicamente

nula.

Proposicao 2.57. A curvatura de uma curva regular o € identicamente nula, se, e somente se,

o trago de « estd contido em uma reta.

Demonstragdo. Suponha que k(s) = 0. Como 0 =| k(s) |=|| T"(s) ||, temos que T"(s) = (0, 0).
Como T esté definida em um intervalo I, concluimos que T'(s) é um vetor constante Vj. Isso
implica que

S

a(s) = a(so) +/ T(&)dé = a(so) + Vo(s — so).

S0
Portanto o trago de « estd contido na reta que passa por «a(sp) e é paralelo ao vetor
Vo. Reciprocamente, se o traco de a estd contido em uma reta e o estd parametrizada pelo

comprimento de arco, temos que
a(s) = Po+sVo, || Vo [|I=1.

Logo, T'(s) =V e, portanto, T"(s) = (0,0). Assim concluimos que k(s) = 0.
O

Agora vamos estudar a variagao do campo N. Como || N(s) ||= 1, obtemos que N'(s)
é perpendicular a N(s), portanto, paralelo a T'(s). Observe que a equacao (2.7) implica que
2 = —k(s)y'(s), y' = k(s)x'(s). Assim,

N'(s) = (=y"(s),2"(s)) = —k(s)(a'(s), 4/ (5)) = —k(s)T(s). (2.8)
Combinando as equagoes (2.7) e (2.8), temos a definigao:
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Definicao 2.58. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Os

campos tangentes T e normal N satisfazem o sistema de equagoes

{ T'(s) = k(s)N(s), (2.9)

N'(s) = —k(s)T(s).

As equacoes desse sistema sao denominados Equactes de Frenet da curva a.

Definicao 2.59. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. O

referencial {T'(s), N(s)} é chamado referencial de Frenet de a.

Vamos definir a curvatura de uma curva regular nao necessariamente parametrizada
pelo comprimento de arco. Como vimos no Teorema 2.41, toda curva regular admite uma

reparametrizacao pelo comprimento de arco.

Definicao 2.60. Seja o : I — R? uma curva parametrizada e regular e seja 3 : J — R? uma
parametrizacao pelo comprimento de arco de «. Definimos a curvatura de a em ¢t € I como a

curvatura de 3 no ponto s € J que corresponde ao ponto t € I.

O proximo resultado expressara a curvatura de uma curva regular nao necessariamente

parametrizada pelo comprimento de arco.

Teorema 2.61. Seja o : I — R? uma curva regular, definida por a(t) = (z(t),y(t)). Entdo a

curvatura de o em t € I € dada pela expressao

2 (09" (1) — " (Y1)
()2 + ()

k(t) = (2.10)

Demonstracdo. Consideremos 8 : J — R? uma reparametrizacdo positiva de a pelo compri-

mento de arco. Se escrevemos (s(t)) = o/ (t) = (x(t), y(t)), entao,

(@ (1), (1) = (1) = P 5)
€ 2
(@ (1), (0) = " (1) = TR 0P + L1, (211)
visto que

2
bls(t) = Sz NG ) (2.12)

temos usando (2.11)

2
(@"(t), N(s(t)) = o/ (1) |I” <ZS§,N(S(15))> + 5" (E(T(s(t)), N (s(1)))

Como T e N sao ortonormais, usando (2.12), temos

_ ("(t), N (t))

"= e e (2.13)

visto que
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obtemos

(), 2())) (2.14)

O]

A funcao curvatura de uma curva « é invariante por translagao e invariante por rotacao

no plano, isto é, a funcao curvatura é invariante por um movimento rigido de a.

Proposicao 2.62. Sejam o : I — R? uma curva regular, dada por o(t) = (z(t),y(t)), e kq :

I — R a funcao curvatura da curva o

1. Se T : R? — R? ¢ a aplicacdo traslacio do plano segundo vetor (a, b), isto é, T(x,y) =

(x +a,y+b), entao ky, € invariante por T;
2. Se Ry : R? = R? ¢ a aplicacio rotacio de um dngulo 6 ou seja,
Ry(z,y) = (zcosb — ysenl, ycosl + xsend),
entao kg € tnvariante por Ry.
Demonstragao. Usando (2.10)

1. Temos que a fungao curvatura da curva T o «, definida por T'(a(t)) = (z(t) + a, y(t) + b),
é kroa(t) = ka(t).

2. Vemos que a funcao curvatura da curva Ry o o, dada por

Ry(a(t)) = (2(t),y(t)) = (x(t)cosh — y(t)send, y(t) cos O + z(t)senb),

()" (t) — ")y (1)

FroceD) = (e + gz~ e
visto que
7' (t) = 2/ (t)cosl — o/ (t)send,
7' (t) = y'(t) cos O + 2’ (t)send.
7(t) = 2" (t) cos O — 3" (t)senb,

Y (t) cos 0 + " (t)send.

<
I
—~
~
SN—
Il
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Proposicao 2.63. Seja r = r(0) uma curva regular, definida por uma equacgdo polar. Entdao

sua curvatura k(0) é dada por

k(0) = : . (2.15)

Demonstracdo. Seja
a(f) =r(0)(cos b, send) = (x(0),y(0))

a equagao paramétrica da curva dada por r = r(0).

Figura 2.2: Traco de «
T(éV
/ ’
>

Imagem retirada do livro [Alencar, Santos e Neto 2020]

Logo,

o (0) = (2/,y') = r'(cosb, send) + r(—senb, cosh), e , consequentemente,

a”(@) — (xl/7 y//)
= 1"(cost, send) + r'(—senb, cosd) + r'(—send, cosl)) + r(—cosd, —send)

= (r" —r)(cosb, senb) + 2r' (—senf, cosh)

Portanto, substituindo os valores de z’, v/, z”, y” na equacao (2.10), obtemos a expressiao
desejada. O

Exemplo 2.64.
| &/ (t) |= vV2a\/1 — cost
t

/\/1 — costdt; cost = 0032(5) — sen?(

t
3)

t t t t
/\/1—6082(+sen2()dt:0<t<27r—>0<2<7r—>sen2>0

2 2
/Mdt - ﬂ/sen(;) = ~2V5cos,,

t
t
s(t) = / V1 — costdt = —Qﬂcosi/io
to
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3
Curvas no plano complexo

Os pontos do plano R? podem ser representados pelo par ordenado (z,y) em coorde-
nadas cartesianas ou ainda por um par (r,6) em coordenadas polares. Vimos na se¢ao (1.3) que

o conjunto dos nimeros complexos
C={a+bi;a,beR e i*=—1},

também pode ser identificado com o plano R? mediante a seguinte aplicacdo: fixe um ponto O e
uma semirreta [ com origem O. Considerando o sistema cartesiano dado por: a origem é o ponto
O, a semirreta [ corresponde ao eixo x positivo e o eixo y positivo é obtido por uma rotagao de
5 da semirreta [, no sentido anti-hordrio. Associaremos um ponto de coordenadas (z,y) a cada

numero complexo z = x + iy.

Definicao 3.1. Uma curva parametrizada cujo traco estd contido em C é uma aplicagao z :

I — C definida no intervalo I e tomando valores em C, dada por
2(t) = =(t) + iy(t),
onde z,y : I — R s@o fungoes reais. O trago da curva z é o conjunto imagem z(/) C C.

A curva z é continua, se as funcgoes x e y sao fungdes continuas em I. Além disso, se x

e y sao funcgoes n-vezes diferencidveis em I, temos que z é n- vezes diferenciavel em [ e
2B @) = 2B () + iy® (2).

O vetor velocidade da curva z em ¢t € I é 2/(t). A velocidade escalar é dada pelo médulo | 2/(t) |
de 2/(t). Em analogia com a defini¢ao de curvas no plano, dizemos que z é regular se | 2/(t) |# 0,
para todo t € I, e que z estd parametrizada pelo comprimento de arco, se | 2/(t) |= 1, para todo
tel

Exemplo 3.2. (Reta) Seja z : R — C uma aplicagdo dada por z(t) = zp + tw, com zg,w € C e
w # 0.
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A curva z é regular e seu traco é uma reta.
Exemplo 3.3. (Circunferéncia) Seja z : [0,27] — C uma aplicacio definida por z(t) = re®,
onder € R, r > 0.

A curva z é regular e seu trago é um circulo de raio r e centro na origem.

Exemplo 3.4. (Espiral de Arquimedes) Seja z : [0, 00) — C uma aplicagao dado por z(t) = ate®,

(s
>

A curva z é regular e seu traco é denominado espiral de Arquimedes.

<

Considerando z : I — C como uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Definimos os campos tangente e normal, T' e N, respectivamente, por



N(t) =i (t) = iT(t).

Intentificando T' e N como vetores de R?, teremos que {7, N} é uma base ortogonal positiva de

R?, uma vez que N é obtido pela rotacio de T por um angulo 5, no sentido anti-hordrio. Uma

reta tangente & curva z em ¢t € I é a reta que passa por z(t) e é paralela a 2/(t). Essa reta é o

trago da curva w : R — C, definida por
w(s) = z(t) + s2'(t).

A reta normal & curva z em ¢ € I é a reta que passa por z(t) e é paralela a iz/(t). Essa reta é o

trago da curva w : R — C, dada por
w(s) = z(t) +is2'(t).

Como T'(t) é um nimero complexo unitdrio, sua derivada T”"(t) é ortogonal a T'(t), isto é, existe

uma funcao real k£ : I — R, tal que

T'(t) = k(t)N(t) = ik(t)T(t). (3.1)

que e a equacao de Frenet de z.

Sendo z uma curva regular, que nao esta necessariamente parametrizada pelo compri-

mento de arco, o campo tangente de T' é dado por T'(t) = ‘j%, e, portanto, vale um resultado,

que é equivalente a equacao de Frenet de z.

Proposicao 3.5. Seja z : I — C uma curva regular. Entdo

% (,Z) k()2 (1),

Demonstracdo. E uma consequéncia direta da equacao de Frenet para uma reparametrizacao

de z, pelo comprimento de arco. ]

Para obtermos uma expressao para k, em funcao de z(t), vamos lembrar que, se r =
T+ 1y e w =u + tv,entao

rw = zu + yv + i(yu — zv).
Como C é um espaco vetorial sobre R, podemos definir o produto escalar real entre r e w por
(r,w) = Re(rw).

E claro que (r,iw) = Im(rw) e (r,iw) = —(ir, w). Podemos agora calcular a funcao curvatura

de z.

Proposicao 3.6. Seja z : I — C uma curva regular. Entdo a curvatura de z € dada por

Im(Z(t)2"(t))

ECIE 2
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Demonstragao. Considere T' o campo tangente de z, que é dado por T'(t) = \Z:(t)l' Usando a

Proposigao 3.5,

% <|j§2;) = ik(t)2'(t) = k(t) | #'(t) | N(2). (3.3)
Visto que
% <| 28 \) B % <\ z’}t) y) 2(t) + | Z,tt) ,Z”(t),
temos % (! ZL) |> Z'(t) + ’ Z,it) ‘z”(t) =k(t) | Z'(t) | N(t).
Portanto % <‘ tht) ’> | 2'() | T(t) + ‘tht)’z”(t) = k() | () | N(2). (3.4)

Fazemos o produto interno de ambos os menbros da equacao por N(t) e usando o fato e que

T(t) e N(t) sao ortonormais, obtemos

(z"(1), N (t)). (3-5)

Observe que N(t) = zé}% Portanto a equagao (3.4) implica que

o 1 o i Z/(t) _ 1 S iy
H0) = e (=00 gl ) = T i< 00

(
Como (2" (t),i2'(t)) = Im(2"(t)2'(t)) = —Im(2"(t)2'(t)), obtemos que

o que conclui a prova da proposicao. O

Exemplo 3.7. A curva z : [0,00) — C dado por 2(t) = ate’, onde a € R, a > 0, é a espiral de

Arquimedes

AN
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e tém curvatura dada por

2 + t?
k(t) = ——————. 3.6
( ) a(l +t2)3/2 ( )
Calculando as derivadas de primeira e segunda ordem de z obtemos:
2 = a(le® + te'i) = ae' (1 + it)
e
2" = ae(2i —t).
Observe que
22 = —aPelteit (1 +it)(t + 2i) = —a’[—t +i(2 + t2)],
substituindo
—Im(22") = a*(2 + t?)
e
| 2/ \3: a3(\/ 1+ t2)3
em (3.2)
(1) = a?(2+1%) (2+¢%)
ad(1+12)3/2  a(1 +12)3/2
obtemos(3.6).
Exemplo 3.8. Seja « : [0, 27] — R2, definida por
a(t) = ((1 4+ cost) cost, (1 + cost)sent).
O trago dessa curva é denominado cardeoide.
Yy
x
1. O traco de a pode ser descrito pela equacio z(t) = (1 + cost)e™.
2. A curvatura de « é dada por
3
k(t) = —— (3.7)

22 + 2cost
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Calculando as derivadas de primeira e segunda ordem, obtemos

2 = (—sent)e™ + (1 4 cost)e™i = e [(—sent) + (1 + cost)i]

2" = ei[(—sent) + (1 + cost)i] + €' [(—cost) + (—sent)i] = e®[(—1 — 2cost) — 2(sent)i].

Além disso

| 2 |=| e’ | \/Seth + 1+ 2cost + cos?t = V2 + 2cost

e
2" = eit[(—1 — 2cost) + (2sent)i],
consequentemente,
22 = eteit|(—sent)(—1 — 2cost) + (—sent)(2sent)i +
+ (14 cost)(—1 — 2cost)i + (1 + cost)2sent]
e

—Imz2'2" = 2sen®t + 1 + 2cost + cost + 2cos*t = 3 + 3cost.

Utilizando (3.2)
K(t) = 3(1 + cost) B 3
 (V2)3.(VT+cost)? 22+ 2cost

e obtemos (3.7).
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Conclusao

A parametrizacao de curvas planas tornou-se um método de grande importancia para
o desenvolviemnto da matematica, pela impossibilidade de expressar algumas curvas em forma
de uma funcao de uma tnica varidvel. Neste caso, precisamos de outra varidavel chamada de
parametro, que nos auxilia em uma melhor explanacdo das curvas. Através desse trabalho
pude estudar os conceitos fundamentais de calculo vetorial e cédlculo diferencial de funcoes de
uma ou varias varidveis, além disso observei a importancia das curvas e alguns aspectos que a
envolvem: parametrizagao, regularidade, comprimento de arco, vetor tangente, vetor normal e
curvatura. Utilizando esses conceitos pude comprender a definicdo de curva parametrizada no
plano complexo, e considerar para essas curvas definicoes analogas as apresentadas para curvas
planas, deste modo foi possivel apresentar exemplos e demostrar uma expressao para o calculo
da curvatura. As informacoes contidas neste trabalho, foram baseadas em obras de grandes
autores da Geometria Diferencial, em especial na obra Geometria Diferencial das Curvas no
R?([Alencar, Santos e Neto 2020]).
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