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Área de Concentração: Matemática
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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de mostrar alguns resultados de geometria diferencial

das curvas. Abordamos alguns tópicos importantes das curvas planas: a parametrização, a reta

tangente em pontos espećıficos da curva, a condição de regularidade de uma curva, o compri-

mento de arco de uma curva em parametrização arbitrária, a reparametrização por comprimento

de arco e o conceito mais importante da geometria diferencial, o de curvatura. Identificando

o conjunto dos números complexos como plano R2, apresentamos a definição de curva para-

metrizada no plano complexo, alguns exemplos e uma expressão para o cálculo da curvatura.

Palavras-chave: Curva ; Números complexos; Curva parametrizada, Curvatura.
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Abstract

This work aims to show some results of differential geometry of the curves. We

approach some important aspects of plane curves: parameterization, the tangent line at specific

points of the curve, the regularity condition of a curve, the arc length of a curve in arbitrary

parameterization, reparameterization by arc length and the most important concept of Diffe-

rential geometry, curvature. Identifying the set of complex numbers as a plane R2, we present

the definition of a parameterized curve in the complex plane, some examples and an expression

for calculating the curvature

Keywords: Curve ; Complex numbers; Parametrized curve, Curvature.
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Introdução

O estudo das curvas teve suma importância no desenvolvimento da Matemática. O

matemático e historiador da matemática Enrico Giusti assim as define:

“ Objetos matemáticos por excelência, as curvas desempenham, no imaginários ma-

temático, o delicado papel de uma região de fronteira onde desembocam atividades

diferentes e, as vezes, contrapostas. Essas remetem ao desenho, ao projeto, ao

construir, mas juntas simbolizam o gesto e a beleza; ao mesmo tempo, objetos da

imaginação e instrumentos da técnica. ( [Giusti e Conti 1999])”

Desde a origem da geometria os matemáticos não pouparam esforços para estudá-las, classificá-

las, medi-las e traçá-las.

As curvas ocupam um papel de destaque pois são essenciais à modelagem e a descrição

de inúmeros fenômenos matemáticos. Vários cientistas, dentre eles Galileu Galilei (1564–1642)

contribuiram para o desenvolvimento da matemática e f́ısica, ajudando a compreender fenômenos

da natureza e eliminando crenças emṕıricas disseminadas na época. Baseado na abordagem de

Galileu, ao tratar os problemas do mundo f́ısico através da matemática, temos o filósofo e ma-

temático René Descartes (1596 – 1650), que através de seu método anaĺıtico de pensar nos pro-

blemas, possibilitou o surgimento da ciência moderna, mais precisamente de uma base anaĺıtica

dos objetos matemáticos de interesse. Além de Descartes, outro matemático de grande relevância

foi Pierre de Fermat (1601– 1665), que através do estudo dos lugares geométricos contribuiu,

concomitantemente com Descartes, para o surgimento deste campo do saber com bases para a

concepção da Geometria Anaĺıtica. Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1643-1727)

descobriram os algoritmos do cálculo infinitesimal, os quais permitiram o estudo de curvas e su-

perf́ıcies através de suas propriedades diferenciais, fazendo com que durante o século XVIII até o

século XIX, se desenvolvesse os fundamentos da teoria de curvas e superf́ıcies através do Cálculo

Diferencial Integral. A partir dos trabalhos de Decartes, as curvas passaram a ser vistas como

lugares geometricos descritos por equações algébricas, com o advento do cálulo infinitesimal e

da geometria diferencial esse processo foi amadurecido.(Veja [Boyer e Merzbach 2019])

Para este trabalho o ponto de vista da geometria diferencial é o que nos interessa,

nesse contexto uma curva é completamene caracterizada por suas propriedades geométricas

(Veja [Carmo 2010], [Tenenblat 2008] e [Alencar, Santos e Neto 2020]). No Caṕıtulo 1 trare-

mos conceitos fundamentais do cálculo vetorial e do cálculo diferencial de funções de uma ou

mais variáveis, dando ênfase às propriedades de produto escalar, vetorial e os conceitos básicos

de cálculo diferencial no espaço euclidiano, apresentaremos também o conceito de números e

12



variáveis complexos, as representações vetorial e polar e a álgebra de números complexos, além

disso apresentaremos a fórmula de Euler e a fórmula de Moivre. No Caṕıtulo 2, mostraremos

a paramentrização de algumas curvas planas, a sua regularidade, o vetor tangente, a mudança

de parâmetro, comprimento de arco para parametrizar e reparametrizar as curvas planas e a

curvatura. O conhecimento do comportamento de uma função complexa f(z) para todos os

valores complexos de z nos fornece uma visão mais completa de suas propriedades do que o co-

nhecimento para somente os valores reais de z (veja [Ablowitz, Fokas e Fokas 2003], [Neto 1996]

e [Silva et al. 1974]), por isso, no Caṕıtulo 3, abordardando as curvas no plano complexo e apli-

cando os conteúdos estudados nos caṕıtulos anteriores para definir e calcular a curvatura de

funções complexas.
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1

Preliminares

1.1 Cálculo Vetorial no Espaço Euclidiano

Dados dois pontos quaisquer P1(x1, y1, z1) e P2(x2, y2, z2) no R3, o segmento orientado

de P1 a P2 é chamado vetor e o comprimento desse segmento é denominado módulo do vetor.

Assim sendo, para cada vetor existente, podemos determinar seu módulo, direção e

sentido. Se v é o vetor dado pelo segmento de P1 a P2, então as componentes de v são (x2 −
x1, y2 − y1, z2 − z1).

Dois vetores são iguais se possuem o mesmo módulo, direção e sentido, ou seja, se,

e somente se tiverem as mesmas componentes. Dizemos que um vetor é nulo se todas suas

componentes são nulas, o vetor nulo será denotado por O = (0, 0, 0).

Definimos a soma de dois vetores v1 = (x1, y1, z1) e v2 = (x2, y2, z2) como sendo o vetor

de componentes v1 + v2 = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2). Se λ é uma constante real, então definimos

o produto λv1 pelo vetor de componentes λv1 = (λx1, λy1, λz1).

A soma de vetores satisfaz

i) v1 + v2 = v2 + v1.

ii) (v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3).

iii) 0 + v1 = v1.

iv) v1 + (−v1) = 0.

onde v1, v2 e v3 são vetores e −v1 = −(v1) = (−x1,−y1,−z1).

Se λ1 e λ2 são números reais, então o produto de um vetor por um escalar satisfaz

i) λ1(λ2v1) = (λ1λ2)v1.

ii) (λ1 + λ2)v1 = λ1v1 + λ2v1.

iii) λ1(v1 + v2) = λ1v1 + λ1v2.

iv) 1v1 = v1.

1



Neste caso, dizemos que R3 com as operações definidas é um espaço vetorial real.

Qualquer conjunto com duas operações satisfazendo essas oito propriedades é um espaço vetorial

real, para mais detalhes veja [Lages 2009].

Podemos calcular o módulo de um vetor da seguinte maneira:

Seja v = (x, y, z) um vetor, seu módulo é dado por |v| =
√
x2 + y2 + z2. Se |v| = 1,

dizemos que esse vetor é unitário.

Os vetores v1, v2, ..., vn, são ditos linearmente dependentes se existirem números reais

λ1, λ2, ..., λn, nem todos nulos, tais que:

λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn = 0.

Os vetores v1, v2, ..., vn serão linearmente independentes se para qualquer combinação

linear desses vetores na forma

λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn = 0,

tivermos λ1 = λ2 = ... = λn = 0.

Exemplo 1.1. Os vetores α1 = (2, 4, 0), α2 = (0, 1, 2) e α3 = (2, 6, 4) são linearmente depen-

dentes, pois α1 + 2α2 − α3 = 0.

Exemplo 1.2. Os vetores e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1) são linearmente indepen-

dentes.

Todo vetor v = (x, y, z) ∈ R3 pode ser expresso de forma única como combinação linear

de e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1) da seguinte forma:

v = xe1 + ye2 + ze3.

Definição 1.3. Definimos o produto interno ou produto escalar de dois vetores v1 = (x1, y1, z1)

e v2 = (x2, y2, z2) pelo número real dado por

⟨v1, v2⟩ = x1x2 + y1y2 + z1z2.

Assim, podemos afirmar que ⟨v, v⟩ = |v|2 qualquer que seja o vetor v. Podemos verificar

facilmente que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:

1) ⟨v1, v2⟩ = ⟨v2, v1⟩.

2) ⟨λv1, v2⟩ = ⟨v1, λv2⟩ = λ⟨v1, v2⟩.

3) ⟨v1, v2 + v3⟩ = ⟨v1, v2⟩+ ⟨v1, v3⟩.

4) ⟨v1, v1⟩ ≥ 0.

5) ⟨v1, v1⟩ = 0 ⇔ v1 = 0.

2



onde v1, v2 e v3 são vetores de R3 e λ é um número real.

Sejam os vetores v1 ̸= 0 e v2 ̸= 0, o ângulo θ entre v1 e v2 é a solução da equação

⟨v1, v2⟩ = |v1||v2| cos θ, satisfazendo 0 ≤ θ ≤ π.

Dois vetores são ortogonais se ⟨v1, v2⟩ = 0, ou seja, se v1 = 0 ou v2 = 0 ou o ângulo θ

entre eles é igual a π
2 .

Definição 1.4. Uma base ortonormal é aquela formada por vetores unitários e dois a dois

ortogonais. Por exemplo, a base canônica e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) em R3 é

formada por vetores ortonormais.

Considere as bases ordenadas de R3, {t1, t2, t3} e {w1, w2, w3}, e escreva

w1 = a11t1 + a21t2 + a31t3,

w2 = a12t1 + a22t2 + a32t3,

w3 = a13t1 + a23t2 + a33t3.

Dizemos que as bases {t1, t2, t3} e {w1, w2, w3} têm a mesma orientação se o determi-

nante de mudança de base é positivo, ou seja,∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

Caso contrário, as bases têm orientação oposta. Quando temos duas bases ortonormais,

o determinante da mudança de base é igual a ±1.

Definição 1.5. Dados os vetores v1 = (x1, y1, z1) e v2 = (x2, y2, z2), o produto vetorial entre

eles é denotado por v1 × v2, e forma o vetor de componentes

v1 × v2 = (y1z2 − y2z1,−x1z2 + x2z1, x1y2 − x2y1).

Um produto vetorial satisfaz as seguintes propriedades:

1) |v1 × v2| = |v1||v2|senθ, sendo θ o ângulo formado entre os vetores v1 e v2.

2) ⟨v1 × v2, v1⟩ = ⟨v1 × v2, v2⟩ = 0.

3) v1 × v2 = 0, se, e somente se, v1 e v2 são linearmente dependentes.

4) v1 × v2 = −(v2 × v1).

5) v1 × (v2 + v3) = v1 × v2 + v1 × v3.

6) (λv1)× v2 = λ(v1 × v2).

7) v1 × (v2 × v3) = ⟨v1, v3⟩v2 − ⟨v1, v2⟩v3.

3



sendo v1, v2 e v3 vetores e λ um número real.

De maneira geral v1 × (v2 × v3) ̸= (v1 × v2) × v3, ou seja, o produto vetorial não é

associativo. Da propriedade 1) segue que |v1 × v2| é a área de um paralelogramo determinado

por v1 e v2.

Definição 1.6. Dados os vetores v1, v2 e v3 de componentes v1 = (x1, y1, z1), v2 = (x2, y2, z2)

e v3 = (x3, y3, z3), o número real ⟨v1, v2 × v3⟩ é denominado Produto Misto de v1, v2 e v3, e é

representado da seguinte maneira:

⟨v1, v2 × v3⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣∣ .
Pelas propriedades de determinantes, temos que,

⟨v1, v2 × v3⟩ = ⟨v2, v3 × v1⟩ = ⟨v3, v1 × v2⟩ = −⟨v3, v2 × v1⟩ = −⟨v2, v1 × v3⟩ = −⟨v1, v3 × v2⟩.

Em particular,

⟨v1, v2 × v3⟩ = ⟨v1 × v2, v3⟩.

Além disso, ⟨v1, v2 × v3⟩ = 0 se, e somente se, v1, v2 e v3 são linearmente dependentes.

Se {v1, v2, v3} é uma base ortonormal então ⟨v1, v2 × v3⟩ = ±1.

1.2 Cálculo Diferencial no Espaço Euclidiano

Uma função vetorial α de um subconjunto X de R em R3, denotada por α : X ⊂ R →
R3, é uma correspondência em que, para cada p ∈ X associa-se α(p) ∈ R3.

Considere a função vetorial α : X ⊂ R → R3 ela pode ser representada por:

α(p) = (x(p), y(p), z(p)),

onde as funções reais x, y, z : X → R são denominadas funções coordenadas de α.

Consideraremos daqui por diante o intervalo aberto X de R para as funções vetoriais.

Seja f uma função real, onde α e β são funções vetoriais em X, portanto as funções α+ β, fα,

⟨α, β⟩, α× β são definidas para todo p ∈ X como,

1) (α+ β)(p) = α(p) + β(p).

2) (fα)(p) = f(p)α(p).

3) ⟨α, β⟩(p) = ⟨α(p), β(p)⟩.

4) (α× β)(p) = α(p)× β(p).

Definição 1.7. Seja a função α : X ⊂ R → R3, X um intervalo de R e o ponto p0 ∈ X. Dizemos

que α é diferenciável em p0 se existir, α′(p0) dado por

lim
p→p0

α(p)− α(p0)

p− p0
=

(
lim
p→p0

x(p)− x(p0)

p− p0
, lim
p→p0

y(p)− y(p0)

p− p0
, lim
p→p0

z(p)− z(p0)

p− p0

)
;
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ou seja, α(p) = (x(p), y(p), z(p)) é diferenciável em p0 se, e somente se, as funções coordenadas

de α forem diferenciáveis em po. Assim, α′(p0) = (x′(p0), y
′(p0), z

′(p0)).

Dizemos que α é diferenciável se α é diferenciável em todo ponto p ∈ X.

Definição 1.8. A função α : X → R3 em que para todo p ∈ X associa um α′(p) será uma função

vetorial chamada de derivada de primeira ordem de α. Se α′(p) também for diferenciável, teremos

então α′′(p), que definiremos como derivada de segunda ordem.

Quando uma função vetorial tem derivadas, de todas as ordens, cont́ınuas essa função

será de classe C∞.

Se α e β são funções diferenciáveis em X e f é uma função real diferenciável em X,

então α+ β, fα, ⟨α, β⟩, α× β são diferenciáveis.

Definição 1.9. Uma função ou aplicação F de um subconjunto A de Rn em Rm, denotada

por F : A ⊂ Rn → Rm é uma correspondência que, para cada p ∈ A, associa um único ponto

F (p) ∈ Rm. Uma tal função pode ser representada por

F (p) = (F1(p), F2(p), ..., Fm(p)),

ou, considerando p = (x1, ..., xn),

F (x1, ..., xn) = (F1(x1, ..., xn), ..., Fm(x1, ..., xn)).

As funções Fi : Rn → R, i = 1, 2, ...,m são ditas funções coordenadas de F .

Dadas duas funções F,G : A ⊂ Rn → Rm e f : A ⊂ Rn → R, podemos definir as

funções F +G, fG, ⟨F,G⟩ e F ×G, (essa última para m = 3), de forma análoga às das funções

vetoriais de R em R3.

Uma função F diferenciável de classe Ck (resp. C∞), que tem uma função inversa F−1

também é diferenciável de classe Ck (resp. C∞), é denominada um difeomorfismo de classe Ck

(resp. C∞).

Dizemos que uma aplicação F : Rn → Rm é linear se, para todo par de pontos p e q

em Rn e λ ∈ R, temos

F (p+ q) = F (p) + F (q),

e

F (λp) = λF (p).

Para concluir esta secção iremos enunciar um resultado de fundamental importância

no Cálculo Diferencial, o Teorema da Função Inversa.

Teorema 1.10. Seja F : A ⊂ Rn → Rn uma função diferenciável de classe Ck (resp. C∞) e

p0 ∈ A tal que dFp0 é injetora. Então, existe uma vizinhança U de p0, contida em A, tal que

F (U) é aberto em Rne a restrição de F a U é um difeomorfismo de classe Ck(resp. C∞), de U

sobre F (U).

Como dFp0 : Rn → Rn é uma aplicação linear, então as seguintes condições são equiva-

lentes:
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a) dFp0 é injetora.

b) Se dFp0(w) = 0, então w = 0.

c) A matriz jacobiana de F em p0 tem posto n.

d) O jacobiano de F em p0 é não-nulo.

Outro resultado importante, obtido em consequência do teorema anterior, é o Teorema

da Função Impĺıcita.

Teorema 1.11. Sejam F : A ⊂ Rn+m → Rn uma função diferenciável de classe Ck(resp. C∞)

e F1, ..., Fn as funções coordenadas de F . Denotaremos por x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., ym) e

(x, y) = (x1, ..., xn, y1, ..., ym) os ponto de Rn,Rm e Rn+m, respectivamente. Fixados (a, b) ∈ A

e c ∈ Rn tal que F (a, b) = c, se a matriz determinada por
∂Fi

∂xj
(a, b), i, j = 1, ..., n tem posto

n, ou seja, determinante não-nulo, então existe uma vizinhança U de b em Rm e uma função

G : U ⊂ Rm → Rn, diferenciável de ordem Ck(resp. C∞), tal que G(b) = a e F (G(y), y) = c

para todo y ∈ U .

1.3 Números e variáveis complexos

O sistema númerico em uso atualmete é o resultado de um desenvolvimento gradual na

matemática que se iniciou na Idade Antiga. Os números naturais 0, 1, 2, 3, · · · foram utilizados

inicialmente para a contagem. O conjunto dos números naturais é representadopelo śımbolo N
e diz-se que um dado número natural n pertence a N (n ∈ N).

Os inteiros negativos e o conceito do zero foram então introduzidos para permitir

soluções de equações tais como x + 3 = 2. Assim criou-se o conjunto dos números inteiros

{· · · ,−2,−1, 0, 1, 2, 3, · · · }, representado pelo śımbolo Z (N ⊂ Z).
Para obtermos solução das equações tais como bx = a, para todos os iteiros a e b,

sendo b diferente de 0, foram introduzidos os números racionais. Representa-se o conjunto dos

números racionais por Q = {x | x = p/q, com p, q ∈ Z e q ̸= 0}. Percebe-se que Q contém Z.
Os números irracionais foram introduzidos quando descobriu-se que números tais como

a solução da equação x2−2 = 0 (x = ±
√
2) ou a razão entre o peŕımetro de uma circuferência de

raio unitário e o seu diametro (π = 3, 14159265359...), não podem ser expressos por números ra-

cionais. O conjunto dos iracionais é representador por I. Sendo os conjunto Q e I completamente

distintos.

A união do conjunto dos números racionais com o conjunto dos números irracionais

forma o conjunto dos números reais, representada pelo śımbolo R (R = Q∪ I). Algumas discipli-

nas, como por exemplo cálculo diferencial, apresentam seus teoremas e resultados considerando

somente números pertencentes ao conjunto R. contudo, este conjunto ainda continua incom-

pleto para aplicação em algebra e para a análise matemática. Os números complexos foram

descobertos na Idade Média, ao pesquisar-se as ráızes de certas equações quadráticas, como:

z2 + 1 = 0 ⇒ z = ±
√
−1.
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Leonhard Paul Euler (1707-1783), em 1777, introduziu o śımbolo

i =
√
−1.

Na tese de doutorado de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) em 1799, ele forneceu aos

números complexos a agora expressão algébrica z = x + iy, bem como a sua representação

geométrica (vetorial) e, com isso, ajudou a desvendar parte de seu mistério. A tendência deste

século tem sido definir os números complexos como śımbolos abstratos sujeitos a certas regras

formais de manipulação.

O número
√
−1 não possui representação posśıvel dentro do conjunto de números reais,

ele foi chamado de imaginário puro e atribui a ele o śımbolo i =
√
−1. Além diso, definiu-se

um conjunto mais amplo de números, denominado o conjunto dos números complexos, denotado

por C, sendo um conjunto mas amplos de números, que contém todos os números complexos e

o conjuto dos reais como um sub-conjunto.

Um número complexo é um par ordenado de dois números reais x e y, sendo assim o

número complexo z pode ser representado de, pelo menos duas formas:

z = (x, y)ouZ = x+ iy,

sendo a última representação a mais usual. É importante observar que, x+ iy ̸= y+ ix. Pode-se

deduzir uma propriedade imediata do número i observando-se que i2 = i · i = −1, i3 = i2 · i =
−i, i4 = i2 · i2 = 1, i5 = i · i4 = i, .... Da mesma forma,

i−1 =
1

i
=

i

i · i
= −i,

i−2 =
1

i2
= −1,

i−3 =
−1

i
= i.

i−4 = 1 · · · .

Resultando

i±2n = (−1)n (1.1)

e

i±(2n+1) = ±(−1)ni, (1.2)

para n = 0, 1, 2, 3, · · · .

1.3.1 Representações vetorial e polar

A representação gráfica de uma variável complexa é empregada em diversas situações.

Traçando x (a parte real de z) como a abscissa e y (a parte imaginária de z) como a ordenada,

obtem o plano de Argand ilustrado na figura abaixo.
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θ

O

r

z

x

y

Na álgebra linear é usado o conceito de vetor posição r como elemento do espaço vetorial

R2. Assim, pode-se representar o vetor r fazendo-se uso da base canõnica {e1, e2}:

r = xe1 + ye2,

sendo x a componente de r na direção definida por e1 e y a componente de r ao longo de e2.

Da mesma forma, pode-se interpretar o número complexo z = x + iy como um vetor, sendo x

a componete ao longo do eixo real e y a componente ao longo do eixo imaginário. Assim os

números complexos satisfazem as regras de adição de vetores e de multiplicação por escalar.

Observando a figura acima, relaçoes simples de trigonometria mostram que

x = rcosθ

y = rsenθ,

sendo r ∈ R (0 ≤ r < ∞) denominado módulo de z e θ ∈ R (0 ≤ θ < 2π) chamado de argumento

de z. Portanto,

z = r(cosθ + isenθ), (1.3)

onde

r =
√
x2 + y2 (1.4)

θ = arctg
(y
x

)
. (1.5)

1.3.2 Fórmula de Euler

Uma representação equivalente a representação algébrica de z dada por( 1.3) é a cha-

mada representação polar:

z = reiθ. (1.6)

Apartir das séries de McLaurin:

senx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
,

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
,
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e

ex =
∞∑
n=0

xn

n!

e das potências (1.1) e (1.2), obtemos

eiθ =
∞∑
n=0

(iθ)2n

(n)!

=
∞∑
n=0

(iθ)2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

(iθ)2n+1

(2n+ 1)!

=

∞∑
n=0

(−1)n
θ2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)n
θ2n+1

(2n+ 1)!
,

ou seja,

eiθ = cosθ + isenθ. (1.7)

Esta é a conhecida Fórmula de Euler.

1.4 Álgebra de números complexos

Sendo z = x + iy ∈ C um número complexo qualquer, o complexo conjugado de

z, representado por z̄ é definido por z̄ = x − iy ∈ C. Na figura abaixo pode-se observar a

representação vetorial de z̄.

θ

O

r

z

z

x

y

−y

O número | z | ∈ R tal que

| z |=| x+ iy |=
√

x2 + y2 =
√
z.z̄.

é chamado módulo de z. O número θ ∈ R tal que 0 ≤ θ < 2π, dado por

θ = arctg
(y
x

)
,

é chamado argumento de z.

As operações algébricas seguintes são definidas para dois números z1 = a+ ib = r1e
iθ1

e z2 = c+ id = r2e
iθ2 quaisquer, tais que {z1, z2} ∈ C. Os números {r1, r2} ∈ R são, respectiva-

mente, os módulos de z1 e z2 e {θ1, θ2} ∈ R são os respectivos argumentos.
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1. Indentidade: Se z1 = z2, então Rez1 = Rez2 e Imz1 = Imz2; ou, de forma equivalente,

r1 = r2 e θ1 = θ2 + 2kπ.

2. Adição: z1 + z2 = (a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + (b+ d)i.

3. Subtração: z1 − z2 = (a+ ib)− (c+ id) = (a− c) + (b− d)i.

4. Conjugação complexa de adição: z1 + z2 = z1 + z2.

5. Multiplicação por real: α ∈ R,

α.z1 = α(a+ ib) = αa+ iαb.

6. Multiplicação de complexos:

z1.z2 = (a+ ib)(c+ id) = (ac− bd) + (ad+ bc)i,

ou, em termos da forma polar,

z1.z2 = r1r2e
i(θ1+θ2) = r1r2[cos(θ1 + θ2) + isen(θ1 + θ2)]. (1.8)

7. Divisão de complexos:

z1
z2

= z1.
z̄2
z̄2

=
z1.z̄2
| z2 |2

ou
z1
z2

=
a+ ib

c+ id
=

(a+ ib)(c− id)

(c+ id)(c− id)
=

ac+ bd

c2 + d2
− i

ad− bc

c2 + d2
.

Ou em termos da forma polar,

z1
z2

=
r1
r2
ei(θ1−θ2)[cos(θ1 − θ2) + isen(θ1 − θ2)].

8. Conjugação complexa de produto: z1.z2 = z1.z2.

O valor absoluto de z ainda possui outras propriedades. Sendo {z1, z2, ..., zn} números

complexos, então

1. | z1z2 · · · zn |=| z1 || z2 | · · · | zn | .

2.
∣∣∣ z1z2 ∣∣∣ = |z1|

|z2| , desde que z2 ̸= 0.

3. | z1 + z2 + · · ·+ zn |≤| z1 | + | z2 | + · · ·+ | zn | .

4. | z1 ± z2 |≥ | | z1 | − | z2 | |.

Números complexos z = reiθ com r = 1 possuem | z |= 1 e são denominados unimodu-

lares. Pode-se imaginar estes números situados ao longo da circunférencia de raio unitário sobre

o plano complexo. Pontos especiais nesta circunferência são:

1. θ = 0.z = ei0 = 1.

2. θ = π/2. z = eiπ/2 = i.

3. θ = π. z = e−iπ = −1.

4. θ = 3π
2 ou θ = −π

2 z = e
i3π
2 = e−

iπ
2 = −i
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1.4.1 Fórmula de Moivre

Sejam z1 = r1(cosθ1 + isenθ1) = r1e
iθ1 e z2 = r2(cosθ2 + isenθ2) = r2e

iθ2 dois números

complexos. Então o produto de ambos é:

z1z2 = r1r2e
iθ1ei(θ1+θ2) = r1r2[cos(θ1 + θ2) + isen(θ1 + θ2)].

Generalzando este resultado para n números complexos {z1, z2, ..., zn}, obtém-se

z1z2 · · · zn = r1r2 · · · rnei(θ1+θ2+...+θn)

= r1r2 · · · rn[cos(θ1 + θ2 + · · ·+ θn) + isen(θ1 + θ2 + · · ·+ θn)].

Agora, se z1 = z2 = · · · = zn = z, onde se escreve z = r(cosθ + isenθ). Resulta então

zn = rn(cosθ + isenθ)n = rn[cos(nθ) + isen(nθ)], (1.9)

a qual é a fórmula para a n-ésima potência (n > 0) de z. Cancelando os termos rn em ambos

os lados da equação acima, resulta a Fórmula de Moivre:

(cosθ + isenθ)n = cos(nθ) + isen(nθ). (1.10)

1.5 Funções de uma variável complexa

Seja D ⊂ C um conjunto de números complexos z = x + iy. Uma função f , definida

em D é uma operação que atribui a cada z ∈ D um outro número complexo w ∈ Imf , onde

Imf ⊆ C. O número w é denominado o valor de f em z, isto é,

w = f(z).

O conjunto D é denominado o domı́nio de definição de f e o comjunto Imf é denominado a

imagem de f. O dominio de definição e a lei de formação são necessários para que a função

seja bem definida. Quando o domı́nio não é especificado, deve-se supor que o maior conjunto

possivel é tomado. Sendo assim se é mencionado simplesmente a função f(z) = 1
z , o domı́nio é

subentendido como o conjunto de todos os pontos não nulos no plano complexo.

Existem dois tipos basicos de função:

Funções uńıvocas. Uma função é denominada uńıvoca em D se a cada valor de z

corresponde um único valor de w.

Funções pluŕıvocas. Uma função é denominada pluŕıvoca em D se a um determinado

valor de z corresponde mais de um valor de w. Uma função pluŕıvoca pode ser considerada como

uma coleção de funções uńıvocas, onde cada membro desta coleção é chamado de ramo da função

pluŕıvoca. É usual tomar-se um membro em particular da coleção como o ramo principal da

função pluŕıvoca e o valor da função correspondente a este ramo é denominado valor principal.

Exemplo 1.12. Considere as seguintes funções:

1. w = z2 é uma função uńıvoca ou simplesmente função.
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2. w =
√
z é função pluŕıvoca, pois a cada valor de z corresponde dois valores de w. Assim,

se z = reiθ, então
√
z = wk =

√
rei(θ+2kπ)/2, onde k = 0, 1, Para k = 0 temos o ramo

principal w0 =
√
reiθ/2. para k = 1 temos o segundo ramo w1 =

√
reiθ/2eiπ = −

√
reiθ/2.
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2

Curvas Planas

Intuiutivamente curvas são subconjuntos do plano com “dimensão igual a 1”por exem-

plo o gráfico de funções de uma variável real, de forma mais precisa. Uma curva é uma de-

formação cont́ınua de um intervalo ou ainda a trajetória de um deslocamento de uma part́ıcula.

2.1 Curvas Cont́ınuas

A ideia intuitiva de que uma curva C deve descrever a trajetoria cont́ınua do movimento

de uma part́ıcula sobre o plano pode ser facilmente formalizada e nos oferecer informações sobre

como o ponto percorre o conjunto C, o sentido que o ponto anda sobre C, permite definir sua

velocidade, aceleração, etc,

Definição 2.1. Uma curva cont́ınua no plano R2 é uma aplicação cont́ınua α : I → R2, definida

num intervalo I ⊂ R. A aplicação α, dada por α(t) = (x(t), y(t)), é cont́ınua, se cada função

coordenada x, y : I → R é uma função cont́ınua.

Definição 2.2. O conjunto imagem C da aplicação α, dado por

C = {(x(t), y(t)); t ∈ I}

é chamado de traço de α.

Com a definição de curva cont́ınua, estudamos todo o movimento da part́ıcula e não

apenas o conjunto C. Assim α é dita uma parametrização de C e denominamos t o parâmetro

da curva α.

Definição 2.3. Se a aplicação α está definida num intervalo I = [a, b], tal que α(a) = α(b),

dizendo que α é uma curva fechada.

Definição 2.4. Uma curva α : R → R2 é dita periódica se existe um número real l > 0 tal que

α(t+ l) = α(t) (2.1)

para todo t ∈ R. O menor valor l0 para o qual a equação (2.1) se verifica é chamado de périodo

de α.
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Exemplo 2.5. Uma curva α : R → R2, definida por α(t) = (esent, ecost), é uma curva peŕıodica.

x

y

Definição 2.6. Uma curva α : I → R2 é dita simples se a aplicação α for injetiva. Quando

temos que α(t1) = α(t2), com t1, t2 ∈ I e t1 ̸= t2,dizemos que α possui um ponto duplo ou

múltiplo em t1 e t2.

Definição 2.7. Uma curva α : [a, b] → R2 é dita fechada e simples se α(a) = α(b) e para

quaisquer t, s ∈ [a, b) tais que t ̸= s, temos α(t) ̸= α(s), isto é, se o único ponto duplo de α

ocorre nos seus pontos inicial e final. Uma curva α fechada e simples é denominada curva de

Jordan.

Apresentaremos agora alguns exemplos de curvas cont́ınuas.

Exemplo 2.8. (Elipse). A elipse de focos P1 e P2 é o conjunto de pontos (x, y) ∈ R2 cuja soma

das distâncias aos pontos P1 e P2 é uma constante. Se escolhemos o sistema de coordenadas de

R2 de modo que P1 = (−c, 0) e P2 = (c, 0), com c > 0, então a elipse é descrita por uma equação

da forma
x2

a2
+

y2

b2
= 1,

com a, b números reais positivos. Seja (x, y) ̸= (0, 0) e considere t o ângulo que o vetor com ponto

inicial na origem e ponto final (x, y) faz com o eixo x positivo. Agora podemos parametrizar a

elipse pelo traço da curva

α(t) = (acost, bsent), a, b > 0.

x

y

A elipse intersecta os eixos coordenados nos pontos A = (a, 0), A′ = (−a, 0), B = (0, b) e

B′(0,−b). Os segmetos AA′ e BB′ são chamados de eixos da elipse.

Exemplo 2.9. (Hipérbole). A hipérbole de focos P1 e P2 é o conjunto de pontos (x, y) ∈ R2 cuja

diferença das distâncias aos pontos P1 e P2 é, em valor absoluto, uma constante. Se escolhemos
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o sistema de coordenadas de R2, tal que P1 = (−c, 0) e P2 = (c, 0) com c > 0, então a hipérbole

é descrita por uma equação do tipo
x2

a2
− y2

b2
= 1,

onde a e b são números reias e positivos.

x

y

Consideremos as funções cosseno hipérbolico e seno hipérbolico dadas, respectivamente,

por

cosh t =
et + e−t

2

e

senh t =
et − e−t

2
.

Neste caso, cosh2 t−senh2 t = 1 e podemos parametrizar o ramo direito da hipérbole pelo traço

da curva α : R → R2, definida por

α(t) = (a cosh t, b senh t).

Exemplo 2.10. (Gráfico) Seja f : I → R uma função cont́ınua. O conjunto

G = {(x, y) ∈ I × R; y = f(x)} ⊂ R2

é chamado de gráfico de f . É claro que G pode ser, naturalmente, parametrizado pela curva

cont́ınua α : I → R2, dada por

α(t) = (t, f(t)).

Por exemplo, se consideramos a função f : R → R, dada por

f(t) =
a

2
(et/a + e−t/a) = acosh(t/a),

onde a é uma constante positiva, obtemos que o gráfico de f ou, equivalentemente, o traço de α

descreve uma catenária.

x

y
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Ela é a curva obtida quando uma corda de peso uniforme é presa em dois pontos, e essa corda

é deixada sob a ação da força gravitacional. Além disso, possui outros interesses geométricos,

como no estudo de superf́ıces minimizantes de aréa.

Exemplo 2.11. (Lemniscata) A lemniscata é o conjunto de pontos (x, y) ∈ R2, tais que y2 =

4x2(1− x2). Podemos parametriar a lemniscata pelo traço da curva α : [0, 2π] → R2, dada por

α(t) = (sent, sen2t).

x

y

Exemplo 2.12. (Parábola de Neill) A parábola de Neill é o conjunto de pontos (x, y) ∈ R2

tal que x3 − y2 = 0. Assim podemos parametrizar a parábola de Neill pelo traço da curva

α : R → R2, definida por

α(t) = (t2, t3).

x

y

Definição 2.13. Sejam P ∈ R2 e (x, y) as coordenadas cartesianas de P . Sejam

r =
√
x2 + y2

e θ o ângulo que o vetor (x, y) (isto é, o vetor com origem em O e ponto final em P) faz com

eixo x. As quantidades r e θ são as coordenadas polares de P e, nesse sistema de coordenadas,

o ponto P pode ser represetada por P = (r, θ).
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θ

O

P

x

y

Podemos relacionar as coordenadas polares e as coordenadas cartesianas de um ponto

P ∈ R2 − {O} usando as relações a seguir: x = rcosθ, y = rsenθ e, reciprocamente,

r =
√
x2 + y2, θ = arctg

(y
x

)
= arctg

(
x

y

)
,

onde, na expressão de θ, usamos a primeira relação para os pontos P = (x, y) tais que x ̸= 0 e

a segunda para os pontos P = (x, y) tais que y ̸= 0.

Observação 2.14. Para cada P ∈ R2 − {O}, sempre existem r e θ tais que P pode ser re-

presentado da forma P = (r, θ), entretanto, ao contrário do que acontece com as coordenadas

cartesianas, tal reprsentação não é única. Com efeito, o mesmo ponto P pode ser representado

por (r, θ + 2kπ), k ∈ Z. Se restringirmos θ ao intervalo [0, 2π), então a representação é única.

Por outro lado, a origem pode ser representado da forma (0, θ), onde θ ∈ R.

Exemplo 2.15. (Espiral de Arquimedes). A espiral de Arquimedes é o conjunto de pontos

(x, y) de R2 tal que

x tag

(√
x2 + y2

a

)
= y, a > 0.

Observamos que, em coordenadas polares, sua equação é dada por

r = aθ, a > o.

x

y
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Logo, podemos também descrever a espiral de Arquimedes como sendo o traço da curva

α : [0,∞) → R2, definida por

α(t) = (a t cos t, a t sen t)

2.2 Curvas suaves, vetor tangente e reta tangente.

Nesta seção, estudaremos localmente uma curva α no plano, isto é, fixado t0, estuda-

remos como se comporta α(t) para valores de t próximo de t0. Para este estudo, o ideal seria

que pudéssemos ter uma reta que fosse uma boa aproximaçõa para essa curva numa vizinhança

de um ponto sobre a curva. No entanto, somente com a definição de curvas cont́ınuas, isso nem

sempre é possivel. Assim, será necessário introduz o seguinte conceito :

Definição 2.16. Uma curva parametrizada α : I → R2, dada por α(t) = (x(t), y(t)) é dita uma

curva de classe Cr, r ≥ 1, se cada função coordenada x, y: I → R é uma função de classe Cr. Se

cada função coordenada é uma função de classe C∞, isto é, x e y possuem derivadas cont́ınuas

de qualquer ordem em todo ponto de I, então dizemos que α é uma curva suave.

Observação 2.17. Quando não houver prejúızo do entendimento, iremos nos referir às curvas

de classe Cr simplesmente como curvas parametrizadas.

Observação 2.18. Todos os exemplos da seção anterior são suaves no seu intervalo de definição.

A demonstração da suavidade naqueles exemplos é elementar, visto que as funções coordenadas

são claramente de classe C∞.

Exemplo 2.19. A aplicação α : R → R2, dada por α(t) = (t, | t |), não é uma curva parametri-

zada suave. De fato a função y, definida por y(t) =| t |, não é diferenciável em t = 0. A restrição

de α, a qualquer inervalo que não contém o ponto t=0, é, porém uma curva parametrizada.

Exemplo 2.20. Para cada r ≥ 1, a aplicação α : R → R2, dada por

α(t) =

{
(t, tr+1), se t ≥ 0;

(t,−tr+1), se t < 0.
(2.2)

é uma curva parametrizada de classe Cr, mas não é de classe Cr+1.

x

y

Gráfico para r = 3
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Definição 2.21. Seja α : I → R2 uma curva parametrizada, dada por α(t) = (x(t), y(t)). O

vetor tangente (ou vetor velocidade) de α em t0 ∈ I é dado por:

α′(t0) = (x′(t0), y
′(t0)). (2.3)

Definição 2.22. A velocidade escalar de α em t0 ∈ I é dada pelo módulo do vetor velocidade

α′(t0), isto é,

∥ α′(t0) ∥=
√

(x′(t0))2 + (y′(t0))2

Figura 2.1: Velocidade

Imagem retirada do livro [Alencar, Santos e Neto 2020]

Quando α′(t0) ̸= (0, 0), tal vetor aponta na direção tangente à curva α passando pelo

ponto α(t0), e essa reta é a reta limite das retas secantes à curva α passando por α(t0) e por

α(t), quando fazemos t tender a t0.

Definição 2.23. Dizemos que uma curva parametrizada α : I → R2 é regular em t0 ∈ I, se

α′(t0) ̸= (0, 0) ou, equivalente, se ∥ α′(t0) ∥≠ 0. A curva α é regular em I, se α for regular para

todo t ∈ I. Se ∥ α′(t0) ∥= 0, dizemos que α é singular em t0 e α(t0) é chamada uma cúspide de

α.

Observação 2.24. No texto, sempre que nos referirmos a curvas parametrizadas e regulares

estaremos assumindo que a curva é pelo menos, de classes C1. Como afirmamos, se α for uma

curva regular, o vetor α′(t) aponta para a direção tangente á curva α no ponto α(t), e podemos,

portanto, introduzir a seguinte definição:

Definição 2.25. A reta tangente à curva α em α(t) é a aplicação rt : R → R2 dada por:

rt(u) = α(t) + uα′(t).

Veremos mais adiante que a reta rt0(u) é a melhor aproximação linear de α em t0.

Intuitivamente, o traço de uma curva regular é suave, sem “bicos”, exceto por posśıveis pontos

de autointerseção. Localmente, porém, α não tem autointerseção, como mostra o resultado

seguinte.
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Proposição 2.26. Seja α : I → R2 uma curva parametrizada e regular e t0 ∈ I. Então existe

ϵ > 0, tal que α é injetiva no intervalo I0 = {t ∈ I; | t− t0 |< ϵ}.

Demonstração. Como α′(t0) ̸= (0, 0), temos que x′(t0) ̸= 0 ou y′(t0) ̸= 0. Vamos supor que

x′(t0) ̸= 0. Logo, visto que x′ é uma função cont́ınua, existe ε > 0, tal que x′(t) ̸= 0, para todo

t ∈ I0. Nesse caso, x é estritamente monótona e, portanto, injetiva. Isso implica que α | I0 é

injetiva. A prova é análoga no caso em que y′(t0) ̸= 0.

Exemplo 2.27. A curva parametrizada α : I → R2 dada por α(t) = (t, f(t)), onde f : I → R
é uma função de classe C1, é uma curva regular cujo traço é o gráfico de f . De fato, α′(t) =

(1, f ′(t)) ̸= (0, 0),∀ t ∈ I.

No Exemplo (2.27) vimos que o gráfico de uma função de classe C1 pode ser parametri-

zada como uma curva regular. A seguir, provaremos que, localmente, toda curva regular pode

ser vista como o gráfico de uma função.

Proposição 2.28. Seja α : I → R2 uma curva parametrizada e regular em t0 ∈ I. Então existe

δ > 0 tal que,restrito ao intervalo (t0 − δ, t0 + δ), o traço de α coincide com o traço de uma

curva β da forma β(t) = (t, f(t)) ou β(t) = (f(t), t), para uma função diferenciável f : J → R.

Demonstração. Seja α dada por α(t) = (x(t), y(t)). Como α é regular em t = t0, temos que:

α′(t0) = (x′(t0), y
′(t0)) ∈ (0, 0).

Vamos supor que x′(t0) ∈ 0. Nesse caso, pelo teorema da função inversa, existe um

intervalo (t0 − δ, t0 + δ) tal, que a função x é um difeomorfismo, isto é uma função diferenciável

com inversa diferenciável sobre J = x((t0 − δ, t0 + δ)).

Seja β : J → R2 dada por β(t) = α(x−1(t)). Temos, portanto, que β é uma curva

diferenciável e

β(t) = (x(x−1(t)), y(x−1(t))) = (t, f(t)),

onde f , dada por f(t) = y(x−1(t)), é uma função diferenciável. A prova, no caso em que

y′(t0) ̸= 0, é análoga, e, nesse caso, obtemos que o traço de α coincide localmente em α(t0) com

o traço de uma curva da forma β(t) = (f(t), t).

2.3 Reparametrização e comprimento de arco

Definição 2.29. Seja α : I → R2 uma curva parametrizada de classe Cr, r ≥ 1, e seja h : J → I

uma função de classe Cr. A curva β : J → R2 dada por:

β(t) = (α ◦ h)(t) = α(h(t)),

também de classe Cr, é dita uma reparametrização de α.
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Pela regra da cadeia

β′(t) = (α ◦ h)′(t) = α′(h(t))h′(t).

A velocidade escalar de β é dada por

∥ β′(t) ∥=∥ α′(h(t)) ∥| h′(t) | .

Vamos considerar apenas reparametrizações onde a função h é estritamente monótona.

Nesse caso, h′(t) ̸= 0, e, portanto, se α for uma curva regular em I, sua reparametrização

β = α ◦ h também será regular em J .

Definição 2.30. Se h é uma função sobrejetiva e estritamente crescente, dizemos que a repara-

metrização β = α ◦ h é uma reparametrização positiva ou própria, ou que preserva a orientação

de α. No caso em que h é estritamente descrescete, deniminamos β a reparametrização negativa

ou que reverte a orientação de α.

Exemplo 2.31. As curvas regulares α(r) = (r, er), r ∈ R e β(t) = (ln t, t), t ∈ (0,∞), têm o

mesmo traço. De fato, considerando a funcão h : (0,+∞) → R definida por h(t) = ln t, temos

que h′(t) = 1
t > 0 ∀ t ∈ (0,+∞) e

α ◦ h(t) = α(ln t) = (ln t, eln t) = (ln t, t) = β(t).

Em muitas situações sobre estudo das curvas é util entedermos o comprimento de seu

traço.

Definição 2.32. Seja α : I → R2 uma curva parametrizada, de classe C1, dada por α(t) =

(x(t), y(t)). A função Lα : I → R, definida por

Lα(t) =

∫ t

t0

∥ α′(ξ) ∥ dξ =

∫ t

t0

√
(x′(ξ))2 + (y′(ξ))2dξ,

t0 ∈ I, é denominada função comprimento de arco.

Como ∥ α′(t) ∥ é uma função cont́ınua, a função Lα é de classe C1 e, pelo teorema

fundamental do cálculo,

L′
α(t) =∥ α′(t) ∥ .

Observe que, se α for regular em I, então a função Lα é monótona crescente.

Definição 2.33. Para t1 < t2, t1, t2 ∈ I, chamamos comprimento de arco de α entre os pontos

t1 e t2 ao número

L(α[t1,t2]) = Lα(t2)− La(t2) =

∫ t2

t1

∥ α′(ξ) ∥ dξ.

Note que a definição da função comprimento de arco não depende da escolha do ponto

t0 ∈ I. De fato, se, dado t̃0 ∈ I, definirmos

L̃a(t) =

∫ t

t̃0

∥ α′(ξ) ∥ dξ,
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então

Lα(t)− L̃α(t) =

∫ t

t0

∥ α′(ξ) ∥ dξ −
∫ t

t̃0

∥ α′(ξ) ∥ dξ =

∫ t̃0

t0

∥ α′(ξ) ∥ dξ.

Logo concluimos que a função comprimento de arco de α está determenada de forma única, a

menos de uma constante.

Exemplo 2.34. O comprimento de arco da catenária α(t) = (t, cosh t), t ∈ R,

x

y

entre t = a e t = b é

∫ b

a
| α′(t) | dt =

∫ b

a

√
1 + senh2t =

∫ b

a
(cosht)dt = senh t/ba = senh b− senh a.

A seguir, demonstraremos que a função comprimento de arco de uma curva regular é

invariante por reparametrizações positivas.

Proposição 2.35. Seja α : I → R2 uma curva regular. Se β é uma reparametrização positiva

de α, então Lα = Lβ.

Demonstração. Seja β : J → R2 uma reparametrização da curva α, isto é, existe uma função

h : J → I diferenciável e sobrejetiva tal que

β(t) = α(h(t)).

Logo,

Lβ(t) =

∫ t

t0

∥ β′(ξ) ∥ dξ =

∫ t

t0

∥ α′(h(ξ)) ∥ h′(ξ)dξ.

Agora, integrando por substituição, vemos que

Lβ(t) =

∫ h(t)

h(t0)
∥ α′(u) ∥ du = Lα(h(t)).

Definição 2.36. Dizemos que uma curva α : I → R2 está parametrizada pelo comprimento de

arco se o parâmetro t é, a menos de constatnte, igual a Lα(t),isto é,

Lα(t) = t+ C
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Proposição 2.37. Uma curva α : I → R2 está paramerizada pelo comprimento de arco se, e

somente se, ∥ α′(t) ∥= 1, para todo t ∈ I.

Demonstração. Observe que se, ∥ α′(t) ∥= 1, para todo t ∈ I, então

Lα(t) =

∫ t

t0

∥ α′(ξ) ∥ dξ =

∫ t

t0

dξ = t− t0,

e, portanto, α está parametrizada pelo comprimento de arco. Reciprocamente, se Lα(t) = t+C,

obtemos que ∥ α′(t) ∥= L′
α(t) = 1, para todo t ∈ I.

Observação 2.38. Se I = [a, b], então o comprimento de α, L(α), existe e

L(α) = Lα(b)− Lα(a).

Dizemos que uma curva poligonal P = P0P1 ∪ ...∪Pn−1Pn está inscrista em uma curva

α de traço C, se P ∩C = {P0, ..., Pn}. É posśıvel provar, usando as ideias do cálculo diferencial,

que L é dado por

L(α) = sup{L(P ); P uma curva poligonal inscrita em α, ligando α(a) e α(b)}.

Exemplo 2.39. Sejam A,B ∈ R2, e seja V0 = B − A. A reta que passa por A e B pode ser

parametrizada por α(t) = A+ tV0, t ∈ R. Para t0 = 0, temos

Lα(t) =

∫ t

0
∥ α′(ξ) ∥ dξ =

∫ t

0
∥ V0 ∥ dξ = ∥ B −A ∥ t.

Em particular, o segmento de reta que liga A e B tem comprimento L(α |[0,1]) = ∥ B −A ∥

Exemplo 2.40. Considere o ćırculo de raio R parametrizado por α(t) = (RcosT,RsenT ). Visto

que ∥ α′(t) ∥= R, temos Lα(t)= Rt, tomando t0 = 0. Em particular, se consederamos α |[0,2π], o
comprimento de α é 2πR, Se damos k voltas em torno da origem, isto é, se tomamos α |[0,2kπ],
temos que o comprimento de α é 2kπR.

Teorema 2.41. Toda curva regular α : I → R2 de classe Cr(r ≥ 1) pode ser reparametrizada

pelo comprimento de arco. De forma mais precisa, fixado t0 ∈ J, existe uma bijeção h : J → I

de classe Crdefinida em um intervalo J sobre I, com 0 ∈ J e h(0) = t0, de modo que a curva

β : J → R2, dada por β(s) = (α ◦ h)(s), satisfaz ∥ β′(s) ∥= 1.

Demonstração. Visto que α é regular, a função comprimento de arco, satisfaz

L′
α(t) =∥ α′(t) ∥> 0.

Logo Lα é estritamente crescente e, portanto, injetiva. Devido à continuidade de Lα, temos ainda

que Lα(I) é um intervalo J. Conclúımos então que Lα possui inversa diferenciável h : J → I.

Como Lα(t0) = 0, 0 ∈ J e h(0)= t0, vamos provar que β, definida por β(s) = (α ◦ h)(s), está

parametrizada pelo comprimento de arco. Com efeito. visto que h = L−1
α ,

h′(s) =
1

L′
α(h(s))

=
1

∥ α′(h(s)) ∥
.
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Como pela regra da cadeia,

β′(s) = [α ◦ h(s)]′ = α′(h(s))h′(s),

Temos, portanto,

∥ β′(s) ∥=∥ α′(h(s))h′(s) ∥=∥ α′(h(s)) ∥| h′(s) |= 1.

Exemplo 2.42. Uma reparametrização da ciclóide

x

y

α(t) = (a(t− sent), a(1− cost)), 0 < t < 2π e a > 0

é por comprimento de arco é dada por β(s) = α ◦ h(s), onde

h(s) = 2arcos

(
4a− s

4a

)
. (2.4)

De fato,

α′(t) = (a(1− cost), asent)

e

| α′(t) |2= a2(1− 2cost+ cos2t+ sen2t) = 2a2(1− cost),

onde

1− cost = 1− cos2
(
t

2

)
+ sen2

(
t

2

)
= 2sen2

(
t

2

)
.

Além disso∫ t

0
| α′(ξ) | dξ = 2a

∫ t

0
sen

(
ξ

2

)
dξ = 4a

(
−cos

(
ξ

2

))
/t0 = 4a

[
−cos

(
t

2

)
+ 1

]
Portanto a função comprimento de arco é dada por

s(t) = 4a

[
−cos

(
t

2

)
+ 1

]
,

calculando a função inversa de s(t) obtemos (2.4).
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2.4 Campo de vetores tangentes e normais

Intuitivamente, um campo de vetores X ao longo de uma curva parametrizada α : I →
R2 é uma aplicação que a cada t ∈ I associa um vetor com origem em α(t).

Definição 2.43. Um campo de vetores de classe Cr(r ≥ 1) ao longo de α é uma aplicação

X : I → R2 de classe Cr. Geometricamente, o campo de vetores X é dado, em cada ponto α(t),

pelo vetor de extremidades α(t) e X(t).

Exemplo 2.44. Se α : I → R2, dada por α(t) = (x(t), y(t)), é uma curva regular de classe

Cr(r ≥ 1), então α′ : I → R2, dada por α′(t) = (x′(t), y(t)) é um campo de vetores de classe

Cr−1 que cada t ∈ I associa o vetor α′ com origem em α(t) e ponto final em α′(t). Esse campo

de vetores é chamado de campo tangente a α.

Exemplo 2.45. Se α : I → R2, dada por α(t) = (x(t), y(t)), é uma curva regular de classe

Cr(r ≥ 1), então n : I → R2, dado por n(t) = (−y′(t), x′(t)) é um campo de vetores de classe

Cr−1 que a cada t ∈ I associa o vetor n(t) com origem em α(t) e ponto final em n(t). Visto que

⟨α′(t), n(t)⟩ = −x′(t)y′(t) + y′(t)x′(t) = 0

esse campo de vetores é chamado de campo normal a α.

Dados dois campos de vetores X e Y de classe Cr ao longo de α e uma função f : I → R
de classe Cr, podemos definir os campos X + Y e fX por

(X + Y )(t) = X(t) + Y (t), (fX)(t) = f(t)X(t),

que também serão campos de classe Cr ao longo de α. Se X(t) = (X1(t), X2(t)) é um campo de

classe Cr(r ≥ 1), definimos a derivada de X por

X ′(t) = (X ′
1(t), X

′
2(t)).

Nesse caso, o campo X ′ é um campo de classe Cr−1 ao longo de α. As seguintes relações são

facilmente verificadas:

(X + Y )′(t) = X ′(t) + Y ′(t),

(fX)′(t) = f ′(t)X(t) + f(t)X ′(t),

e

⟨X,Y ⟩′(t) = ⟨X ′(t), Y (t)⟩+ ⟨X(t), Y ′(t)⟩.

Temos então o seguinte resultado:

Proposição 2.46. Se X, Y são campos diferenciáveis e ⟨X,Y ⟩ é constante, então

⟨X ′(t), Y (t)⟩ = −⟨X(t), Y ′(t)⟩ (2.5)

Demonstração. Derivando a equação ⟨X,Y ⟩ = constante, obtemos

0 = ⟨X,Y ⟩′(t) = ⟨X ′(t), Y (t)⟩+ ⟨X(t), Y ′(t)⟩,

o que conclui a prova.
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Corolário 2.47. Se ∥ X ∥ é constante então X ′(t) é perpendicular a X(t), para todo t ∈ I, isto

é,

⟨X(t), X ′(t)⟩ = 0 (2.6)

Definição 2.48. Seja α uma curva parametrizada de classe Cr(r ≥ 1) e regular, dada por

α(t) = (x(t), y(t)). O campo de vetores T : I → S1 ⊂ R2, definido por

T (t) =
α′(t)

∥ α′(t) ∥
=

1√
(x′(t))2 + (y′(t))2

(x′(t), y′(t)),

é um campo de classe Cr−1 ao longo de α, chamando campo tangente unitário ou indicatriz

tangente. Cada um dos vetores T (t) é chamado de vetor tangente unitário à curva α em t ∈ I.

Definição 2.49. Seja α uma curva parametrizada de classe Cr(r ≥ 1) e regular, dada por

α(t) = (x(t), y(t)). O campo de vetores N : I → S1 ⊂ R2, definido por

N(t) =
1√

(x′(t))2 + (y′(t))2
(−y′(t), x′(t)),

é um campo de classe Cr−1 ao longo de α, chamado campo normal unitário ou indicatriz normal.

Cada um dos vetores N(t) é chamado de vetor normal unitário á curva α em t ∈ I.

Observação 2.50. Para todo t ∈ I,

⟨T (t), N(t)⟩ = −x′(t)y′(t) + y′(t)x′(t)

(x′(t))2 + (y′(t)))2
= 0

isto é, N é perpendicular a T.

Observação 2.51. Se α : I → R2 é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, então,

por hipótese, α′(s) ̸= 0. Isso implica que os campos T : I → R2 e N : I → R2 estão bem definidos

e são dados, respectivamente, por T (s) = α′(s) = (x′(s), y′(s)) e N(s) = (−y′(s), x′(s)).

Observação 2.52. O campo N é definido ao longo de α de tal forma que, para cada s ∈
I, {T,N} seja uma base positiva de R2, isto é, existe uma rotação que leva (1, 0) em T e (0, 1)

em N. Observe que os vetores N(t) podem ser vistos como pontos pertencentes ao ćırculo centrado

da origem e raio 1. Assim temos a seguinte definição:

Definição 2.53. O conjunto imagem N(I) ⊂ S1 do campo de vetores normais N : I → S1

é denominado a imagem normal de Gauss de α no circulo S1. O campo de vetores normal

N : I → S1 também é conhecida como a aplicação normal de Gauss de α no ćırculo S1.

Observação 2.54. A ideia de associar uma curva regular α ao movimento cicular do vetor

tangente unitário T ou, equivalentemente, do vetor unitário normal N é devida a C.F.Gauss,

no inicio da geometria diferencial. Essa ideia tem um papel fundamental na teoria das curvas

planas diferenciáveis.
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2.5 Curvatura e equações de Frenet

Seja α : I → R2 uma curva de classe Cr(r ≥ 2) e parametrizada pelo comprimento de

arco. Visto que ∥ T ∥= 1, temos, pelo corolário (2.47), que T ′(s) é perpendicular a T (s). Como

T e N geram o espaço R2, temos que, para cada s ∈ I, T ′(s) é paralelo a N(s). Isso significa

que existe uma função k: I→ R, tal que

T ′(s) = k(s)N(s), s ∈ I (2.7)

Definição 2.55. A função k: I → R, e definida pela equação (2.7), é chamada curvatura de α

em s ∈ I.

Observe que a curvatura k(s) é dada por

k(s) = ⟨T ′(s), N(s)⟩ = −⟨N ′(s), T (s)⟩.

Observação 2.56. Se α é uma curva de classe Cr, (r ≥ 2), então k: I → R é uma função de

classe Cr−2. Geometricamente, visto que ∥ T (s) ∥= 1 e | k(s) |=∥ T ′(s) ∥, a função curvatura é

uma medida da variação da direção de T e, portanto, da mudança de direção da reta tangente

a α em α(s). A curvatura então é uma medida de quanto uma curva deixa de ser uma reta. De

fato, o próximo resultado caracteriza as retas como as curvas cuja curvatura é identicamente

nula.

Proposição 2.57. A curvatura de uma curva regular α é identicamente nula, se, e somente se,

o traço de α está contido em uma reta.

Demonstração. Suponha que k(s) ≡ 0. Como 0 =| k(s) |=∥ T ′(s) ∥, temos que T ′(s) = (0, 0).

Como T está definida em um intervalo I, conclúımos que T (s) é um vetor constante V0. Isso

implica que

α(s) = α(s0) +

∫ s

s0

T (ξ)dξ = α(s0) + V0(s− s0).

Portanto o traço de α está contido na reta que passa por α(s0) e é paralelo ao vetor

V0. Reciprocamente, se o traço de α está contido em uma reta e α está parametrizada pelo

comprimento de arco, temos que

α(s) = P0 + sV0, ∥ V0 ∥= 1.

Logo, T (s) = V0 e, portanto, T ′(s) = (0, 0). Assim conclúımos que k(s) = 0.

Agora vamos estudar a variação do campo N . Como ∥ N(s) ∥= 1, obtemos que N ′(s)

é perpendicular a N(s), portanto, paralelo a T (s). Observe que a equação (2.7) implica que

x′′ = −k(s)y′(s), y′′ = k(s)x′(s). Assim,

N ′(s) = (−y′′(s), x′′(s)) = −k(s)(x′(s), y′(s)) = −k(s)T (s). (2.8)

Combinando as equaçoes (2.7) e (2.8), temos a definição:
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Definição 2.58. Seja α : I → R2 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Os

campos tangentes T e normal N satisfazem o sistema de equações{
T ′(s) = k(s)N(s),

N ′(s) = −k(s)T (s).
(2.9)

As equaçoes desse sistema são denominados Equações de Frenet da curva α.

Definição 2.59. Seja α : I → R2 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. O

referencial {T (s), N(s)} é chamado referencial de Frenet de α.

Vamos definir a curvatura de uma curva regular não necessariamente parametrizada

pelo comprimento de arco. Como vimos no Teorema 2.41, toda curva regular admite uma

reparametrização pelo comprimento de arco.

Definição 2.60. Seja α : I → R2 uma curva parametrizada e regular e seja β : J → R2 uma

parametrização pelo comprimento de arco de α. Definimos a curvatura de α em t ∈ I como a

curvatura de β no ponto s ∈ J que corresponde ao ponto t ∈ I.

O próximo resultado expressará a curvatura de uma curva regular não necessariamente

parametrizada pelo comprimento de arco.

Teorema 2.61. Seja α : I → R2 uma curva regular, definida por α(t) = (x(t), y(t)). Então a

curvatura de α em t ∈ I é dada pela expressão

k(t) =
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)

((x′)2 + (y′)2)3/2
(2.10)

Demonstração. Consideremos β : J → R2 uma reparametrização positiva de α pelo compri-

mento de arco. Se escrevemos β(s(t)) = α′(t) = (x(t), y(t)), então,

(x′(t), y′(t)) = α′(t) =
dβ

ds
s′(t)

e

(x′′(t), y′′(t)) = α′′(t) =
d2β

ds2
[s′(t)]2 +

dβ

ds
s′′(t). (2.11)

visto que

k(s(t)) =

〈
d2β

ds2
, N(s(t))

〉
, (2.12)

temos usando (2.11)

⟨α′′(t), N(s(t))⟩ =∥ α′(t) ∥2
〈
d2β

ds2
, N(s(t))

〉
+ s′′(t)⟨T (s(t)), N(s(t))⟩

Como T e N são ortonormais, usando (2.12), temos

k(t) =
⟨α′′(t), N(t)⟩
∥ α′(t) ∥2

. (2.13)

visto que
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N(t) =
1

∥ α′(t) ∥
(−y′(t), x′(t)),

obtemos

k(t) =
⟨(x′′(t), y′′(t)), (−y′(t), x′(t))⟩

((x′(t))2 + (y′(t))2)3/2
(2.14)

=
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)

((x′(t))2 + (y′(t))2)3/2

A função curvatura de uma curva α é invariante por translação e invariante por rotação

no plano, isto é, a função curvatura é invariante por um movimento ŕıgido de α.

Proposição 2.62. Sejam α : I → R2 uma curva regular, dada por α(t) = (x(t), y(t)), e kα :

I → R a função curvatura da curva α

1. Se T : R2 → R2 é a aplicação traslação do plano segundo vetor (a, b), isto é, T (x, y) =

(x+ a, y + b), então kα é invariante por T;

2. Se Rθ : R2 → R2 é a aplicação rotação de um ângulo θ ou seja,

Rθ(x, y) = (xcosθ − ysenθ, ycosθ + xsenθ),

então kθ é invariante por Rθ.

Demonstração. Usando (2.10)

1. Temos que a função curvatura da curva T ◦ α, definida por T (α(t)) = (x(t) + a, y(t) + b),

é kT◦α(t) = kα(t).

2. Vemos que a função curvatura da curva Rθ ◦ α, dada por

Rθ(α(t)) = (x̃(t), ỹ(t)) = (x(t)cosθ − y(t)senθ, y(t) cos θ + x(t)senθ),

é

kRθ◦α(t) =
x̃′(t)ỹ′′(t)− x̃′′(t)ỹ′(t)

((x̃′(t))2 + (ỹ′(t))2)3/2
= kα(t),

visto que

x̃′(t) = x′(t)cosθ − y′(t)senθ,

ỹ′(t) = y′(t) cos θ + x′(t)senθ.

x̃′′(t) = x′′(t) cos θ − y′′(t)senθ,

e

ỹ′′(t) = y′′(t) cos θ + x′′(t)senθ.
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Proposição 2.63. Seja r = r(θ) uma curva regular, definida por uma equação polar. Então

sua curvatura k(θ) é dada por

k(θ) =
(r(θ))2 + 2(r′(θ))2 − r(θ)r′′(θ)

((r(θ))2 + (r′(θ))2)3/2
. (2.15)

Demonstração. Seja

α(θ) = r(θ)(cos θ, senθ) = (x(θ), y(θ))

a equação paramétrica da curva dada por r = r(θ).

Figura 2.2: Traço de α

Imagem retirada do livro [Alencar, Santos e Neto 2020]

Logo,

α′(θ) = (x′, y′) = r′(cosθ, senθ) + r(−senθ, cosθ), e , consequentemente,

α′′(θ) = (x′′, y′′)

= r′′(cosθ, senθ) + r′(−senθ, cosθ) + r′(−senθ, cosθ) + r(−cosθ,−senθ)

= (r′′ − r)(cosθ, senθ) + 2r′(−senθ, cosθ)

Portanto, substituindo os valores de x′, y′, x′′, y′′ na equação (2.10), obtemos a expressão

desejada.

Exemplo 2.64.

| α′(t) |=
√
2a

√
1− cost∫ √

1− costdt; cost = cos2(
t

2
)− sen2(

t

2
)∫ √

1− cos2(
t

2
+ sen2(

t

2
)dt = 0 < t < 2π → 0 <

t

2
< π → sen

t

2
> 0∫ √

2sen2(
t

2
)dt =

√
2

∫
sen(

t

2
) = −2

√
2cos

t

2

s(t) =

∫ t

t0

√
1− costdt = −2

√
2cos

t

2
/tt0
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3

Curvas no plano complexo

Os pontos do plano R2 podem ser representados pelo par ordenado (x, y) em coorde-

nadas cartesianas ou ainda por um par (r, θ) em coordenadas polares. Vimos na seção (1.3) que

o conjunto dos números complexos

C = {a+ bi; a, b ∈ R e i2 = −1},

também pode ser identificado com o plano R2 mediante a seguinte aplicação: fixe um ponto O e

uma semirreta l com origem O. Considerando o sistema cartesiano dado por: a origem é o ponto

O, a semirreta l corresponde ao eixo x positivo e o eixo y positivo é obtido por uma rotação de
π
2 da semirreta l, no sentido anti-horário. Associaremos um ponto de coordenadas (x, y) a cada

número complexo z = x+ iy.

Definição 3.1. Uma curva parametrizada cujo traço está contido em C é uma aplicação z :

I → C definida no intervalo I e tomando valores em C, dada por

z(t) = x(t) + iy(t),

onde x, y : I → R são funções reais. O traço da curva z é o conjunto imagem z(I) ⊂ C.

A curva z é cont́ınua, se as funções x e y são funções cont́ınuas em I. Além disso, se x

e y são funções n-vezes diferenciáveis em I, temos que z é n- vezes diferenciável em I e

z(k)(t) = x(k)(t) + iy(k)(t).

O vetor velocidade da curva z em t ∈ I é z′(t). A velocidade escalar é dada pelo módulo | z′(t) |
de z′(t). Em analogia com a definição de curvas no plano, dizemos que z é regular se | z′(t) |̸= 0,

para todo t ∈ I, e que z está parametrizada pelo comprimento de arco, se | z′(t) |= 1, para todo

t ∈ I

Exemplo 3.2. (Reta) Seja z : R → C uma aplicação dada por z(t) = z0 + tw, com z0, w ∈ C e

w ̸= 0.
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x

y

A curva z é regular e seu traço é uma reta.

Exemplo 3.3. (Circunferência) Seja z : [0, 2π] → C uma aplicação definida por z(t) = reit,

onde r ∈ R, r > 0.

x

y

A curva z é regular e seu traço é um ćırculo de raio r e centro na origem.

Exemplo 3.4. (Espiral de Arquimedes) Seja z : [0,∞) → C uma aplicação dado por z(t) = ateit,

onde a ∈ R, r > 0.

x

y

A curva z é regular e seu traço é denominado espiral de Arquimedes.

Considerando z : I → C como uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Definimos os campos tangente e normal, T e N , respectivamente, por

T (t) = z′(t),
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N(t) = iz′(t) = iT (t).

Intentificando T e N como vetores de R2, teremos que {T,N} é uma base ortogonal positiva de

R2, uma vez que N é obtido pela rotação de T por um ângulo π
2 , no sentido anti-horário. Uma

reta tangente à curva z em t ∈ I é a reta que passa por z(t) e é paralela a z′(t). Essa reta é o

traço da curva w : R → C, definida por

w(s) = z(t) + sz′(t).

A reta normal á curva z em t ∈ I é a reta que passa por z(t) e é paralela a iz′(t). Essa reta é o

traço da curva w : R → C, dada por

w(s) = z(t) + isz′(t).

Como T (t) é um número complexo unitário, sua derivada T ′(t) é ortogonal a T (t), isto é, existe

uma função real k : I → R, tal que

T ′(t) = k(t)N(t) = ik(t)T (t). (3.1)

A função k é chamada curvatura de z. Assim a equação (3.1) pode ser reescrita como

z′′(t) = ik(t)z′(t),

que e a equação de Frenet de z.

Sendo z uma curva regular, que não está necessariamente parametrizada pelo compri-

mento de arco, o campo tangente de T é dado por T (t) = z′(t)
|z′(t)| , e, portanto, vale um resultado,

que é equivalente à equação de Frenet de z.

Proposição 3.5. Seja z : I → C uma curva regular. Então

d

dt

(
z′

| z′ |

)
= ik(t)z′(t).

Demonstração. É uma consequência direta da equação de Frenet para uma reparametrização

de z, pelo comprimento de arco.

Para obtermos uma expressão para k, em função de z(t), vamos lembrar que, se r =

x+ iy e w = u+ iv,então

rw̄ = xu+ yv + i(yu− xv).

Como C é um espaço vetorial sobre R, podemos definir o produto escalar real entre r e w por

⟨r, w⟩ = Re(rw̄).

É claro que ⟨r, iw⟩ = Im(rw̄) e ⟨r, iw⟩ = −⟨ir, w⟩. Podemos agora calcular a função curvatura

de z.

Proposição 3.6. Seja z : I → C uma curva regular. Então a curvatura de z é dada por

Im(z′(t)z̄′′(t))

| z′(t) |3
, (3.2)
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Demonstração. Considere T o campo tangente de z, que é dado por T (t) = z′(t)
|z′(t)| . Usando a

Proposição 3.5,
d

dt

(
z′(t)

| z′(t) |

)
= ik(t)z′(t) = k(t) | z′(t) | N(t). (3.3)

Visto que
d

dt

(
z′(t)

| z′(t) |

)
=

d

dt

(
1

| z′(t) |

)
z′(t) +

1

| z′(t) |
z′′(t),

temos
d

dt

(
1

| z′(t) |

)
z′(t) +

1

| z′(t) |
z′′(t) = k(t) | z′(t) | N(t).

Portanto
d

dt

(
1

| z′(t) |

)
| z′(t) | T (t) + 1

| z′(t) |
z′′(t) = k(t) | z′(t) | N(t). (3.4)

Fazemos o produto interno de ambos os menbros da equação por N(t) e usando o fato e que

T (t) e N(t) são ortonormais, obtemos

k(t) =
1

| z′(t) |2
⟨z′′(t), N(t)⟩. (3.5)

Observe que N(t) = i z′(t)
|z′(t)|2 . Portanto a equação (3.4) implica que

k(t) =
1

| z′(t) |2

〈
z′′(t), i

z′(t)

| z′(t) |

〉
=

1

| z′(t) |3
⟨z′′(t), iz′(t)⟩.

Como ⟨z′′(t), iz′(t)⟩ = Im(z′′(t)z′(t)) = −Im(z′′(t)z′(t)), obtemos que

k(t) = −Im(z′′(t)z′(t))

| z′(t) |3
,

o que conclui a prova da proposição.

Exemplo 3.7. A curva z : [0,∞) → C dado por z(t) = ateit, onde a ∈ R, a > 0, é a espiral de

Arquimedes

x

y
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e têm curvatura dada por

k(t) =
2 + t2

a(1 + t2)3/2
. (3.6)

Calculando as derivadas de primeira e segunda ordem de z obtemos:

z′ = a(1eit + teiti) = aeit(1 + it)

e

z′′ = aeit(2i− t).

Observe que

z′z′′ = −a2eiteit(1 + it)(t+ 2i) = −a2[−t+ i(2 + t2)],

substituindo

−Im(z′z′′) = a2(2 + t2)

e

| z′ |3= a3(
√
1 + t2)3

em (3.2)

K(t) =
a2(2 + t2)

a3(1 + t2)3/2
=

(2 + t2)

a(1 + t2)3/2

obtemos(3.6).

Exemplo 3.8. Seja α : [0, 2π] → R2, definida por

α(t) = ((1 + cos t) cos t, (1 + cos t)sent).

O traço dessa curva é denominado cardeoide.

x

y

1. O traço de α pode ser descrito pela equação z(t) = (1 + cost)eit.

2. A curvatura de α é dada por

k(t) =
3

2
√
2 + 2 cos t

. (3.7)
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Calculando as derivadas de primeira e segunda ordem, obtemos

z′ = (−sent)eit + (1 + cost)eiti = eit[(−sent) + (1 + cost)i]

e

z′′ = eiti[(−sent) + (1 + cost)i] + eit[(−cost) + (−sent)i] = eit[(−1− 2cost)− 2(sent)i].

Além disso

| z′ |=| eit |
√

sen2t+ 1 + 2cost+ cos2t =
√
2 + 2cost

e

z′′ = eit[(−1− 2cost) + (2sent)i],

consequentemente,

z′z′′ = eiteit[(−sent)(−1− 2cost) + (−sent)(2sent)i+

+ (1 + cost)(−1− 2cost)i+ (1 + cost)2sent]

e

−Imz′z′′ = 2sen2t+ 1 + 2cost+ cost+ 2cos2t = 3 + 3cost.

Utilizando (3.2)

K(t) =
3(1 + cost)

(
√
2)3.(

√
1 + cost)3

=
3

2
√
2 + 2cost

e obtemos (3.7).
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Conclusão

A parametrização de curvas planas tornou-se um método de grande importância para

o desenvolviemnto da matemática, pela impossibilidade de expressar algumas curvas em forma

de uma função de uma única variável. Neste caso, precisamos de outra variável chamada de

parâmetro, que nos auxilia em uma melhor explanação das curvas. Através desse trabalho

pude estudar os conceitos fundamentais de cálculo vetorial e cálculo diferencial de funções de

uma ou várias variáveis, além disso observei a importância das curvas e alguns aspectos que a

envolvem: parametrização, regularidade, comprimento de arco, vetor tangente, vetor normal e

curvatura. Utilizando esses conceitos pude comprender a definição de curva parametrizada no

plano complexo, e considerar para essas curvas definições análogas às apresentadas para curvas

planas, deste modo foi posśıvel apresentar exemplos e demostrar uma expressão para o cálculo

da curvatura. As informações contidas neste trabalho, foram baseadas em obras de grandes

autores da Geometria Diferencial, em especial na obra Geometria Diferencial das Curvas no

R2([Alencar, Santos e Neto 2020]).
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[Ablowitz, Fokas e Fokas 2003]ABLOWITZ, M. J.; FOKAS, A. S.; FOKAS, A. S. Complex va-

riables: introduction and applications. [S.l.]: Cambridge University Press, 2003.

[Alencar, Santos e Neto 2020]ALENCAR, H.; SANTOS, W.; NETO, G. Geometria diferencial

de curvas em R2. SBM, Rio de Janeiro, 2020.

[Boyer e Merzbach 2019]BOYER, C. B.; MERZBACH, U. C. História da matemática. [S.l.]:
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