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Resumo

O presente trabalho de conclusao de curso tem como objetivo apresentar por meio do
estudo de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) o modelo fundamental da epidemiologia
matemadtica, o modelo SIR (suscetivel, infectado e recuperado). Para isso, fez-se necessario
uma explanacao sobre Equagoes Diferenciais Ordinarias e mais precisamente sobre os
sistemas lineares que as contém. Dentro dessa revisao bibliografica, foi feita a explicagao
dos métodos para se resolver sistemas lineares homogéneos e nao homogéneos. Atrelado
a isso, foram observados e interpretados graficos de exemplos de sistemas, sendo parte
essencial para posteriormente trazer como aplicagao o modelo SIR e poder compreendé-lo.
Por fim, foi discutido a importancia da modelagem matematica na drea da epidemiologia

e como isso é significativo para a humanidade.

Palavras-chave: Sistemas de Equagoes Diferenciais Ordindrias; Epidemiologia Matematica;
Modelo SIR.
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Abstract

This course completion work aims to present, through the study of Ordinary Diffe-
rential Equations (ODE), the fundamental model of mathematical epidemiology, the SIR
model (susceptible, infected and recovered). For this, it was necessary an explanation
about Ordinary Differential Equations and more precisely about the linear systems that
contain them. Within this bibliographic review, the explanation of the methods to solve
homogeneous and non-homogeneous linear systems was made. Linked to this, graphs of
examples of systems were observed and interpreted, being an essential part to later bring
the SIR model as an application and to be able to understand it. Finally, the impor-
tance of mathematical modeling in the area of epidemiology and how this is significant for

humanity was discussed.

Keywords: Systems of Ordinary Differential Equations; Mathematical Epidemiology; SIR

model.
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1 Introducao

Através da matemdtica é possivel descrever processos fisicos, quimicos e bioldgicos,
como a propagacao de doencas dentre outros fenomenos da realidade. Isso se d& por
modelos matemadticos, que podem ser expressos por equagoes diferenciais (ED). Pois, co-
mumente esses comportamentos sao descritos por relacées que envolvem a taxa conforme
as coisas se desenvolvem. E matematicamente, as relagoes sao equacoes e as taxas sao
derivadas, assim as equacoes diferenciais sdo exatamente derivadas inseridas em equacoes.
(BOYCE; DIPRIMA, 2010)

Como afirma Zill (2016), as equagoes diferenciais podem ser classificadas em ordindrias
(EDO) ou parciais (EDP) a partir da quantidade de varidveis independentes, sendo a
primeira com uma Unica variavel independente e a segunda com duas ou mais. O estudo
de EDO é imprescindivel para tratar de modelagem epidemioldgica, ja que segundo Lopez-
Flores et al. (2021) os modelos mais utilizados para estudar a propagagao de doengas
infecciosas e possiveis efeitos de contramedidas sao os de EDO.

Esses modelos dividem a populacao em compartimentos e descrevem a evolucao do
nimero de pessoas em cada compartimento em relagao ao tempo. Ja a EDP, pode ser utili-
zada para observar o comportamento de uma doenca em determinado espago. Dessa forma,
a equacao terd como variavéis independentes o tempo e o espaco. (LOPEZ—FLORES et
al., 2021)

Neste estudo, o foco serd dado ao modelo fundamental de EDO da epidemiologia
matemadtica, o modelo SIR (suscetivel, infectado e recuperado) que serd abordado no
capitulo 3. Para isso, serd discutida primeiramente no capitulo 2 a teoria béasica de EDO,
principalmente sobre a resolucao de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias lineares

de primeira ordem.



2 Teoria Basica

Neste capitulo serd apresentada a teoria basica de Equacoes Diferenciais Ordinérias
(EDO) que se faz necesséria para a compreensao de modelagem epidemiolégica e pode
ser encontrada em livros como o de Boyce e DiPrima (2010) ou o de Zill (2016) onde
encontram-se as defini¢oes e os teoremas aqui utilizados.

De acordo com Boyce e DiPrima (2010), uma Equacao Diferencial (ED) é uma equagao
contendo derivadas de uma ou mais fungoes desconhecidas, em relacao a uma ou mais
varidveis independentes. A ED pode ser classificada como ordinaria quando a fungao
desconhecida depende de uma tinica variavel independente, ou como parcial quando de-
pende de duas ou mais varidveis independentes. Também pode ser classificada quanto a
ordem que ¢é indicada pela ordem da maior derivada na equacao. Neste trabalho o foco
serd em equacoes diferenciais ordindarias.

Outra classificagdo importante é se a equagdo é linear ou nao linear. A equagio

diferencial ordinéaria de ordem n
Fx,y,y,... ,y(")) =0,
é linear se F for linear nas variaveis y, v/, ...,y™. Ou seja, quando a equacéo for
an(2)y™ + an_1(@)y "D + -+ ar(2)y’ + ao(x)y = g(2).

E nao linear caso contrario.

A solugao de uma equacao diferencial ordindria é uma funcdo ¢ definida em um
intervalo I que tem pelo menos n derivadas continuas em I, que quando substituidas na
equacao a reduzem a uma identidade. Isso equivale a dizer que a solucdo é uma funcao ¢
a qual

F(a,¢(x),¢'(2), ..., () =0,

para todo x € I.
Quando nos deparamos com mais de uma funcao desconhecida para determinar, pre-

cisamos entao de um sistema de equacgoes.



Sistemas de Equacoes Diferenciais

Trataremos agora sobre sistemas de equacoes diferenciais de primeira ordem, excepci-

onalmente os que chamamos de lineares. Esse tipo de sistema ocorre quando cada funcao

g no sistema de primeira ordem com a forma normal

,Tp)

(2.1)

Assim, teremos o sistema linear de

d.iCl (t
— = , L1, X2, ...
dt 9 1,22
d
% = ga(t, x1,29,. ..
dx
T;L = gn(t,l'l,l'Q, s
for linear nas variaveis dependentes x1,xo,...,Ty.
forma
( dml
s = a11(t)x1 + alg(t)xg +...+ aln(t)a:n + f1 (t)
dxs
W = a9y (t)acl + agg(t)xg + ...+ agn(t)a:n + f2 (t)
dx,
dt

= an1(t)r1 + an2(t)r2 + ... + G ()20 + fu(t).

Tomando os coeficientes a;; e as funcoes f; continuos em um mesmo intervalo I, o

sistema linear serd homogéneo quando f;(t) = 0, ¢ = 1,2,3,...,n, e ndo homogéneo

quando f;(t) # 0.

Forma Matricial de um sistema linear

Ainda, podemos escrever um sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira or-

dem em forma matricial, pois é padrao utilizar nocoes de dlgebra matricial para resolver

os sistemas. Entao, se

z1(t) a1 (t) a2(t)
. z2(1) Alt) = az1(t) az(t)
xn(t) an1 (t) anZ(t)

logo o sistema (2.2) pode ser escrito como

fn(t)



) air(t) a(t) - aw(t)\ (=1 fi(t)
d | 2 az(t) a(t) - aw(t) 2 fa(t)

Tn an1(t) an2(t) -+ ann(t) In fn(t)

ou como a simples equacao

X' = AX + F, (2.3)

X' = AX, (2.4)

se o sistema for homogéneo, ou seja, se f;(t) = 0.

Tratando-se da resolucao do sistema é importante saber como é dada a sua solucao.

Definigao 2.1 (Vetor solugao). Um vetor solugdo em um intervalo I é qualquer matriz

coluna

cujos elementos sao fungoes diferencidveis que satisfazem o sistema (2.3) no intervalo.

Geometricamente, o vetor solugao do sistema (2.3) nada mais é do que um conjunto
de equagbes paramétricas de uma curva - comumente chamada de trajetéria - no espago
com n solugoes escalares. Quando tem-se n=2, as equagoes r; = ¢1(t), xo = ¢2(t)
representam uma. curva no plano xjx9, o qual chamamos de plano de fase. Tais conceitos

serao abordados novamente na préxima segao.

Problema de Valor Inicial

Também se faz necessério citar sobre problema de valor inicial, que denotando um

ponto ty no intervalo [ e

z1(to) 7
T2 (1 %
X(ty) = o) | Xo=| "
xn(tO) Yn



onde 71,72, ..., Yn sa0 constantes dadas, o problema de valor inicial no intervalo é resolver
X' = A(t)X + F(t) sujeito a X (t9) = Xo. A sua solugao é tinica garantida pelo resultado

a seguir e que tem a sua demonstragao discutida em Boyce e DiPrima (2010).

Teorema 2.2 (Existéncia de uma tnica soluc¢ao). Suponhamos que os elementos das
matrizes A(t) e F(t) sejam funcgées continuas em um intervalo comum I que contenha o

ponto ty. Existe entdo uma unica solucdo do problema de valor inicial no intervalo.

Sistemas Homogéneos

A partir daqui os teoremas e as definigoes encontrados em Zill (2016) tratardo apenas
de sistemas homogéneos e as funcoes a;; e f; = 0 serao tomadas como func¢oes continuas
de t no mesmo intervalo I. Uma das coisas que o seguinte teorema ira garantir é que um
multiplo constante de qualquer vetor solucdo também serd solucao do mesmo sistema

homogéneo de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem.

Teorema 2.3 (Principio da superposigao). Sejam X1, Xs, ..., Xi um conjunto de vetores

solugao do sistema homogéneo (2.4) no intervalo 1. Entao a combinagao linear
X = Cle +02X2 + ... +Cka,

onde ¢;, i =1,2,...,k sdo constantes arbitrdrias, € também uma solucdo no intervalo.

Definicao 2.4 (Dependéncia/Independéncia linear). Sejam Xi, Xo,..., X um conjunto
de vetores solugao do sistema homogéneo (2.4) no intervalo I. Dizemos que o conjunto é
linearmente dependente no intervalo se existirem constantes cq, s, ..., ck, ndo todas
nulas, de tal forma que

X1 +tceXo+ ...+ X,=0

para todo t no intervalo. Se o conjunto de vetores nao for linearmente dependente no

intervalo, ele serd chamado de linearmente independente.

Um caso importante a ser destacado é quando £ = 2. Nesse caso, os dois vetores
solucao serao linearmente dependentes se um for multiplo constante do outro. Ja para
k > 2 os vetores solucao s6 serao linearmente dependentes se pelo menos um deles puder
ser expresso como uma combinacao linear dos outros.

O préximo teorema, nos traz uma forma de verificar se uma solucao é linearmente

independente que é utilizando o conceito do determinante Wronskiano.



Teorema 2.5 (Critério para independéncia linear de solugoes). Sejam

T11 x12 Tlin

21 x22 Ton
Xl — . ) X2 — . ) DRI Xn -

Tnl Tn2 Tnn

n vetores solugdao do sistema homogéneo (2.4) no intervalo 1. Entdo, o conjunto de vetores

solugdo serd linearmente independente em I, se e somente se o Wronskiano

Ti1 Ti2 o Tin
WL Xa o X = |0 0 (2.5)
Tnl Tp2 - Tpn
para todo t no intervalo.
Desse modo, pode se mostrar que com os vetores solucao X1, Xo, ..., X, o Wronskiano

s6 poderd ser igual a 0 ou diferente de 0 para todo t no intervalo. Assim, se conseguirmos
mostrar que o Wronskiano é diferente de 0 para algum ¢y, logo W # 0 para todo t e as

solugoes serao linearmente independentes no intervalo.

Definigao 2.6 (Conjunto fundamental de solugoes). Todo conjunto X7, Xo,..., X, den
vetores solucao linearmente independentes do sistema homogéneo (2.4) em um intervalo [

¢ chamado de conjunto fundamental de solugoes no intervalo.

Teorema 2.7 (Existéncia de um conjunto fundamental). Eziste um conjunto fundamental

de solugdes para o sistema homogéneo (2.4) no intervalo I.

Teorema 2.8 (Solugao geral - sistemas homogéneos). Sejam X1, Xs, ..., X, um conjunto
fundamental de solugées do sistema homogéneo (2.4) no intervalo I. Entao, a solugdo

geral do sistema no intervalo é
X=c1 X1 +cXo+...+cn Xy,

onde ¢;, 1 =1,2,...,n sdo constantes arbitrdrias.

Agora a respeito de sistemas nao homogéneos, teremos uma solucao particular X, no
intervalo I que sera qualquer vetor, sem parametros arbitrarios, com seus elementos sendo
fungdes que satisfazem o sistema (2.3). E sua solucao geral serd dada como evidenciado

no seguinte teorema:



Teorema 2.9 (Solugao geral - sistemas nao homogéneos). Seja X, uma solu¢ao dada do

sistema ndo homogéneo (2.3) no intervalo I e seja
Xe=c1 X1 +eXo+ ...+ Xn

a solugao geral no mesmo intervalo do sistema homogéneo associado (2.4). Entdo a

solucao geral do sistema ndo homogéneo no intervalo é
X =X+ X,.

A solugao geral X. do sistema homogéneo (2.4) é chamada fungdo complementar do

sistema nao homogéneo (2.3).

2.1 Sistemas Lineares Homogéneos com Coefici-

entes Constantes

Seja

X=| "]eM=KeM (2.6)

um vetor solugao do sistema linear homogéneo de primeira ordem
X' = AX, (2.7)

onde A é uma matriz n x n de constantes. Entdo, X' = K\eM, de tal forma que (2.7) se
modifica para K eM = AKe*. Dividindo ambos os membros por e’ teremos AK = \K

ou AK — AK = 0. E essa tltima serd equivalente a
(A= XK =0, (2.8)

ja que K=IK, sendo I a matriz identidade. Dessa forma, é necessario primeiramente obter
um vetor nao trivial K que satisfaga (2.8) para chegarmos a uma solugao nao trivial X de

(2.7). Para isso, devemos ter

det(A — AI) =0, (2.9)



que chamamos de equacao caracteristica da matriz A.

Autovalores e Autovetores

Os autovalores de A sdo as solugoes da equagdo caracteristica, ou seja, os resultados
de A que satisfazem a equagao (2.9). E um autovetor de A é uma solucdo K # 0 de
(2.8) correspondente a um autovalor A. Logo, obteremos como uma solugao do sistema
homogéneo (2.7) X = KeM.

Nas subsecoes seguintes discutiremos os trés casos de autovalores: reais e distintos;

repetidos e; complexos.

2.1.1 Autovalores Reais Distintos

Quando dizemos que os autovalores sao reais e distintos isso significa que nao havera
dois autovalores iguais. O teorema que se segue nos garantird que no caso em que a matriz
A, n x n, tiver n autovalores reais distintos, podera ser obtido o conjunto de n autovetores

linearmente independentes e tera
X1 = KM, Xy = Kpe™?t, ..., X, = Kpe™!

como conjunto fundamental de solugdes de (2.7) em (—o0, 00).

Teorema 2.10 (Solugao geral - sistemas homogéneos). Sejam A1, Aa, ..., A\, n autova-
lores reais distintos da matriz de coeficientes A do sistema homogéneo (2.7) e sejam
K1, Ko, ..., K, os autovetores correspondentes. Entdao, a solug¢do geral de (2.7) no in-

tervalo (—oo0, 00) serd dada por

X = clKleklt + C2K2€/\2t + -+ cnKne)‘"t.

2.1.2 Autovalores Repetidos

Nao necessariamente teremos sempre uma matriz A n X n com todos os seus n autova-
lores distintos, haverao casos em que alguns autovalores poderao se repetir. Comumente,
se m for um ndmero inteiro positivo, (A — A1)” é um fator da equagao caracteristica e se
ainda, (A — A1)™*! nao for fator, diremos que \; é um autovalor de multiplicidade m.

Quando temos autovalores repetidos pode ocorrer um desses casos:

e Quando, para uma matriz A n X n, é possivel obter m autovetores linearmente

independentes K1, Ko, ..., K, correspondentes a um autovalor A\; de multiplicidade
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m < n. Nesse caso, a solucao geral do sistema contém a combinagao linear

ClKle/\lt + CQKQB/\lt + 4 Cmee/\lt.

e Quando héa somente um autovetor correspondente ao autovalor A1 de multiplicidade
m (como no exemplo anterior). J4 nesse caso, podem ser obtidas m solugdes linear-
mente independentes da forma
X1 = K116>\1t
X9 = K21te)\1t + KggeAlt

tmfl

m—2
Xm =K (m_l)!e)\lt + Koo (;_2)!6)\125 4+ Kmme)\lt,

onde os K;; sao vetores coluna.

Porém, esses casos nao cobrem todas as possibilidades ja que quando temos um au-
tovalor de multiplicidade m pode ocorrer do niimero de autovetores correspondentes ser

menor que m.

2.1.3 Autovalores Complexos

Partindo da suposicdo de que A\ = a+ Bi e Ao = a — Bi (com B > 0, i? = —1)
sao autovalores complexos da matriz dos coeficientes A, podemos encontrar autovetores
correspondentes com coordenadas complexas. Além disso, os autovalores complexos serao
sempre pares conjugados quando a equagao caracteristica apresentar coeficientes reais.

O Teorema a seguir nos mostra que ao encontrar um autovetor K; correspondente a
A1, um segundo autovetor Ko correspondente a Ao terd as coordenadas como as conjugadas

das coordenadas de K e naturalmente As é a conjugada de ;.

Teorema 2.11 (Solugbes correspondentes a autovalores complexos). Seja A a matriz
de coeficientes com elementos reais do sistema homogéneo (2.4) e seja K1 um autovetor

correspondente ao autovalor complexo A\ = a+ Bi, o e [ reais. Entdo
Kle’\lt e fleklt

sao solugoes de (2.4).

Para fins matematicos, é preferivel escrever a solugdo em termos de fungoes reais.

Buscando tal objetivo, segue o teorema:

Teorema 2.12 (Solugoes reais correspondentes a um autovalor complexo). Seja A\; =

a+1if um autovalor complexo da matriz dos coeficientes A no sistema homogéneo (2.4) e
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sejam Bi e By os vetores coluna denotados por
B; = Re(K1) e By =Im(K).
Entao
X1 = [By cos ft — Bysin ft]le™ e Xo = [Bycos ft + By sin ft]e™ (2.10)

sao solugoes linearmente independentes de (2.4) em (—o0,00).

A solucao geral do sistema para n = 2 em forma real fica
X =C1Xq1 4+ CyXo

e com isso é possivel obter um retrato de fase tracando a trajetéria (x(t), y(t)) para varios

valores de C7 e Cs.

2.1.4 Retrato de Fase

Segundo Boyce e DiPrima (2010), é possivel obter um campo de diregoes de vetores
tangentes a solucoes do sistema escolhendo um grande ntimeros de pontos para calcular
AX e fazendo o grafico dos vetores resultantes. Desse modo, podemos ter uma inter-
pretacao das solugoes do sistema. Mas, para informagoes mais precisas podemos observar
as trajetorias.

Como j4a dito no inicio deste capitulo, as equacoes geradas a partir da solucao geral
podem ser interpretadas como equagoes paramétricas de uma curva (trajetéria) no plano
xy que chamamos de plano de fase.

Por exemplo, veja o sistema

d
d—f =2z + 3y
(2.11)
d—y =2x +
dt y?

que tem como solucao geral

1 3
X=c1 X1 +cXo=0; ( 1) e '+ e <2> et (2.12)

Somando os vetores do lado direito de (2.12) e equacionando as entradas com as corres-
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pondentes no vetor do lado esquerdo, temos
x=cre 4 30264t, Y= —cre b+ 20264t.

Escolhendo ¢; = ¢3 = 1 na solugao (2.12), obteremos o grafico x(t) no plano tx e o
grafico y(t) no plano ty (Figura 2.1). E da mesma forma obtemos a trajetéria formada

pelos pontos (x(t),y(t)) no plano de fase (Figura 2.2).

w

-3 -2 -1 0 1 2 3

(a) Gréfico de x = et + 3et. (b) Gréfico de y = —e ™! + 2¢*t.

Figura 2.1: Gréficos de x(t) no plano tx e y(t) no plano ty.

-10

=15

25 50 75 100 125 150 175 200
Figura 2.2: Trajetéria para x = e !+ 3e* e y = —e~! + 2e.

O conjunto de trajetérias no plano de fase chama-se retrato de fase e nos mostra o

13



comportamento das vérias solugbes de um sistema, como o representado na Figura (2.3)
do sistema (2.11).

Figura 2.3: Retrato de fase do sistema (2.11).

Além disso, é possivel observar o campo de vetores junto com as trajetdrias como na
Figura (2.4).

Figura 2.4: Retrato de fase com vetores.

Uma parte importante no estudo qualitativo de sistemas lineares homogéneos X' = AX
(2 x 2), é o comportamento das trajetérias em relagdo a origem - onde temos a solugao
constante x = 0 e y = 0. A ponta dos vetores indica a direcdo em que uma particula com
coordenadas (z(t),y(t)) se move sobre a trajetéria em relacao ao tempo. Note na Figura
(2.4) que os vetores, com excegao dos que estao sob as semirretas do segundo e quarto
quadrante, estao indicando que as solugoes se afastam da origem ao decorrer do tempo.
(ZILL, 2016)
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Para analisar o comportamento das solucoes desses sistemas é relevante conhecer o que
sao pontos criticos - conceito abordado no curso de Calculo. Resumidamente, no caso
dos sistemas de equacotes diferenciais, os pontos criticos serdo os pontos onde AX =0 e
esses pontos corresponderao a solugoes constantes ou de equilibrio. Supondo A invertivel
(det(A) # 0), o tnico ponto critico do sistema serd x = 0. (BOYCE; DIPRIMA, 2010)

Existem especificos retratos de fase para cada tipo de autovalores obtidos na resolugao

de sistemas. Veremos a seguir quais sao eles.

Autovalores reais, distintos e de mesmo sinal

Conforme Theodoro e Carvalho (2018), no caso em que temos dois autovalores reais

distintos A1 e Ao com seus autovetores correspondentes K; e Ko, satisfazendo a equacgao
X = clKle)‘lt + cnge)‘2t,

teremos duas possibilidades:

e )1 e Ay positivos: X — oo quando ¢ — oo. Logo, as trajetérias estarao divergindo

do ponto critico e teremos um né repulsor;

e )\ e Ay negativos: X — 0 quando t — oco. Assim, as trajetorias estarao convergindo

para o ponto critico e teremos um né atrator.

E importante observar que os autoespacos sao gerados pelos autovetores e as trajetorias

sempre tangenciarao o autoespaco gerado pelo autovalor de menor maédulo.

Exemplo 2.13. Seja o sistema:

dt

dy

2 =9
ar Y

Resolvendo a equacao caracteristica da matriz A desse sistema através da férmula de
Bhaskara: A2 — 3\ +2 = 0, obteremos A\; = 1 e Ay = 2. Ou seja, dois autovalores reais
distintos e de mesmo sinal. Prosseguindo, consequentemente encontraremos os autovetores
K; = (1,0) e K2 = (0,1). Desse modo, os autoespacos serao o eixo x e o eixo y, e as
trajetorias vao tangenciar o eixo x. Entao, o retrato de fase serd um né repulsor como na
Figura (2.5).
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Figura 2.5: N6 repulsor.

Exemplo 2.14. Seja o sistema:

dx

& 842
7 T+ 2y
dy _ _
ar ~ Y

Resolvendo novamente a equacdo caracteristica A? + 4\ + 3 = 0, obteremos \; =
—3 e A2 = —1, consequentemente, K1 = (1,0) e Ko = (1,1). Os autoespagos serao
retas passando pela origem com vetores diretores K; e K5. Como nesse caso temos dois

autovalores reais distintos negativos teremos um né atrator, visto na Figura (2.6).

Figura 2.6: Ponto né atrator.
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Autovalores reais, distintos e com sinais opostos

A solucao é dada da mesma forma que no caso anterior:
X = ClKleAlt + CQKQ@Azt.

Porém, com os autovalores com sinais opostos o ponto critico é chamado de ponto
de sela. As trajetdrias no autoespaco gerado por A; negativo convergem para a origem,
enquanto as trajetérias do autoespago gerado por Ao positivo convergem para o infinito.
As trajetérias fora dos autoespagos sao hipérboles. (THEODORO; CARVALHO, 2018)

Exemplo 2.15. Seja o sistema:

dr
bt
dt
dy
29 _9
at ~ Y
Tendo como equacio caracteristica A> — A\ — 2 = 0 e resolvendo-a, obteremos \; = —1

e A2 = 2, e como consequéncia, K; = (1,0) e Ky = (0,1). Como K estd associado ao
valor negativo, a trajetdria sobre o eixo x convergird para a origem. Ja Ky estd associado
ao valor positivo entao a trajetéria no eixo y divergird da origem. Veja esse retrato de
fase na Figura (2.7) chamado de ponto de sela. Comparando-o com o retrato de fase do

sistema (2.11) nota-se que na Figura (2.4) também tem-se um ponto de sela.

EIEINUR] AR
AR R RN
PLETHLAT LR s
[AER L) L T
AR N e Y
SRR AN AR
Flr W o L——
LY v sOsey, S
FlN = 'v:.""w-.-_ S e e ———
g o~ - — —
Ny e =
Ny /
1K Ly
RNl § /7
K 1y
AR i ¥,
1K Y fi s p
bt

-4 -2 0 2

Figura 2.7: Ponto de sela.
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Autovalores reais e iguais

Supondo A; = A2 = A, segundo Theodoro e Carvalho (2018), se A > 0 as trajetérias
divergem da origem e se A < 0 elas convergem para a origem. Além disso, quando temos

autovalores reais iguais existem dois casos:

e Dois autovetores independentes, onde a solucao geral é dada por
X = clKle)‘t + 02K26>\t,

como ja visto na Subsecao (2.1.2). Nesse caso, as trajetérias sdo retas que passam

pela origem e o ponto critico é chamado de né préprio;

e Um autovetor independente, onde a solucao geral pode ser dada por
X = clKle)‘t + CQ(Klte)\t + KQG)\t).

Com (A — M)K; = K». Nesse caso, o ponto critico é chamado de né impréprio
e depende da posicao de Ki. Tanto para ¢t — oo quanto para t — —oo, o termo
dominante da equacdo é coKiteM. Mas para t positivo as trajetérias tendem a
origem tangenciando K;. J& para t negativo cada trajetoria assintota uma reta

paralela a K.

Exemplo 2.16. Seja o sistema:

dr
%—ZE
dy
%—y

Solucionando a equacdo caracteristica: A\ — 2\ +1 = 0, é obtido A\; = Ag = A = L.
Como qualquer par de vetores satisfaz a equacao e A é real e positivo, temos um né préprio

com trajetérias divergindo da origem (Figura (2.8)).
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Figura 2.8: N6 préprio com trajetorias divergindo da origem.

Exemplo 2.17. Seja o sistema:

dx
- +y
dy
at =Y
Com a resolucdo da equacdo caracterfstica A\ — 2\ + 1 = 0, obteremos A\; = 1 e

consequentemente K; = (1,0). Assim, quando ¢ — oo as trajetdrias tangenciarao K,

como na Figura (2.9).

A
U

=

et

Figura 2.9: N6 impréprio com trajetorias divergindo da origem.
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Autovalores Complexos

Quando temos autovalores complexos, sendo A\; = a+i08 e Ay = a—if, « é responsavel
pela convergéncia das solucoes em relacao a origem, enquanto 3 é responsavel pela rotacao

das solugoes em torno da origem. De acordo com Boyce e DiPrima (2010), observa-se que:

e Quando a # 0, as trajetérias s@o espirais. Se a > 0, as solugoes divergem da origem
e se a < 0, elas convergem para a origem. E quando § > 0, a rotagao é no sentido
anti-horario e quando 8 < 0, a rotag@o é no sentido horario. Nesse caso, os pontos

criticos sao chamados de pontos espirais;

e Quando a = 0, ou seja, o autovalor é um imaginéario puro, as trajetérias sao elipses
centradas na origem e o ponto critico é chamado de centro. E sdo percorridos no

sentido horério se 8 > 0 e no sentido anti-horario se 8 < 0.

Exemplo 2.18. Seja o sistema:

dx
a oY
dy
= —b5p+4
7 T+ 4y

Utilizando da férmula de resolucdo de equacdo quadritica em A2 — 10\ + 29 = 0,
conclui-se que Ay = 5 + 2i e Ay = 5 — 2i. Dessa forma, o > 0 significa que as trajetérias
vao divergir da origem e 5 > 0 que a rotacao serd no sentido anti-horario (verifique na
Figura (2.10)).

Figura 2.10: Ponto espiral divergindo da origem.

Exemplo 2.19. Seja o sistema:
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dx

= _9

7 r + 8y
dy

= _r—9
aw -~

Fazendo a resolucio da equacio de segundo grau A% + 4 = 0, conclui-se que A\; = 2i e
Ao = —2i. Logo, a = 0 garante que teremos elipses e 8 > 0 que a rotagao serd no sentido
horério (Figura (2.11)).

Figura 2.11: Elipses de centro na origem e rotacao no sentido horario.

2.2 Sistemas Lineares Nao Homogéneos

No inicio deste capitulo, falamos brevemente sobre a forma de um sistema linear nao
homogéneo ser X' = AX + F(t) e a sua solucdo geral ser X = X.+ X,,, onde X, é a fungao
complementar ou a solugao geral do sistema linear homogéneo associado e X, é qualquer
solucao particular do sistema nao homogéneo.

J& vimos na secao anterior como encontrar X., entao o foco desta secao serdao os
dois métodos para se obter X,: o método dos coeficientes indeterminados e o método
da variacao dos parametros. Estes métodos sao introduzidos como formas de encontrar
solugbes particulares de equagoes diferenciais ordinérias (EDOs) lineares nao homogéneas,
e sao adaptados para serem utilizados no caso de sistemas. Entre eles, a variacao de

parametros é o que mais se destaca por ser mais seguro e preciso.
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2.2.1 Meétodo dos Coeficientes Indeterminados

O método dos coeficientes indeterminados nada mais é do que uma conjectura, ou seja,
é feito um palpite a respeito da forma do vetor solucao particular baseado nos tipos de
fungdes que fazem parte das entradas da matriz coluna F'(t).

E importante ressaltar que o método sé é valido quando as entradas de A sdo constantes
e as entradas de F'(t) sdo constantes, polindmios, fungdes exponenciais, fungdes senos e
cossenos, ou somas e produtos finitos desses tipos de fungoes. Além disso, as regras
especificas utilizadas quando o método é para encontrar uma solucdo particular de uma

EDO nao sao tao satisfatorias para sistemas. Com isso, partiremos para o préximo método.

2.2.2 Meétodo da Variacao de Parametros

Antes de entrarmos na explicacdo do método propriamente dito, é necessario falarmos
de matriz fundamental.
Matriz Fundamental

Utilizando do Teorema (2.8), a solugao geral do sistema homogéneo é a combinagao

linear X = c1 X1 + coXo + ... + ¢, X,, que também pode ser escrita como

T11 T12 Tin C1T11 + 212 + - - + CpT1n
T21 22 Ton 1221 + Coxoo + -+ + CpTop
X=c ] + c2 ] +--- ey . =
Tnl Tn2 Tnn C1Tpl + C2xp2 + -+ + CpTpn
(2.13)

Podemos identificar a matriz no final da equagao (2.13) como um produto de duas

matrizes, uma n X n por outra n X 1. Assim, a solucao geral pode ser escrita como

X =d(t)C, (2.14)
onde
C1
c=|7
Cn
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e a matriz n X n com as colunas sendo as entradas dos vetores solugao do sistema X’ = AX,

r11 Tiz2 - Tlin

xro1 T22 Tn2
®(t) =

Tnl Tp2 *°° Tnn

denomina-se matriz fundamental do sistema.

A matriz fundamental tem as seguintes propriedades:

e A matriz fundamental ®(¢) é inversivel ou ndo singular, ou seja, é uma matriz

quadrada com determinante diferente de 0 possuindo assim uma matriz inversa.

e Se ¢(¢) for uma matriz fundamental do sistema, entao

O'(t) = AD(t). (2.15)

A primeira propriedade segue do fato de que é possivel verificar que o determinante
de ®(t) é igual ao Wronskiano no Teorema (2.5). Desse modo, a independéncia linear das
colunas na matriz fundamental garante que o seu determinante é diferente de 0 para todo
t no intervalo. Além disso, como ®(t) é inversivel, ®~1(¢) existe para todo t no intervalo.

E a segunda propriedade é garantida pois temos como vetores solugao cada coluna de ®(t).

Variacao de Parametros

Este método, como o dos coeficientes indeterminados, origina-se como um método
para achar uma solucao particular de uma EDO linear nao homogénea onde basicamente

substituimos o parametro ¢, pela funcao u;. Adaptando-o para sistemas, iremos substituir

(75} (t)
: . _ u(t)
a matriz coluna C em (2.14) por uma matriz coluna de fungoes U(t) = ) . Dessa
Un(t)
forma, a solucao particular do sistema nao homogéneo
X' = AX + F(t), (2.16)
sera
X, = ®(t)U(1). (2.17)
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Fazendo a derivada de (2.17) utilizando a Regra do Produto, temos
X, =o(t)U'(t) + @' (t)U (), (2.18)

onde a ordem das multiplicagoes é importante pois U(t) é uma matriz coluna implicando
que U'(t)®(t) e U(t)®'(t) ndo estejam definidas. Agora, realizando a substituicao de (2.16)
e (2.18) em (2.17) resultard em

DU (t) + @' ()U(t) = AD(H)U(t) + F(t). (2.19)

E usando (2.15) em (2.19) teremos @ (t)U’'(t)+AD(t)U(t) = A®(t)U(t)+F(t), que somando

—A®(t)U(t) nos dois membros da igualdade se tornard
S(H)U'(t) = F(t). (2.20)

A fim de encontrarmos U (), multiplicamos cada lado da equagao por ®~1(¢) obtendo
U'(t) = @ 1(t)F(t) e assim obtemos U(t) = [ @~ 1(t)F(t)dt.
Logo, a solugao particular (2.17) de (2.16) sera

X, = @(t)/@‘l(t)F(t)dt, (2.21)

devendo-se integrar cada entrada de ®~1(¢) F(t) para obtermos a integral indefinida. Lem-
brando que o uso da constante de integracao nesse caso é arbitrario.

Portanto, concluimos que a solugao geral do sistema nao homogéneo é

X = 3(1)C + (t) / O () F(1)dt. (2.22)

Problema de Valor Inicial

Quando temos um sistema linear nao homogéneo sujeito a uma condigao inicial X (¢y) =
Xp, os limites de integracao sao escolhidos de maneira que a solugao particular se anula

quando t = tp. Utilizando a escrita alternativa da solugao geral (2.22),

X =0)C + () /t d(s)F(s)ds

to

e usando t = tg, teremos Xg = ®(ty)C. Isolando C, obtemos C = ®~!(¢3) Xy que ao

substituir na solugao geral alternativa ficara

X =3(t)® L(tg) Xo + ®(2) /t O Y(s)F(s)ds, (2.23)

to
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obtendo a solucao do problema de valor inicial.

2.3 Exponencial de Matriz

Como j4 sabemos, a EDO linear de primeira ordem 2’ = az, com a constante, tem
como solucao geral = ce®. Poderfamos entdao definir uma funcdo exponencial de matriz

et tal que, e fosse uma matriz de constantes para ser uma solucio de um sistema linear?

Sistemas Homogéneos

Respondendo a indagacao introdutéria, podemos definir uma funcao exponencial de

matriz e* de modo que

X =etC (2.24)

At uma forma é utilizando

seja uma solugao do sistema homogéneo (2.4). Para definirmos e
série de poténcias da funcdo exponencial escalar e e adaptando-a para a situacao em que

temos uma matriz A n X n no lugar de a.

Definicao 2.20 (Exponencial de Matriz). Para uma matriz A, n x n,

k
it

o (2.25)

At ot Rt -
e :I+At+A2!+---+Ak!+--~:kZA
=0

E valido observar que no caso em que A é uma matriz qualquer n X n com todas as

suas entradas fora da diagonal principal sendo 0 (denominada matriz diagonal), teremos

et 0 ... 0
0 ed22t ... 0
QAL
0 0 gomn?
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Derivada de et

Diferenciando (2.25) termo a termo:

d . d ot ot
GoAt — Y oar A2 L akl
ai° dt[ A Ay T

1
:A+A2t+§A3t2+---

"
:A{I+At+A22‘+-~]

At
= Ae™,

d
nota-se que a derivada da exponencial de matriz se assemelha a exponencial escalar %e“t =

ae® e é

d
%ef” = Ae. (2.26)
Em consequéncia disso, é possivel mostrar que (2.24) é de fato solucao de X' = AX V

vetor C de constantes, n x 1:

X' = %eAtC = AeMC = A(eMC) = AX.

e’ ¢ uma Matriz Fundamental

Se usarmos a notacao U(t) para e?, a equacao (2.26) ficard ¥'(t) = AU(t), o que
obedece a segunda propriedade de matriz fundamental em (2.20). Também é possivel

40 — T Ou seja, fazendo t = 0 resultara na

constatar que pela Defini¢ao (2.13), ¥(0) = e
matriz identidade, a qual o determinante é diferente de 0. Logo, det ¥(0) # 0 obedecendo
a primeira propriedade de matriz fundamental j& vista na subsegao (2.2.2). A partir disso,

podemos afirmar que e ou ¥(¢) é uma matriz fundamental do sistema X' = AX.

Sistemas Nao Homogéneos

Visto que uma forma de escrever a solugao geral de uma equagao diferencial linear de
primeira ordem x’ = ax + f(t) é
t
T =x.+ 1y = ce” + e“t/ e *®f(s)ds,

to
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é possivel observar que a solugao geral de um sistema linear nado homogenéo é

t
X=X.+X,=eMC+ eAt/ e F(s)ds. (2.27)

to

At

Isso se da pelo fato de que e** é matriz fundamental, entao ela sempre serd inversivel,

possuindo inversa (e4*)™! que é igual a e=4%. E e~4% ¢ obtida de e fazendo t = —s.

2.3.1 Calculando ¢ por transformada de Laplace

Como visto anteriormente, podemos usar a Definicao (2.13) para calcular a expo-
nencial de matriz. Mas, buscando resolvé-la de forma mais simples podemos utilizar a
transformada de Laplace que iremos revisar a seguir (tendo em mente que o conteudo de

transformada de Laplace seja de conhecimento do leitor).

Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um tipo especial de transformada integral f; K(s,t)f(t)dt,
em que o nicleo K(s,t) = e ¢ e o intervalo de integragao é [0,00}. Com f(t) definida

para t > 0, a integral imprépria fooo K(s,t)f(t)dt pode ser definida como o limite:

b

/ T K (s 0 (0t = tim [ K (s, 1) f(1)dt.
0

b—o0 0
Defini¢ao 2.21 (Transformada de Laplace). Seja f uma funcao definida para ¢t > 0. A

integral

L{f(t)} = / e St f(t)dt (2.28)
0
serd chamada de transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja.

Para calcular e4* também é necessario conhecer a transformada inversa de La-
place: f(t) = L7 F(s)}, onde F(s) representa a transformada de Laplace de f(t).
Outro ponto importante que devemos ter em mente é o seguinte resultado de trans-

formada de derivada:
LLF/ (D)} = sF(s) — £(0). (2.29)

Uso da Transformada de Laplace

Revisitando (2.27) podemos tirar como conclusao que uma solucao do sistema linear

A At

homogéneo X’ = AX é X = e, fazendo t = 0 temos e? = I e assim X = e’ serd
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solucao do problema de valor inicial
X'=AX, X(0)=1I. (2.30)

Se a transformada de Laplace de e for z(s), entdo podemos obter a transformada
de Laplace de (2.30) fazendo primeiramente a transformada de cada lado da equacao,

lembrando que a transformada de X’ segue do resultado (2.29), entao teremos:
se(s) — X(0) = Ax(s) ou (sl — A)x(s)=1.

Por fim, multiplicamos a tltima equacao por (sI — A)~! obtendo z(s) = (s — A)~'I =
(sI — A)~L. Logo, a transformada de Laplace da exponencial de matriz serd dada por

L{eAt} = (sI — A)~! e a transformada inversa por
et = £7{(sT — A)71). (2.31)

Exemplo 2.22 (Exponecial de Matriz usando a Equacio (2.31)). Calcule e4* usando a
-1 1

-2 2/

Primeiro devemos calcular (sI — A) :

o= (100

5—2 1
(sT— Ay = s+1 —1 _1_ s(s—1) s(s—1)
’ 2 s-2) | -2 s+ 1

s(s—1) s(s—1)

transformada de Laplace, onde A =

e obter a sua inversa:

Agora decompondo em fragoes parciais as entradas dessa ultima matriz, temos:

2, -1 11

(3[—A)71: s s—1 s s—1
2 -2 1 2
s s—1 s s—1

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (sI — A)~!, (2.31) nos garantird que
AL _ 2—¢et  —1+¢ .
2 -2t —1+2¢
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3 Modelo Fundamental de EDO da

Epidemiologia Matematica

E fato que as equagoes diferenciais ordinarias sao comumente usadas para o desenvol-
vimento de modelos que explicam e antecedem o comportamento de fenémenos. Entre as
areas onde podem ser aplicadas, a epidemiologia é uma delas. Nesse ramo, o intuito dos
modelos é prever a propagacao de doencgas e como reagirao a possiveis intervengoes contra
as suas disseminagoes.

Nos modelos de EDO a populacao é segmentada em categorias, denominadas com-
partimentos, e essa divisao é feita de acordo com os atributos relevantes para o estudo.
Desse modo, o modelo possibilita descrever a evolucao da fracao de populacao em cada
compartimento em relagao ao tempo.

Neste capitulo serd abordado o modelo de EDO considerado por Lépez-Flores et al.
(2021) como o fundamental da epidemiologia matematica e também alguns conceitos dessa
area que serao necessarios para a compreensao do modelo. Toda a teoria aqui presente se
baseia no trabalho de Lopez-Flores et al. (2021).

3.1 Origem e Termos

De acordo com Lépez-Flores et al. (2021), na epidemiologia matematica, o modelo fun-
damental de EDO foi introduzido pelo o escocés Anderson Gray McKendrick e o britdnico
William Ogilvy Kermack em um artigo em 1927. Esse modelo é chamado de SIR e isso se
deve aos seus compartimentos que sao: suscetivel, infeccioso e recuperado.

Neste trabalho o foco serd dado a doengas infecciosas contagiosas. Uma doenga in-
fecciosa é aquela que é causada por seres como bactérias, virus, parasitas entre outros,
e quando podem ser transmitidas de pessoa para pessoa sao chamadas de doengas con-
tagiosas. Em concordancia com a epidemiologia matematica e da mesma maneira que
Lépez-Flores et al. (2021), usaremos o termo doengas infecciosas para nos referirmos ao

tipo de doenca que ¢ interesse deste estudo.
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Ainda, uma doenca infecciosa se espalha pela populacdo em decorréncia do proprio
comportamento populacional e de caracteristicas patogénicas. Essas caracteristicas sao
responsaveis por circunstanciar como uma pessoa pode se infectar e transmitir, ja o com-
portamento humano nos diz com que frequéncia isso pode acontecer. (L()PEZ—FLORES
et al., 2021)

3.2 0O Modelo SIR

O modelo SIR basicamente serve para modelar uma doenga infecciosa que nao ¢é fatal
e apés contraida uma vez, a imunidade é garantida. Como ja mencionado, a populacao
é dividida em trés compartimentos: suscetiveis, infectados e recuperados. Atribuiremos a
cada um deles respectivamente as varidveis S(t), I(t) e R(t) para representarem as fracoes
da populagdo em cada compartimento no tempo t. Também sabemos que S(t) > 0,
I(t) > 0 e R(t) > 0, pois obviamente nao havera um nimero negativo de pessoas. Além
disso, S(t) + I(t) + R(t) = 1, ou seja, a soma das fragoes da populacdo é a populacao ao
todo. A partir dessa ultima equacao também podemos afirmar que a;—s + % + Z—R = 0.

Para compreender o sistema de equagoes diferenciais desse modelf) tamﬁém ptodemos
utilizar a dimensao real da populacao ao invés das fragoes populacionais. Entao, consi-
derando a constante N como o tamanho da populacao (ignorando nascimentos e mortes),
s(t) serd o niimero de suscetiveis, i(t) o de infectados e r(t) o de recuperados de forma que

s(t) +i(t) +r(t) = N.

As constantes [ e ¢

Um individuo suscetivel se torna infectado ao entrar em contato com outro individuo
ja infectado e esse contato deve ser de forma que a transmissao da doenga é caracterizada
- geralmente chamados de contatos adequados, mas por simplificacdo chamaremos apenas
de contatos. Além disso, hd uma probabilidade para que o contato resulte de fato na trans-
missao. Caso alguma fracao da populagao nao seja suscetivel & doenca por determinada
razao, essa € incluida no compartimento dos recuperados desde o inicio.

Supondo que a taxa de contatos por pessoa infectada é constante, multiplicando-a
por S](Vt) obtemos a taxa de individuos suscetiveis contatados por pessoa infectada. E
multiplicando esse resultado pela probabilidade de transmissao, obtemos a taxa de novas
pessoas infectadas por pessoa infectada:
novas pessoas in fectadas pessoas contatadas  s(t)

= - ——-probabilidade de t i8s80.
pessoa infectada - dia pessoa infectada - dia N probabIidade ce transiissao
(3.1)
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A taxa de novas infeccbes quando todas as pessoas que entram em contato com a
doenga sao suscetiveis (s(t) = N) é (3, o coeficiente de transmissao. Por definigao,

s(t)

é o produto dos dois termos que estao multiplicando N na Equacao (3.1):

pessoas contatadas

= Dessoa infectada - dia - probabilidade de transmissao. (3.2)
No inicio de uma epidemia, quando os individuos nao estdo tomando medidas contra a
doenca, a probabilidade de transmissao é apenas o quanto contagiosa a prépria doenca
é. O primeiro termo, no entanto, depende do modo de vida da populacao, do ambiente,
fatores climaticos, etc. Ademais, observe que se o tempo estd sendo medido em dias, e
[ representa pessoas contagiadas por pessoa infectada por dia, a unidade pessoa cancela
entao a unidade de § é 1/dia.

Uma vez que i(t) é o nimero de infectados no instante t, a taxa de novas infecgoes na
populagao inteira no momento t é obtida multiplicando a Equagao (3.1) por i(t):
s(t)

= 8- 2 ilt). (3.3)

novas pessoas in fectadas

dia

J& a taxa de recuperagao é proporcional a i(t), com a constante de proporcionalidade
~. Veja que pensando de forma isolada no fenomeno de recuperacao, a taxa de infectados
decresce com a cura das pessoas. E 1/ serd o tempo médio para o qual as pessoas
ficam doentes. Esses resultados podem ser verificados em Lépez-Flores et al. (2021), no
qual utiliza-se do célculo de distribuicao de probabilidade e a sua média para chegar a

interpretagao de .

A deducgao do modelo

Segundo Lépez-Flores et al. (2021), para se chegar ao sistema de equagoes do mo-
delo SIR é plausivel observar que fazendo por suposicao a multiplicagao de I(t) por uma
constante k, estaremos multiplicando a taxa com que os contatos ocorrem por k. Da
mesma forma, se multiplicarmos S(t) por um nimero k, também estaremos multiplicando
a mesma taxa por k. Assim, podemos concluir que a taxa a que a doenca é transmitida
no tempo t é proporcional ao produto S(t) - I(t). Também de maneira razodvel podemos
supor que a taxa com que os infectados se recuperam é proporcional a I(t).

Com isso e as interpretacoes levantadas anteriormente sobre as constantes 3 e 7y, po-

demos deduzir que a taxa de infecgdes sera proporcional a  vezes o produto S(t) - I(t)

- [ dS dlI dR
menos a taxa de recuperagao que serd a constante 7y vezes I(t). Como o =+ T + i 0,
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entao a taxa de suscetiveis s6 poderd ser —3S(t)I(t). Logo, obtemos o seguinte sistema:

as

© o _Bsr

priia

I

o =BSI =l (3.4)
dR

I

ar !

Esse sistema nos diz matematicamente como a transmissao da doenca funciona. Por
isso, para deduzir um modelo epidemioldgico nao basta ter conhecimentos matematicos,
deve-se conhecer a doenca e as suas caracteristicas. Quando temos os valores de S e 1
em um instante t é possivel chegar as suas taxas de variagoes naquele mesmo instante,
usando (3.4). Porém, somente as equagoes do sistema nao sao capazes de nos dizer o que
acontecera ao longo tempo: se a doenga desaparecerd, ou se espalhard completamente, ou
oscilard continuamente, ou ficard presente na populacao para sempre. Isso s6 podera ser

constatado a partir das solugoes.

O nimero de reprodugao basico (Ry)

O namero de reprodugao basico é o numero médio de individuos infectados por cada
individuo infectado quando uma doenca é introduzida numa populagdo, no pressuposto
de que toda a populagao é suscetivel. No modelo SIR, (Rgy) é o nimero de novas infec¢oes
causadas por dia por cada infectado () vezes o tempo médio em dias em que um individuo
permanece infectado (1/7). Ou seja,

1

R0:6-7:
Y

2w

Assim que uma doenca infecciosa é introduzida na populacao por um individuo, ao final
do tempo médio em que esta infectado, ele passa para o compartimento de recuperados
sendo substituido por outros Ry individuos infectados. Assim, se Ry > 1, a doenca se
propaga pois o nimero de infectados cresce. Caso Ry < 1, o namero de infectados decresce

e a infeccao extingue-se.

Interpretacao Geométrica e Retrato de Fase

dS dI dR
Sabendo que T + e + o 0, se inicialmente temos S(t) + I(t) + R(t) = 1, entdo a
soma dos compartimentos sempre serd igual a 1. Com isso, podemos obter R(t) a partir

dos valores de S(t) e I(t) encontrados fazendo R(t) =1 — S(t) — I(t). Portanto, nos basta
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utilizar as duas primeiras equagoes do sistema (3.4):

d
é%:—@ﬂ
- (3.5)

dsS
Para o sistema acima, é possivel verificar que T 0 quando S = 0 ou I = 0, logo

1
nos dois eixos estd o plano SI. J& i 0 ocorre quando I =0 ou § = T As solucoes de

dl
equilibrio (rever subsecao 2.1.4) desse sistema estardo onde temos o 0e i 0 ao
mesmo tempo. Conclui-se que o eixo S (linha I = 0) é formado por equilibrios e somente
ele.

dl

. . ds .
O campo de vetores é vertical nas curvas — = 0 e horizontal nas curvas I 0

(exceto onde eles se cruzam, sendo vertical). Essas curvas dividem o plano em regides
abertas onde — e — tem sinais constantes. Os sinais em cada regiao determinam em

dt — dt
que quadrante os vetores se encontram, basta observar para onde os vetores apontam.

O espago de fase é a regido triangular 7 = {(S,7): 5 >0, I >0, S+ 1 <1}, pois
como j& mencionado S(t) >0, I(t) > 0e R(t) =1 — S(t) — I(t). Dessa forma, havera dois

casos: Rg = — < 1le Ry = — > 1. No primeiro caso 7 > 1, o que implica que a linha
Y

B

S = 7 nao interseta 7. J&4 no outro caso interseta, pois il < 1.

Para encontrar as trajetérias do sistema SIR, podemos utilizar o sistema (3.5) e dividir
a segunda equagcao pela primeira (método comumente visto em Célculo). Assim, obteremos

uma unica equacao diferencial para as trajetérias no espago SI:

dl 0%
— =14 ——. .
IS +BS (3.6)

Integrando (3.6), obtemos a familia das curvas

1:—S+%m5+0. (3.7)

Isso nos mostra que o retrato de fase do sistema SIR depende apenas da razao i que

B

é equivalente a dizer que depende de Ry = é . Note também que o valor maximo que as

curvas atingem é S = % A figura 3.1 ilustra um retrato de fase do modelo SIR a partir do

sistema 3.5, sendo (a) um caso em que Ry < 1 e (b) um caso em que Ry > 1. Os valores

atribuidos para 3 e v foram escolhidos arbitrariamente.
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0.8 1.0

(a) Ro=1/3<1(8=0,1ey=0,3). (b) Ro=1,1>1(8=0,5e vy =0,45).

Figura 3.1: Retrato de fase do modelo SIR.

Apenas a titulo de curiosidade e relacionando com a discussao feita na subsecao 2.1.4, se
observarmos o retrato de fase do sistema 3.5 contendo todos os quadrantes e considerando
S e I negativos (Figura 3.2), veremos que se assemelha a um né atrator como o visto
no exemplo 2.14 (verificar figura 2.6). Nessa figura podemos perceber que a maior parte
das trajetérias convergem para o eixo S, apesar de que no quadrante IV elas comecam a

divergir se assemelhando a um ponto de sela (verificar figuras 2,4 e 2.7).

o o e e e o e e a4 e |

Figura 3.2: Retrato de fase do sistema 3.5 incluindo os quadrantes II, III e IV
(B=0,1c7=0,3).

Voltando a discussao do modelo em que nos interessa apenas a regiao 7, se conside-
rarmos uma solugao (S(t),I(t)) com Ry > 1, a curva tracada pela solugao nao serd toda a
curva I = =S5+ In S + C, pois as solugbes nao podem passar pelos equilibrios no eixo S.

Ou seja, a solugdo ndo estd na parte I = 0. A curva I = —S 4+ 1n S 4+ C intercepta o eixo
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S em dois pontos (S_,0) e (S4,0), com Sy < % <S5

No caso Ry > 1, ou seja, quando o numero de infectados cresce, as trajetérias conectam

um equilibrio (S,I) = (S-,0) com % < S_ < 1, a um equilibrio (S,I) = (S4+,0) com

0< St < 1. A interpretacao que temos disso é que a fracao populacional S_ é suscetivel
e ninguém estd ainda infectado. Dai quando a doenca é introduzida, de modo que I se
torna positivo, o nimero de infectados aumenta, e o niimero de suscetiveis diminui. Com
o tempo, o nimero de suscetiveis cai abaixo de Y ¢ o ntmero de infetados comeca também
a cair levando a doenca ao fim. No final da epidemia, a fracao suscetivel da populacéo é
Sy . Logo, a fragao da populagao que contraiu a doenca durante a epidemia é S_ — S.
Por esse motivo, é interessante calcular S, a partir de S_. Esse calculo pode ser feito

j& que se a curva passa pelo ponto (S_,0), entao

0:—5_+%1n5_+0 — C:S_—%lnS_.

Como a curva passa também por (S5, 0), entao

0:—5++%1n5++cz—s++%1n5++s,—%1ns,.

Simplificando a equacgao anterior temos
2l _
—(S+ — Sf) + E(lHSJr — IDS,) = 0
Portanto, podemos encontrar S; em funcao de S_ dado escrevendo
F(S)=—(S—5_)+ %(ms ~InS_)=0

e resolvendo por um método numérico.

Outra informacao importante a ser obtida é o valor médximo de I na trajetéria, que
indica a fragdo méaxima da populagao infectada de uma sé vez durante a epidemia, e ocorre
em S = % A importéancia se dé pelo fato de que através desse nimero é possivel saber se
em algum momento a rede hospitalar ficard sobrecarregada.

Contudo, devemos lembrar que o comportamento humano é um fator que influencia em
como a epidemia acontece. Por isso, os niimeros que conseguimos através desses cédlculos e
da observacao das trajetérias do sistema nao nos garante correspondéncia com a situagao

real.
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3.2.1 O Modelo SIR com mortes

E se a doenca pudesse levar as pessoas a morte? Conforme Lépez-Flores et al. (2021),
o modelo SIR também pode ser utilizado nesse caso com algumas modificagoes.

Pensando na populagao de ntimero inicial N, no momento t, s(t) é o niimero de pessoas
suscetiveis, i(t) de infectadas, w(t) de recuperadas e d(t) de mortas. Agora o coeficiente
de transmissdo no momento t, 3(t), serd dado pelo f que ji determinamos na subsegao
anterior multiplicado pela fracao da populagao ainda viva. Pois, & medida que as mortes
acontecem, a populagdo reduz e consequentemente o nimero de pessoas que um infectado
pode entrar em contato diminui. E essa diminui¢ao pode ser dada pela fracao da populagao

que estd viva. Dessa forma

s(t) +i(t) + w(t)
N :

B(t) =8 (3.8)

Na subsecao 3.2, vimos que a taxa de novas infecgoes por um infectado no tempo t é

B(t) (3.8) multiplicada pela fragdo da populagdo que é suscetivel nesse mesmo tempo t.
s(t)

s(t) +i(t) + w(t)

em seguida por i(t) podemos obter a taxa a que novos infectados sdo gerados em toda a

Para o modelo, agora a fragao da populagao suscetivel é

. E multiplicando

populacdo. A partir disso, a diminuicao de suscetiveis é:

ds _ , s(t)+i(t) +w(t) s(t) it = — B i
=" N ST 1w = sl

Determinando p como a taxa em que os infectados se recuperam e § a taxa em que
morrem, o sistema completo que representa o modelo SIR com morte pode ser escrito

COmo:

( ds 8 .
— =——3si
dt N
di . 5
— = =8t — ui — 01t
dt N
(3.9)
dw )
i
a "
dd
— = 1.
at ~
Com a finalidade de simplificar o sistema, podemos reunir os compartimentos w e d em
. . : dr dw dd . .
um compartimento r chamado de removido, assim r = w+d e FTin + T +di =
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(v + 0)i. Assim, o sistema fica

(s _ —ﬁsi

dt N

di B .

ek 3.10
il Al Cagdl (3.10)
dr .
k% = (#+5)l.

Colocando as variaveis como fragoes populacionais no lugar dos nimeros totais temos:

ds
22 — _BST
T
I
% = BST — (4 0)I (3.11)
dR
== I
g = utd)

Note que se no lugar de pu + 0 tivermos =, teremos exatamente o sistema 3.4. Entao,

o sistema 3.11 é o modelo SIR com a diferenca de que nesse caso R é o compartimento

de removidos, podendo ser por recuperagoes ou mortes. E de forma andloga ao que foi

feito anteriormente para o sistema 3.4, é possivel obter os retratos de fase para fazer uma

interpretagao das solugoes.
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4 Conclusao

Os sistemas de equacgoes diferenciais sao vastamente utilizados para modelar si-
tuacgoes reais, sendo uma delas o desenvolvimento de patologias. Procuramos neste traba-
lho mostrar como as EDO estao presentes no ambito da satide tendo assim uma grande
relevancia para a nossa sociedade.

Este trabalho possibilitou a percepcao de que para a compreensao do modelo SIR aqui
discutido, além do conhecimento tedrico de EDO, é necessario ter clareza sobre alguns
conceitos de epidemiologia. E dentro do préprio contetido de EDO, quando nos deparamos
com os sistemas precisamos significativamente de conteidos que sao estudados em Algebra
Linear. Assim, nota-se que buscar conhecimento a respeito de algo é mais do que estudar
conteidos de forma isolada.

Como muitas vezes na disciplina de EDO nao temos a possibilidade de entrar a fundo
nos capitulos sobre sistemas e tampouco em suas aplicagoes, este estudo se faz valido para
uma apreciacao de como a matemadtica é crucial em nossas vidas.

E a partir dessa teoria e do desenvolvimento de modelos como o SIR que surgem
modelos mais complexos que ajudam a fazer o controle de doencas, por exemplo da covid-
19 que marcou drasticamente os anos de 2020 ao inicio de 2023. Porém, sistemas nos quais
modelam doencas desse nivel apresentam mais compartimentos, contendo mais equagoes

levando mais tempo para serem formulados e compreendidos.
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