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Resumo

Este trabalho tem por objetivo fazer o estudo da teoria de superficies considerando os
vetores X, Xy, N associados a uma superficie X (u,v), para cada (u,v), esses vetores
formam uma base de R? que, usualmente, ndo é ortonormal. Também serd desenvolvida
a teoria local de superficies por meio do método do triedro mével. Esse método que foi
introduzido por Elie Cartan, consiste essencialmente em escolher adequadamente, para
cada ponto da superficie, uma base ortonormal ej(u,v), es(u,v), e3(u,v) de R® de tal
forma que os vetores ej, ey sdo tangentes a superficie. Além de ilustrar uma aplicacdo

deste método, o teorema de Bonnet.

Palavras-chave: Formas Diferencidveis, Triedro mével, Teorema de Bonnet.
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Abstract

This work aims to study the theory of surfaces considering the vectors X, X,, N asso-
ciated with a surface X (u,v), for each (u,v), these vectors form a basis of R? which is
usually not orthonormal. The local theory of surfaces will also be developed using the
mobile trihedron method. This method, which was introduced by Elie Cartan, essenti-
ally consists of properly choosing, for each point on the surface, an orthonormal basis
e1(u,v), ea(u,v), e3(u,v) from R3 such that the vectors ej, e are tangent to the surface.

In addition to illustrating an application of this method, Bonnet’s theorem.

Keywords: Differentiable Forms, Mobile Trihedron, Bonnet’s Theorem.
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Introducao

A teoria dos referenciais méveis para superficies, segundo (AKIVIS; ROSENFELD, 1993),
comeca no final do século XIX com Gaston Darboux e Emile Cotton estudando problema
de construir um referencial mével adaptado ao longo de superficies no espaco Euclidiano
ao invés de curvas, uma vez que este assunto ja havia sido discutido por Serret, Frénet e

outros.

O método do referencial movel em superficies foi apresentado sistematicamente por Dar-
boux em suas notas Legons sur la théorie générale des surfaces (DARBOUX, 1887). Para
estudar curvas em superficies, Darboux considerou um triedro formado por vetores eq, eo
e e3, em que e] e eg eram paralelos a reta tangente a curva e a reta normal a superficie
respectivamente, e para estudar superficies considerou um novo triedro em que os vetores
e1 € ey eram paralelos as linhas de curvaura e eg normal a superficie. Neste tltimo caso,
Darboux considerou as derivadas do referencial segundo o comprimento do arco das linhas
de curvaura, e os coeficientes dessas derivadas em relagao a decomposicao pelo triedro
eram justamente as curvaturas principais da superficie, as curvaturas geodésicas das li-
nhas de curvatura. Em 1905, Emile Cotton publicou o artigo Généralisation de la théorie
du triedre mobile (COTTON, 1905), em que introduziu a generalizagdo do método do re-
ferencial movel para espagos F que possufam uma acao continua e transitiva de um grupo

G.

Apesar da vasta teoria desenvolvida no final do século XIX e comeco do século XX, a
ideia de referenciais moveis estd muito atrelada ao nome de Elie Cartan, responsavel por

transformar a teoria em um poderoso algoritmo.

Desenvolvendo as ideias de Darboux e Cotton, em 1910 Cartan publicou os artigos Sur les
développables isotropes et la méthode du tredre mobile (CARTAN, 1955b) e La structure
des groupes de transformations continus et la théorie du triedre mobile (CARTAN, 1955a).
Cartan conecta, especialmente no segundo artigo, o método do referencial mével via trie-
dros com a estrutura de grupos de Lie e a teoria de equacoes de Pfaff, o que posteriormente

ficou conhecido como método do referencial moével propriamente dito.

X



O método do triedro mével é um método alternativo para o estudo local de superficies.
Utilizando a teoria de formas diferenciais encontramos o co-referencial, as formas de co-
nexao e as equagoes de estrutura do triedro mével. Dessa forma, toda a teoria local das

superficies pode ser desenvolvida pelo método do triedro mével.

O Capitulo 1 é um capitulo de preliminares que traz os pré-requisitos necessarios para a
compreensao do conteudo do trabalho em si, assim, é um breve estudo de certos elementos

da algebra linear, calculo diferencial e da teoria local de superficies.

No Capitulo 2 serd feito um estudo das formas diferenciais, tanto de grau 1 quanto de
grau 2, bem como as operacoes de produto tensorial e produto exterior que sao realizados

com as formas diferenciais.

No Capitulo 3 deste trabalho encontra-se o desenvolvimento do método do triedro movel
propriamente dito, a obtecao do co-referencial e das formas de conexao e, ainda, as

equacoes de estrutura.

Serd analizado, no Capitulo 4, o teorema de Bonnet, uma aplicagdo do método do triedro

movel.



Preliminares

Neste capitulo serao apresentadas definicoes e resultados que serao importantes ao estudo

que faremos sobre o Método do Triedro Mével.

O texto ao longo do capitulo serd baseado em (TENENBLAT, 2008), (LIMA, 2001) e
(COELHO; LOURENCO, 2005).

1.1 Espaco Vetorial

Definigao 1.1. Um conjunto nao vazio V é um espago vetorial sobre um corpo K se em

seus elementos, denominados vetores, estiverem definidas as seguintes operacoes:

(A) A cada par u,v de vetores de V corresponde um vetor u + v € V, chamado de soma

de u e v, de modo que:
(Al) u + v = v + u, para todos u, v € V (propriedade comutativa);
(A2) (u 4+ v) + w=1u+ (v + w), para todos u, v, w € V (propriedade associativa);

(A3) exista em V um vetor, denominado vetor nulo e denotado por 0, tal que 0 + v = v,

para todo v € V;
(A4) a cada vetor v € V exista um vetor em V, denotado por —v, tal que v+(—v) = 0;

(M) a cada par a« € K e v € V, corresponde um vetor « - v € V, denominado multiplicagao

por escalar de o por v de modo que:
(M1) (aB) -v=a (B -v),Va,feKeV v eV (propriedade associativa).

(M2) 1-v=wvVveV (ondel éo elemento identidade de K).



Além disso, vamos impor que as operagoes dadas em (A) e (M) se distribuam, isto é, que

valham as seguintes propriedades:
Dl)a - (u+v)=a-u+a-v,Va cKeVuy veV.

D2) (a+pP) - v=a- v+ -y,Va,fEKeVveV

Exemplo 1.1. O conjunto V = R? é um espaco vetorial sobre R com as operacdes usuais.
Sejam u = (x1,91),v = (z2,y2),w = (v3,y3) ER? e «,B €R.

(A1)
utv = (21,y1) + (22, 92)
(71 + 22,91 + ¥2)
= (v2+z1,92 +y1)
(z2,92) + (z1,91)

= v+tu

(A2)
(utv)+w = ((z1,91) + (22,92)) + (z3,93)
(z1 + w2, 91 + y2) + (73, y3)
= (v1+z2+ 23,91 +y2 +y3)
(x1,91) + (22 + 23, y2 + y3)
(z1,y1) + (w2, y2) + (23,93))

= u+(v+w)

(A3) Seja 0 = (0,0) € R

O+ov = (07 0) + (332,3/2)
(0 4+ 22,0 + y2)
= x2ay2)

= v

(A4) Seja v = (r2,12) e —v = (=2, —Y2).

v+ (-v) = (22,92) + (—x2,—¥2)
= (72— 22,92 — Y2)
= 0



(ap)v = (ap) - (w2,12)
= ((aB)z2, (aB)y2))
= (a(Br2), a(By2))
=« (Bxa, Bya)
= a(B(z2,92))
(Bv)

I
Q

(M2) 31 € R tal que
L-v = 1(22,12)
= (72,12)

(M3)
a-(ut+v) = a((z,,y)+ (z2,¥2))
a(xi + x2,y1 + y2)
= (a(r1+22), a(y1 +y2))
(amy + azy, ayr + ayo)
(axy,ayr) + (axg, ays)
= a(x,y)+ a(x2,y2)

= ou-+av

(M4)

(o + B) (w2, y2)
= ((a+B)za, (a+ B)y2)
(axg + B2, ay2 + Bya)
= (ame,ays) + (Bxa, Bys2)
= (w2, y2) + B (2,92)
= au+ Bv

Portanto, R? é um espaco vetorial sobre R

Exemplo 1.2. O conjunto V = R? é um espaco vetorial sobre R com as operacdes usuais.



A demonstracao é andloga a do exemplo anterior.

1.2 Subespaco Vetorial

Definigao 1.2. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto nao vazio
W de V é um subespaco vetorial de V se as restricoes das operagoes de V a W torna esse

conjunto um K-espaco vetorial, equivalentemente, se Vu,v € W e A € K, temos
a)u+veW,
b) Au € W,

Exemplo 1.3. O conjunto V = {(4x, 6z, 8z); € R} é um subespaco vetorial do R?

com as operacoes usuais.
Sejam u = (4x1, 6x1, 8x1),v = (4x2, 6x2, 8x2), € V e v € R.
a)

ut+v = (4, 621, 821) + (4oo, 622, 822)

= (43}1 + 4x9, 621 + 622,821 + 833‘2)
= (4(z1+ x2),6(z1 + 22),8(x1 + 22)) € V.

b) au = a(4x1,6x1,8x1) = (edx1, abry, a8z1) = (4daxy, 6axy, 8axry) € V.

- A partir de agora todos os espagos que iremos considerar serdo espacos vetoriais sobre

R, portanto, ndo serd necessario fazermos mensao ao corpo.

1.3 Dependéncia e Independéncia Linear

Definigao 1.3. Seja V um espago vetorial, os vetores vy, va, ..., U, vetores sdo ditos line-
armente independentes se toda equacao vetorial desses vetores da forma Mjvi + Agvg +

-+ 4+ Apv, = 0 tem solugao tnica Ay = =--- =\, =0.

Serao chamados de linearmente dependentes se existirem nimeros reais A1, Ao, ..., A, nem

todos nulos, tais que Ajv1 + Agvo + ... + Av, = 0.

1.4 Base e Dimensao

Definigao 1.4. Seja V um espaco vetorial sobre K. E chamada de base de V, um sub-

conjunto B de V, que satisfaz



(i) B é linearmente independente;

(ii) B gera V (qualquer vetor de V pode ser escrito como combinagao linear dos vetores

de B).

Exemplo 1.4. Sendo R? espaco vetorial sobre R, o conjunto {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)} é

base de R3, pois é linearmente independente e gera, de fato, se (a, 3,7) € R3, entao
E possivel mostrar que qualquer base de um mesmo espago vetorial tem o mesmo ntimero
de vetores e isso motiva a seguinte definicao.

Definigao 1.5. Seja V um epago vetorial e B = {vy,va, ..., v, } uma base de V. A dimensao

de V ¢ igual ao nimero de vetores da base (dimV = n).
(i) Se V néo possui base, dim V' = 0;

(ii) Se V tem uma base com infinitos vetores, entdo a dimensao de V ¢ infinita e denota-se

dimV = oo

Exemplo 1.5. Seja V = R2. O conjunto B = [(1,0), (0,1)] é uma base de V. De fato,
V(z,y) € R,
tem-se

(z,y) = 2(1,0) + y(0,1)

(z,y) = (0,0) @z =y =0.

Logo, dim(R?) = 2.
Teorema 1. Seja V um espacgo vetorial de dimensao finita n. Entao:
i) Se B = {vy,va, -+ ,v,} gera V entao B é base de V;

ii) Se 0 = {1, u2, - ,up} é linearmente independente entao 0 é base de V.

1.5 Transformacao Linear

Definigao 1.6. Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo arbitrario K. Uma funcao

T:U — V é uma Transformacdo Linear se



(1) T(up +uz) =T(u1) + T(uz) Vur,ug €U, e
(2) T(Au) = AT (u),VIeKeVuel.

Exemplo 1.6. A transformacao T : R? — R? dada por

¢é linear.

De fato, se u; = (z1,y1) e ug = (2, y2) vetores de R?, entdo
(a)
T(ur+ug) = T((x1,91) + (22,42))
= T((x1 + 22,91 +v2))
(5(z1 + x2) + (y1 + y2), 3(2z1 + 22) — 2(41 + 12))
= (521 + 52 + y1 + Y2, 371 + 3x2 — 2y1 — 2y2)
(521 + y1,3z1 — 2y1) + (522 + Y2, 3v2 — 2Y2)
= T(u1)+ T(u2).

(a) VX € R, temos
T(Aur) = T(Mx1,91))
= T(Ax1,\y1))
= (5A\z1 + A\y1, 3z — 2Ay1)
= (A1 +y1), A(Bz1 — 2y1))
= Abz1+y1,3x1 — 2y1)
= AT(u).

Portanto, T é uma transformagao linear.

1.6 Forma Bilinear

Definigao 1.7. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K. Uma funcdo f: U xV — K ¢é

chamada de forma bilinear de U x V em K se satisfizer:
(1) f(Aur +ug,v) = Af(u1,v) + f(ug,v), para todos A € K, uj,us € U eveV.

(ii) f(u, Avy +v2) = Af(u,v1) + f(u,v2), para todos A € K, w € U e vy,v3 € V.



Dessa forma, uma funcao f: U x V — K é uma forma bilinear se for linear em cada uma

das varidveis quando deixarmos a outra fixa.

B : R? x R? — R ¢ dita alternada ou anti-simétrica se B(vy,vs) = B(va,v1),Vv1,ve €
R2.

Uma forma bilinear simétrica que satisfaz:
B(u,u) >0e B(u,u) =0 u=0

é chamado de produto interno.

Exemplo 1.7. A forma B : R? x R? — R dada por

B(u, U) = TyTy + YuYo
u= ($u$v)a V= (yuyv)
é uma forma bilinear simétrica, mais do que isso, B é um produto interno.

Exemplo 1.8. A fungdo f : R? x R? — R dada por f((x1,22), (y1,%2)) = 5x1y2 —
229y1, V(x1,22), (y1,y2) € R? é uma forma bilinear que nio é induzida por um produto

interno.

Quando uma forma bilinear B : u x v — R é um produto interno, denotamos B(u,v) por

< u,v >. Neste caso, a fungao f : v — R dada por f(u) = (< u,u >)% satisfaz:
) f(u) =0 fu) =0 & u =0

i) f(Au) = [A[f(w);

i) fu+0) < fu) + F(0);

E é chamada uma norma em V. A norma proveniente do produto interno <, >.

Ocorre que no espaco veorial R?, fixando o produto interno dado no exemplo (1.7), te-

mos
flu)=<wu>2 = (22+4y2)2
= Va4l
isto é,

fu) = Vg + yg,

¢ o comprimento do vetor @ (com origem no ponto (0, 0) e extremidade u). Por simplicidade

usamos, em ambos o0s Casos, apenas u.



Finalmente, fazendo

[lull = f(u) = Vag + yi,

temos que a norma euclidiana ou comprimento de um vetor u € R? denotada por ||u|| é

dado pela expressao acima. Em geral, tem-se

ul| = V< u,u >.

E importante observar que existem normas que nao sao provenientes de produtos internos,
mas estas nao serao consideradas neste trabalho. Para mais detalhes veja (HOFFMAN;
KUNZE, 1971) e (LIMA, 2020).

1.7 Espaco e Base Dual

Antes de definir Espago Dual, haverd uma breve definigao de Espago L(U, V).

Definigao 1.8. Para espagos vetoriais U e V sobre K, denotamos por L(U, V') o conjunto
de todas as transformacoes lineares de U a V. Sabendo que L(U, V) ={T:U - V; T é
uma transformagao linear}. Este conjunto herda uma estrutura de espaco vetorial sobre K
de uma maneira bem natural. Primeiramente, a fun¢ao nula de U a V' é uma tranformacao
linear. Por outro lado, é ficil ver que para F,G € L(U,V) e A € K, temos que a fungao
A+ G : U — V dada por (A\F + G)(u) = AF(u) + G(u), para cada v € U, é uma
tranformagao linear e, portanto, pertence a L(U, V). Com isso, mostramos que L(U,V) é
um subespago vetorial do espaco F(U, V') de todas as funcoes de U em V' e, em particular,
um espacgo vetorial sobre K. O proximo resultado mostrara que, quando U e V sao de

dimensao finita, entao dimg L(U, V) = dimg U - dimg V.

Teorema 2. Sejam U e V' dois espagos vetoriais sobre K com dimensoes m e n, respecti-

vamente. Entao o espaco L(U, V) tem dimensao m - n.

Definicao 1.9. Seja V um K-espaco vetorial. Um funcional linear em V é uma tran-

formacao linear f : V — K.

Um importante resultado na teoria de algebra linear, que nao abordaremos neste trabalho
é o teorema do ntcleo e da Imagem. Este teorema estabelece o seguinte a respeito de uma

transformacao linear T' entre espacos vetoriais U e V', ambos de dimensao finita.

dimU = dim(N(T)) + dim(Im(T))



onde (N(T)) é o subespago de U formado pelos vetores que anulam 7', isto é,

(N(T)) ={uecU|T(u) =0}
Como T'(u) =T(V) < T(u—u) = 0, temos que T é injetiva se, e somente se, N(T') = {0},
isto é, se, e somente se, dim(N (7)) = 0.

Retomando o T.N.I temos que 1" € injetiva se, e somente se,
dim V = dim(Im(T)).

Dessa afirmacao. segue que se U e V tém a mesma dimensao entao 7T é injetiva se, e

somente se, é sobrejetiva, isto €,
Im(T)=V.

Particularmente,
dim Im(T) = dim V.

Definigao 1.10. Sejam V um espago vetorial sobre K e f : V — K um funcional linear
nao nulo. Observa-se que f é sempre sobrejetora e serd injetora se, e s6 se, dimg V =1 (e
neste caso sera também isomorfismo). Sabe-se pela defini¢ao (1.8), que o conjunto L(V,K)
dos funcionais lineares forma um espago vetorial sobre K. Denotaremos L(V,K) por V*

chamado espaco dual a V. Segue-se do teorema 1 que dimg V = dimg V*.
Exemplo 1.9. Sejam {ej, e} base de R?, se 1 <4,j < 2; defina

0,se i # j;
1,se1=7j.

fi(ej) = {
Mostraremos que {fi, fo} é base de (R?".

I) Neste caso, {f1, fo} deve ser linearmente independente.
afi +Bfo =0 a=p =0, com efeito,

(afi +Bf2)(e1) = 0(e1) = 0= (afi)(er) + (Bf2)(e1) = @
(afi+ Bf2)(e2) = 0(e2) = 0= (af1)(e2) + (Bf2)(e2) =B

IT) {f1, fo} gera R? pois dimR?" = dimR? = 2, {f1, f2} é linearmente indenpendente se,

.
e somente se, gera R?".



1.8 Diferenciabilidade e Diferencial

Dizemos que a funcio f : R? — R é diferencidvel no ponto (ug,vg) se as derivadas parciais

— (ug,vp) € B0 (up, vp) existem e se

flu,v) = | f(uo, vo) + gi(“m vo)[(u — uo)] + gij(Uo,vo)[(U — )]
lim =0
u — g |(u; v) = (uo, vo)]

UV — Vg

onde

|(u, v) = (uo, vo)

representa a distancia de (u,v) a (ug,vo) que é dada por \/(u — ug)% + (v — vp)2.

Diz-se que f é diferencidvel em um conjunto A C D(f), se f for diferenciavel em todos os

pontos de A. Destancando-se as seguintes afirmacoes:

i) Para provar que uma fungao é diferencidvel em (xo,yo) usando a defini¢cdo, devemos
mostrar que as derivadas parciais existem em (z, yp) e, além disso, que o limite da equagao

acima é zero.

ii) Se uma das derivadas parciais ndo existe no ponto (xg,yo), f nao é diferenciavel nesse

ponto.

iii) Se o limite dado na equagao acima for diferente de zero ou nao existir, f nao é dife-

rencidvel no ponto (zo, yp), mesmo se existirem as derivadas parciais nesse ponto.

Exemplo 1.10. As projegoes de 71(u,v) = u e mo(u,v) = v sdo fungodes diferencidveis.
11, oIl
(u,v) = 0.

De fat iderando IT =u,t — =1, —
e fato considerando II; (u,v) = u, temos 5 (u,v) '

lim u—[ug+1-(u—1up)(u—up)+0-(v—uy)]
u — ug V(= u0)? + (v =)

v — U9

=0

Definicao 1.11. Seja f : U — R definida no aberto U € R?, diferencidvel no ponto g € U.

A diferencial de f no ponto a é o funcional linear df(q) : R? — R, cujo valor no vetor
V = (a,b) é dado por
_f of

df(q)-V =5 (@) -a+ >

(q)-b

Como toda transformacdo linear R? — R, o funcional linear df(q) possui uma matriz

1 x 2 em relacdo & base canonica de R?. Se identificarmos o funcional com sua matriz,
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teremos

i = (L w5w)

Quando f : U — R é diferencidvel em todo ponto de U, obtemos uma aplicagao df : U —
(R?") = L(R%;R), que associa a cada ponto = € U o funcional df (z).

of of
ou’ dv

A aplicacao df é continua se, e somente se, cada uma das suas fun¢oes coordenadas ——

de U — R é continua, isto é, se, e somente se, f é de classe C.

E comum indicar-se a base canénica de (R?") por {du,dv}, logo du-V =a, dv-V =b, se
V = (a,b). O motivo desta notacdo é: como a i—ésima projecio 7; : R? — R assume em
cada ponto (u,v) € R? o valor 71 (u,v) = u e m2(u,v) = v, escreve-se u e v em vez de 7 e
o, respectivamente. Calculando, de modo 6bvio, a diferencial da projecoes u, v : R? — R,
obtemos du(q) V = a e dv(q) V = b em todo ponto q € R%. Escrevendo du -V em vez de
aedv-V em vez de b, a definigao de diferencial fica

of of

df(q)-V = 8u()du V+6f()dv-V

Como esta igualdade vale para cada u,v € R?, temos

df(q) = %(Q) du + 8*((1) dv

Isto significa que o funcional linear df (q) se exprime como combinagao linear dos funcionais
du e dv, sendo %(q) e g{: (q) os coeficientes da combinagao. Finalmente, a igualdade acima

valendo para todo ponto ¢ € U, podemos escrever

f

df = d+f

Jv

A expressao formal da regra da cadeia (no caso R — R? — R) diz que, se cada coordenada
u e v é funcdo de um parametro real ¢ entdo podemos dividir ambos os membros da

igualdade acima por dt e obter

df 0f du Of dv

dt ~ Ou dt  Ov dt

1.9 Teoria Local De Superficies

Sobre o ponto de vista geométrico, toda curva é descrita por uma parametrizagao, sendo

que existe sempre uma parametrizagao natural (parametrizagao por comprimento de arco).
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Ja para as superficies nao existem essas parametrizacoes que descrevem a totalidade da
prépria superficie. Pegando como exemplo uma esfera, onde $? C R? para qualquer escolha
de um par de parametros, sempre existira pelo menos um ponto no qual nao podera ser

descrito por eles.

Assim entendemos como superficie um dado conjunto em R? que “se assemelha” a uma
parte de R?, “numa vizinhanca” de qualquer ponto, por exemplo, a superficie da Terra,
mesmo que esférica, pareca plana a um observador nela colocado que consegue ver somente

até a linha do horizonte.

1.9.1 Superficie Parametrizada Regular, Plano Tangente;

Vetor Normal

Nesta secao serao discutidas algumas propriedades geométricas das superficies no espaco
euclidiano R3. Assumiremos o sistema de coordenadas cartesianas x,y, z em R3, conside-

rando a funcao:

X(uvv) = (z(u, U)7y(u7v)7 Z(U,U)),

de duas varidveis u, v que variam em um intervalo aberto U C R?. Para cada par ordenado
(u,v) € U, X (u,v) serd um ponto em R3. Chamamos de S um subconjunto de R? formados

pelos pontos X (u,v).

Definigao 1.12. Uma superficie parametrizada regular ou simplesmente uma superficie

é uma aplicacio X : U C R? — R3?, onde U é um aberto de R?, tal que:
a) X é diferencidvel de classe C;
b) Para todo g = (u,v) € U, a diferencidvel de X em ¢,dX, : R — R3, é injetora.

Os parametros da superficie serao as varidveis u,v e o traco de X serd obtido pelo sub-

conjunto S de R? pela aplicacio em X.

Observacoes

a) A aplicagao X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) é diferenciavel de classe C* quando

as fungdes x, y, z tém derivadas parciais de todas as ordens continuas.

b) A condicao b) da Definigdo anteriormente garante a existéncia de plano tangente em
cada ponto da superficie. Vejamos algumas formas equivalentes de expressar essa
condigao. Sejam ey, eo a base canodnica de R? e €1, €2, €3 a base canonica de R3. Para
cada g = (up, vo) € U, sabemos que a matriz associada a dX, nas bases candnicas é

a matriz jacobiana.
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- 5 5 3
%(Uo,vo) sz(uoﬂ)o)

J (up,vo) = gZ(uO,vo) gZ(UOﬂ}o)
P uw) o v0)
pois,
dX, (1) = <ZZ(UO,UO), % (g, wo), gzi(uo,vo))
dXq(e2) = <gx(uo,vo), %(Uo,vo), gz(uo,vo)>

Analisando os dois vetores X, (ug,vo) e X,(ug,vp) conclui-se que as seguintes afirmacoes

sao equivalentes:

b.1) dX, é injetora;

b.2) a matriz J(ug, vp) tem posto 2;

b.3) os vetores X, (ug, vo), Xy(uo,v9) sao linearmente independentes;
b.4)

Xu(ug,v9) x Xy(ug,vo) # 0

Considere X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada, entdo se fixarmos um ponto

(uo,v0) € U, as curvas

u— X (u,vp),

v — X (ug,v),

serao curvas com coordenadas de X em (ug,vg). Os vetores X, (ug,vg) e Xy (up,vg) sdo

vetores tangentes as curvas coordenadas.

Exemplo 1.11. Sejam py = (20, %0, z0) um ponto de R3, a = (a1, as,a3), e b = (by, by, b3)
vetores linearmente independentes de R3. Consideremos a aplicacdo X : R? — R3 que,

para cada (u,v) € R?, associa X (u,v) = po + ua + vb, isto é

X (u,v) = (xo + uway + vby, yo + uag + vba, 2o + uaz + vbs).

Entao, X é uma superficie parametrizada regular, pois X é diferencidavel e os vetores

X, = a, X, = b sao linearmente independentes. A aplicacio X descreve um plano de R3

13



Figura 1.1: Vetores ortogonais

que passa pelo ponto pg, ortogonal ao vetor a x b. As curvas coordenadas de X descrevem

retas do plano, paralelas aos vetores a e b respectivamente.

Exemplo 1.12. Consideremos a aplicacdo X : U C R? — R3 definida por
X(u,v) = (a sen v cos u,a sen v sen u,a cos v),

ondea>0elU =R x (0,7) ={(u,v) ER}u€cRel<v<7}

Figura 1.2: Esfera
A aplicagdo X ¢é diferencidvel e os vetores

Xy = (—asenwvsenu,asen v cosu,0)

X, = (acosvcosu,acosvsenu,—a senv)
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sao linearmente independentes, para todo (u,v) € U. De fato,
| Xy x Xy| = a? senv # 0,

jd que v € (0,7). A imagem de X é a esfera centrada na origem de raio a, menos os dois

polos. As curvas coordenadas s&ao os meridianos e os paralelos da esfera.

Exemplo 1.13. Seja

B (AN 9
X(u,v) = u,v,?—i—b—Q i (u,v) €R

onde a e b sdo constantes nao-nulas. A aplicacdo X é diferencidvel e os vetores X, =
(1,0, Z—;‘),XU = (0,1, %) sdo linearmente independentes para todo (u,v) € R?. Portanto,

X é uma superficie parametrizada regular, cuja imagem é o paraboloide eliptico.

Figura 1.3: Paraboloide Eliptico

$2 y2
S:{($,y,Z)GR3;Z:CL2 [)2}

As curvas coordenadas descrevem as parabolas obtidas pela intersecgao de S com os planos

paralelos a zz e yz.

Proposicao 1.1. Se f(u,v) é uma fungao real diferencidvel, onde (u,v) € U, aberto de
R?, entdo a aplicacdo X (u,v) = (u,v, f(u,v)) é uma superficie parametrizada regular, que

descreve o grafico da funcao f.

Demonstragao. A diferenciabilidade de X decorre do fato de que as fungoes coordenadas
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de X sao diferencidveis. A matriz jacobiana de X ¢é igual a

1 0
X=|0 1],
fu Jo

que tem posto 2, para todo (u,v).

Exemplo 1.14. Dessa proposicao temos que a aplicagao

u?  v?

2
X(u,v) = (u,v,a2 — l)2> , (u,v) € R,

SR
IS

K
7
'4

7

2Ny
WASK

A

K]

Figura 1.4: Paraboloide Hiperbdlico

onde a e b sao constantes nao-nulas, é uma superficie parametrizada regular, cujo traco é

o paraboloide hiperbdlico

22 2
S = {(w,y,z)ERg;z—aQ—lﬂ}.

Essa é uma superficie de revolugao em torno do eixo .

Proposicao 1.2. Seja a(u) = (f(u),0,g(u)),u € I C R, uma curva regular tal que f(u)

nao se anula. Entao, a aplicacao
X(u,v) = (f(u) cos v, f(u) sen v, g(u)),

onde u € I e v € R é uma superficie parametrizada regular chamada “superficie de

rotacdo” da curva o em torno do eizo Oz.
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Figura 1.5: Superficie de rotacao

Demonstragao. Como « é uma aplicacao diferencidvel, temos que as funcoes coordenadas

de X sao diferencidveis. Os vetores

Xu = (f'(u) cosv, f'(u) sen v, g (u)),
X, = (—f'(u) sen v, f(u) cos v,0),

sao linearmente independente, pois
[ Xu x Xo? = f2()[(d)? + (F)°] #0,

ja que « é uma curva regular e f nao se anula. Portanto, concluimos que X é uma

O]

superficie parametrizada regular.
Exemplo 1.15. A superficie

X (u,v) = (a cos v,a sen v,u),

LERERTRR Y

iy

Figura 1.6: Cilindro Circular
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onde (u,v) € R2, descreve o cilindro circular, que é obtido pela rotacio da reta a(u) =

(a,0,u) em torno do eixo 0z.

Exemplo 1.16. Consideremos a catendria
U
a(u) = (u,a cosh—,O) ,u € R,
a

onde a > 0 é constante.

Figura 1.7: Catenaria
A superficie

u u
X(u,v) = (u, a cosh— cos v,a cosh— sen v) ,
a a
(u,v) € R?, descreve o catenoide, que é obtido pela rotacdo da catendria o em torno do

eixo Ox.

Considere que X (u,v), (u,v) € U C R? seja uma superficie regular, onde u, v sdo funcoes
diferencidveis com um parametro ¢,¢t € I C R, assim obtemos uma curva diferencidvel
a(t) = X(u(t),v(t)) com o trago descrito na superficie de X, logo sabemos que « serd
a curva da superficie. Nessa secao vamos definir o vetor tangente a superficie como um

vetor tangente a curva da superficie.

Definigao 1.13. Se X (u, v) é uma superficie parametrizada regular, dizemos que um vetor
w de R? é um vetor tangente a X em ¢ = (ug,vg) se w = o/ (tg), onde a(t) = X (u(t),v(t))

é uma curva da superficie, tal que (u(tg),v(to)) = (ug, vo)-
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Figura 1.8: Catenoide

Observe que os vetores X, (ug,vop) e X, (ug,vo) sao tangentes a X em (ug,vp), pois sao

tangentes as curvas coordenadas de X.

Defini¢ao 1.14. O plano tangente a X em (ug,vg9) é o conjunto de todos os vetores

tangentes a X em (ug, vg), que denotamos por T, X, onde g = (ug, vp).

A proposigao a seguir trata de um plano tangente T, X C R3 gerado pelos vetores: X, (q)
e Xy(q).

Proposicao 1.3. Seja X (u, v) uma superficie parametrizada regular e ¢ = (ug, vg). Entao,

T, X é o conjunto de vetores obtidos como combinacao linear de X, (up, vo) e Xy (ug, vo).

Demonstragdo. Se w € T, X, entdo w = &/(tg), onde a(t) = X (u(t), v(t)) e (u(to),v(to)) =
(ug,v0). Portanto,

o= dlte) = LX), 00) et
= Xu(uo, vo) u'(to) + Xu(uo, v0) v'(t0),

isto é, w é uma combinacao linear dos vetores X, e X, em (ugp,v9). Reciprocamente,

suponhamos que
w=a Xu(u07 UO) +0b XU(“O? UO)a

entdo existe uma curva «(t) da superficie tal que (u(0),v(0)) = (up,v0) e &’'(0) = w. De
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fato, basta considerar

onde u(t) = up + at, e v(t) = vg + bt, com t € R. O

Definigdo 1.15. Se X (u,v) é uma superficie e ¢ = (ug, vg), dizemos que um vetor de R3
¢ normal a X em ¢ se é ortogonal a T; X, isto &, é ortogonal a todos os vetores tangentes

a X em q.

Seja o plano tangente T, X, ird existir uma tnica direcao normal ao plano, logo existirao
dois vetores unitarios normais a X em ¢. Iremos fixar o vetor unitario normal a X em ¢

como sendo o vetor

Xu X X,
N(q) = ——(q).
@) = g g ] @
Considere que o dominio dessa superficie X é um aberto U C R?, variando (u,v) € U,
entdo teremos uma aplicacdo diferencidvel N : U — R?, chamada aplicacdo normal de

Gauss, que é definida como:

Xu X Xy

N — fuX v
(u,v) Xy % X,

(u,v).

Xy X Xy

Figura 1.9: Vetor Normal
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Exemplo 1.17. Seja X (u,v) = (u,v, V1 — u2 — v2), (u,v) € U, onde U = (u,v) € R%;u? +v? < 1.
Consideremos o ponto ¢ = (ug, v9) = (0,0). Pela Proposicao (1.3), os vetores X,,(0,0) =

(1,0,0) e X,(0,0) = (0,1,0) formam uma base do plano tangente T, X. Portanto, todo

vetor tangente a X em ¢ é da forma (a,b,0), onde a,b € R e o vetor normal é N(0,0) =
(0,0,1).

Exemplo 1.18. Se X (u,v) = (u,v,u? + v?), (u,v) € R?, entdo o plano tangente a X em
(u,v) é gerado pelos vetores X, = (1,0,2u) e X, = (0,1,2v) e

(—2u, —2v,1)
Vi + 402 + 1

N(u,v) =

1.9.2 Primeira Forma Quadratica, Segunda Forma Quadratica;

Curvatura Normal

Observando a figura abaixo (1.10) percebemos que a maneira de definir a distancia entre
dois pontos da superficie difere da distancia eucludiana tridimensional. Dado esse desafio,
serd definido agora o instrumento que nos permite calcular comprimentos, angulos e dreas

numa superficie: a primeira forma fundamental da superficie.

Figura 1.10: Superficie e reta

Definigao 1.16. Seja X : U C R? — R? uma superficie regular, ¥ ¢ € U, a aplicacdo

I, : T,X —R

w— L(w) = {w,w) = o]

¢ denominada a primeira forma quadrética de X em gq.

Seja a superficie formada por X (u,v) e um ponto ¢ = (ug, vp), entdo um vetor w € T5X
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¢ dado como:
w = a Xy(up,vo) + b Xy(ug, vo),
onde a,b € R. Portanto,
I(w) = a2<Xu,Xv>(uo, vo) + 2ab{ Xy, Xy) (uo, vo) + 62<Xu, Xv) (ug,vo).

Usando a notacao

E(ug,vo) = (Xu, Xu) (ug, vo),
F(’LL(),’UQ) = <Xu,Xv>(u0,v0),
G(UO,U()) = <XU,XU>(U(],’U0),

Logo,

I,(w) = a® E(ug,vo) + 2ab F(ug, vo) + b* G(ug,vo).

Variando (u,v) temos as funcoes E(u,v), F'(u,v), G(u,v) diferencidveis, que sdo denomina-
das coeficientes da primeira forma quadratica. As fungbes F, F, G satisfazem as seguintes

propriedades:

a) E(u,v)>0e G(u,v) > 0 para todo (u,v), pois os vetores X, e X, sd@o nao nulos;

b) E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) > 0. De fato, como
|1 X X Xo|? 4+ (Xu, Xo)? = | Xu?| X0,
temos que

EG — F? = | X, P X, — (X0, X0)? = [ Xy x Xu|> > 0 (1.1)

Exemplo 1.19. Seja X (u,v) = po + vwy + vwe, (u,v) € R?, onde py € R3 e wy,ws sdo
vetores ortonormais de R?, isto é, X descreve o plano ortogonal a w; X ws que passa por
po. Entao, X, (u,v) = w1 e Xy(u,v) = wy. Como w; e wy sdo ortonormais, obtendo que os
coeficientes da primeira forma quadratica sao as fungoes constantes E(u,v) = 1, F(u,v) =
0,G(u,v) = 1.
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Exemplo 1.20. Consideremos a superficie
X (u,v) = (cos u, sen u,v), (u,v) € R?,

que descreve o cilindro circular S = (z,y, z) € R3; 22 + y? = 1. Os coeficientes da primeira

forma quadrética sa@o também dados por E(u,v) = G(u,v) = 1, F(u,v) = 0.

A chamada Aplicacdo de Gauss permite introduzir diversas maneiras de medir a “cur-
vaura” de uma superficie. Todas elas se baseiam na chamada segunda forma fundamental

de um mapa da superficie.

Decorrerda daqui que uma superficie fica determinado, a menos de um movimetno rigido
de R3, pelas suas primeira e segunda formas fundamentais, exatamente do mesmo modo
que uma curva parametrizada por comprimento de arco é determinada, a menos de um

movimento rigido, pela sua curvatura e torsao.

Definicao 1.17. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular. Fixamos
q = (up,v0) € U, a segunda forma quadratica de X em ¢ é uma aplicacao 11, : T,.X — R,
que para cada vetor w € T, X associa Il,(w) da seguinte forma: se a(t) = X (u(t),v(t))
é uma curva diferencidvel da superficie, tal que (u(to),v(to)) = ¢ e &/(ty) = w, entdo

definimos I1,(w) = (& (to), N (uo,v0)), onde N é o vetor normal a X.

Seguird a verificagao de que I1,(w) ndo depende da curva escolhida. De fato, considere w =
a Xy (uo,v0)+b Xy(ug, vo), € seja a curva at) = X (u(t),v(t)) de modo que (u(ty),v(tg)) =

q e d'(ty) = w, ou seja,
(u(to),v(to)) = (uo,v0), (u'(to),v'(t0)) = (a,b).
Como

o (t) = u/(t) Xu(u(t), v(t) +v'(t) Xo(u(t), v(t))

o(t) = () Xuu(t),v(t) + (/' (t))* Xuu(u(t),v(t)) +
20/ (£)0' () Xuo(u(t), (1) + (' ())* Xoo (u(t), (1)) +
V' (6) X (u(t), v(t))

Entao temos,

Ig(w) = ("(to), N(uo,vo))
= a® (Xyu, N)(ug, v0) + 2ab( Xy, N)(ug, vo) + b* (X, N)(ug, vo),
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esta ultima expressao nao depende da curva a.

Usando a notagao podemos escrever:

Logo,

IT,(w) = a® e(ug, vo) + 2ab f(ug,vo) + b g(uo, vo)-
Variando (u,v) temos as fungoes diferencidveis e(u, v), f(u, v), g(u, v) que sdo denominados
coeficientes da segunda forma quadratica da superficie parametrizada X.

Defini¢ao 1.18. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular e ¢ = (ug,vg). A
funcao curvatura normal em ¢ é uma aplicagdo ky, : T,X — {0} — R que, para cada vetor

w € T, X nao-nulo, associa,

Observagoes

Sejaw € T, X, w # 0, entao k,(Aw) = ky(w), ¥ R. Isto é, se w = a X (ug, vo)+b Xy (ug, vo),
para (a,b) # (0,0). Denotando os coeficientes da segunda forma quadratica eg, fo, go em

(up,vp), temos que:

IT,(Aw)  MaZeq +2X%ab fo + A2V go

knQw) = 7 ) T N2 {w, w)
_ a’eq + 2ab fo + b2go . 11y (w) _ w
- o) = Tw) ~ ken (w).

Como consequéncia pode-se falar na curvatura normal em ¢ segundo uma direcao tangente

a superficie.

Exemplo 1.21. Consideremos a superficie
X (u,v) = (u,v,v? —u?), (u,v) € R?

descreve o paraboloide hiperbolico Calculando os coeficientes da primeira e segunda formas
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quadraticas em g = (0,0), obtemos

E0,00=1  F(0,00=0  G(0,0) =1,
e(0,0)=-2  f(0,00=0  ¢(0,0) =2,

Portanto, se w = a X,(0,0) + b X,(0,0) € T; X, temos que

L(w) = a®+b?,
IT,(w) = —2a*+ 2b*
e, para w # 0,
—2a? 4 2b°
i
De fato,
ok, —8ab? Oky, 8a’b

da (a2 +b2)2" 0b  (a? + b2)?

Resolvendo sistema

—8ab? =

ab 0 <Sa=0o0ub=0.
8a’b =0

Sea=0,w=0b-X,. Seb=0,w=a-X,.

Assim, os pontos criticos sao (a,0) e (0,b), o que acontece nas diregoes X,, e X, respec-

tivamente.

Entao concluimos que k, assume o valor maximo 2 e o minimo -2, nas dire¢oes de X, e

X, respectivamente.

1.9.3 Curvaturas Principais; Curvatura de Gauss; Curva-

tura Média

Provaremos aqui que a curvatura normal admitia valores maximo e minimo, esses valores
em um ponto ¢ sao chamados de curvaturas principais. Aqui vamos denotar os coeficientes
da primeira e segunda formas quadréticas de uma superficie parametrizada regular X (u, v)

em um ponto ¢ = (ug, vp).

Proposicao 1.4. Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada regular e k, a fungao
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curvatura normal de X em ¢ = (up,vp). Entao, existem vetores unitdrios e ortogonais
wi,we € T, X tais que ki = kp(w1) e ko = ky(w2) sao os valores minimo e maximo da

funcao k.

Demonstragao. Se k, é uma funcao constante, entdo quaisquer dois vetores unitarios e
ortogonais de T, X satisfazem as condicoes da proposicao.
Suponhamos que k, nio ¢é constante. Consideremos a funcao k, : R2 — (0,0) — R definida

por

kn(a,b) = kn(a Xu(q) +0 Xu(q)), (a,b) # (0,0),
isto é,

]%( D) = a® eg + 2ab fo + b2 go
n\G; _a2E0+2ang—|—b2G0'

Esta funcao é diferencidvel ja que (a, b) # (0,0). Além disso, para todo A # 0, l;n()\a, Ab) =
l%n(a, b). Portanto, para obter os valores minimo e maximo da fungao kn, basta restringir
l%n A circunferéncia C' de R? de raio 1 dada por a® + b*> = 1. Como l;:n é continua, em

dominio compacto, entao existem pontos (a1, b1) e (az,b2) de C tais que
ki = k(a1,b1) k2 = k(az, by)
sao respectivamente o minimo e o maximo da funcao ky, restrita a C. Portanto,
k1 < kn(a,b) < ko, (1.2)

para todo (a,b) € R?\ (0,0). Além disso, como k, nio é constante, k1 < ko.

Consideremos agora os vetores de T, X

Vamos provar que w; e wy sdo vetores ortogonais. Como (ag, b1) e (az,bz) ddo o minimo
e o maximo da funcao k,, entdo as derivadas parciais de k, sao nulas nestes pontos.

Calculando essas derivadas parciais e usando 1.2, obtemos as seguintes expressoes
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(eo — k1Eo) a1 + (fo — k1Fp) by = 0, (
(eo — k2Ep) az + (fo — k2 Fp) by = 0, (
(fo — k1Fp) a1 + (go — k1Go) b1 = 0, 3
(fo — k2Fp) az + (go — k2Go) b2 = 0. (

—~ [\)
—_— — — —

Se aq,as,b1,be sdo nao-nulos, entdo subtraimos a equagado (1) multiplicada por ag da
equagao (2) multiplicada por a1, em seguida subtraimos a equagao (3) multiplicada por be

da equagao (4) multiplicada por b;. Finalmente, somando as equagoes obtidas, temos que
(k‘l — k‘g)(alaQE() + a1a9Fy + (LlazGo) =0.
Como ky # ks, concluimos que

(w1, we) = arazEy + a1baFy + a1b1 Fy + b1b2Go = 0.

De modo anélogo, prova-se que w1, w9 sao ortogonais quando algum dos ntimeros a1, ag, b1, bo
se anula. Observamos dois vetores ortogonais w0y, w2, N0 necessariamente unitarios (em-

bora a% + b? =1,i=1,2), que dao o minimo e o maximo da fungao k,. Considerando

como ky,(Aw) = kyp(w),VA # 0, concluimos que w; e wy satisfazem as condigoes da pro-

posigao. ]

Os vetores wy,wy sao ditos vetores principais de X em q e as curvaturas k1 e ko sao de-
nominadas curvaturas principais. As direcoes de T;, X determinada pelo vetores principais

sao chamadas diregoes principais.

A curvatura gaussiana é definida como o produto de k1 e ko e curvatura média é a semi

soma de k; por ko.

Exemplo 1.22. Se X é uma superficie parametrizada regular que descreve um plano, ja
vimos que a curvatura normal em qualquer ponto é identicamente nula, portanto, as cur-
vaturas principais sao k1 = ko = 0 e todo vetor unitario é um vetor principal. Concluimos

que a curvatura gaussiana e a curvatura média sao identicamente nulas.

Exemplo 1.23. Seja uma esfera de raio a > 0 descrita por
X (u,v) = (a sen v cos u,a sen v sen u,a cos v),

u € R,0 < v <, tem a curvatura normal k, = é para todo (u,v). Portanto, todo vetor
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unitario tangente é um vetor principal e as curvas curvaturas principais sao k1 = ky = %

1 1
Concluimos que K = — e H = —.
a a

Proposicao 1.5. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Se ¢ = (ug,vo),

entao
1 egGo — 2foFo + Eogo
H(q) = 5 2 )
2 EoGo—
eogo — [2
K(q) = 0

EoGo— F2'

onde H ¢é a Curvatura média e K é a Curvatura Gaussiana.

Demonstragdo. Se um real ky é uma curvatura principal em ¢, na dire¢ao de w = ag X, (q)+
by Xv(q), entdo

(eo — koEo) ao + (fo — koFo) bo = 0,
(fo = koFo) ao + (9o — koGo) bo = 0.
De fato, como kg é o valor minimo ou maximo da funcgao

a’eq + 2ab fo + b2 go
CL2E0 + 2ab Fy + b2 Go

(a,b) € R?\(0,0),

em (ag,bg), obtemos o sistema de equagoes acima calculando derivadas parciais dessa

fungdes em (ag, bp).

Segue-se do fato de que (ag, bg) é uma solucdo nao-trivial do sistema que o determinante
eo — koEo  fo — koko

X = —0,
fo—koFo go — koGo

isto é, kg satisfaz a equacao

22 eoGo — 2foFo + Eogo L €0g0 — /3

—0
EoGo— F2 " EoGo— F2

Pela relacao entre os coeficientes de uma equacao do segundo grau e as raizes da equacao,

concluimos que

1eoGo — 2foFo + Eogo

H
(@) 2 EeGo-F2
eogo — [
K —_—
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Exemplo 1.24. Consideremos o paraboloide hiperbdlico descrito por

X(u,v) = (u,v,0° —u?), (u,v)€R?
E(0,0) = 1, F(0,00=0, G(0,0)=1,
e(0,0) = -2, f(0,0)=0, ¢(0,0)=2.

Segue da Proposicao (1.5) que H(0,0) =0 e K(0,0) = —4.
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Formas Diferenciais

Neste capitulo serao apresentadas as definigoes de formas diferenciais de grau 1 e 2. A
principal referéncia é (TENENBLAT, 2008).

Consideremos o espaco vetorial R? e o espago dual de R? (R?"), isto é, o conjutno das
aplicacoes lineares de R? em R. O espaco dual, munido com as operacoes usuais de funcoes,
é um espaco vetorial. Dada uma base e1, es de R?, definimos uma base fi, fo de R*" por:
filej) =0sei # j, e filej) =1sei=j,1<4, j<2 fi,fréchamada base dual se
€1, €2.

Denotemos por ¢ = (u,v) os pontos de um aberto U de R2. A partir de agora, a base
canonica de R? serd denotada por % = (1,0), % = (0,1). Serao denotadas por u e
v as projecoes de U C R? em R na primeira e segunda coordenadas, respectivamente.
As funcbes u e v sdo diferenciaveis e, para cada g € U, as diferenciais de u e v em ¢,
dug, dvg, formam a base dual da base canonica de R2. Portanto, considerando um vetor
V = (a,b) € R?,isto é, V = a2 + bL-, entdo duy(V) = a e dvg(V) = b.

Definicao 2.1. Uma forma de grau 1 ou 1-forma em um aberto U de R? é uma aplicacio

w que para cada g € U associa w, € R?".

w:UCR? —RY

q— wy
da forma

wq = P(q) dug + Q(q) du,
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Com

P : UCR>?—R e
Q : UCR*—R

w é dita uma forma diferencial de grau 1 ou I-forma diferencidvel em U se P e Q sao
funcoes diferencidveis de U em R.

Exemplo 2.1. Usando a notagao anterior e definindo du e dv como sendo as aplicagoes

que associam, para cada q € U, dug e dvg, temos que du e dv sao 1-formas diferenciais.

Apartir de agora denotaremos as derivadas parciais de f : U C R? — R em relacdo a u e

v por f, e f,, respectivamente.

Exemplo 2.2. Se f(u,v) é uma funcio diferencidvel (C*) de U C R? — R. Entdo a
aplicacdo df : U — R?", que para cada ¢ € U, associa dfy, a diferencial de f em ¢, ¢ uma

1-forma diferencial pois

dfy = fulq) dug + fuo(q) dvg.

Afim de verificar esta igualdade, observamos que, se ¢ = (ug,vg), entdo V V = (a,b) € R?

temos que

d
dfg(V) = %f(uo—i-ta,vo—ktb) =
=0

= fu(uo,vo)a + fu(uo,v0)b =
= fulq) duq(V) + fo(q) d’Uq(V),
assim concluimos a igualdade (2.1).

Exemplo 2.3. Se w é uma 1- forma diferencial em U C R?, entéo fixados ¢ € U e um
vetor V € R?, w,(V) é um nimero real. Para ilustrar, consideremos a 1-forma diferencial

definida por
w= (2u —v) du — u? dv,

i.e. w= P du+Q dv, onde P e @Q sdo fungdes definidas por P(u,v) =2u—v e Q(u,v) =
—u?. Sejam q = (2,1) e V = (-1, —2), entdo

we(V) =P(2,1) duy (—1,-2) + Q(2,1) dvg (—1,-2) =3-(—1) —4-(-2),

Assim, wy (V) = 5.
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Sejam w e w 1-formas diferenciais em U C R2. Definimos a soma w + @ como soma
de funcoes, dessa forma, essa soma é uma l1-forma diferencial que, para cada q € U,
associa

(W+@)q = wq + @y

Isso implica que se w = Pdu+ Q dv e @ = P du+ Q dv e sendo que w e @ sao formas

diferenciais de U € R?, entdo

wH+w=(P+ P)du+(Q+ Q) dv.

Sejam w uma 1-forma diferencial em um aberto U de R2 e f : U — R uma funcéao

diferenciavel. Defini-se o produto fw como a 1-forma diferencial que associa

(fw)g = f(q) wg,

para cada g € U.

Segue-se que se f é uma fungao real diferenciavel em U, entao

fo=(fP)du+(fQ)dv

onde fP e f@Q sao as fungoes produto.

Definicao 2.2. Se w e @ sdo 1-formas diferenciais definidas em U C R2, entdo podemos
dizer que w e @ sao linearmente independentes quando, para cada q € U, w, e Wy sao

linearmente independentes como elementos do R?".

Proposicao 2.1. Sejam w = P du + Q dve @ = P du + Q dv duas 1-formas

diferenciais, w e w sao linearmente independentes se, e somente se,

Demonstragdo. (<)

0 = aw;+ PBay
= la-P(g)+ 8- P(q)] dug +[a- Qg) + 8- Q(q)] dv,

. {a'P(Q)Jrﬂ-If(q) =0
a-Q(q)+p-Qlg) =0
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0
L 0
se PQ—PQ#0, a=

P(q
Q(q)

O | ®

Analogamente, temos que 5 = 0.
(=)
w e w sao linearmente independentes (w, € W, sao linearmente independentes).

a-wg+pf-wy=0%a=0ef =0, osistema (*) tem apenas solucdo trivial, logo,

P P
(@) Pla) 40

Qg) Q(q)

O]

Agora definiremos duas operagoes de produto para 1-formas diferenciais. Assim, é impor-
tante lembrar que uma aplicacio B : R? x R? — R é dita alterada ou anti-simétrica se,

para vetores arbitrarios Vi, Vo de R?,

B(Vlv‘/Q) = _B(VQ)‘/].)

Definicao 2.3. Sejam w e @ 1-formas diferenciais definidas em U C R2. O produto
tensorial de w e w, denotado por w ® w ou wi, é um aplicacao que para cada q € U,

associa uma transformacio bilinear (ww), : R? x R? — R definida por

(ww)q(V1, V2) = wq(V1) we(V2),

com Vi, V5 € R2.
Observacao: A bilinearidade de (ww), é consequéncia da linearidade de w, e wy.

Na defini¢ao anterior, devemos considerar a ordem dos fatores w e @, visto que, geralmente,

wi é diferente de ww. Por exemplo, dudv # dvdu, pois

0 0 g 0
(dudv), <8u’ (91)) =1 e (dvdu), <8u7 3U> =0

Denotaremos por w? o produto tensorial ww. A operacdo de produto tensorial satisfaz as

seguintes propriedades.

33



Proposicao 2.2. Sejam w,@,& 1-formas diferenciais em U € R? e f : U — R uma funcio

diferencidvel. Entao,

(oW

YSew=Pdu+Qdv e &= Pdu+ Q dv, entdo

wo = PP du® + PQ dudv + QP dvdu + QQ dv?,
onde fww é a aplicacao que, para cada ¢ € U, associa f(q)(ww)q.
Demonstracdo. a) Para cada q € U e para vetores Vi, Vo € R2, temos que

[(w+@)@lg(Vi, Vo) =

onde, na terceira igualdade, usamos a propriedade de distributividade de ntimeros reais.

Como a igualdade se aplica V ¢,V e Vs, concluimos a demonstracao da propriedade a).
Analogamente demonstram-se as propriedades b) e c).

d)Sew=Pdu+Qdvew=Pdu+Q dv, entdo
wo = (P du+ Q dv)(P du+ Q dv).
Logo, segue-se das propriedades a), b) e c¢) que

wo = PP du® + PQ dudv + QP dvdu + QQ dv?

Exemplo 2.4. Consideremos as seguintes 1-formas diferenciais

w=(u+v)du+dv
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w=(u—v)du+dv
Assim, usando a propriedade d) da proposigao 2.1, temos
wo = (u? —v%) du® + (u+v) dudv + (u — v) dvdu + dv?,
ow = (u* — v?) du® + (u —v) dudv + (u + v) dvdu + dv.

Valendo-nos do produto tensorial de 1-formas definiremos a operacao de produto exte-

rior.

Definigao 2.4. Sejam w e @ 1-formas diferenciais em um aberto U C R2. O produto
exterior de w e w, denotado por w A w, é uma aplicacao que associa cada ¢ € U a uma

transformacio bilinear e alternada (w A @), : R? x R? — R definida por

(WAW)g = (wi)g — (@w)g-

Segue da definicio acima que, V V1, Vo € R?,

Portanto,

o 0
(du A\ dU)q(au, 8’1}) =
du AN du=dvAdv=0
dv N dv=—dvAdu.

O produto exterior satisfaz as seguintes propriedades.

Proposicao 2.3. Sejam w,@ e & 1-formas diferenciais em um aberto U C R?. Entao,
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d)Sew=Pdu+Qdvew=Pdu+Q dv, entao
wA@w=(PQ— QP)du A dv;

e) wAw=—wAw;

f) w e @ s@o linearmente independentes se, e somente se, V ¢ € U, temos (w Aw), # 0.
Demonstragdo. a) Para cada ¢ € U, temos que

WA (@+0))g = (w@+w))g—((
= (ww)q + (ww)g —

onde, na segunda igualdade, usamos as propriedades a) e b) da Proposigao 2.2. Como
a igualdade se verifica V ¢ € U, concluimos a demonstragao da propriedade a). Pode-se

demosntrar as propriedades b) e ¢) de forma completamente andloga.

d)Sew=Pdu+Qdvew=Pdu+Q dv, entdo
wA@=(Pdu+Qdv)A(@=Pdu+Q dv).
Usando as propriedades a), b) e c), temos que
ww = PP duAdu+ PQ duAdv+ QP dv A du+ QQ dv A dv.
Como du Adu =dvANdv=0eduAldv=—dv A du, logo, temos
wA©=(PQ— QP)du A dv.

A propriedade e) decorre de d).

Para provar f) consideramos w = P du+ Q dv e @ = P du + Q dv. Sabe-se que w e @ sio

linearmente independentes se, e somente se, V g € U,

Como (du A dv)q nao é uma aplicagao indenticamente nula, a partir de d) concluimos que
(wAw)g # 0.

36



Exemplo 2.5. Consideremos as 1-formas diferenciais

w = (2u+v)du— (u?—v)dv
w = udutvdv
Dessa forma, temos
WAD = [(2u+v)du— (u? —v) dv] A[udu+ v dv]

= [2u+v)-v+ (u—v) ul dundv
= (W4 v +u-v)duAdv.

Exemplo 2.6. Se V; = (ai,b1) e Vo = (a2, by) sdo vetores de R?, entdo segue-se da

defini¢do de produto exterior que, V g,

duq(Vl) duq(Vg)
dvg(V1) ~ duvg(V2)

ap a2

(du A dv)g(V1, Vo) =
b1 by

Definicao 2.5. Um forma diferencial de grau 2 ou uma 2-forma diferencial em um aberto
U de R? é uma aplicacio ¢ que, para cada g € U, associa uma transformacio bilinear e
alternada ¢, : R? x R? - R, dada por

¢q = f(q) (du A dv)g,

onde f é uma funcao diferencidvel de U em R. A 2-forma serd denotada por ¢ = fdu A
dv.

A partir da propriedade d) da proposicao 2.3, segue que o produto exterior de duas 1-
formas diferenciais é uma 2-forma diferencial. A soma de 2-formas diferenciais também é

definida como soma de funcées, isto é, se ¢ = fdu A dv e ¢ = fdu A dv, entdo
¢+ ¢ = (f+fdund,

a soma de ¢ e ¢ é uma 2-forma.

Se h é uma funcao real diferenciavel, o produto h¢ é definido por

hé = (hf)du A dv.
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Uma funcao f : U C R? — R é 0-forma diferencial em U.

Definicao 2.6. Seja w = P du + @ dv uma 1-forma diferencial. A diferencial exterior de

w, denotada por dw, é a 2-forma diferencial definida por

dw=dP A du+ dQ A dv.

Exemplo 2.7. Seja w = P du + Q dv onde P(u,v) = u? + v e Q(u,v) = 2uv.

Pelo exemplo (2.2) dP e d@ sao formas diferencidveis dadas por dP = 260 du + 2u dv e
dQ = 2u du + 2v dv.

dv = dP Adu+dQ A dv
= 2uduNdu+2vdvAdu+2vdundv+2udvAdvo
= (2v—2v)duNdv
= 0.

A diferencial exterior satisfaz a propriedades a seguir.

Proposicao 2.4. Sejam w e @ I-formas diferenciais em um aberto U C R? e f: U — R

uma fungao diferenciavel.

a) Se w = P du+ Q dv, entao dw = (Q, — P,) du A dv;

b) d(df) =
¢) dlw+ w) = dw + di;
d) d(fw)=df Nw+ fdw

onde @, e P, indicam as derivadas parciais das funcoes Q e P.

Demonstragao. a) Se w = P du + @Q dv, entao
dw=dP Adu+dQ A dv.

Substituindo dP = P,du + P,dv e dQ = Q,du + Q,dv na expressao anterior e usando as

propriedades do produto exterior, concluimos que

dw = (Qu — P,)du A dv.

b) Como df = fudu + fy,dv, segue-se de a) que
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Pelo teorema de Schwartz f,, = fuv, por isso, temos

d(df) = (Fou — Fuv)du A dv = 0. (2.1)

c)Sew=Pdu+Qdvew=Pdu+ Q dv, entdo

w+w=(P+P)du+(Q+ Q) dv.

d(w+ @) =d(P+ P) ANdu+d(Q + Q) A dv.

Como a diferencial de uma soma de fungoes em um ponto q é igual a soma das diferenciais

das fungoes em ¢, temos que
d(w+ @) = (dP + dP) A du + (dQ + dQ) A dv.
Usando as propriedades do produto exterior, temos

d(w+@) =dP Adu+ dP Adu+dQ Adv+dQ A dv,

assim, concluimos que
dw+w) = dw + dw.
d) Se w = P du+ Q dv, entao

fw=fPdu+ fQ dv.

Portanto,
d(fw) =d(fP) Ndu+d(fQ) A dv. (2.2)

fP é um produto de funcoes V ¢, logo

d(fP)g = dfq P(q) + f(q) dF, (2.3)

i.e.

d(fP)=Pdf + f dP. (2.4)
Substituindo (2.4) e (2.5) para d(fQ) em (2.3) chegamos em

d(fP) = (P df + f dP) A du+ (Q df + f dQ) A dv,
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pelas propriedades de produto exterior, concluimos que

d(fw) = df N(Pdu+Qdv)+ f(dP Adu+dQ A dv) =
= df N\w+ fdw.

O]

Como aplicagao das defini¢oes e proposicoes da presente segao serao resolvidos os seguintes

exercicios sobre formas diferencidveis.

Exercicio 1. Seja w = P du+ Q dv e V = (a,b). Verifique que, para todo g € R?
we(V') = P(q) a+Q(q) b.

d 0 .
Sabe-se que V =a 9u +b e entdo duy(V) = a e dug(V) = v.

Logo, w = P du+ Q dv aplicado em V' = (a,b) é wy(V) = P(q) a + Q(q) b.

Exercicio 2. Considere as formas diferenciais

w = v?du,
w = vdu—udv,
o = (u?—1)du+do,

o ponto g = (—2,1) e os vetores V; = (2,-3), Vo = (1,2).
a) obtenha as 2-formas w A w, w A @, @ A @.
wA® = [v¥du+0dv]Avdu—udv

= v vduAdu+vi(—u) dundv—0-vdoAdu+0-udvAdv

= —v® - uduA dv.

wA@ = [v¥du+0dv]A[(u®—1)du+ dv]
= v (W -1 dundut+v>dundv—0-(u?—1)dvAdu—0-1dvAdv
= 2 duAdv.
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>
&
Il

[v du —u dv] A [(u® — 1) du + dv]
= v- (W —1Ddurdu+vdundv—u-(u?—1)dvAdu—udvAdv
= (v+u® —u) duAdv.

b) Calcule o valor das formas w, @, em ¢ nos vetores V; e V5.

w = vV2du+0dv
we(Vi) = 17-(2)=2
w,(Va) = 12-(1) =1.

w = vdu+udv
Vi) = (1-2) = [(-2)(-3)] =2 - 6= 4
wg(V2) = (1-1)=[(=2)(2)]=1+4=5.

o = (u?—1)du+dv
BqV1) = [((-2*-1)-2]+(-3)=6-3=3
Go(V2) = [(-2*=1)-1]+2=3+2=5

c¢) Calcule o valor das 2-formas do item a) em ¢ para o par de vetores (V;, V3).

WwAw = —v>-uduldv
2 1
(WAD)(Vi, Vo) = —(1)%-(-2)- g o =2 (A+3) =14
WAG = v2duAdv
2 1

(WA®)(V1,V2) = 12

=1-4+3)=7
)| =1-4+3)

-3

(v +u® —u) du A dv

&l
>
g
Il

2 1
-3 2

)e(Vi, Vo) = (14 (=2)° —(-2))- _ _5.7=_35

En

A

€l

(
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Exercicio 3. Seja f e ¢ funcdes reais diferencidveis em R2, verifique que

Ju o
Gu Yo

df Ndg = du N dv.

df = fudu+ f, dv
dg

gy du + g, dv

df Ndg = fugyduNdv+ f, g, dvAdu

Ju fo
Gu  Gv

du A dv.

Exercicio 4. Sejam f e g funcoes reais diferencidveis em R?. Obtenha as seguintes dife-

renciais em termos de df e dg:

a)
d(fdg) = df Ndg + fd(dg) = df A dyg;

d(fdg+ gdf) =df Ndg+ dg A df = 0;

d((f — g)(df + dg)) =
= d(f —g) N (df +dg)+ (f —g) - d(df +dg)
= (df —dg) A (df +dg)
= df? +dfdg — dgdf + dg*
= 2dfdy;

Faremos agora algumas generalizagoes que serao utilizadas na proxima secao.

Ao considerarmos uma aplicacdo diferencial F : U C R? — R3 surge o conceito de terno

de formas diferenciais. Se F' é definida por
F(u,v) = (FYu,v), F%(u,v), F3(u,v)),

dessa forma, para cada ¢ = (u,v) € U, a diferencial de F' em ¢ é a aplicacdo linear
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dFy : R? — R3, que para cada V € R?, associa
dFy(V) = (dFy(V),dE;(V),dES (V).

Como dF', dF? dF3 sio 1-formas diferenciais é natural considerar dF = (dF',dF?, dF?)

como um terno de 1-formas diferenciais em U.

Definigdo 2.7. Um terno (ordenado) de 1-formas diferenciais em U C R? é uma aplicacio

2 que, para cada g € U, associa uma transformacao linear €}, : R? — R3, assim,

Qg : ((Wl)q’ (WQ)qv (W3)q)~

Q é um terno de 1-formas diferenciais se w',w? e w? sdo 1-formas diferenciais.
bl

Sejam Q e Q dois ternos de formas diferenciais em U C R? e f uma funcio diferencidvel em
U, a soma e o produto sao definidos, respectivamente, como soma e produto de funcées.

Para elucidar, se

entao,
Q+Q: (W +ahw?+ 3%+ + @),

fQ = (fwl,wa,fw?’).

Se F : U Cc R?> - R3 é uma aplicacdo diferencidvel, cujas funcdes coordenadas sdo
F1 F?2 F3 e w é uma 1-forma diferencial em U, definimos Fw como sendo o terno de
1-formas diferenciais

Fuw = (Flw, F?w, F3w).

A partir das definicoes acima, temos que, se F' : U C R?> — R3 é uma aplicacdo di-
ferenciavel, cujas funcdes coordenadas sdo F', F?, F3 entdo o terno de 1-formas dF =
(dFY,dF?,dF3) é igual a

dF = F,du+ F,dv,

onde F), e F, sao derivadas pariais de F'(u,v).

De forma andloga podemos definir um terno de 2-formas diferenciais em U C R? como
sendo uma aplicacao ¢ que, para cada g € U, associa uma transformagao ¢, : R?2xR? — R3

cujas fungdes coordenadas (¢!),, (¢%)q, (¢3), sdo 2-formas diferenciais em U.
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Se ¢ e ¢ sao dois ternos de 2-formas diferenciais em U C R? e f é funcao real diferencidvel

em U, a soma ¢ + ¢ e o produto f¢ sdo terno de 2-formas diferenciais.

Se F: U C R? = R? é uma palicacdo diferencidvel e ¢ é uma 2-forma diferencial em U,

definimos F'¢ como sendo o terno de 2-formas diferenciais.
Fo = (F'¢,F?¢, F>¢),

onde F'', F? F3 s&o as funcoes coordenadas de F.

Podemos definir a diferencial exterior de um terno Q = (w!, w? w?3) de 1-formas como

dQ = (dw!, dw?, dw?).

Logo, df2 é um terno de 2-formas diferenciais.

A partir desta definigdo e da propriedade b) da proposigao 2.3, temos que, se F' : U C

R? — R? é uma aplicacdo diferencidvel, entdo
d(dF) = 0. (2.5)

A respeito do produto exterior, sejam uma 1-forma w num aberto U de R? e um terno

1-formas Q = (w',w?,w?), podemos definir o produto exterior Q A w como sendo o terno

de 2-formas diferenciais dado por
QNw= (W Aw,w? Aw,wd Aw).

Anéalogamente define-se w A €.
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3

Triedro Moédvel

Neste capitulo serao estudados importantes elementos para a fundamentacao do método
do tridero movel, dentre eles o co-referencial, formas de conexao e equagoes de estrutura.
Também serd feito o estudo da teoria local de superficies através do método do triedro

movel. A referéncia que se destaca no presente capitulo é (TENENBLAT, 2008).

Definicao 3.1. Um triedro mdvel associado a uma superficie parametrizada regular X,
tal que X : U C R? = R3, é um terno de funcoes diferencidveis eq, eg, e3 de U em R? tal
que, V¢ € U, o conjunto dos vetores e1(q), e2(q), e3(q) é uma base ortonormal de R? e

e1(q), e2(q) sao vetores tangentes a superficie X em gq.

A partir desta defini¢do, concluimos que os vetores e1(q), e2(¢) formam uma base no plano

tangente T, X e ez ¢ um vetor normal a superficie X em q.

Dessa forma, existe um triedro mével para qualquer superficie regular parametrizada.
Para elucidar, consideremos por exemplo,

Xy x Xy Xy

es(q) = m(ﬂﬁ7 e1(q) = m(Q) e ea(q) = es(q) x e1(q)

Se eq, €3, e3 formarem uma base ortonormal (e] X €2, e3) = +1 entdo podemos nos restringir
a triedros tais que,

<61 X 62,e3> =1.
Exemplo 3.1. Consideremos uma superficie de rotacao

X(u,v) = (f(u) cosv, f(u) senv, g(u)),

gerada por uma curva regular a(u) = (f(u), 0, g(u)), onde a func¢do f nao se anula. Como
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os vetores X, e X, sdo ortogonais, as fungoes definidas por

Xy Xy Xy x X,
= N 62 = y 63 = —
X X, | Xy X Xy

€1

formam um triedro mével associado a X.

Exemplo 3.2. Seja X (u,v), (u,v) € U C R? uma superficie regular. Consideremos uma

aplicacio V : U — R3 definida por

V(u,v) = alu,v) Xy(u,v) + blu,v) Xy(u,v),

onde a e b sao fungoes reais diferencidveis, que nao se anulam simultaneamente. V(u,v)
é uma vetor nao-nulo do plano tangente a X em (u,v). A partir da aplicagdo V, vamos

definir um triedro mével associado a X da seguinte forma:

|4 Xu x X,

elzma eg:’XuXXU|,

€y = €3 X e].

Como as fungoes a e b sdo arbitrarias, este exemplo mostra que existe uma infinidade de

triedros méveis associados a uma superficie.

Seja eq, ea, e3 um triedro mével associado a uma superficie parametrizada regular X : U C
R? — R3. Para cada q € U e cada V € R?, temos que dX,(V) pertence ao plano tangente
a X em ¢ pois dX,(1,0) = X, e dX4(0,1) = X,,. Como os vetores e1(q), e2(¢q) formam uma
base de T, X, temos que dX (V') é uma combinacao linear de ei(q) e e2(q). Isto é,

dXq(V) = (w1)q(V)e1(q) + (w2)q(V)e2(q),
onde
(w1)g(V) = (dXq(V), e1(q)),
(w2)q(V) = (dXq(V), e2(q))-

Analogamente, tomando as funcoes diferenciais e; : U — R3,i = 1,2, 3, temos que, para
cada ¢ € U, a diferencial de e; em ¢ é uma aplicagdo linear (de;)q : R? — R3. Como os
vetores e1(q), e2(q), e3(q) formam uma base ortonormal de R3, para cada V' € R?, (de;),(V)

é uma combinagao linear dos elementos dessa base, isto é,

(dei)q(V) = (win)g(V) e1(q) + (wiz)g(V) e2(q) + (wiz)g(V) e3(a),
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onde
(wij)q(V) = ((dei)q(V),€j(q)), 1 < i,j < 3.
Para cada ¢, temos que (wy)g, (w2)g, (Wij)q s30 fungdes lineares de R? em R, portanto,
w1, ws e w;; sao 1-formas diferenciais em U.
Considerando os ternos de 1-formas em U, dX e de;, as expressoes acima podem ser escritas

CcOImo:

dX = wiel+wseq, (31)

de; = wjier+wigezt+wszes, 1 <i<3, (3.2)
onde

wp = <dX, €1>
we = (dX,ez) (3.3)
wij; = <d€i,€j>,1 < i,j < 3.

sao 1-formas diferenciais em U. Ademais, visto que dX = X, du+ X, dv e de; = (e;),, du+

(€;)y dv, segue-se de (3.3) que

w1 = (Xu, e1) du+ (X, e1) dv,
W = <Xu, 62> du + <Xv, 62> dv, (34)
wij = ((€i)u; €5) du+ ((€)v, €;) dv.

Agora, verificaremos que qualquer 1-forma diferencial em U é uma combinagao linear de
w1 e wp. Como, para cada ¢ € U, os dois pares de vetores X,(q), Xy»(q) e e1(q),e2(q)

formam bases do plano tangente 7, X, temos que

Xy = aie +aes,

Xy = a9 e1 + a e, (3.5)

onde aj; = (X, €1), a1z = (Xu, €2), aa1 = (X, €1), a2 = (X, ea), sdo fungoes dife-

renciaveis em U tais que

a1l a2

(q) #0.

a1 a2
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Segue de (3.4) que

w1 = ail du + asl dv,
wo = aiz du+ agy dv. (36)
Logo,
a a
w1 N\wy = 1 21 du A do.
21 G22

Assim, levando em conta essas relagoes, concluimos que wy e wo sao 1-formas diferenciais
linearmente independentes. Logo, qualquer 1-forma diferencial em U é uma combinacao
linear de wy e we em que os coeficientes sao fungoes diferencidaveis. Além disso, percebemos

que, se Vi e V, s@o os vetores de R? tais que
dXq(V1) = e1(q), dXy(Va2) = ea(q),

entao,

o
(wi)q(Vj)z{ N iiz#j 1 <ij<2. (3.7)

Dizemos que wi,ws é o co-referencial do triedro movel associado a superficie e as for-
mas w;j, 1 < 4,7 < 3, sao chamadas formas de conexdo do triedro. As formas definidas

anteriormente satisfazem certas relagoes que serao obtidas agora.

Proposicao 3.1. Seja e, eo,e3 um triedro mével associado a uma superficie X : U C

R? — R3. O co-referencial e as formas de conexao satisfazem as relacoes:

wij = —wij;, 1 <4,5 <3, (3.8)

dwr = wo Awoa, (3.9)

dws = wo Awio, (3.10)

w1 Awiz + wo Awsg =0, (3.11)
dwis = wiz Awsz, (3.12)
dwr = wia Awas, (3.13)
dwes = wo1 Awis, (3.14)

Demonstracdo. eq,es, ez sao fungoes diferencidveis definidas em U, tais que, para cada
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q € U, e1(q),ea(q), e3(q) sdo vetores ortonormais de R3. Portanto, podemos considerear

as fungoes diferencidveis em U, definidas por
<6i,€j> = (51']', 1 S ’i,j S 3,

onde 6;; = 1,se ¢ = j, e §;; = 0, se i # j. Tomando a diferencial de cada uma dessas

funcoes, obtemos para cada 1, j
(dei, e;) + (e, dej) =0,

e segue de (3.3) que w;; = —wj;, em particular w;; = 0.

Para provar as relagoes (3.9) a (3.11) observamos que cada d(dX) = 0. Portanto, decorre

de (3.1) que d(ejwi + eaws) = 0, utilizando as propriedades de diferencial exterior
e1 dwy + deqp A wy + eo dws + deg A wy = 0.

Substituindo de; e dey pela relacao (3.2), considerando (3.8) e que w;; = 0, obtemos o

seguinte
(dwi —wa Away) €1 + (dwa — w1 Awiz) €2 — (w1 A wis + wa Awas) ez = 0,

dessa forma, concluimos que (3.9), (3.10), (3.11) sao satisfeitas.

Analogamente, valendo-nos de (3.2) e lembrando que, para cada i, 1 < i < 3, d(de;) = 0,

temos que
3

Z d(ejwij) = 0,

j=1

isto é, para cada i,
3 3
E dej ANwij + E €;j dwij =0,
j:l j:l

Substituindo de; por(3.2):

3 3
Z Wik A\ wij eg + Zek dwi, = 0.
7,k=1 j=1

Logo, para cada 7, k,1 <4,k < 3,

3
dw;, = Zwi]’ N Wjk,
Jj=1

49



e concluimos, usando (3.8), que (3.12), (3.13), (3.14) sao verdade. O

As relagoes (3.8) a (3.14) s@o ditas equagdes de estrutura e sao fundamentais para o estudo

que se segue.

Exemplo 3.3. Consideremos uma superficie de rotacao

X(u,v) = (f(u) cosv, f(u) senv, g(u)),
f(u) >0, e o triedro mével associado a X, definido por

Xu Xy Xu X X,
, €9 = , 3= ————.
X 7T X T X x X

€1 =

Vamos obter o co-referencial wq,ws e as formas de conexao w;; desse triedro movel.
Como X,
= (dX,e;) = <X du + X, dv, |X|>:\Xu|du

entao,
(f")? + (¢')? du.

De modo andlogo, temos
we = (dX, e2) = | X,y| dv,

assim,

wo = f dv.

Vamos determinar as formas de conexao wis, wis € wos.

o = e = (a(58) - (5)
- (7)o ( 5,4 Q§|>>

onde X (X Xo)
¢ X (Xuw, Xu)
u — XU»U . ‘Xu| _ uvy )

().~ ( e

logo,
1
w12 = o ((Xuu, Xo) du + (Xyy, Xy) dv).
| Xu | Xo|
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Portanto,

f

= dv.
eI @

De modo correlato, obtemos

el el
gfr—=49rf du

B¢y ¢
w23 = g dv
PR+ )

Seja eq, €2, e3 um triedro mével associado a uma superficie X : U C R? — R3,wi,ws 0
co-referencial e w;; as formas de conexao. Como qualquer 1-forma em U é uma combinacao

linear de w; e wy, as 1-formas w13 e wog podem ser expressas por

wiz = hiwi+ hig wy, (3.15)

w2 = ho1 w1 + hao wo,
Substituindo-as em (3.11), obtemos
(h12 — hgl) w1 Awg = 0.

Como wi e wo sado linearmente independentes, pela proposicao 2.2 item f, concluimos

que

his = hoy (3.16)

A seguinte proposicao ilustra que wiz, como combinacao linear de wy e woy, é determinada
por (3.9) e (3.10).

Proposicao 3.2. A forma diferencial wio é determinada pelas equagoes
dwi = wy Awor, (317)
dwy = w1 Awis, (318)

Demonstragdo. Sejam wi2 e wiz 1-formas diferenciais, satisfazendo (3.17) e (3.18). Pre-

tendemos provar que wis = wi2. Com efeito, como

dw; = wo Awoi, (3.19)

dwi = wy Awa,
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Por subtragao, obtemos

0=wi A (WQl *@21).

Similarmente, considerando a segunda equagao, temos
O0=wi A (w12 — @12).

Como w1 — wi2 é uma combinacgao linear de wi e wy, podemos escrever wig — Wiy =
A w1 + B ws. Substituindo esta expressao nas duas iltimas equagoes e usando o fato de
que wi e wy sao linearmente independentes obtemos que A = B = 0, e concluimos que

W12 = W12. O

Seguiremos com um estudo de superficies e linhas de curvatura usando o triedro mével

associado a uma superficie.

Sejam X : U C R? — R3? uma superficie e ¢ um ponto de U. Sabe -se que a primeira
forma quadratica I, em ¢ ¢ uma aplicagao que, para cada vetor tangente w € T, X, associa
I,(w) = (w,w). Notamos que, como w € T, X, temos que w = dX,(V), onde V € R2.
Logo,

1,(dX,(V)) = (dX,(V), dX,(V)).

Ou seja, podemos considerar a primeira forma quadréitica em ¢ como uma aplicacdo R? —

R, denotada também por I, que associa, para cada V € R2,

1,(V) = (dXy(V), dXy(V) ). (3.20)

Similarmente, para a segunda forma quadratica, consideremos w € T, X um vetor tan-
gente e a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva diferencidvel da superficie tal que (u(ty),v(to)) =
¢, &(tp) = w. Lembrando que a segunda forma quadrética I, em ¢ é a aplicacao que,
para w € T, X, associa

IT,(w) = ( " (to), N(q) ).

onde N(q) é o vetor normal a X em ¢. Para cada ¢, temos

(a/(t), N(u(t), v(t)) ) =0,

Portanto,

(o), N(a) )+ { o). G a0)) =

r1y(w) = (0. % 1))
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Como w é um vetor tangente a superficie em ¢, temos que w = dX,(V') para algum vetor
V de R% Além disso, o/(tg) = w. Segue-se da igualdade dX,(V) = o/(tg) que V =

(' (to), v (to)) pois a(t) = X (u(t),v(t)) e, logo, %(to) = dNy(V). Dessa forma,
Ig(dXy(V)) = =(dXy(V), dNg(V) ).

Assim, podemos considerar a segunda forma quadrética em ¢ como uma aplicacdo de R?

em R, denotada também por 11, que, para cada V' € R?, associa
I1,(V) = —(dX,(V), AN,(V) ). (3.21)

Consideremos e, €2, e3 um triedro mével associado a superficie X : U ¢ R? — R? e
wi, w2, wij, 1 <4, 5 < 3, o co-referencial e as formas de conexao do triedro. Como

dX = wy e1 + ws ea, segue-se de (3.20) que a primeira forma quadréatica é dada por
I=(dX,dX ) =w?+ w3, (3.22)
isto ¢, para cada ponto ¢ € U e cada vetor V € R?,
(V) = (w1)g(V))? + ((w2)g(V))?.

Analogamente, como e3 é normal & superficie, seque-se de (3.21) que a segunda forma

quadratica é dada por
Il = —< dX, deg > = —<(,U1 e1 +wo e, w31 €1 + wsg €3 + w33 63) = W1 W13 + W W23,
ou seja, para cada ponto g € U e cada vetor V € R?

I,(V) = (w1)g(V)(w13)g(V) + (w2)q (V) (w23) (V).

Agora relacionaremos os coeficientes da primeira e segunda formas quadraticas da su-
perficie X com o co-referencial e as formas de conexao de um triedro associado. Conside-

remos a matriz A(q) definida por

0 0
wi(@)| 5= ) w2Ad)| 5
ou ou
Agq) = ,qeU,
w@(2) a2
ov ov

o 0 :
onde 90 9, €2 base canénica de R?.
u v
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0 0
Como dX =wje1 +woeg e Xy, = qu<8u>’ Xy = dX, <

), segue-se da definicao de
ov

coeficientes da primeira forma quadratica, que

(E P)::AAZ (3.23)
F G

na qual A® denota a matriz transposta de A.

Similarmente, como

de3 = —wi3 €1 — wa3 €3,

segue-se das relagoes (3.8) a (3.11) que

wis(a) () wialo)( =
e f 13 87 13 87
(f g)(Q)=x4@) 5 54¢ |- (3.24)
wa3(q) BN w23(q) 9
Por fim, considerando (3.15), temos
wiz = hi1 wi + hig wa, (3.25)
woz = hao1 wi + hoo wo,

Como hja = hag, obtemos de (3.24) que
h h
A YR DY (3.26)
f g hao  hoo

A partir dessas relagoes vamos verificar que as curvaturas principais, curvatura média, e

curvatura gaussiana da superficie sao determinadas pelas fungoes h;j,1 < 1,5 < 2.

Proposicao 3.3. K é uma curvatura principal da superficie se, e somente se, k é solucao

da equagao

hiir —k haa
ha1 has — k

=0.

Demonstracdo. Sabe-se que k é uma curvatura principal se, e somente, se

e—kE f—kF
f—kF g—kG

=0.
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Seguindo com a notagao matricial, decorre de (3.23) e (3.25) que

e—kE f—kF _ A hi1 — k haa At
f—kF g—kG | hor  hos —k '

e detA # 0. Logo, K é uma curvatura principal se, e somente se,

hi1 —k hi2
ha1 has — k

=0.

Decorre da Proposicao (3.3) que as curvaturas principais sao as solugoes da equagao
k? — (h11 + ha2)k + hi1has — hiy = 0.

Como a curvatura gaussiana K é o produto das curvaturas principais e a curvatura média

H ¢é a semi-soma das curvaturas principais, decorre dessa equagao que

K = hihgy — h3,, (3.27)
hii + h
H % (3.28)

Proposicao 3.4. Seja e, es,e3 um triedro mével associado a uma superficie X. Entao,

as formas diferenciais w1, w2 e w;; satisfazem as equagoes:
dwis = —wi3 Awaz = —K wi Awo, (329)

w1 Awog +wig Awes = 2H wi A ws. (3.30)

Demonstragao. Considerando as expressoes

wiz = hi1twi + hig wo
wez = ha1 w1 + hoo wa.
onde hio = ha1, temos que
wiz Aweg = (h11 w1+ hi2 w2) A (ha1 wi + hoo wo)

= (h11 h22 — h%Q) w1 N\ wa.
Portanto, segue-se de (3.12) e (3.26) que

dwio = —w1z ANweg = —K w1 A ws, (3.31)
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chamada equacao de Gauss.

De forma analoga, temos que
w1 ANwo3z +wiz Nwg = (hgg + hll) w1 N wa.
Assim, segue de (3.27) que
w1 A wog + wig Aws = 2H w1 A ws.
O
A equagao (3.29) é conhecida como equacdo de Gauss, e como consequéncia dessa é possivel
provar o teorema Egregium de Gauss.
Teorema Egregium de Gauss 3.1. A curvatura gaussiana sé depende da primeira

forma quadrdtica.

Demonstragao. Seja e, es, es um triedro ortonormal associado a uma superficie. Sabe-se
por (3.22) que a primeira forma quadrética é dada por I = w? +w3. Pela proposicao (3.2),
w12 é determinada por (3.9) e (3.10), segue-se que wi2 depende apenas da primeira forma

quadratica e do triedro escolhido. Logo, considerando a equagao de Gauss
dwis = —K wi N\ wa,

e o fato de que K nao depende do triedro (3.27), concluimos que K sé depende da primeira

forma quadrética. O

Neste capitulo, a teoria estudada depende da escolha do triedro mével, principalmente,
da escolha de e, es. Portanto, dados dois triedros méveis eq, es, e3 e €1, €3, €3 associados
a uma superficie X, onde €3 = e3, é necessario sabermos relacionar as formas diferenci-
ais associadas aos dois triedros. Lembrando que estamos considerando triedros tais que

(e3,e1 X eg) = 1.

Proposicao 3.5. Seja X : U C R? — R? uma superficie. Consideremos dois triedros
moveis e, ea,e3 e €1, €z, €3 associados a X e 0(u,v), com (u,v) € U, uma fungao real

diferenciavel tal que

€1 = cosfep+ senbes,

e = —senf e+ cosbes.
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Entao,

w1 = cosBwi+ senb ey,

wo = —sen B wy+ cos B wo,
W12 = db+ w2,
w13 = cos 0 wig+ sen 0 wog,
wog = —sen B wiz+ cos O wag,

onde wy, wa,w;j (resp. wi,ws,w;;) sdo as formas diferenciais associados ao triedro ey, e, e3

(resp. €1, €2,€3).
Demonstragao. Por definicao de @, temos que
w1 = (dX,éq).
De (3.1) e da expressao de e, segue-se que
w1 = (w1 €1 +we ea, cos B e; + sen O es),

e concluimos que

w1 = cos B wy + sen 6 ws.
De forma andloga, como wy = (dX, €2), temos que
w9 = —sen 0 w1 + cos 6 ws.

Por definicao de w2, temos que

W1 = <dél, ég).

Da expressao de e; decorre que
der = —sen 0 dfey + cos 0 dbes + cos 0 deq + sen 0 des.

Pois 6 = 6(u, v), substituindo essa expressao e é na relagao anterior e usando (3.3) e (3.8),
conclui-se que

w12 = df + wio.

Similarmente, segue-se de @iz = (dé1, e3) e wog = (deéa, e3), pois €3 = e3, que

w13 = cos B wiz+ sen O wog,

wog = —sen B wiz+ cos 0 wag,
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O Teorema de Bonnet

Neste capitulo veremos uma aplicagao da teoria apresentada anteriormente, o teorema de
Bonnet, que relaciona superficies de curvatura gaussiana constante positiva com superficies
de curvatura média constante. Como referéncia utilizou-se (TENENBLAT, 2008).

Lema 4.1. Uma aplicacio diferencidvel X : U C R? — R3 ¢é uma superficie parametrizada
reqular se, e somente se, existem funcées diferencidveis f e f de U em R3 e 1-formas

diferenciais w e w em U tais que as sequintes condi¢coes sejam satisfeitas:

a)¥qeU, flq) e f(q) sdo vetores linearmente independentes de R3;

b) w e sao 1-formas linearmente independentes;

c)VqeU, dX, =w, f(q) + &, f(q).

Dessa forma, f(q) e f(q) geram o plano tangente & superficie em q.

Demonstragdo. Se X (u,v) é uma superficie parametrizada regular, entao as fungoes X, X,
e as formas du, dv satisfazem as trés condicoes do lema. Reciprocamente, suponhamos que
f, f,w,w satisfazem as condicbes do lema. Pretendemos provar que, V¢ € U, dX, ¢é in-

jetiva, isto é, se V é um vetor de R? tal que dX (V) = 0, entdo V = 0. Com efeito, se

dX,(V) =0, entao, usando a condicao c), temos que

w(V) £(q) +@,(V)f(q) = 0.

Segue-se de a) que
we(V) = wy(V) = 0.

Portanto,
(wAw)g(V,V)=0,
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para todo V € R2. Em particular, se V # 0, podemos escolher V tal que V e V formam
uma base de R%. Como (w A @), é bilinear, conclufmos que (w A @), = 0, o que contradiz
b). Logo, V = 0.

Se as propriedades a) e b) sao satisfeitas, entao decorre trivialmente de c) que f(q) e f(q)

gera o plano tangente a X em q. O

Proposicao 4.1. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular, de

curvatura média H e curvatura gaussiana K. Consideremos a aplicacao X definida por

X(u,v) = X(u,v) + aN(u,v), (u,v) € U, (4.1)

onde N(u,v) é normal a X e a é uma constante tal que 1 — 2aH + a®’K # 0. Entdo X é

uma superficie parametrizada regular e as curvaturas H e K de X sao dadas por

_ H—aK
i =
1—2aH + a?K’
_ K
K = .
1—2aH + a2K

Demonstracdo. Consideremos um triedro movel eq, e, e associado a X tal que e3 = N.

Como

X=X+aes,

temos que X é diferencidvel e
dX = dX + a des,

onde X = wye; +woeg e des = wsre1 + w3ges.

Logo,
dX = (w1 — awiz) €1 + (w2 — a wa3) ea. (4.2)

As 1-formas w1 — a w13 € wy — a w3 sao linearmente independentes, j& que utilizando as
equagoes (27), (28), (3.2.6) e (3.2.7) temos

(w1 —awi3) A (wa —awss) = (1 —2aH + aQK) w1 A wa.

Portanto, decorre do Lema 4.1 que X é uma superficie parametrizada regular e podemos
associar a X o triedro mével
er=e, 1=1,2,3. (4.3)

Denotemos por Wi, wo, W;; as 1-formas deste triedro de X. Como
dX = W1 €1 + wy és.
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Comparando com (4.2), temos

wp = W1 —awis,
Wy = Wy — away. (44)
Segue-se de (4.3) que
wWij = wij, 1 <14, j<3. (4.5)

Pela proposicao (3.4), temos que
01 A wag + w13 A @y = 2H w1 A @s.

Dessa forma, substituindo (4.5) e (4.6) nesta equacao e usando a proposigao (3.4) para a

superficie X, obtemos que
(H—CLK) w1 A\ wo = ﬂ(l —2aH+a2K) w1 N\ wa,

e concluimos que
H—aK

1—2aH 4+ a?2K"

De modo completamente analogo, considerando a equacao

H=

w13 N\ Wog = K(Dl N\ Wa.

obtemos que
Kwi Aws = K(1 —2aH+a2K) w1 A wa,

assim, averiguamos que

K

K = )
1—2aH + a?K

O
As superficies da proposicdo anterior sdo chamadas de superficies paralelas. Como con-
sequéncia dessa proposicao, vamos obter o teorema de Bonnet.

Definicao 4.1. Seja X(u,v) uma superficie parametrizada regular. Dizemos que ¢ =

(u,v) é um ponto
a) eliptico se K(q) > 0;
b) hiperbdlico se K(q) < 0;

¢) parabdlico se K(q) =0 e H(q) # 0;
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d) planar se K(q) =0e H(q) = 0.

Definicao 4.2. Seja X : U ¢ R? — R? uma superficie parametrizada regular. Um
ponto g € U é dito ponto umbilico da superficie X se as curvaturas principais de X em ¢

coincidem.

Em um ponto umbilico ¢ de uma superficie X, a curvatura normal de qualquer vetor
nao-nulo é constante igual a k1 = k2. Consequentemente todo vetor unitario de 7, X ¢ um

vetor principal.

O teorema de Bonnet mostra que o estudo local das superficies de curvatura média cons-
tante nao-nula é essencialmente equivalente ao estudo das superficies de curvatura gaus-

siana constante positiva. De forma mais acurada:

Corolério 4.1. (Teorema de Bonnet) Para cada superficie de curvatura média constante
igual a ¢ # 0, sem pontos umbilicos e parabdlicos, podemos associar duas superficies

paralelas, wma de curvatura gaussiana iqual a 4c® e a outra de curvatura média —c.

Reciprocamente, para cada superficie de curvatura gaussiana constante positiva igual a
4¢? e sem pontos umbilicos, podemos associar duas superficies paralelas cujas médias sio

1guais a c e —c respectivamente.

Demonstragao. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular, de curvatura média

constante H(u,v) = ¢ # 0. Consideremos a aplicagao

1
X=X+ —e3,
2c

onde es(u,v) é diferencidvel, unitario, normal a X, para o qual H(u,v) = ¢. Como a

superficie X nao tem pontos parabdlicos, temos que a constante % satisfaz as condicoes
_ c

da proposicao anterior. Portanto, X é uma superficie cuja curvatura gaussiana é dada por

K = 4c2.

De forma andloga, como a superficie X nao tem pontos umbilicos, temos que a constante

— satisfaz as condigoes da proposicao anterior. Logo,
c

1
:X"i'*e?n
C

Bl

¢ uma superficie cuja curvatura média é igual a —c.

Mutuamente, considerando X (u,v) uma superficie parametrizada regular de curvatura
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gaussiana igual a 4c?. Tomemos em conta

_ 1

X=X+ —e;3,
2c

= 1

X=X——es,
2c

onde ez é normal a X e ¢ > 0. Como a superficie X nao tem pontos umbilicos, as constantes
1 . .~ . . -

j:2— satisfazem as condi¢bes da proposicao anterior. Concluimos que as curvaturas médias
c

de X e X sao, respectivamente, iguais a —c e c. ]
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Conclusao

Neste trabalho estudamos as formas diferenciais de grau 1 e 2 com suas propriedades e os

produtos tensorial e exterior, assim como a definicao de diferencial exterior.

Entendemos a definicao do triedro mével como um terno de funcoes diferencidveis no espaco
e vimos que existe um triedro mével associado a cada superficie parametrizada regular.
A partir de certas relagoes conseguimos estabelecer e definir o co-referencial e as formas
de conexao do triedro e, com estas, as equagoes de estrutura. Tomando esse elementos
prévios fomos capazes de desenvolver a teoria local de superficies usando o método do

triedro mével.

Para aplicar a teoria apresentada nos capitulos anteriores estudamos o Teorema de Bonnet,
no qual entendemos a importancia da escolha do triedro mével mais apropriado para cada

situacgao.
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