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Resumo

Os conceitos de sinais e sistemas surgem em diversos campos, e as ideias e técnicas
associadas a esses conceitos desempenham um papel importante em areas diversificadas da
ciéncia e tecnologia, como comunicagoes, projeto de circuitos, andlise economica, acustica,
engenharia biomédica, sistemas de geracao e distribui¢ao de energia e processamento de
voz. Este trabalho apresenta a teoria das séries de Fourier e das transformadas de Fourier
que permitem representar e estudar o comportamento de certas funcgoes com respeito a
propriedades de periodicidade.

As séries de Fourier permitem representar muitas fungoes periédicas como uma soma
infinita de exponenciais complexas. A representacao por meio de séries é bastante vanta-
josa quando se deseja aproximar os valores da funcao.

A discretizacao das funcoes de interesse é bastante desejavel em muitas aplicagoes,
em especial aquelas que se baseiam em técnicas digitais. Essa discretizagao da origem a
transformada discreta de Fourier (DFT) que prové uma aproximagao muito boa para os
coeficientes da série de Fourier de fungoes periddicas.

Este trabalho contempla informacoes sobre alguns tipos de aplicacées da transformada
de Fourier no processamento de imagens, dando continuidade natural a esse trabalho ex-
pandindo nossa visao para outros campos de aplicagoes por meio de uma breve extensao
da teoria para o caso de duas variaveis e executando determinadas aplicacoes, com obje-
tivo de destacar caracteristicas relevantes, corrigir defeitos, atenuar ruidos, abordando a
elaboragao de filltros especificos para realizacao dessas tarefas. Dessa forma, apresentamos
como ¢ possivel aplicar a transformada de Fourier em uma imagem e em seguida aplicar

a inversa e obter, praticamente, a imagem original.

Palavras-chave: Fungoes, Sinais, Séries de Fourier, Transformadas de Fourier, Filtragem,

Processamento de Imagens



Abstract

Signal and systems concepts arise in many fields, and the ideas and techniques associ-
ated with these concepts play an important role in diverse areas of science and technology,
such as communications, circuit design, economic analysis, acoustics, biomedical enginee-
ring, generation systems. and power distribution and voice processing. This work presents
the theory of Fourier series and Fourier transforms that allow to represent and study the
behavior of certain functions with respect to periodicity properties.

Fourier series allow you to represent many periodic functions as an infinite sum of
exponential complex. The representation through series is very advantageous when you
want to approximate the values of the function.

Discretization of the functions of interest is quite desirable in many applications, es-
pecially those based on digital techniques. Discretization gives rise to the discrete Fourier
transform (DFT) which provides a very good approximation for the coefficients of the
Fourier series of periodic functions.

We will end this work to also include information about some types of applications
of the Fourier transform in image processing, giving a natural continuity to this work,
expanding the vision to other fields of applications through a brief extension of the theory
for the case of two variables and executing certain applications, with the objective of
highlighting relevant characteristics, correcting defects, attenuating noise, approaching the
elaboration of specific filters to perform these tasks. Thus, we present how it is possible to
apply the Fourier transform in an image and then apply the inverse and obtain, practically,

the original image.

Keywords: Functions, Signals, Fourier Series, Fourier Transforms, Filtering, Image Pro-

cessing
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Introducao

Os conceitos de sinais e sistemas surgem em diversos campos, e as ideias e técnicas
associadas a esses conceitos desempenham um papel importante em dreas diversificadas da
ciéncia e tecnologia, como comunicagoes, projeto de circuitos, anélise econémica, actstica,
engenharia biomédica, sistemas de geracao e distribuicao de energia e processamento de
voz. Os sinais constituem um ingrediente basico de nossa vida diéria.

Segundo HAYKIN; VEEN (2001), um sinal é formalmente definido como uma funcao
de uma ou mais varidveis, a qual veicula informagcGes sobre a natureza de um fenémeno
fisico. Por exemplo, pode-se citar duas formas de comunicacao humana, os sinais de fala
e os sinais assumindo a forma de imagens. No Capitulo 1, serd feito um breve estudo
de sinais, mostrando como sao classificados, as transformagoes da variavel independente e
diversos sinais basicos de tempo continuo e de tempo discreto.

A utilizacao das séries de Fourier é de vital importancia em muitas areas, particular-
mente nas comunicacoes. A representacao por meio de séries é bastante vantajosa quando
se deseja aproximar os valores de uma fungéao. No Capitulo 2, serd abordada a teoria das
séries de Fourier, sua representagao em tempo continuo de sinais periédicos, da exponencial
complexa e trigonométrica e a série exponencial de Fourier para sinais discretos.

Uma fungao nao periddica pode ser representada por um integral de um conjunto de
senos e/ou cosenos de diferentes frequéncias, a transformada de Fourier permite decompor
sinais que nao sao periddicos (imagens, por exemplo), portanto, o estudo da transformada
de Fourier abrange essas fungoes como é mostrado no Capitulo 3. A transformada discreta
de Fourier em uma dimensao (DFT) ou duas dimensoes (DFT-2D).

No Capitulo 4, sdo mostradas as aplicagoes da DFT-2D no caso do processamento de
imagem digital. A transformada discreta de Fourier é amplamente utilizada em filtragem
de imagens, segmentacao, descricao e classificagao de objetos, seus conceitos e propriedades
serao abordados. Como se dé a transformagao da imagem com o uso da DFT-2D, como
por exemplo, na filtragem no dominio da frequéncia, mostrando exemplos de filtros.

Neste trabalho, portanto, serao apresentados conceitos matematicos que sao necessarios

para a analise de sinais, além da aplicagao em processamento de imagens.
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1

Um Breve Estudo de Sinais

Os conceitos de sinais e sistemas surgem em diversos campos, e as ideias e técnicas
associadas a esses conceitos desempenham um papel importante em areas diversificadas da
ciéncia e tecnologia, como comunicagoes, projeto de circuitos, andlise economica, acustica,
engenharia biomédica, sistemas de geragao e distribuicao de energia, processamento de
voz e imagens.

A lista daquilo que constitui um sinal é quase interminével, vai desde os mais variados
exames médicos, andlise de dados econdémicos a exploragao espacial. Os sinais constituem
um ingrediente basico de nossa vida didria. Segundo HAYKIN; VEEN (2001), um sinal
é formalmente definido como uma fungao de uma ou mais varidveis, a qual veicula in-
formagoes sobre a natureza de um fenémeno fisico. Por exemplo, uma sonda que envia
imagens em infravermelho transmitem informacoes sobre um planeta distante.

Quando a funcao depende de uma varidvel, diz-se que o sinal é unidimensional, como
exemplo, tem-se um sinal de fala, cuja amplitude varia com o tempo. Quando a funcao
depende de duas ou mais varidveis, diz-se que o sinal é multidimensional, como em uma
imagem, sendo que as coordenadas horizontal e vertical da mesma representam duas di-
mensoes.

Fungbes unidimensinais ou multidimensionais, os sinais contém informagoes sobre o
comportamento ou natureza de algum fenémeno, ja os sistemas respondem a sinais em
particular, produzindo outros sinais ou uma resposta qualquer (OPPENHEIM; WILLSKY,
2010).

Portanto, um sistema processa um conjunto de sinais (entradas) resultando em um
outro conjunto de sinais (saidas). Um sistema pode ser construido com componentes
fisicos, os chamados hardwares, ou pode ser um algoritmo que gera uma resposta desejada
na saida de um sinal de entrada. Como exemplo, pode-se ver um programa de computador
para diagndstico automatizado de radiografias como um sistema que tem sua entrada a

imagem digitalizada e que produz como saida um diagnodstico preliminar.

14



1.1 Classificacao de Sinais

Os sinais podem ser classificados entre sinais de tempo continuo e de tempo discreto.
Um sinal de fala pode ser representado matematicamente pela pressao actstica como uma
funcao do tempo e uma imagem pode ser representada pelo brilho como uma funcao de
duas variaveis. Como esse exemplo, véarios outros fenémenos fisicos podem ser represen-
tados matematicamente como func¢oes de uma ou mais varidveis independentes.

As operagoes de processamento envolvidas na construgao de sistemas de comunicacao,
sistema de controle, sistemas de sensoriamento remoto e instrumentos para processamento
de sinais bioldgicos, entre as muitas aplicacoes, sao analisadas de duas maneiras diferentes:
(1) abordagem analdgica ou de tempo continuo e (2) abordagem digital ou de tempo
discreto.

A principal vantagem da abordagem analégica é a capacidade natural de resolver
equacoes diferenciais que descrevem sistemas fisicos, sem ter que lancar mao de solugoes
aproximados para elas (HAYKIN; VEEN, 2001). J4, a abordagem digital recorrem a
computagoes numéricas para suas operacoes, com a necessidade de aproximacoes.

No caso dos sinais de tempo continuo, a varidvel independente é continua e, portanto,
esses sinais sao definidos em um conjunto continuo de valores da varidvel independente.
Em contrapartida, os sinais de tempo discreto sao definidos somente em instantes discretos,
ou seja, a varidvel independente assume apenas um conjunto discreto de valores.

Um sinal de fala em fungéo do tempo e a pressao atmosférica em funcao da altitude sao
exemplos de sinais de tempo continuo, e, do tempo discreto, o indice semanal Dow-Jones
da Bolsa de Valores de Nova York. Na Figura 1.1, tém-se exemplos de dois sinais de tempo
continuo e de dois sinais de tempo discreto.

Exemplos de sinal continuo
1
15

continua) |

sin(t)

I
=1 T ; | ; ;
-1 -08 -06 -04 -02 ] 0.2 04 06 08 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 0.6 08 1

Exemples de sinal discreto

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 0.6 0.8 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 06 0.8 1
Tempo Tempo

Figura 1.1: Imagem de dois sinais, continuo e discreto
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E interessante destacar que um sinal discreto pode ser a representacao de um fenémeno
(sistema) inerentemente discreto, como por exemplo o caso de indices demogréficos ou
os indices da bolsa de valores citado anteriormente. Mas, hd também sinais discretos
no tempo que sao oriundos da amostragem de sinais continuos. Como por exemplo, os
sistemas digitais de dudio ou de video. Estes sistemas requerem o uso de sequéncias
discretas no tempo que sao representacoes (discretizagoes) de sinais continuos no tempo.

Para distinguir os sinais continuos e discretos no tempo serd usado “t” para denotar
o tempo como varidvel independente continua e “n” para denotar o tempo como variavel
independente discreta. Além disso, nos sinais continuos sera usado paréntesis normais ( ),
por exemplo, x(t), y(t) entre outros, enquanto que nos sinais discretos usaremos colchetes
[ ], como exemplo, x[n], y[n]. Esta é notagdo comumente adotada na literatura de Anélise
de Sinais.

Se um sinal de tempo continuo x(t) puder assumir qualquer valor no intervalo continuo
(a,b), onde a pode ser —oo e b pode ser 400, entao o sinal continuo z(t) é chamado sinal
analdgico. Se um sinal de tempo discreto x[n] puder assumir apenas um nimero finito de

valores distintos, entao ele é chamado sinal digital (HSU, 2004).

1.2 Transformacoes da variavel independente

Frequentemente, utiliza-se sinais que sdo obtidos a partir de outros através de uma
transformacgao simples da varidvel independente. Classificam-se os sistemas quanto as
sua propriedades tais como: deslocamento no tempo, reflexdao no tempo e simetria ou

anti-simetria em relagdo a origem (sinal par ou impar), e, mudanca na escala.

1.2.1 Deslocamento no tempo

Uma primeira transformacao deste tipo é o deslocamento no tempo, que corresponde
a obter um sinal y(¢) a partir de x(t) através de y(t) = x(t — tp). Quando ¢y > 0, diz-se
que esta transformagao é um atraso no tempo; para tg < 0 diz-se que ha um avango no
tempo de z(t). As mesmas defini¢oes se usam para o deslocamento de um sinal de tempo
discreto, y[n] = z[n — ng|, onde, naturalmente, ny é inteiro, ou seja, sinais idénticos na
forma z[n] e z[n — ng).

Um deslocamento em tempo, quando se estuda o tempo continuo, em que x(t — T')
representa uma versao atrasada com tog = T' (se T é positivo) ou adiantada (se T é negativo)
de z(t). A Figura 1.2 mostra o deslocamento em tempo continuo. Também encontraremos
deslocamentos em tempo discreto, na Figura 1.3, na qual temos dois sinais z[n] e z[n — ng]
que sao idénticos na forma, mas um esté deslocado em rela¢ao ao outro, em que z[n — N]

representa uma versao atrasada com ny = N (se N é positivo).
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Exemplo de sinal defasado no tempo

3 3
o =
g x
1 E
0 0

Figura 1.2: Exemplo de deslocamento no tempo continuo t
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Figura 1.3: Exemplo de deslocamento no tempo discreto N

Sinais relacionados dessa maneira surgem em aplicacdes como radar, sonar e proces-
samento de sinais sismicos, em que diversos receptores em diferentes lugares observam
um sinal transmitido por um meio (dgua, rocha, ar, etc), idealmente, sem contar com ate-
nuacoes ou ruidos, por exemplo. Nesse caso, a diferenca no tempo de propagacao do ponto
de origem do sinal transmitido para quaisquer dois receptores resulta em um deslocamento
do tempo entre os sinais nos dois receptores (OPPENHEIM; WILLSKY, 2010).

1.2.2 Reflexao no tempo

Tém-se outras transformacoes basicas do eixo do tempo, como a reflexdo do tempo.
Tendo que y(t) denotando o sinal observado substituindo-se o tempo t por -t, como é
mostrado por y(t) = x(—t). O sinal y(t) representa uma versao refletida de z(¢) em relagao
ao eixo de amplitude. Sendo que os sinais pares e impares sao de especial interesse, como
mostrado mais a seguir.

Em relacao a simetria com relagao a reflexao no tempo, hé outro grupo de propriedades
Uteis dos sinais. Um sinal é considerado par se é simétrico em relagao a origem, isto é,
para um sinal continuo z(—t) = z(t), ou discreto x[—n] = z[n]. Um sinal é impar se é anti-
simétrico em relagao a origem: z(t) = —x(—t), para o tempo continuo, ou, x[n] = —z[—n]),
do sinal discreto. Neste ltimo caso, deve-se observar que sempre x(0) = 0. Sendo que

qualquer sinal pode ser representado como a soma de dois sinais, um par e outro impar.
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Como exemplo de funcdo impar, tem-se x;(t) = sen(t) que Vit € R, sen(—t) =
—sen(t). E também tem-se a fungao par, com z,(t) = cos(—t) que Vt € R, cos(—t) =
cos(t). Tais que: x(t) = xp(t) + x4(t), sendo que z,(t) é um sinal par e x;(t) é um sinal
impar. Pode-se ter de forma analoga as defini¢oes para o caso do tempo discreto. A Figura

1.4 mostra um exemplo desta transformacao do sinal em tempo continuo.

Sinal de tempo continuo x(1), refletido, x(-t), no tempo em relacdoat=10
200 000

200 000

100 000

100000

x(-t)

0

0

x(t)

-100 000 -100 000

-200 000 ST
S wE oSG sAe 22 W 82 4 60 B D 0 -8 -6 -4 2 0 2 4 &8 8 10

Figura 1.4: Graficos de reflexao

1.2.3 Mudanca na escala

A transformagao de mudanga na escala no tempo, faz-se alterando x(t) para z(at).
Pode-se determinar o efeito da transformacao da varidvel independente do sinal z(t)
obtendo-se sinais da forma, x(at + /), sendo «a e f valores dados, para deslocamento
no tempo e mudanca de escala executados nesta ordem.

Esta transformacao pode ser exemplificada ao executar um sinal de voz gravado numa
velocidade mais rédpida do que a gravacao original, obtendo-se uma compressao (o > 1),

ou mais lenta, numa expansao (a < 1). Na Figura 1.5, mostra-se a mudanca de escala no
tempo continuo.

Sinal de tempo continuo x(t), mudanca na escala de tempo, x(a™)

: \
[AEANV/ENY A

-0.2

x(t)

x(at)
o

Y
| BURVEVATHLVIAVIRY e

YUV

x(a't)
o
E

Figura 1.5: Graficos de escala no tempo
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1.3 Sinais exponenciais e senoidais

Apresenta-se diversos sinais bésicos de tempo continuo e de tempo discreto. S&o sinais
que ocorrem com frequéncia nos mais variados sistemas, e servem também como elementos

bésicos a partir dos quais se constroem muitos outros sinais.

1.3.1 Sinais exponenciais de tempo continuo

A) Sinais exponenciais reais

Ha&, basicamente, dois tipos de comportamentos que podem ser representados grafi-
camente em uma exponencial real. Se a é negativo, enquanto ¢ aumenta, a exponencial
é decrescente. Sendo a positivo, a exponencial serd crescente. Os graficos da Figura 1.6
mostram esses dois comportamentos, que podem acontecer em vérios fenémenos fisicos,
como em explosoes atomicas (exponencial crescente) e outro exemplo, sistemas mecéanicos

amortecidos (exponencial decrescente). Sendo a = 0 x(t) é constante.

Exponencial Real em Tempo Continuo com a <0 Exponencial Real em Tempo Continua com a = 0

60 60

40 40

(D)
t

20 20

Figura 1.6: Exponencial real de tempo continuo z(t) = Ce™ com a <0 e a > 0

B) Sinais senoidais e exponenciais complexas de tempo continuo
O sinal exponencial complexo de tempo continuo tem a forma de
x(t) = Ce™ (1.1)

em geral, C' e a 880 nimeros complexos, que pode levar a exponencial complexa a assumir
vérias caracteristicas diferentes. Mas, se C' e a forem reais, como visto anteriormente, z(t)

serd uma exponencial real.
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C) Sinais senoidais e exponenciais complexas periédicas

Sendo a puramente imaginario. Considere, entao,
z(t) = elvot (1.2)

Esse sinal tem uma importante propriedade, ele é peridédico. Verifica-se esta proprie-

dade a seguir,

edwot _ jwo(t+T) (1.3)
. . . . . eJwot
Portanto, e/«o(t+T) = eiwoteiwoT oy seja, e/@ol = oot due nos leva a
e
el =1 (1.4)

Se wg = 0 entao z(t) = 1, que é periddico para qualquer valor de T. Se wy # 0 entao
o periodo fundamental Tj, ou seja, menor valor positivo de T para a qual a Equacao 1.4

¢é valida. Com
2T

Ty = 2L
* 7 Jwol

(1.5)

Para o tempo continuo, o sinal senoidal que é relacionado a exponencial complexa

periddica, sendo da forma z(t) = Acos(wot + ¢). Onde,

e A é a amplitude do sinal senoidal;
e wy é a frequéncia angular em radianos por segundo (rad/s);

e ¢ é o angulo de fase em radianos

Estes sinais exponenciais e senoidais complexos (Figura 1.7) também sao usados para
descrever muitas caracteristicas de muitos processos fisicos, como é o caso do sistema

mecanico consistindo em uma massa conectado em uma mola a uma base fixa.

Sinal senoidal (cossenoidal) de tempo continuo (frequéncia natural = 3 e &ngulo de fase = 5)

Figura 1.7: Sinal senoidal de tempo continuo
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A inversa do periodo fundamental T de um sinal senoidal de tempo continuo ou de
uma exponencial periédica complexa é inversamente proporcional a |wg|, Equacdo 1.5,
a chamada frequéncia fundamental. Esta frequéncia é diretamente proporcional a taxa
de oscilagao e se diminuida, aumentamos o periodo. Segundo OPPENHEIM; WILLSKY
(2010), sendo wy = 0, z(t) é constante, e, portanto, periédico com periodo T para todo
valor positivo de T. Assim, o periodo fundamental de um sinal constante é indefinido, ou
seja, um sinal constante tem taxa de oscilagao zero.

Pode-se escrever de wg = 27 fjy, sendo que fp tem como unidade de ciclos por segundo,
ou hertz (Hz).

E interessante destacar os chamados sinais exponenciais complexos harmonicamente
relacionados, esses sao conjuntos de sinais exponenciais periédicos, com um periodo co-
mum Tp, isto é, com frequéncias fundamentais que sao multiplas de uma tnica frequéncia

positiva wg. Sendo a condicao necessaria:
elTo =1, (1.6)

o que significa que wTp é miltiplo de 27, isto é,

wly =2k, k=0,£1,£2,.... (1.7)
Assim, quando se define,
2w
= — 1.8
wo TO ) ( )

entao, w deve ser um inteiro multiplo de wgy com,

bp(t) = Ptk =0,41,4+2, ... (1.9)

Sendo k = 0, ¢x(t) é uma constante, enquanto que para qualquer outro valor de k,
a k-ésima harmonica ¢ (t) é periddica, com periodo Tj e contém exatamente |k| de seus
periodos fundamentais.

Um exemplo, justamente consistente ao termo ”harmonica”’adivinda da musica, que
é o padrao das vibragoes de uma corda em um instrumento com um violino e, pode ser
descrito como uma superposicao de exponenciais periédicas harmonicamente relacionadas
(OPPENHEIM; WILLSKY, 2010). A "harménica”se refere a tons resultantes de variagoes
da pressao acustica em frequéncias que sao multiplas da frequéncia fundamental.

Um sinal diretamente relacionado a exponencial complexa periddica é o sinal senoidal
Acos(wot + ¢). Usando a relacdo de Euler, a exponencial complexa z(t) = e/“0! pode

ser escrita em termos de sinais senoidais com o mesmo periodo fundamental: e/“0! =
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cos(wot) + jsen(wot)
Na identidade de Euler, tem-se que: e/ = cosf + jsenfl. Logo, x(t) = Acos(wot) +

jAsen(wot). Para z(t) = Ael@0t+®) pode-se escrever: Acos(wot 4+ ¢) = Eej%jwot +

EAe*j‘ﬁe*ijt. De modo alternativo, pode-se expressar um sinal senoidal em termos
de um sinal exponencial como: A cos(wt 4+ ¢) =ARe{e/ @9} ¢ Asen(wt + ¢) =
AIm{el@t+®)} Ou reencrevendo, considerando o nimero complexo ¢ = e/ (“0!+®)  Re{c}
é a parte real e Im{c} a parte imaginéria, esta representagdo da parte real e imaginaria

serd utilizada no préximo capitulo deste trabalho.

1.3.2 Sinais exponenciais de tempo discreto

A) Sinais exponenciais reais de tempo discreto

Sendo C e « reais, || > 1 o mddulo do sinal cresce exponencialmente com n e para
o] < 1 tem-se uma exponencial decrescente, além disso, se « é positivo, terd Ca” de
mesmo sinal, como pode ser visto no exemplo em que o = 0.8 e « = 1.5 (Figura 1.8),
mas se « € negativo, Ca” é alternado (Figura 1.9). Estudando também, valores de o =

1, vé-se z[n] constante, mas se o = -1, z[n] alterna entre +C e —C.

Sinal exponencial real com alfa=1.15e C=2 Sinal exponencial real com alfa= 085 e G=2

120
100 o

a0

x[n]

G0 o 08|

| L T o O o B o _‘-.-.HH‘“!'!‘I‘
s] 2 4 [} 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 [} L] 4 B8 8 10 12 14 18 18 20 22 24 28 28 30

0.6 -

0.4+

2

=1

0.2 -

o

Figura 1.8: Sinal exponencial real de tempo discreto
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Sinal exponencial real com alfa=-08 e G=2 Sinal exponencial real com alfa=-1.1eG=2

15 a0 4
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o

14 20 |22 | 24| 26 | 28 | a0 "
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Figura 1.9: Sinal exponencial real de tempo discreto

B) Sinais exponenciais complexas de tempo discreto

Definido como z[n] = Ca”

Sendo C=1 e |a| = 1; z[n] = e/*o"
Usando a equagao de Euler tem-se que:
z[n] = e79on = cos(won) + jsen(won)
Note que o sinal exponencial x[n] = e/“o" satisfaz a seguinte propriedade:
z[n] = efwon = ei(wot2mn — gi(wokmmn yy — () 41, 42 .,

ou seja, o sinal x[n] é o mesmo para frequéncia wy e (wp + 27), isto é, para qualquer
frequéncia (wg£mm),m = 0,+1,42, ..., ele se repete a cada 27 a medida que a frequéncia
wp varia.

Essa situagao é diferente do seu sinal andlogico continuo z(t), onde para cada wy, x(t)
era um sinal diferente, tanto quanto maior a frequéncia wy maior a taxa de oscilagao de
z(t). No caso discreto, o que ocorre é que conforme wy aumenta de 0 até 7, obtém-se
sinais que oscilam cada vez mais rapido, e no intervalo de 7w até 2w, vai se oscilando cada
vez mais lentamente até voltar a ser o mesmo que era em wg = 0 para wy = 27. Essa
propriedade é mostrada na oscilagdo crescendo em um primeiro intervalo, Figura (1.10),

e depois a oscilagao diminui, como visto na Figura(1.11).
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Figura 1.10: Sinal exponencial complexo de tempo discreto (primeiro intervalo)
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Figura 1.11: Sinal exponencial complexo de tempo discreto (segundo intervalo)

Se wg = m ou wg = £nm para um valor de n impar, a oscilagio é maxima pois
z[n] = €70 = ™  para n fmpar z[n] = (/™ = (=1)", ou seja, o sinal z[n] salta de +1
para -1 a cada ponto n no tempo. Por outro lado, se wg = 0 ou wy = £n7 para um valor
de n par, ndo h4 oscilacio pois x[n] = ef“o" = /0 = 1.

Resumindo, quando se tem variagoes lentas do sinal z[n| os valores de wg estarao
préximos de 0, 27, etc. (ou seja, miltiplos pares de ), enquanto que as variagoes réapidas
estao proximas a +7 e seus multiplos impares.

Uma outra propriedade que se pode destacar a diferenca entre sinal continuo z(t) e
x[n] é a periodicidade. O sinal continuo é sempre periédico, mas no sinal xz[n] nem sempre
ocorre essa periodicidade.

Sendo, z[n 4+ N] = efwo(+N) — gjwon gjwoN — ejwon — z[n] esta igualdade ocorre se

24



; . p . wo m
edoN = 1 isto é, se woN = 2rm, m =0,+1,42, ..., ou seja, — =

or N -
. . ; (s 21 wo . .
Portanto, o sinal discreto x[n] = e/“°™ s6 é periédico quando — é um nimero racional.
Pode-se verificar isto com exemplos como,
z1[n] = Acos(won) para wp = 0,2, ... ou

xo[n] = Acos(won) para wp = 0,37,... e vendo o caso nao periédico de
x3[n] = Acos(won) para wy =1 .

O Quadro 1.1 mostra a propriedade em tempo continuo e discreto lado a lado, para
mostrar a diferenca entre elas.

Quadro 1.1: Propriedade em tempo continuo e em tempo discreto

z(t) = elwot z[t] = efwon

x[n] se repete para
x(t) diferentes para wy diferentes

wo, (WO + 27T)7 (WO + 471—)7 etc

2
x[n| s6 ¢é periddico se wy = (Lm)

N

x(t) é periddica  Vwg Para algum inteiro N > 0 e m inteiro.

(m e N primos entre si)

frequéncia fundamental de x[n]
frequéncia fundamental de x(t)

“o
m
Wo
(m e N primos entre si)
periodo fundamental de x(t) periodo fundamental de z[n|

se wo = 0 nao existe e se wo = 0 nao existe e

2 2
se wo # 0 implica Ty = mll se wg # 0 implica Ny = m(—w)
W

0 Wo
Fonte: SOUZA (2022)

Nesse capitulo, foi feito um breve estudo de sinais, que ¢é utilizado em séries de Fourier
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de tempo continuo e discreto. As séries de Fourier sao ferramentas que permite representar
um sinal periédico como uma soma infinita de componentes senoidais (senos e cossenos),
onde sera visto a transformacao de sinais para o dominio da frequéncia de sinais represen-

tados originalmente no dominio do tempo.
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2

Aspectos Basicos das Séries de

Fourier

A histéria moderna sobre a utilizacdo de somas trigonométricas, ou seja, soma de senos
e cossenos relacionados harmonicamente ou exponenciais complexas peridédicas comeca
em 1748 com L. Euler (OPPENHEIM; WILLSKY, 2010). A observagao inicial foi no
movimento de uma corda vibrante, que verificou a deflexao vertical f(¢,x), sendo x a
distancia ao longo da corda e t o tempo, ele concluiu que os modos normais sao fungoes
senoidais harmonicamente relacionadas.

Varios tipos de séries existem e sdo apropriadas para representar fungoes peridédicas
definidas na reta em termos de senos e de cossenos (PUPIN, 2011). As séries que serdo
descritas neste capitulo tém seu nome em homenagem a Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830), que as estudou sistematicamente, passando a serem chamadas de Séries de
Fourier; estas serao expressas como somas infinitas de exponenciais complexas.

Anélise de Fourier (também chamada de Anélise Harmoénica), que diz respeito a repre-
sentacao de sinais como uma combinacao linear de sinais bésicos como senos e cossenos,
ou exponenciais complexas.

Busca-se neste capitulo, introduzir o conceito de Série de Fourier e estudar algumas
de suas propriedades imediatas. Como serd vista aplicacoes especificas desse conceito, a

abordagem sera bdsica, nao sendo aprofundado todos os aspectos desta teoria.

2.1 Representacao em série de Fourier em tempo
continuo de sinais periédicos

Como foi abordado no Capitulo 1, um sinal de tempo continuo z(t) serd periédico se

existir um valor diferente de zero positivo para 1" tal que,
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z(t+T)=uxz(t), VteR. (2.1)

O periodo fundamental Ty de x(t) é o menor valor positivo de T para qual a Equacao
2.1 é satisfeita, e = fo é chamada frequéncia fundamental.

Considere um sinal periédico z(t) € R, Vt. O sinal x(¢) pode ser expresso como sinal

senoidal real,

x(t) = cos(wot + @), (2.2)

e o sinal exponencial complexo z(t) como,

z(t) = elwot, (2.3)

2
onde wy = % = 27 fp é a chamada frequéncia angular fundamental.
0

Ao sinal da Equacao 2.3 estd associado o conjunto de exponenciais complexas harmo-

nicamente relacionadas,

D (t) = eI0t = Im 2/ To)t m=0,+1,+2, .... (2.4)

Cada um desses sinais tem uma frequéncia fundamental que é um multiplo de wy e,
portanto, cada um é periédico com periodo T (embora, para cada |m| > 2, o periodo fun-
damental de ¢,,(t) seja uma fragdo de Tp). Assim uma combinacao linear de exponenciais

complexas harmonicamente relacionadas na forma

x(t) = Z U@ M0F = Z A e?™ 27/ To)t (2.5)

m=—0o0 m=—0oo

também é periédica com periodo T. Na Equacao 2.5, o termo para m = 0 é uma constante.
Os termos para m = +1 e m = —1 possuem frequéncia fundamental igual a wy e sao
denominadas componentes de primeira harmonica. Os termos para m = +2 e m = —2
sao periddicos com o dobro da frequéncia fundamental e sdo denominadas componentes
de segunda harmoénica. E assim, sao os termos para m = +N e m = —N que sao os de
n-ésima harmonica.

Como exemplificacdo, analisa-se quando m = £3, considerando um sinal periédico z(t)

e frequéncia fundamental 27, tem-se

+3
2(t) = ame™ (2.6)

m=—3
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sendo,
apg=1,
al =a-1 = 1/4,
ag = a—_9 = 1/2 s

a3z =a-3 = 1/3,

agrupando cada componente harmonico que possue a mesma frequéncia fundamental, tem-

se

1 . . 1 . . 1 . .
SL‘(t) =14 Z(6]27rt + e—]27rt) + §(e]4mt + e—]47rt) + g(6]671'75 + e—jﬁwt) (27)

De Euler, escreve-se z(t) na forma,
1 2
z(t) =14+ 1003(27#) + cos(4nt) + gcos(GTrt), (2.8)

1
podendo nomed-los como zo(t) = 1, z1(t) = Zcos(27rt), x2(t) = cos(4nt) e x3(t) =

2
gcos(th). Pode-se ver na Figura 2.1 e na Figura 2.2 como se representam os graficos.

xg(t) x,(1)

X S WANATAWAAWAY
«IVRVRVRVEVA VAN

T T T T T T T T T T T T T
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 & 85 7

Tempo
Tempo

Xo(t) +

=R 0

;5_ L,
WYV VYV -

Tempo

m

o

in

Tempo

Figura 2.1: Sinal x(t) como combinagcao linear de sinais senoidais harmonicamente

relacionados (sendo, xq(t), z1(t), xo(t) + z1(t) e x2(t), respectivamente)
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Figura 2.2: Sinal x(t) como combinagcao linear de sinais senoidais harmonicamente
relacionados (sendo, zo(t) + x1(t) + z2(t), x3(t) € xo(t) + x1(t) + x2(t) + 3(t), res-
pectivamente)

2.2 Representacao em série de Fourier da expo-

nencial complexa e trigonométrica

Definicao 2.2.1. Seja uma funcdo x(t) de periodo Ty, entdo os coeficientes de Fourier
{em} de xz(t) sdo definidos por

—j2mmt
z(t)e To at (2.9)

1 [T

Cm = —
1o Jo
para todo m inteiro. Usando os coeficientes {c,,} podemos definir a série.

o

z(t)~ D emel™ wo = = (2.10)

m=—0o0

chamada Série de Fourier de z(t).

Os ¢, sao os coeficientes de Fourier complexos, e sdo expressos da forma,

1

em=— [ x(t)eIm0tdt (2.11)
To J,
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usando comumente intervalos da integral de 0 a Ty ou de —Ty/2 a Ty/2. E fazendo m =

0 na Equagao 2.11 tem-se

1

o = —
To J7,

z(t)dt (2.12)

ou seja, indica que de certa forma ¢g é igual ao valor médio de z(¢) em um periodo.

Definicao 2.2.2. Seja Ty > 0, define-se série trigonométrica toda funcao do tipo.

x(t) = % + Z [amcos(mwot) + by, sen(mwot)] (2.13)
m=1
2
onde wy :?Z .
Sendo,
2
am = — [ x(t)cos(mwot)dt (2.14)
To Jr,
2
b = — | x(t)sen(mwot)dt (2.15)
To J1,

Os coeficientes a,, € b, e os coeficientes de Fourier complexos ¢, se relacionam

— =cp Gm = Cm, + C_m b, = j(em — c—m) (2.16)

Da Equagao 2.16, obtemos

1 1
Cm = i(am - ]bm) Com = i(cm +jcm) (2'17)

Quanto z(t) for real, entdo a,, e by, sado reais e pela Equagao 2.16, temos

am = 2Re[cp) by = —2Im|[cy) (2.18)

ou seja, as duas séries de Fourier, trigonométrica e exponencial sao equivalentes.
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2.2.1 Sinais Pares e fmpares

Se um sinal periédicos z(t) for par, entao by = 0 e sua série de Fourier contém apenas

termos de cossenos:

z(t) = % + Z amcos(muwot) Wo = = (2.19)

m=1

Se um sinal periddicos x(t) for impar, entao ar = 0 e sua série de Fourier contém

apenas termos de senos:

2T

z(t) = 2 4 Z b sen(mwot) wo = T

5 (2.20)

m=1

Entretanto, considere agora um sinal periédico continuo z(t) € C = {conjunto dos
numeros complexos}, ou seja, o sinal z(t) tem valores complexos, com parte real e parte
imaginédria. A série exponencial de Fourier no permite aproximar z(t), o que nao era

possivel com a série trigonométrica.

A série exponencial (ou complexa) de Fourier generaliza a série trigonométrica de

Fourier e tem também a vantagem de ser mais compacta.

2.3 Algumas propriedades das séries de Fourier

para sinais continuos

2.3.1 Linearidade

Sejam dois sinais periddicos,

x1(t) é um sinal com periodo T e tem coeficientes de Fourier a,, ,

x2(t) é um sinal com periodo T e tem coeficientes de Fourier by, .
Como estes sinais tem o mesmo periodo T, a combinacao linear deles também serd

periédica com periodo T e que y(t) = A z1(t)+B x2(t) tendo y(¢) periodo T,

2m
y(t) tem frequéncia fundamental wy = T e coeficientes de Fourier,
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cm = Aay, + Bb,, .

2.3.2 Deslocamento no tempo

Quando um deslocamento ¢ aplicado a um sinal z(t) com periodo T, este é preservado.

Os coeficientes de Fourier by, e que y(t) = z(t — to) ou seja, y(t) é o sinal x(t) com uma
T

translagao (shift) no tempo de ty. y(¢) tem frequéncia fundamental wy = T e coeficientes

de Fourier
1 ,
by, = T Jpx(t — to)e Imeotodt

Fazendo 7 =t — ¢y na integral e notando que a nova varidvel 7 também variara sobre

um intervalo de duracao T, obtem-se

1 ) . 1 .
T fT .T(T)e_JmWO(T+t0)dT — g JMwoT _ fT x(r)e_]m‘*’de

— e—jmwotoam — e—jm(QTr/T)toam

Quando, entao, um sinal periédo é deslocado no tempo, as magnitudes de seus coefi-

cientes da série de Fourier permanecem inalterada. Tem-se, portanto,

bm| = |am|
2.3.3 Reflexao no tempo

Suponha que z(¢) é um sinal com periodo T e que y(t) = z(—t) para determinar os

T
coeficientes da série de Fourier, y(t) tem frequéncia fundamental wy = T Tendo,

x(—t) = i Qe dm@r/T)t

m=—00

Fazendo, m = -k, obtem-se

WO = o(—t) = 3 ael@

k=—00
com os coeficientes da série de Fourier b, sao b,, = a_, .
Entao, se z(t) é um sinal par, tem-se os coeficientes de Fourier, eles préprios, pares; isto
é, 4 = a_pm, e se z(t) é um sinal impar, tem-se os coeficientes de Fourier, eles préprios,
impares; isto é, a_,, = —a, -
A reflex@o no tempo aplicada a um sinal de tempo continuo resulta numa reflexdo no

tempo da sequéncia correspondente dos coeficentes da série de Fourier.
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2.3.4 Mudanca na Escala no tempo

Suponha que x(t) é um sinal com periodo T e tem coeficientes de Fourier ¢, e que
27
y(t) = x(—t), ou seja, y(t) tem frequéncia fundamental wy =— e coeficientes de Fourier

e que y(t) = z(at), ou seja, y(t) com um periodo T'/a,

A série de Fourier muda por causa da mudanga da frequéncia fundamental (e do

periodo), entretanto, os coeficientes nao mudam.

2.3.5 Multiplicacao
Tendo,

x1(t) é um sinal com perfodo T e tem coeficientes de Fourier ¢}, ,

x2(t) é um sinal com perfodo T e tem coeficientes de Fourier ¢’ .
Sendo o sinal y(t) = z1(t)z2(t) e coeficientes de Fourier,

Cm = Y. Gibym—_; = alm]*blm].
l=—00

Ou seja, ¢, € a convolugao entre os sinais discretos a,, = a[m| e b, = b[m] que serdo visto

em segoes a seguir.

2.4 Série exponencial de Fourier para sinais dis-

cretos

Um sinal discreto é periddico se z[n] = z[n + N| onde N é o periodo, além disso, ele
¢ chamando de periodo fundamental se for o menor inteiro para o qual a relagao acima

2
satisfaz. E neste caso: wg = N frequéncia fundamental.
O conjunto de todos os sinais discretos no tempo do tipo exponenciais complexos que

sao periddicos (com periodo N) é dado por
Pm[n] = eI = IM2r/N)n m=0,+1,+2, ... (2.21)
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e todos estes sinais tém frequéncia fundamental que sao miltiplas de 27 /N e portanto sdo
harmonicamente relacionados.

A representacao em série de Fourier de um sinal periddico de tempo discreto é uma
série finita, ja na representacao da série do sinal periédico em tempo discreto é infinita.

Existem apenas N sinais distintos no conjunto de fungées ¢,,[n| definido pela Equacao
2.21.

Isto é uma consequéncia do fato de que sinais discretos no tempo do tipo exponenciais
complexas que diferem na frequéncia por um multiplo de 27 sao idénticos.

Ou seja, apds N consecutivos, estes termos comegam a repetir-se (SOUZA, 2022).
Entao se for considerado mais do que N valores de m, osa,, repetem-se periodicamente

com periodo N,

Om[n] = ¢nim[n]

Esta situacao é diferente do caso continuo pois os coeficientes que aparecem na equacao
de sintese da série de Fourier para sinais continuos sao todos diferentes uns dos outros.

Considerando em termos de combinagoes lineares das sequéncias ¢, [n], entao, obtera

x[n] — Zamém[n] — Zamejmwon — Z amejm(er/N)n ) (2‘22)

m
Portanto, a série de Fourier para sinais discretos terd apenas N termos, para N conse-
cutivos valores de m, de m =1 até m =1+ N -1 e, semelhantemente, apenas N coeficientes

ci. Logo, a série de Fourier para sinais discretos tem a expressao:

I+N-1

zn| = Z Cp €O = Z Cpe™ TN (2.23)
m=Ll,(l+1),... m
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Ja os coeficientes cxs no caso discreto sao definidos por

1 I+N-1
_ —Jjmwon __ —jm((27/N)n
n =N I%n zlnle™ 0 = 3 alnle IR/, (2.24)

m= m

Eles sdao chamados de coeficientes da série Fourier discreta ou coeficientes espectrais.

As propriedades da série de Fourier de tempo discreto sdo muito semelhantes a do
tempo continuo (SOUZA, 2022), j4 vistas na subsecao anterior, com dedugoes similares.

A abordagem deste capitulo sobre o caso das Séries de Fourier, a frequéncia é varrida
em multiplos inteiros da frequéncia fundamental do sinal periédico, kwy. No Capitulo
3, onde serd vista a Transformada de Fourier, a frequéncia é varrida continuamente em
w; assim, matematicamente, nas séries hd o somatério para a varredura enquanto nas

transformadas ha um integral.
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3

Transformadas de Fourier

Continuas e Discretas

Foram vistos no Capitulo 2 sinais periddicos, cujas exponenciais complexas que os
representam estao relacionados harmonicamente. Para sinal aperiédico elas estao infini-
tesimalmente préximas em frequéncia, e a representagdo em termos de uma combinacao
linear toma a forma de uma integral em vez de uma soma. O espectro de coeficientes
resultante nessa representacao é chamada de trasnformada de Fourier. A transformada de
Fourier permite analisar de forma adequada func¢des nao periédicas.

Enquanto as séries de Fourier eram definidas apenas para sinais periédicos, as trans-

formadas de Fourier sdo definidas para uma classe de sinais mais ampla.

3.1 Impulsos e sua propriedade

E importante chamar a atencao para o impulso, para entao continuarmos a tratar da
transformada de Fourier. A finalidade aqui ndo é aprofundar o assunto e sim chamar
atencao a ele, fazendo um breve resumo da propriedade de peneiramento. Um impulso

unitdario de uma variavel continua t localizada em ¢ = 0 é definido como:

o0; set=0;
5(t) = (3.1)
0; set=#0

e também satisfaz

/ T S(dt = 1. (3.2)

Considerando ¢t como tempo, um impulso pode ser visto como um pico de amplitude
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infinita e duragao zero, e tendo area unitaria. Com isto, levando-se em conta este com-
portamento, na pratica (com z(t) continua em ¢ = 0 uma propriedade de ”peneiramento”,

ou seja,

/ T a(D8(t)dt = (0). (3.3)

Se um ponto t qualquer é deslocado de ty, ele pode ser expresso como d(t—t), passando

a ser a propriedade expressa em:

/ T 2 (08(t — to)dt = w(t). (3.4)

—00
Sendo n uma varidvel discreta, o impulso unitério discreto d(n) atende aos sistemas

discretos assim como o 6(t) atendem aos continuos.

1; sen =0;
i(t) = (3.5)
0; sen#0

E tem como equivalente discreto da Equacao 3.2,

> 6(n)=1. (3.6)

Sendo, portanto, que a propriedade de peneiramento se expressa:

— 0o
Da mesma forma em termos mais gerais,

o0

Zm(n —np)d(n) = x(ng). (3.8)

—00

3.2 Transformadas de Fourier para sinais continuos

Um sinal z(t) e sua transformada de Fourier X (jw) sao relacionados pelas equagoes

de sintese e andlise da transformada de Fourier, esta normalmente é simbolizada por:
Fla(t)] = X(jw)

e permite expressar o sinal x(t), o que nao era possivel com a série de Fourier se o sinal

nao fosse periédico, como:
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z(t) = % /_00 z(jw)eltdt (3.9)
onde:
X (jw) = /_ T a(te it (3.10)

Para sinais aperiédicos, as exponenciais complexas vao se aproximando e formando
uma curva continua em frequéncia. De de acordo com a Equacao 3.9 tem-se amplitude
X (jw)(dw/2m). Sendo X (jw) é conhecido como espectro de z(t), fornecendo informacoes
para descrever o sinal x(¢) como uma integral de sinais senoidais em diferentes frequéncias.

Portanto, a transformada de Fourier é uma fungao de w (ou de jw) e, de certa forma,
generaliza a série de Fourier (SOUZA, 2022). A Equacao 3.9 como a férmula da transfor-
mada inversa de Fourier, e a Equacgao 3.10 da propriamente a férmula da transformada de
Fourier. Uma fungao pode ser recuperada a partir da sua transformada.

A Transformada de Fourier da fun¢do x de dominio temporal passa para o dominio de
frequéncia. Ela apresenta vérias operacoes geralmente calculadas em fungoes, por exemplo:
combinagoes lineares, diferenciacao, translacao, dilatagao, entre outras (PUPIN, 2011).

Também pode-se desenvolver representagoes de transformada de Fourier para sinais
periddicos, considera-se entao sinais peridédicos e aperiddicos.

Considerando, X (jw) = 27§(w — wp) ao aplicar a Equagao 3.9 para determinar z(t) se
obtém eJ«ot,

A forma de uma combinacéo linear de impulsos igualmente espacados em frequéncia,

ou seja,

X(jw) = i 2magd(w — kwp) entao z(t) = i ajelkwot
—0o0 —0o0
que correspondente a representacao da série de Fourier de um sinal periddico.

Assim a transformada de Fourier de um sinal periédico com coeficientes da série de
Fourier {ax} pode ser interpretada como um trem de impulsos ocorrendo nas frequéncias
harmonicamente relacionadas e para os quais a area do impulso na k-ésima frequéncia
harmonica kwy é 21 vezes o k-ésimo coeficiente ay da série de Fourier (OPPENHEIM;
WILLSKY, 2010).

Definicao 3.2.1. Uma fun¢do x : R — R € absolutamente integrdvel sobre um intervalo

real [a, b] se

/b o (t)|dt < +o0. (3.11)
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Da mesma forma podemos definir uma funcdo x : R — R como sendo absolutamente

integravel sobre a reta R se

/OO 2 (0)]dt < +oc. (3.12)

—0o0
Utilizando a formula de Euler, a transformada de Fourier pode ser reescrita como
oo
X (k) = / x(t)cos(2mkt) — jsen(2mkt)dt. (3.13)
—0oQ
Sendo x(t) € real, a transformada de Fourier normalmente é complexa. A transformada
de Fourier é uma extensdo de z(t) multiplicada por termos senoidais cujas frequéncias sao

definidas pelos valores de k. Por isso, como a unica varidvel restante apds a integracdo €

a frequéncia, diz-se que o dominio da transformada de Fourier é o dominio da frequéncia.

3.3 Propriedades da Transformada Continua de
Fourier

Propriedade 3.3.1 (Linearidade). Sejam z,y : R — C fun¢des absolutamente integrdveis

ea,b€R, entao

F(ax 4+ by) = aF(z) + bF(y)

Prova. F(az + by)(w) = 70 (ax(t) + by(t))e Iwtdt

=a [ zt)edt+b [ y(t)e I@tat

— Fla)(w) + bF(y) (@)
]

Propriedade 3.3.2 (Translagao). Seja z : R — C uma fun¢ao absolutamente integrdvel,

entao
F(z(t — a))(w) = e 7“0 F (x(t)) (w)
sendo portanto, neste caso a > 0, ele € o quanto a fungao foi transladada. Reciprocamente,

F(e?%(t)) = F(x(t))(w — a)

Prova. F(x(t —a))(w) = 770 z(t —a)e ¥tdt
= ?x(u)e‘jw(“+“)du
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=e 99 [ g(u)e I¥"du
'—OO
= e I F(x(t))(w).
E verificando o caminho inverso tem-se:

Fleltz(t)) (w) = _T et () et

= [ z(t)eIwtg;
= F(z(t))(w — a).

O

Propriedade 3.3.3 (Dilatagao). Seja x : R — C uma fung¢ao absolutamente integrdvel,
ea#0, entao

Em particular,

Prova. Para a > 0 tem-se: F(z(at))(w) = [ z(at)e 7*'dt

=/ x(u)e*jw“/a%

w
1 e —i—u

7f z(u)e " a du

).

Para a < 0 tem-se:
o0

F(z(at))(w) = [ x(at)e I@tdt

—00

= F)(Z

a

w
o0 ——1

= [ z(t)e agdt

1 oo Y1
=—= [ z(t)e Ta —dt
a
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3.4 Espectro de Fourier

O espectro de Fourier é formado pelas componentes de magnitude e fase da transfor-
mada. Geralmente, a transformada de Fourier F(k) de uma funcéo x(t) contém termos
complexos, podendo ser representada como um vetor F(k) = a(k) + jb(k) no plano com-
plexo. Um modo de interpretar a transformada de Fourier é calcular a magnitude (ou
amplitude) dela (um valor real), sendo seu médulo igual a y/a(k)? 4 b(k)? e o angulo de

b(k)

fase ¢ igual a arctgm.

Tendo a fungdo x(t) = 0(t — ty) <= F(k) = e %! = cos(2rkty) — jsen(2mkto)

representada na Figura 3.1

magnitude 25000 fase
1 1
20000
0.8 0.8 ///
15000 ~
f(r) 00 F(k) 06 F(k) o
0.4 0.4 10000 //
5%
02 0.2 5000 //

Figura 3.1: Figura modificada de (PEDRINI, 2022)

Que mostra que um deslocamento do sinal no dominio do tempo nao afeta a magnitude,

mas, adiciona um componente linear a fase.

3.5 Amostragem

As tecnologias digitais muito empregadas hoje em dia requerem a discretizacdo das
funcoes, reduzindo-as a uma lista finita de nimeros (amostras). No uso de um sistema por
um engenheiro ndo importa muito o comportamento de uma fungao (sinal) em instantes
de tempo anteriores ou no momento posterior ao seu uso.

Por exemplo, na pratica, os sinais de som possuem formas complicadas. Uma vez mais,
nao se conhecem suas expressoes analiticas. Geralmente, o que se tem é um sinal elétrico
analogo a grandeza que se deseja medir e analisar. Nestes casos, o que se faz é “amostrar”
o sinal em varios instantes de tempo e calcular a transformada discreta de Fourier, uma
aproximacao da transformada continua de Fourier.

O Teorema da Amostragem da chamada Teoria da Informacao diz que, sob certas
condigoes, as aproximagoes podem ser apropriadas quanto maior a taxa de amostragem

(PUPIN, 2011), que nao é objeto de estudo mais aprofundada, serd abordado de maneira a
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dar uma idéia sobre um passo de como discretizar o sinal continuo. O teorema que realiza
a andlise de sequéncias peridédicas ou fungoes, com isto, é realizada uma amostragem da
funcdo, ou tem-se a representacao de um sinal continuo por um nimero finito de valores,
gerando a possibilidade de armazenamento e processamento digital. Na Figura 3.2, mostra-

se um exemplo do processo de amotragem.

fiz)

-
Y ' PR

T
(a) funcdo continua f(t) a ser amostrada em intervalos uniformes AT

fit

LT

t
(b) funcdo de amostragem equivalente a um trem de impulsos espacados de AT

[l F]m/f 1T

(c) func3o formada pelo produto de (a) e (b), em que cada componente é um
impulso ponderado pelo valor f(t) na posicio do impulso

flx

t
(d) amostras obtidas pela propriedade da amostragem

Figura 3.2: Figura modificada de (PEDRINI, 2022)

Seja z(t) uma func@o continua a ser amostrada em intervalos uniformes AT. Uma
forma de modelar a amostragem de multiplicar z(t) por uma fungao de amostragem equi-
valente a um trem de impulsos espacados de AT, ou seja,

o

#(t) = 3 2(t)5(t — nAT),

—00
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em que Z(t) a funcdo amostrada. Cada componente do somatério de um impulso ponde-
rado pelo valor de z(t) na posigdo do impulso. O valor xj de cada amostra na sequéncia

é dado por

= [ x(t)d(t — kAT)dt = x(kAT) = x(kAT) k = 0,+1,+2, ...

—00

Seja Z(t) a versdao amostrada de x(f) usando a amostragem de impulso com uma
frequéncia de amostragem fs. Entdo, as amostras x(k) contém todas as informacoes
necessarias para recuperar o sinal original z(t). Este resultado, chamado de teorema da
amostragem, estabelece que é possivel reconstruir um sinal (de banda limitada, B) continuo
no tempo a partir de suas amostras se a frequéncia de amostragem exceder duas vezes a
largura da banda, que é o limite de uma banda de frequéncia no intervalo finito, ou seja,

fs > 2B. O teorema da amostragem foi formulado por Harry Nyquist.

3.6 Transformada discreta de Fourier

A transformada discreta de Fourier (Discrete Fourier Transform - DFT) é o mem-
bro da familia utilizado para sinais digitalizados. Os coeficientes da DF'T fornece uma
aproximagao para os respectivos coeficientes da Série de Fourier.

A DFT é uma transformacao de coordenadas, que resulta em componentes perten-
centes aos numeros complexos. Cada coeficiente é obtido pela combinacao linear dos
elementos da entrada com o nucleo da transformada. O resultado da transformada de
Fourier representa exatamente um periodo (OPPENHEIM; WILLSKY, 2010)

O sinal de entrada estd no dominio de tempo, os sinais de saida estdo no dominio de
frequéncia. O processo de calcular o dominio de frequéncia é chamado de decomposicao,
andlise, DFT dianteira ou simplesmente DFT. O processo oposto é chamado de sintese ou
a DFT inversa.

Suponha que uma fungdo continua z(t) se discretizada numa sequéncia f(to), f(to +
At), f(to + 2A¢L, ..., f(to + [V — 1]At). Ou seja, z(t) = f(to + tAt), em que t agora
assume os valores discretos 0,1,2,..., N — 1. Entao, tem-se f(0), f(1), f(2),..., f(N — 1)
que denotam a amostragem de N valores uniformemente espagados de uma funcao continua
correspondente. Na computacao digital a transformada de Fourier precisa ser corretamente

adequada para sinais discretos.

A DFT é dada por
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—j—=kn
Flk] =Y flnle ' N k=0,1,2,.N -1 (3.14)
n=0
A DFT inversa (IDFT) por
N-1 2m
1 I kn
flnl =~ " Flkle' N n=01,2,..,N—1 (3.15)
k=0

Portanto, o conjunto de amostras z[n] pode ser recuperado a partir de F[k].

Os fatores de normalizacao que multiplicam a DFT e a IDFT (1 e 1/N) e os sinais
dos coeficientes sao meramente convencgoes e diferem em alguns tratamentos. Os tnicos
requisitos dessas convencoes sao que a DFT e a IDFT tenham expoentes com sinais opostos
e que o produto de seus fatores de normalizagao seja 1/N. Uma normalizacao de \/W nas
transformadas DFT e IDFT, por exemplo, torna as transformadas unitarias (PEDRINI,
2022).

O par DFT é aplicavel a qualquer conjunto finito de amostras discretas colhidas uni-

formemente.

Teorema 3.6.1 (Teorema da Convolugao). A operagio de convolugao estd relacionada

com a transformada de Fourier, aqui denotada como F:
F(f @) ® h(t) <= F(f(£))F(h(t))

ou seja, a transformada de Fourier de uma convolugdo entre f(t) e h(t) é uma multi-
plicacdo complexa de suas respectivas transformadas de Fourier no dominio da frequéncia.

Sejam f(t) e h(t) sinais continuos no tempo. A convolugao g(t) de f(t) com h(t) é
denotada f(t) <= h(t) e definida como

[e.e]

9&) = SO ®h(t) = [ f{t=m)h(r)dt

Sejam f[n] e hin] sinais discretos no tempo. A convolugao g[n| de f[n] com hln] é
denotada fn] ® hn] e definida como

gln] = fln] @ hin) = > f(n — K)h[K

k=—o00
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3.6.1 Exemplo de Convolucgao

A convolucao discreta de sinais finitos realizada pela abordagem grafica da resposta
impulsiva é apresentada através de um exemplo grafico. Na Figura 3.3, pode-se ver o
sinal de entrada discreto, x[n], e a resposta impulsiva do sistema h[n], ambas com trés
amostras. O sinal z[n] pode ser decomposto pelas suas amostras (z[0] = 2;z[1] = 1;z[2] =
—1) multiplicadas por impulsos deslocados, z[n] = 2d[n] + 1d[n — 1] — 15[n — 2]. Sendo
que o sinal de saida também corresponde ao somatoério das respectivas saidas em y[n] =
40[n] + 66[n — 1] + 46[n — 2] — 26[n — 4], pela aplicacao do principio da superposi¢ao em
sistemas lineares, y[n] = yo[n] + y1[n] + y2[n].

(a) m:[rn]2 1 (b) I'ln[n]2 o
(1. R
S T U G v i *n
-1
() xm[ () ra[n]I TT‘
A A o "

(&) (0 vy T
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W an
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() (h)  ym
2 . 2 3 4 ;
0 l 'k_@_’ : 0 l J J : "n
-1
i 3 ) -2 -2 -2
(1) x[n][ ?[- (3 vy ? T ?
2 , . 0 040.
01 | s = Cilah To123 5
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Figura 3.3: Figura modificada de (SOVIERZOSKI, 2022)

46



3.6.2 Amostragem periodica

Se pretendermos trabalhar com sinais de tempo discreto, primeiramente devemos amos-
trar o seu equivalente de tempo continuo. Na pratica a operacao de amostragem é execu-
tada por um conversor AD (conversor analdgico-digital) que inclui também a quantizacao
das amplitudes das amostras e a digitalizacdo. Assim, a saida do conversor AD é uma
série de valores digitais. A operacao reversa para a reconstruc¢ao de um sinal continuo
a partir de suas amostras é conhecida como conversao digital analdgica (DA). A teoria
da amostragem tem um papel muito importante no desempenho de qualquer sistema de
processamento digital de sinais.

Uma representacao de um conversor AD em um diagrama é dada na Figura 3.4, que
mostra um conversor Continuo/Discreto e onde representa-se visualmente o sinal continuo,

a frequéncia de amostragem e o sinal discreto.

x(t) Conversor z[n]
Continuo/ Discreto

-

Figura 3.4: Diagrama da conversao continuo para discreto

Onde:

Sinal de tempo continuo: x(t)

Sinal de tempo discreto: z[n| = z(nT"), —oco < n < oo
e Periodo de amostragem: T[s]
e Frequéncia de amostragem: fs = 1/T [Hz ou amostras/s|

e Frequéncia de amostragem: Qs = 27 f, [rad/s|

Geralmente, utiliza-se m e n para expressar varidveis discretas por ser mais comum

para derivacoes. Mas, quando vai se trabalhar com duas dimensoes é comum utizar = e
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y para variaveis de coordenadas de imagem, que representam uma tela de equipamentos
eletronicos, ou os eixos de uma tela, sendo a origem no lado esquerdo superior e u e v para
varidveis de frequéncia onde se entende que elas sejam inteiras. A resolucao em termos
de frequéncia, Au, da DFT depende da duragéao T ao longo da qual a funcao continua
x(t), é amostrada, e o intervalo de frequéncias coberto pela DFT depende do intervalo de

amostragem AT

3.7 Extensao para funcoes de duas variaveis

3.7.1 O impulso 2-D e sua propriedade de peneiramento

O impulso, §(t, z) de duas varidveis continuas, t e z, é definido,

00 set=2z=0
o(t,z) = (3.16)

0 caso contrario

/_O; /_Z 5(t, 2)dtdz = 1 (3.17)

Sendo a fungao f(t,z), a propriedade de peneiramento se d& como,

/oo /OO f(t,2)é(t, z)dtdz = £(0,0) (3.18)

em um impulso localizado nas coordenados nas coordenadas (tg, zp), esta propriedade

resulta no valor da funcdo f(¢, z) na posigao do impulso.

/_OO /_OO F(t—to, 2 — 20)0(t, 2)dtdz = F(to, z0) (3.19)

Para variaveis discretas x e y, o impulso discreto 2-D

1 sex=y=0
d(r.y) = - (3.20)
0 caso contrario

e sua propriedade de peneiramento é

> Y f@y)dle,y) = £(0,0) (3.21)

T=—00 Yy=—00

sendo f(z,y) uma funcao das varidveis discretas x e y. Para um impulso localizado ns

coordenadas (g, y0). A propriedade de peneiramento é
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Z Z f(]?,y)é(l‘,y) = f(:UanO) (322)

T=—00 Yy=—00

e esta propriedade resulta no valor da fungao f(z,y) na posi¢ao do impulso.

3.7.2 Transformada discreta de Fourier 2-D e sua inversa
No caso de duas varidveis, o par de transformadas discretas de Fourier é

M-1N-1

Flu.o) = 3 3 fla,g)el-nue/isoni) (523

=0 y=0
Com o tamanho da imagem digital M e N e nos intervalos ©u = 0,1,2,.... M — 1 e
v=0,1,2,...N -1
Dada a transformada F'(u,v), pode-se f(z,y) utilizando a transformada discreta de
Fourier inversa (IDFT):

| MoiN-d ‘
Flu,v) = —— > Y F(u,v)el72ru/MFvy/N) (3.24)
u=0 v=0
parax=0,1,2,.. M —1ey=0,1,2,.... N — 1 as Equacgoes 3.23 e 3.24 sao o par de
transformadas discretas de Fourier 2-D.

quando as imagens sao amostradas em uma matriz quadrada, M = N e

| N-IN-d ‘
Fluw) =+ 30 3 fla,y)el2rturton/] (3.25)
=0 y=
para u,v=0,1,2,.... N —1e
| NoiNd '
F(z,y) = N Z Z F(u,v)eb?r(uatvy)/N] (3.26)
u=0 v=0

para z,y = 0,1,2,..., N — 1. Sendo F(u,v) e f(z,y) um par de transformadas de Fou-
rier, o argumento destes fatores multiplicativos constantes e arbitrarios. Na pratica, as
imagens sao tipicamente digitalizadas em matrizes quadradas, de modo que as Equacoes

3.25 e 3.26 sao as utilizadas na maior parte das vezes.
A) Relacionamento entre intervalos de frequéncia e amostragem

Com uma fungao continua f(t, z) amostrada para formar uma imagem digital f(x,y), e

portanto, tendo MxN amostras obtidas, respectivamente, na direcdo de t e z. Sendo AT
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e AZ os intervalos entre as amostras. Os intervalos entre as variaveis discretas correspon-

dentes no dominio da frequéncia.

1 1
AU = T ¢ AV = A

sendo as amostras no dominio de frequéncia sao inversamente proporcionais tanto no

numero de amostras quanto para o espagamento entre amostras no dominio do espaco.

3.7.3 Espectro de Fourier e angulo de fase

A DFT 2-D pode ser expressa pela forma polar,

F(u,v) = |F(u,v)|e???) (3.27)

sendo que a magnitude

|F(u,v)| = [R?(u.v) + I%(u,v)]"/? (3.28)
¢é chamado de espectro de Fourier. E o angulo de fase é dado por,

I(u,v)
R(u,v)

Sendo R e I as partes reais e imaginarias de F'(u,v). respectivamente.

d(u,v) = arctg (3.29)

A transformada de Fourier de uma fungao real é conjugada simétrica, isso quer dizer
que o espectro apresenta simetria par em relagao & origem, ja o angulo de fase (¢(u,v))
tem simetria impar (GONZALES; WOODS, 2010):

|F(uvv)‘ = ’F(_u7 —1))| e ¢(u7 1)) = _(b(_u? —1))

O espectro de Fourier assim obtido dao informagoes sobre as estruturas na imagem
de entrada, e faz mapeia as variacoes nos tons de cinza dos pizels. Pequenas variagoes
de intensidade de cinza em um determinado espaco indica regides de baixa frequéncia,
enquanto variagoes em maior nimero indica a presenca de regioes de frequéncia alta (PE-
DRINI, 2022).

3.7.4 O teorema de convolucao 2-D

M—-1N-1
flx,y)h(z,y) = Z Z f(m,n)h(z—m,y—n)x =0,1,...,M—1ley =0,1,..., N—1 (3.30)

m=0 n=0
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M—-1N-1
f@h(z.y) = Y f(m,n)h(z —m,y - n) sendo

m=0 n=0

r=0,1,.M—1ey=0,1,...,.N—-1
O teorema da convolugao ¢é a base de varias técnicas de filtragem e é dada por,
f(z,y) ® h(x,y) <= F(u,v)H (u,v)
e inversamente,

f(z,y)h(z,y) <= F(u,v) ® H(u,v)

3.8 Processamento de imagens e DFT

Métodos de processamento digital de imagens aqui tratam da area de aplicagao de
melhoria de informagao (imagem) para interpretagdo humana ou para outros passos no
processamento de imagens, como, por exemplo, a segmentacao, a descricao e a classificacao
de objetos.

Uma imagem digital pode ser considerada uma matriz, cujos elementos sao chamados
de pizels (picture elements), que é proporcional ao brilho ou nivel de cinza da imagem
naquele ponto, ou seja, o termo imagem refere-se a uma funcao de intensidade de luz
bi-dimensional f(z,y), onde = e y sdo coordenadas espaciais e o valor de f em um ponto
qualquer (z,y) é o nivel de cinza.

A DFT bidimensional é uma ferramenta matematica que pode ser aplicada na solugao
dos problemas de processamento digital de imagens, onde pode-se mudar do dominio do
tempo ou espaco (x,y) para o dominio da freqiiéncia para seu processamento.

Na pratica, quando se quer trabalhar uma imagem no dominio da freqiiéncia, por exem-
plo, simplesmente faz-se a DF'T da imagem e a multiplica-se pela funcao de transferéncia
de um filtro que é projetado de acordo com a aplicagao.

No préximo capitulo serd abordado o processamento de imagens, com uma visao geral

sobre o assunto, e também sera mostrado alguns exemplos de filtros .
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4

Topicos em Processamento Digital

de Imagens

A imagem é um sinal bidimensional, deve-se, portanto, estabelecer um universo ma-
tematico no qual seja possivel definir diversos modelos abstratos de uma imagem. Em
seguida deve-se criar um universo de representagao discreta desses modelos, com o obje-
tivo de obter uma codificagao da imagem de computador (GOMES; VELHO, 1994).

Os passos fundamentais para se representar o processamento digital de imagens sao: a
aquisicao da imagem, o pré-processamento, a segmentacao, a extragao de caracteristicas,
e o reconhecimento e interpretacao.

No pré-processamento pode se tratar do processo de filtragem, que trabalha a imagem
adquirida e a transforma de acordo com objetivo desejado para sua utilizagao, seja atenu-
ando ruidos, ou realcando bordas ou mesmo fazendo o processo de borramento de alguma
parte da imagem que nao se deseja mostrar. Isto é, consiste em trabalhar a imagem de
forma a colocé-la numa representacao adequada ao interesse do estudo.

Para ser adequada ao processamento computacional, uma fungao f(z,y) precisa ser
digitalizada tanto espacialmente quanto em amplitude. A digitalizacdo das coordenadas
espaciais (z,y) é denominada amostragem da imagem e a digitalizacdo da amplitude é
chamada quantizacdo em niveis de cinza (GONZALES; WOODS, 2010)

A imagem digitalizada pode ser representada por uma matriz M x N, sendo que x estd

no intervalo de 0 a M-1 e y, no intervalo de 0 a N-1:

1(0, f(0,1) f(O,N —1
o) = f(1, £(1,1) f(1,N -1
f(M —1,0) f(M—1,N—1)
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Os indices de linhas identificam um ponto na imagem, e o correspondente valor do
elemento da matriz identifica o nivel de cinza naquele ponto; portanto, f(z,y) representa

o valor do nivel de cinza da imagem, como representado na Figura 4.1.

Jr -
| ]
111 }

Y

Figura 4.1: Reticulado uniforme da representacao matricial da imagem.

O processamento de imagens é uma area que possibilita a utilizacao da aplicacao de
varias areas da matematica, como a dlgebra, a topologia e o estudo de varias transforma-
das, como a de Fourier, abordada neste trabalho.

O objetivo aqui é apresentar algumas técnicas que podem ser vista na area para que

despertem interesse a futuros trabalhos.

4.1 Propriedades de uma imagem digital (vizi-

nhancga e conectividade)

A adjacéncia entre pontos pode ser definida a partir da nocao de vizinhanca. A vizi-

nhanca tem duas formas mais comuns de ser definida, conjunto de pixels:

e vizinhanca 4: os 4 pontos imediatamente ao norte, sul, leste e oeste do pixel em

estudo formam a vizinhanga;

e vizinhanca 8: os 8 pontos imediatamente ao nordeste, leste, sudeste, sul, sudoeste,

oeste, noroeste e norte do pixel em estudo formam a vizinhanca.
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A conectividade entre pizel é um conceito para estabelecer limites de objetos e com-
ponentes de regides em uma imagem.

Uma primeira definicio de um conjunto conexo é que dois pontos quaisquer desse
conjunto podem ser ligados por uma curva completamente contida nesse conjunto. Uma
outra definicao mais complexa é que dois pixels sao ditos conexos se existe no minimo uma
seqiiéncia de pixels que os liga, tal que dois pixels consecutivos dessa seqiiéncia satisfacam
a condicao de conectividade imediata (FACON, 2002).

A Figura 4.2 exemplifica a diferenga em se considerar uma componente 4-conexa e
8-conexa. Se a figura for observada com conexidade-8 tem-se um tnico componente;

considerando a conexidade-4, ela possui trés componentes.

|

Figura 4.2: Representagao de trés componentes 4-conexas ou uma componente 8-

conexa.

4.2 Operacoes orientadas a vizinhanca

A operacgoes légicas e aritméticas orientadas a vizinhanca utilizam o conceito de con-
volugdo com méscaras (ou janelas ou templates ou ainda, kernels). a convolugao é uma
operacao entre duas matrizes, geralmente bidimensionais, uma das quais é a imagem e a
outra é um matriz chamada de matriz de convolugao ou elemento estruturante.

Além de processamento pizel a pizel, as operagoes légicas e aritméticas podem ser uti-
lizadas em processamentos orientados a vizinhanca. A aplicacdo de uma maéscara em cada
pizel da imagem é uma tarefa de alto custo computacional. As operacoes de convolucao

com mascaras sao amplamente utilizadas ao processamento de imagens. As técnicas de
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melhoria da qualidade de imagens podem ser divididas em duas familias, as de realce e as
de restauracao de imagens. Sendo que as degradagoes a combater podem ser classificadas
como espaciais, pontuais ou uma combinagao de ambas.

Numa filtragem, o processamento de um nivel de cinza de um pixel depende dos valores
do pixel em questao e dos seus vizinhos. As operacoes de filtragem podem ser divididas
em duas classes, a linear e a nao-linear. A linear é obtida através de uma operacgao de

convolucao.
4.2.1 Morfologia matematica

O principio bésico da morfologia matematica consiste em extrair uma informacao
relativa a geometria e a topologia de um conjunto desconhecido de uma imagem pela
transformacao a partir de um outro conjunto completamente definido chamado elemento
estruturante (FACON, 2002).

Ela é uma ferramenta utilizada no processamento de imagens para extrair informagoes
relativas a forma e topologia da imagem. Suas operacgoes estao fundamentadas na teo-
ria matematica dos conjuntos, sendo aplicadas em varias dreas como: realce, filtragem,
segmentacao, entre outras.

As operagoes morfolégicas aplicam um conjunto chamado elemento estruturante na
imagem, a fim de examinar propriedades de interesse. Fundamentalmente técnicas de
processamento morfolégico de imagens sao como técnicas de filtragem espacial, mas estes
filtros espaciais nao lineares sdo conhecidos como filtros morfolégicos.

A definicdo formal de operacgoes morfoldgicas pode ser realizada por meio da dlgebra
de Minkowskik. Tal dlgebra é baseada nos conceitos de teoria de conjuntos, especialmente
a unido, a intersec¢ao e a complementacao (PEDRINI; SCHWARTZ, 2008).

O elemento estruturante é movimentado por cada pizel da imagem original para gerar
um pizel na nova imagem processada. Ha duas operacoes morfolégicas basicas: erosao e

dilatacao, e as outras operagoes sao elaboradas a partir delas.

4.3 Filtragem no dominio espacial e no dominio
da frequéncia

As técnicas de filtragem podem ser divididas em dois tipos: filtragem no dominio
espacial (aplicadas diretamente na matriz) e no dominio de frequéncia (baseadas na trans-
formada de Fourier).

A filtragem no dominio espacial baseia-se na utilizacdo de méascara, que sao pequenas

matrizes bidimensionais. As técnicas de filtragem de imagens sao transformagoes pizel a
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pizel, dependem além do nivel de cinza de um determinado pizel do valor dos niveis de
cinza dos pizels vizinhos na imagem. Combinam a intensidade de um certo nimero de
pixels, para gerar a intensidade da imagem de saida.

Uma grande variedade de filtros digitais podem ser implementados através da con-
volugdo no dominio do espago. Nos filtros espaciais de convolugao (lineares), para se
efetuar a filtragem, faz-se a convolugcdao de uma mascara sobre a imagem que se deseja
filtrar. Esta mdascara é uma matriz de pesos pelos quais sao multiplicados o nivel de cinza
do proprio pixel e de seus vizinhos. A soma destas multiplicagoes resulta no nivel de cinza
do pixel da imagem filtrada. Mais detalhes podem ser obtidos em toda a bibliografia deste
trabalho.

Uma filtragem eficiente pode ser realizada usando a transformadas de Fourier quando
a imagem apresenta ruido regular e/ou periédico. O que quer dizer que esta periodicidade
vai ser verificada pela presenca no espectro de Fourier de um pico de frequéncia especifica.
Quando se remove este pico de espectro e efetua a transformada de Fourier inversa, serd

removido a causa desse pico de frequéncia e portanto o ruido.

4.3.1 Filtragem no dominio da frequéncia

As técnicas de filtragem no dominio da frequéncia utilizam-se da convolucao e baseiam-
se na modificacao da transformada de Fourier para atingir um objetivo especifico e calcular
a DFT inversa para retomar ao dominio da imagem, sendo que se tem acesso ao espectro
(magnitude) e o angulo de fase. Segue-se os seguintes passos neste processo de filtragem
(mostrados na Figura 4.3): a imagem ¢é transformada do dominio espacial para o dominio
da frequéncia, usando a transformada de Fourier; usam-se as operacoes com filtro na
imagem; e entdo, faz-se a inversa de Fourier para que a imagem possa ser exibida onde a

imagem no dominio da freqiiéncia é transformada para o dominio espacial.

Imagem

— | DFT
I(x,y)

é}F(“’V)H(”’V), Imagem

T I'(xy)
Filtro H(u,v)

Figura 4.3: Figura ilustrativa dos passos da filtragem de uma imagem no dominio

de Fourier.
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Na transformada de Fourier, ndao ha perda de informacao durante a mudanca de
dominios, apenas a informagao visual da imagem estd representada de uma outra forma, no
dominio da freqiiéncia. Uma imagem representada no dominio da freqiiéncia pode conter
informagoes sobre toda a imagem no dominio espacial, indicando quanto desta freqiiéncia
ha na imagem. A partir do entendimento da representacao da imagem do espectro de
Fourier, torna-se mais simples determinar um filtro apropriado a ser aplicado a imagem.
Através das informagoes geradas do espectro de Fourier pode-se realcar (manter) ou reter
(eliminar) os coeficientes das componentes de determinadas freqiiéncias.

A Figura 4.4, mostra os espectro de Fourier de alguma imagens simples: um ponto, um
segmento de reta vertical e quatro segmentos de reta. Como a frequéncia é diretamente
relacionada a taxas espaciais de variagao, nao é dificil associar frequéncias na transformada

de Fourier e os aspectos espaciais de uma imagem.

Figura 4.4: Figura modificada de (CONCI, 2018) com imagens representadas como
funcoes bidimensionais e seus respectivos espectros de Fourier.

A relagao entre filtragem no dominio do espago e de frequéncia é o teorema da con-
volugao. Assim, o filtro espacial h(x,y) e o filtro no dominio de frequéncia H (u,v) formam
um par de transformadas de Fourier h(x,y) <= H(u,v).

Como esse filtro pode ser obtido a partir da resposta de um filtro no dominio de
frequéncia a um impulso, h(z,y), algumas vezes ele é chamado de resposta ao impulso de
H(u,v). Além disso, como todos os valores de uma implementacao discreta da equagao
sao finitos, esses filtros sdo chamados de filtros de resposta finita ao impulso (FIR - finite
impulse response).

A imagem transformada é manipulada para ajustar seu conteido de frequéncia es-
pacial, e entdo desenvolver uma transformada inversa para produzir a imagem filtrada
de Fourier. Na terminologia de sistemas lineares, a transformada H (u,v) é denominada
fungao de transferéncia do filtro (PEDRINI, 2022).

Assim como no dominio espacial, os filtros passa-baixas no dominio de frequéncia
causam uma suavizacao da imagem, uma vez que as altas frequéncias, correspondendo as

transicoes abruptas. O filtro passa baixa permite que apenas as componentes de frequéncia
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espacial baixa passem, cortando as frequéncias espaciais altas. E o filtro chamado passa-
alta faz exatamente o contrario, deixando passar as altas. E tem ainda os chamadaos
passa-faixa, que deixam passar determinada faixa de frequéncia especificadas no projeto.
Além do filtro rejeita-faixa que atenua as frequéncias localizadas em uma faixa ou banda

especifica, enquanto permite a passagem de todas as outras frequéncias.

4.3.2 Filtro passa-baixa e passa-alta

Um filtro passa-baixa ideal pode ser representado pela fungao de transferéncia, em que
Dy é a frequéncia de corte medida a partir da origem e D(u,v) é a distancia do ponto
(u;v) até a origem do plano da frequéncia, ou seja, vu? + v2. A Equacao 4.1 e a Figura

4.5 mostram esta representacao de um filtro passa baixa ideal.

1; se D(u,v) < Dy;
H(u,v) = (4.1)
0; se D(u,v) >0

Hiu.v)

H(uv) &

= D{u.v)
Dg

funcio de transferéncia secdo transversal do filtro

Figura 4.5: Figura modificada de (PEDRINI, 2022) com da fungao de transferéncia

de um filtro passa-baixa.

Pode-se observar que, de acordo com a Equacao 4.1 para H(u,v), todas as frequéncias
contidas dentro do circulo de raio Dy néo sofrem atenuagoes, enquanto todas as frequéncias
fora deste circulo sao completamente atenuadas, por isso, o termo filtro ideal.

Assim como no dominio espacial, os filtros passa-baixas no dominio de frequéncia
causam uma suavizacdo da imagem, uma vez que as altas frequéncias, correspondendo
as transigoes abruptas, sao atenuadas. Tais filtros tendem a minimizar o efeito de ruido,
entretanto, diminuem a nitidez da imagem.

Como mencionado anteriormente, as transi¢oes bruscas de um sinal estao associadas

aos componentes de alta frequéncia do espectro de Fourier. Assim, um realce da imagem,
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com énfase nessas transicoes, pode ser obtido deixando-se passar as altas frequéncias e
atenuando-se as demais.

A Equagao 4.2 e a Figura 4.6 mostram esta representacao de um filtro passa alta ideal.

0; se D(u,v) < Dy;
H(u,v) = (4.2)
1; se D(u,v) >0

H(uv)
It ——
| = D(uv
i Dy (uv)
funcdo de transferéncia secdo transversal do filtro para n =1

Figura 4.6: Figura modificada de (PEDRINI, 2022) com da fungao de transferéncia
de um filtro passa-alta ideal.

Um filtro passa-alta permite a passagem das frequéncias altas com facilidade, porém
atenua a amplitude das frequéncias abaixo de frequéncia de corte. Ou seja, o passa-baixa
deixa passar as baixas frequéncias da imagem (suavizagdo) e o passa-alta deixa passar
as altas frequéncias da imagem (realce). A Figura 4.7 mostra trés filtros lado a lado,

mostrando visualmente a diferenca dos seus projetos.

(b)

Figura 4.7: Figura modificada mostrando trés projetos de filtro, (a) passa-baixa, (b)

passa-alta, (c) passa-faixa.
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Outros filtros como o passa-faixa e o rejeita-faixa fazem o trabalho de cortar (no caso
ideal) ou atenuar frequéncias pré-determinadas (no caso nao-ideal), como por exemplo, a

Figura 4.8 que mostra o passa-faixa.

imagem original espectro de frequéncia

Filtro passa-faixa

[

—

funcao de filtragem imagem filtrada

Figura 4.8: Figura modificada de (PEDRINI, 2022) com imagem de entrada, dos

espectros de frequéncias, do filtro passa-faixa e da imagem de saida.

O resultado do uso do filtro rejeita-faixa na imagem original é mostrado na Figura 4.9.
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Todos os filtros podem ser projetados de acordo com o que se espera da imagem de saida.

ol

imagem original espectro de frequéncia

Filtro reieita-faixa

funcdo de filtragem imagem filtrada

Figura 4.9: Figura modificada de (PEDRINI, 2022) com imagem de entrada, dos

espectros de frequéncias, do filtro rejeita-faixa e da imagem de saida.
Neste trabalho, foram abordados estudos de sinais, as séries e as transformadas de Fou-

rier. Aplicagoes realizadas no processamento de imagens trazem um elemento visual que

ajudam na compreensao da teoria matemaética estudada e estimulam o seu aprendizado.
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5

Conclusao

Geralmente, ao se tratar de sinais, (sons, imagens, entre outros) exige uma grande
aplicacao de conceitos matematicos. O sinal analdgico ou digital deve ser tratado e pro-
cessado para que gere informacoes buscadas. Para apresentar uma visao geral do assunto
foi mostrado no primeiro Capitulo uma visao do estudo de sinais.

Todos os assuntos abordados sao complexos e seus estudos nao se encerram nesta
proposta de trabalho, cabendo seu aprofundamento e conhecimentos especificos como a
teoria da amostragem, o estudo de séries, a convolucao e a correlacao aplicadas no estudo
de sinais. Buscou-se visualizar a andlise de sinais, através de suas duas teorias, as séries e
as transformadas de Fourier nos capitulos seguintes.

Em se tratando de técnicas de processamento de imagens, hd um mundo a ser co-
nhecido, pois hd um nimero enorme de filtros espaciais e de frequéncia, filtros lineares
e nao-lineares e até mesmo o estudo em teoria de conjuntos, como no caso do uso da
morfologia matematica, que também é muito usado no processamento de imagens digitais.

A escolha da aplicagao do processamento digital de sinais/imagens se deu porque ela
convida ao estudante para dar um mergulho no conhecimento da matematica que instiga
e impulsiona seu aprendizado. Conceitos estudados tais como o estudo de sinais, a série
de Fourier, a Transformada de Fourier, e técnicas de filtragem de imagens mostraram-se
importantes para aprendizado da matematica e de visualizar o seu uso no cotidiano e no

desenvolvimento humano.
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