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Resumo

Esta proposta de TCC propoe fazer um estudo de ferramentas matematicas que definem
as integrais miultiplas de func¢des de duas e trés varidveis e limites de somas de modo
andlogo ao da integral definida de uma variavel real. O objetivo deste trabalho consiste
em analisar e mostrar a importancia da teoria da integral multipla como ferrramenta
matematica na resolucao de problemas nas areas de conhecimento e obter suas solugoes

analiticas, numéricas e analisar os resultados.

Palavras-chave: Integral dupla; Integral tripla; Ferramentas para resolu¢ao de proble-

mas; Solucao analitica; Solucao Numéricas.
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Introducao

A teoria do Célculo diferencial e integral (Célculo infinitesimal) vem contribuido
para a area da Matematica e também para diversas areas do conhecimento como uma
ferramenta matematica na resolucao de problemas (DOMINGUES, 2011).

Os primeiros registros de estudo a respeito do Célculo datam de 1.800 a.C. com
as contribui¢oes dos matematicos, que nos séculos XVII e XVIII também eram fisicos, fi-
16sofos e astrologos, como o matemético grego Arquimedes (287- 212 a.C.), o matemético
alemao Johann Kepler (1571-1630) e francés Pierre de Fermat (1601-1665). No século
XVII, O fisico inglés Isaac Newton (1642-1727) e o matematico e filosofo Gottfried Wi-
lhelm Leibniz (1646 -1716) chegaram, independentemente’, as férmulas para utilizar o
calculo de maneira funcional, de modo serem considerados como os "criadores" do cédlculo
pela importancia e aplicabilidade dos seus trabalhos entre 1673 e 1676 (MELCHIORS;
SOARES, 2013).

Apo6s a segunda metade do século, no estudo do calculo aparecem a colaboragao de
outros nomes, que trabalharam para aprimorar a ferramenta, como os dois irmaos italia-
nos Jacques Bernoulli (1654-1705) e Johann Bernoulli (1667-1748), o matemadtico francés
Guillaume Frangois Antoine, Marqués de L’Hospital (1661-1704), o matemaético italiano
Joseph Louis Lagrange (1736-1813), o matematico francés Jean Le Rond D’Alembert
(1717-1783), o francés Augustin Louis Cauchy (1789-1857), alemao Karl Theodor Wi-
lhelm Weierstrass (1815-1897), e o alemao Bernhard Riemann (1826- 1866) responsavel
pela defini¢ao de integral, conhecida como “integral de Riemann” (MELCHIORS; SOA-
RES, 2013; NASCIMENTO et al., 2013).

Foram Newton e Leibniz que deram importancia e aplicabilidade em seus trabalhos,
com intuito de desenvolver problemas na area da fisica e mateméatica como, calcular a
distancia de um corpo percorrido num intervalo, determinar a acelaracao e a velociade
desse corpo, determinar a area de figuras planas, calcular volumes de sélido e encontrar

a reta tangente a uma curva no intervalo.

No século XVII, os matematicos costumavam utilizar limites para calcular a area
de figuras com contornos curvos. Newton e Leibniz mostraram que era possivel obter o
mesmo resultado, usando a integragao relacionando com as antiderivadas, cuja resultado
¢ denominado Teorema Fundamental do Calculo. Este resultado do calculo contribuiu
para o desenvolvimento de resolugdo de problemas em varias areas do conhecimento,

como na Fisica-Matematica, Economia, Engenharia, Medicina, Quimica e Astronomia

1 Sendo que, alguns anos antes Newton tinha elaborado uma teoria analoga & de Leibniz (DOMINGUES,

2011).



(NASCIMENTO et al., 2013).

Um dos principais conceitos fundamental do calculo é a integral definida, é apli-
cado para determinar os volumes de sélidos, calcular a massa, o centro de massa e o
momento de inércia de um sélido. A nocao de integral definida é dada pelo somatério da
divisdo de infinitos retangulos, que juntos forma a regido delimitada, ou seja ,cada vez
que essas medidas ficarem menores melhor serd o resultado obtido (drea, massa, centro
de massa, ---). Sua impotancia tornando-se cada vez mais impactante, em que auxilia no

desenvolvimento de pesquisa nas areas do conhecimento.

Outro conceito fundamental do calculo é a integral por Substituicdo, em que é
um método que transcreve uma integral em uma outra integral que possa ser integravel,

facilitando a resolugdo de um problema de integracao.

Logo, as ferramentas matematica sao extramente importantes para desenvolvi-
mento nas areas dos conhecimentos, pois ajudam na modelagem matematica e na analise
de calculos. Por exemplo, na Fisica essas ferramentas auxiliam no calculo de distancia
percorrida por um objeto, e em localizar o centro de massa de um objeto a cada instante.
Ja na Matemadica a integral vem facilitando no calculo de area indefinida dada por uma
curva, no calculo de comprimento de um arco e de volume. Na Engenharia, a integral
ajuda a obter o tempo exato em que um aviao decola e sua distancia pecorrida; o volume

de uma garrafinha de dgua; o volume de uma caixa-d’dgua, e outros (STEWART, 2007;
HALLIDAY, 2014; CHAVES, 2001).

Dessa forma, nas disciplinas de Calculos (I, IT e III), tivemos a oportunidade de
observar a dificuldade dos colegas (alunos) em entender a teoria de integral multipla,
bem como, em aplicé-la, seja na forma implicita ou explicita, na resolucao de problemas
em varias areas de conhecimento e em tecnologias para obter as solugoes analiticas. Por
exemplo, nas dreas da fisica, engenharias, quimica, e outras. A interpretacao da definicao
de integral (indefinida ou definida) e o entendimento de como utilizar as regras (propri-
edades) de integragao, esta diretamente ligado no tipo de func¢do no integrando (BUSS;
FLEMMING, 2006; STEWART, 2012).

Outro fato observado é na interpretacao de texto da teoria de integral, que difi-
culta os desenvolvimentos de relacionar, interpretacao e aplicar na pratica de resolucao
de problemas. Assim, sempre surgia as perguntas, como compreender e desenvolver o0s
meétodos de integracio miltipla? e como relacionar a teoria de calcular volume, drea de

superficie, massa, momentos e centroides de regides com duas varidveis ou trés varidveis?

Por esse motivo, propomos a pesquisar sobre integracao miltiplas como uma ferra-
menta matematica na resolucao de problemas da area do cohecimento, buscando compre-
ender a importancia dessa teoria como modelagem matematica, mostrando a importancia

da teoria da integral multipla como ferrramenta na resolugdo de problemas nas areas de
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conhecimento e obter suas solugoes analiticas, geométricas, numéricas e analisar os resul-
tados. Isto constitui a base desta proposta de trabalho, uma vez que a principal motivacao
da pesquisa é explicitar como aplicar a integragao multipla para obter as solugoes ana-
liticas, geométricas e numéricas em problemas nas areas do conhecimento, observamos a

necessidade de entender a teoria de integral miltipla.

Esta pesquisa de TCC esta distribuida na seguinte forma: no Capitulo 1 apresen-
tamos os Fundamentos Tedricos da Matematica em relagdo aos conceitos e propriedades
das integrais miultiplas, necessarios no Capitulo 3. No Capitulo 2 apresentamos alguns
Fundamentos Teéricos de algumas areas de conhecimento como: Fisica, Probablilidade
e Calculo Numérico em relacao aos conceitos e propriedades necessarios para o entendi-
mento, quando aplicados na resolucao de problemas. No Capitulo 3 apresentamos alguns
problemas das areas de conhecimento, em que as integrais multipla sao aplicadas como

ferramentas nas resolugoes analiticas. E no Capitulo 4 apresentamos os resultados obtidos.
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1 Fundamentos Tedricos - Matematica

Definigao 1.1 Seja f uma fungao definida no intervalo [a,b] e seja P uma parti¢do qual-
quer de [a,b]. A integral definida de f de a até b, denotada por (BUSS; FLEMMING,
2006)

| f@)da.

¢é dada por:
/f(m)dx = lim if(cz)AmZ

. maxAx; —0 i1

As defini¢oes abaixo, usamos as referéncias (LARSON et al., 2006; SWOKOWSKI,
1983; SIMMONS, 1996; LEITHOLD, 1994).

Definicao 1.2 Seja f uma func¢ao definida numa regiao retangular fechada R. O niimero
L serad o limite das samas da forma > | f(&;,7:)AizAy se L satisfazer a propriedade de
que para todo € > 0 existe um ¢ > 0, tal que para toda particio A, para a qual [|A|| < §
e para todas possiveis selegdes do ponto (&;,7;) no i-ésimo retangulo i=1,2,3,...,n, temos

n

1> f(& ) AdieAy — L < e.

=1

Se tal nimero L existir, escrevemos

lim i i) Ajr Ay = L.
”A”%fo i) y

Definicao 1.3 Uma funcao f de duas variaveis serd integravel numa regiao retangular
fechada R se f estiver definida em R e o nimero L (Defini¢ao 1.2) se existir. Esse nimero

L serd chamado de integral dupla de f em R, e escrevemos

Z &,%AIAzy—/ f(x,y)d
=1

IIAII—>

Teorema 1.1 Se uma func¢ao de duas variaveis for continua numa regiao retangular fe-

chada R, entdao R serd integravel em R.

Teorema 1.2 Seja f uma funcao de duas variaveis, continua numa regiao fechada R, no

plano xy e f(x,y) > 0 para todo (x,y) em R. Se V for a medida do volume de um sélido S
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tendo a regiao R como base e considerando uma altura cuja medida seja f(x,y) no ponto
(x,y) em R, entao

n

Z f(&, ) AxAzy—//fx y)d

HAH —

Teorema 1.3 Se ¢ for uma constante e a fungao f for integravel numa regiao fechada R,

entdo cf serd integravel em R e
//Cf(l‘,y) dAZC/ fz,y) dA
R R

Teorema 1.4 Se as funcgoes f e g forem integraveis numa regiao fechada R, entao a funcao

f4+g sera integravel em R, e teremos
4/ F.y) +g(ey)dd= [[ flay)da+ é [ gz.y) aa

Proposigao 1.1 (Iterando a Regidao D C R?) Sejam f,g: D C R? fungoes continuas

no retangulo compacto D e A é uma constante real, entao

1. Linearidade: {)f f(z,y) + Ag(z,y)| dA = g flz,y) dA+ X [[p g(x,y) dA.

2. Aditividade: [f f(z,y) dA = [[ f(z,y) dA+ [[ f(x,y) dA, sendo D = Dy U Dy,
D D D

sendo Dy e Dy tém apenas pontos de fronteira em comum.
3. Valor médio: Existe ao menos um pontp P(a,b) no retdngulo D tal que [, f(x,y) dA =
f(a,b) A(D), onde A(D) é a area de regiao D.

Teorema 1.5 (Teorema de Fubini) Seja D C R*> = R {D=(x,y) e R a <z <be
¢ <y <d}. Entao

// f(z,y)dzdy = /d [/bf(w,y)dx]dy = /b Udf(w,y)dy} dx

Defini¢ao 1.4 (Primitiva da Fung¢do) Uma fungdo F(x) é chamada de uma primitiva
da fungdo f(x) em um intervalo I (ou simplesmente uma primitiva de f(x)), se para todo
x € I, temos F'(x) = f(z).

Teorema 1.6 Seja f é continua sobre [a,b] e se F é uma primitiva de f neste intervalo,

entao
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Defini¢do 1.5 (Volume Regides R?) Seja dv = dwdydz o diferencial. O cdlculo do

V:/S//dv

volume na regido limitada S C R3 ¢é

Defini¢ao 1.6 (Retangulo polar) Regido delimitada pelas inequagoes

tan(a)xr <y < tan(f)z,

comb>a>0e 7#>3>a>—m,

R ={(r,0):a<r<b:a<0<p}
Teorema 1.7 Toda fungéo continua f : [a,b] — R é integravel.
Teorema 1.8 Toda fungdo monétona f : [a,b] — R é integravel.

Teorema 1.9 (Mudanca de variavel) Sejam f : [a,b] — R continua ¢ : [¢,d] — R

com derivada continua e g([c,d]) C [a, b]. Entao

g(d) d
[ f@yde = [ 1o(0).g 0.

g(c)

Teorema 1.10 (Integracado por parte) Se f.g : [a,b] — R tém derivadas continuas

entao.
b

- [ f/(@) g(w)dz.

a

b

b
[ @) @)z = [ £.9]
Teorema 1.11 Seja g definida por

9(u,v)) = (x(u, ), y(u,v))

com x e y funcdes de classe C' em A C R”. Seja B C A limitado e fechado, entdo

1. g ¢é injetora em B.

2. O determinate Jacobiano da aplicacao g é
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5z, 1) or Ox
TY) _\ou Qv
B w) |0

ou Ov

nao se anula em B. Se f é integravel em g(B), entao

g(é/) f(z,y)dzdy = é/f(:c(u,v),y(u,v))[géz: zi]dudv.

Observagao 1.1 Para as integrais triplas podemos definir para uma fungao f = f(x,y,z)
de trés varidveis reais, e continua em toda uma regiao em forma de paralelepipedo
Q = {(x,y,2) :a <z <yc<y<dm<z<n}, utilizando procedimentos ana-

logos apresentados para integrais duplas.

A seguir, apresentamos alguns problemas para exemplificar a importancia da fer-
ramenta integral miltipla no desenvolvimento das resolucoes e obtengoes das solugoes

analiticas.
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2 Fundamentos Teéricos - Areas do Conhe-

cimento

Apresentamos alguns fundamentos tedricos importantes para resolver problemas
de algumas areas do conhecimento como: Fisica, Probablilidade, Calculo Numérico, em
relacdo aos conceitos e propriedades necessarios para o entendimento, quando aplicados

na resolucao de problemas no Capitulo 3.

2.1 Area da Fisica - Teoria Bésica

A teoria em relacao aos conceitos de massa e centro de massa, normalmente é apre-
sentada nas referéncias de Calculo Diferencial e Integral de func¢des de duas e trés variaveis
reais apresentadas nas referéncias Stewart (2013), Buss e Flemming (2007), Swokowski
(1983).

Nas Secoes 2.1.1- 2.1.4 apresentamos notagoes simplificadas que s6 sdo possiveis
através do entendimento dos conceitos fisicos, por exemplo, o centro de massa ou centro
de gravidade é o ponto de aplicacao do peso de um corpo, ou seja, é “o ponto de equilibrio

de um sistema”.

2.1.1 Massa e Centro de Massa de uma Lamina no R?

Suponha uma lamina colocada em uma regiao D C R? com fungio densidade (em
unidades de massa por unidade de area) no ponto (x, y) em D é dada por 6(z,y) continua

sobre D. Entao, a massa total da lamina ¢ dada por:
m = // 5(x,y) dA. (2.1)
D

As coordenadas do centro de massa' de uma lamina sao denotadas por

M, M,
Tem. = — € Yem. = —, (22)
m m

onde m é a massa total da lamina (Equagdo(2.1)), e M, e M, sdo os momentos de massa

em relagdo aos eixos x e y, definidos por

Mx:// yo(x,y)dA e My:// x 6(x,y) dA. (2.3)

L Por simplicidade, abreviamos o centro de massa por c.m.
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Definicao 2.1 A funcao densidade de massa por area é dada por:

. Amy,
oa,y) = ||Agigou AA,

2.1.2 Massa e Centro de Massa de um Corpo no R?

As propriedades para as integrais triplas sao analogas as integrais duplas, conforme
dadas na Se¢ao(2.1.1).

A seguir, apresentamos as defini¢des de massa total (m), de momentos de massa

em relagao aos planos xy, yz, xz (Mg, M,., M,.), e das coordenadas do centro de massa

(zoar, Yo, 2car) no R3, respectivamente,

m = /// iz, y, z)dxdydz, (2.4)
M,, = /// 20(z,y, z)dxdydz, (2.5)
M,, = /// xd(z,y, z)drdydz, (2.6)

M,, = /// yo(x,y, z)dxdydz, (2.7)

M,.

Toy, = —2, (2.8)
m
M,.

Yom. = ; (2.9)
m
M,

o, = g (2.10)
m

Definicao 2.2 A funcao densidade de massa por unidade de volume é dada por:

. Amy,
0@ y,2) = NGt AV,

2.1.3 Momentos de Inércia no R2

Pelo conceito da Fisica sabemos que, o momento de inércia é definido por mr?,
em que, m é a massa da particula, r é distancia da particula ao eixo de rotacao, no qual

essa particula estda em movimento constante.

A seguir, apresentamos as definicbes dos momentos de inércia em torno dos eixos

x ey (I, 1,); e o momento de inércia em torno da origem (Ip) no R?, respectivamente,

I, = // y*6(z, y)dxdy; (2.11)
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I, = // 225(x, y)dxdy; (2.12)
D
Io=1,+1, (2.13)

onde usamos as Equagoes (2.11) e (2.12), obtendo

Iy = //y26(:c,y)dxdy+//x25(x,y)d:cdy
D D

Iy = //(gf + 22)6(z, y)dady. (2.14)

2.1.4 Momentos de Inércia no R?

As propriedades dos momentos de inércia no R? sdo andlogas aos dos momentos

de inércia no R?, conforme dadas Secao2.1.3.

A seguir, apresentamos as definigdes dos momentos de inércia em torno dos eixos

X, y, z (I, 1,,1,), respectivamente,

I, = ///(y2 + 2%)d(x,y, 2)dwdydz; (2.15)

I, = ///(:U2 + 22)6(z,y, 2)drdydz; (2.16)
I, = ///(x2 +92)d(z,y, 2)dxdy. (2.17)

Definicao 2.3 (Momento de inércia) O momento de inércia de uma particula de
massa m tem unidade de medida em kg — m?, em torno de um eixo cartesiano, e é

definido como sendo (m r)?, onde r é a distancia entre a particula e o eixo coordenado.

2.2  Area da Probabilidade - Teoria Basica

2.2.1 Funcao densidade conjunta

Considere as varidveis aleatorias X e Y. A fun¢do densidade conjunta de X e Y
é uma funcao f de duas varidveis tais que a probabilidade de que (X,Y) esteja em uma
regiao D C R?, tal que (SCHWARZLANDER, 2011)

P(X,Y) e D] = // Fla,y) dA, (2.18)
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onde f(x,y) satisfaz as condigoes:

flz,y) >0 e //f(x,y) dA =1, (2.19)
// f(z,y) dA = +/OO 70 f(z,y) dx dy. (2.20)

Suponha que X e Y sejam variaveis aleatorias com funcoes densidades fx e fy,
respectivamente. Dizemos que X e Y sdo variaveis aleatérias independentes se a

funcao densidade conjunta for o produto das densidades individuais, ou seja,
fl@,y) = fx(2) fr(y). (2.21)

Se X e Y sao varidveis aleatérias com funcao densidade conjunta f, definimos a
média de X e de Y, denominadas por valores esperados (médias) de X e Y, e definidas
por (SZEKELY, 1986; SKOROKHOD; PROKHOROV; SECKLER, 2005)

po= [ @ f@y)yaa e py [[ v i) da (2.22)

Definicao 2.4 A funcédo densidade de uma varidvel aleatoria t com distribuicdo normal
(Gaussiana) é
1 2 2
O e — DL 2.23
f(t) =~ 2.23)
em que p é sua média e o é seu desvio padrao (BUTKOV, 1988; JAYMES, 1974; PETROV,

1995).

Definicao 2.5 Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes bidimensional. As varia-

veis X e Y sao independentes se, e somente se,
flx,y) = fx(@).fr(y). (2.24)

Definicao 2.6 Sejam X e Y duas varidveis aleatérias (discretas ou continuas) com distri-
buigao de probabilidade conjunta f(x, y) e distribuigdo de probabilidade marginais g(x) e

h(y), respectivamente. As varidveis aleatorias X e Y sdo independentes se, e somente se,
f(@,y) = gx(2).hy(y) V(X,Y). (2.25)

Definicao 2.7 A varidvel aleatoria continua X segue uma distribuicdo Exponencial, de-

notada por X ~ exp(A), se a sua funcao densidade probabilidade é

f(z) =Xe™*, x> 0com \ > 0. (2.26)
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2.3  Area no Calculo Numérico - Teoria Basica

Integracao ntimerica surgiu da necessidade de resolver integrais definidas impossi-

vel de ser calculada.

Com isso, quando a forma analitica da antiderivada for dificil obtencao ou se forem
conhecidos somente valores discretos de f, se faz necessario o uso de métodos numéricos
para avaliar a integral de f. Os métodos numéricos consistem em aproximar a funcao f
por um polinémio interpolador e determinar analiticamente a integral desse polindmio no

intervalo [a,b]. A seguir, definimos alguns tipos de integra¢ao numéricas.

2.3.1 Férmulas de Newton-Cotes

Nas férmulas fechadas de Newton-Cotes, f(x) é interpolada por um polinémio no
intervalo [a,b] igualmente espagados, tendo h como a distdncia dos subintervalos. Divi-
dindo o intervalo [a,b] em subintervalos (FRANCO, 2006)

n

/f(x)dx = /nf(l')dm ~ Aof(xo) + Aif (1) + oo+ Apflwn) = D Aif(zi).  (2:27)

xo =0

A suas principais formulas Newton-Cotes sao as Regras dos Trapézios e de Simpson.

2.3.2 Regra do Trapézio Simples e Repetida

e Regra do Trapézio Simples: tem a idéia de, aproximacao de uma fungao f(x) por
um polinémio p(x) de grau 1 no intervalo [a,b], onde zyp = a e 1 = b, e usando
a férmula Lagrange para Pj(x), entao a formula da Regra do Trapézio é dada por

(BARROSO et al., 1987)

[ 1 = 2 fa) + o)),

a

onde h = 21 — xp.
« Estimativa para o Erro da Regra do Trapézio:

2
B = _fl(;) W, a<uwz<b. (2.28)

e Regra do Trapézio Repetida: Subdividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos em es-
pacamento igual, logo, aplicamos a regra dos trapézios em cada subintervalo (BAR-
ROSO et al., 1987):

b

[ 1@ = S ) + 2 F £ + )

Tn — T , , .
, e n é o nimero de subintervalos.

onde h =
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o Estimativa para o Erro da Regra do Trapézio Repatida:

_ (&0 —20)*f*(2)
E, = o2 , a<xz<b. (2.29)

2.3.3  Primeira Regra do Simpson Simples e Composta

o Primeira Regra do Simpson Simples: Considerando que f(x) se aproxima-se por um
1
polinémio Py(z) de ordem 2. O valor ntimerico da integral Segundo Regra — de

Simpson serd dada por (BARROSO et al., 1987),(CUNHA; CASTRO, 2010):

b

[F@idr = S (o) + 48w + f(e),

a

onde h = xy — xg0.

« Estimativa para o erro da Primeira Regra de Simpson Simples:

—hd

'%‘“&Tﬂ@% a<x<b. (2.30)

o Primeira Regra do Simpson Composta: Realizando o mesmo processo da Regra do
Trapézio e aplicando % na Primeira Regra de Simpson, obtemos o valor numérico

da integral

m_q m

[ F@ds = G742 3 fam) + 43 floan) + fan)

Tm — Zo

onde h =

, e m é o nimero de subintervalos.

o Estimativa para o Erro da Primeira Regra de Simpson Composta:

—(b—a)®

E, =
4 18004

fHz), a<xz<b. (2.31)

2.3.4 Segunda Regra de Simpson Simples e Composta

De modo analago, a Segunda Regra de Simpson é obtida por uma aproximagao da
fungao f(x) por um polinémio interpolador Ps(z) de ordem 3 (BARROSO et al., 1987),
(FRANCO, 2006):

e Segunda Regra de Simpson Simples:

b 3h
| F@dr xS () + 87 (@) + 3f(a) + flan),
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» Estimativa para o Erro da Segunda Regra de Simpson Simples:
Es = —:;}g)f4(x), a<x<b. (2.32)
o Segunda Regra do Simpson Composta:
/ 3h
/f(x)da: = g(ﬂxo) +3f(x1) 4 3f(x2) + 2f (x3) + ... +
' + 2f(wp—s) + 3f(wm_2) + 3f(Tm-1) + f(2m)), (2.33)
onde, h = Tm 1:0, com m multiplo de 3.
o Estimativa para o Erro da Segunda Regra de Simpson Composta:
PR G a)5f4(x),a <z <b (2.34)

80m4

No Cap. 3 apresentamos alguns problemas, onde as integrais multiplas sao ferramentas

necessarias para obter suas solugoes.
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3 Aplicacoes da Integral Multipla na Reso-
lucdo de Alguns Problemas nas Areas do

Conhecimento

Neste capitulo, apresentamos alguns problemas que mostram a importancia da
ferramenta integral multipla no desenvolvimento das resolugdes para obter as solugoes
analiticas dos problemas em algumas dreas do conhecimento como Fisica, Probabilidade

e Calculo numérico.

3.1 AplicacBes na Area da Fisica

Nesta Secao apresentamos alguns problemas da area da fisica, em que as teorias

das integrais miltiplas sao necessarias, para obter as solugoes.

Problema 3.1 Seja uma lamina triangular com vértices nos pontos (0,0), (1,0) e (0,2)
no plano xy que descreve a regiao D, como mostra a Figura 1, e a funcao densidade é
p(x,y) = 143z +y. Obtenha as coordenadas do centro de massa dessa lamina triangular,
e mostre sua posi¢ao no interior da lamina (SWOKOWSKI, 1983).

Solugao 3.1 Iteracao da Regidao D (lamina triangular): Seja f(z) = ax+b a funcao

que descreve o segmento de reta que liga os pontos (1,0) e (0,2) na lamina triangular

Para o ponto (1,0) = f(l)=a+b = 0=a+0b.

Para o ponto (0,2) = f0)=b0 = 2=b = a=-2

=  f(z)=—-2z+2. (3.1)
Regiao D:

Da Equagao (3.1), observamos as limitagoes dadas pelas retas x =0,y = 0 e y = -2x+2,

como mostra a Figura 1, e expressamos algebricamente por
D={(z,y) eR*: 0<2<1 e0<y<—2x+2}. (3.2)

Massa total da lamina:
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Figura 1 — Lamina triangular.

y
(0.2)

f(x) = -2x + 2

0.0) (1.0) X

Usando a Equagao (2.1) e p(x,y) = 1 + 3z + y, obtemos

m://p(x,y)dA://[1+3x+y]dA ~ /1/[1+3x—|—y]dydx

1 Y2 22 T.FC.
m:/[y+3xy+] de = /[4—4$2]dz
0 0

2 o
= [430 — % . = = m= 3 wm. (3.3)

Observacao: T.F.C. é a abreviacao do Teorema Fundamental do Céalculo, dado no Teo-

rema 1.6.

Momentos em relagido ao eixos: Usando a Equacao (2.3) e p(x,y) = 1+ 3z + y,

obtemos:
1 —22+2)
MI://yp(x,y)dA = //y[1+3x+y]dA:/ / [y + 3zy + y?] dy dx
D D 0 0
Lo o 2 31 —2042
Yy Y Yy
= 4+ 3+ = d
0/{2 * x2 + 3o v
1
7;,25 /[(—2:13+2)2 3x(—2m+2)2 (—2z 4 2)3 0
2 2 3
0
1
14 1
= /{3—6x—2x2+x3] dx
0
_ [145”_3352_2902 WT
3 3 6 Jo
P [14 3 2+5}_28—18—4+5
N 3 3 6] 6
11
M, = 5 wm (3.4)
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1 —22+2)
My:// xplr,y) dA = // x [14 3z + y] dA:/ / [+ 32® + ya] dy dx
D D 0 0
L y? —2z42
= / [$ + 32y + yx dx
2 0
0
T.FC. 1 2
2—2
g /{2x+4x2 6x3+x( 5 ?) dx
0
1 1
= / {4x — 4:133] de = {QxQ — a:ﬂ
0
0
M, = Tlum. (3.5)

Coordenadas do centro de massa: usando as Equagoes (3.3), (3.4) e (3.5) na Equa-

¢ao (2.2), obtemos

M, 3 M, 11
c.m = = - C.T)’L.Zi:i‘ 36
fem =T T8 ¢ Y m 16 (3:6)
Da Equacao (3.6), otemos as coordenadas do centro de massa da ldmina triangular, loca-
3 11
lizado no ponto (8’ 16)’ como mostra a Figura 2.

Figura 2 — Lamina triangular e o centro de massa.

0.2)

L Ba

(0,0) (1,0)

Observagao 3.1 O Problema 3.1 pode ser calculado em R?® para um sélido (um pa-
ralelepipedo), pois a integral tripla tem propriedades andlogas as das integrais duplas,
podemos usar o Teorema de Fubini para Integrais Triplas (Teo.1.5) e fazer as iteracoes
sobre o paralelepipedo em regides elementares no R3, sendo de trés tipos I, II e III, ou
seja, analogamente as integrais duplas (SIMMONS, 1996; LARSON et al., 2006).

Problema 3.2 Calcule o centro de massa da regiao R de um semicirculo de raio a, sendo
a densidade superficial no ponto P(x,y) proporcional a distancia de P(x, y) até o centro

do semicirculo. A Figura 3 mostra a regiao R do semicirculo.
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Figura 3 — Semicirculo de raio r.

Solucgao 3.2 Sabemos da teoria de coordenadas polares que a circunferéncia é dada por

2?2 +y? = r? e a distancia da origem do plano cartesiano até um ponto P(x,y) da cir-
cunferéncia é dado por r = /22 + y?, que normalmente, é denominada por raio da
circunferéncia.

A fungao que descreve a regiao R do semicirculo de raio a, mostrado na Figura 3,

flz,y) =22 + 2 (3.7)

Massa Total da Regidao R: Sabemos que a densidade superficial no ponto P(x,y) pro-

¢é dada por

porcional a distdncia de P(x, y) até o centro do semicirculo, entao
m= [k 1.y an, (3.8)
R

onde k é a constante de proporcionalidade.

Iterando a regiao R do semicirculo em coordenadas polares, obtemos

r=rcos(f) = x=u(r/b) (3.9)
y=rsen(d) = y=y(r0) (3.10)
0<r<a e 0<<m® = R (3.11)

Usando as Equagoes (3.9) e (3.10) na Equagao (3.8):

m = k;//f(r cos(0),rsen(6)) lﬁ(x,y)‘ dr df, (3.12)
| o(r. )
oz y)| _ |5 5
onde ’ ‘ = gT ge é o determinante Jacobiano de x e y em relagdo a r e 6. Agora
a(r, 0) oo
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vamos substituir a Equagao(3.7) na Equagao(3.12), obtendo

m = k//\l cos*(0) + sen®(0)]

cos(0) —r sen(0)

dr df
sen(f) r cos(0)

=1

= k;//r {r cos*(0) — [~r sen?(0)]} dr df

= k;//r{rcos —I—sen( )]}drd@zk‘//r{r}drde

Eq.(3.11) ™
_ k//r2drd0 — _ // r2dr db
0
TFC ﬂa
— k/ /7
3
0
.  T.FC.
= k—& — m:kﬁa wm.t (3.13)
37, 3

onde k é a constante de proporcionalidade e a é o raio do semicirculo da regiao R.

Momento da massa em relagao ao eixo x:
M, = // yy/ 2 + y2dA. (3.14)
R

Substituindo as Equagoes (3.9) e (3.10) na Equagao (3.14) :

0) — 0
M, = k:// rsen(@)\/r20052(9) + r2sen?(0) cos(6) - —r sen(6) dr df
sen(f)  r cos(0)
R
T T.F.C. . rdja
" / / Psen(0)drd) == M, =k / sen(0) [4} do
o " 0 0
a Teo. (1.3) o m
= k/zsen(e)dG — M, = kz/sen(ﬁ)dﬁ
0 0
k 4 T k 4
= X {— 005(9)} = M, = 2w, (3.15)
4 0 2
Momento da massa em relagao ao eixo y:
0) — 0
M, = k://rcos(@)\/ﬂcos?w) + r2sen?(0) cos(6)  —r sen(6) dr df
i sen(0)  r cos(6)
™ a T.F.C. m rA1a
= k[ [ros@arar = M=k [ cos(e)[ 4] do
00 0 0
Uy a4 Teo.(1.3) &4 ™
=k [ Sreos(0)a0 =M=k / cos(8)dd
0 0
ka* ”
M, = 4{3671(9)]0 = M, =0. (3.16)
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Coordenadas do centro de massa:

Substuindo as Equagoes (3.15) e (3.16) na Equacao (2.2):

M,
Tem., = Y - Lem. — 0.
m
ka*
M, ( D) ) 3a
Yem. = — — Yem. = —7 3 - Yem. = 7
m 2

(5°)

3
Logo, o centro de massa é dado em coordenadas <(), 2—a)
T

Problema 3.3 Determine o centro de massa de um solido com densidade constante que

¢ limitado pelo cilindro parabélico z = y* e pelos planos z = z, z =0 e x = 1 (VALLE, ).

Figura 4 — Cilindro Parabdlico.

5 [EEE

Solugao 3.3 Pela Figura 4 e 5, obtemos os seguintes intervalos:
y<ax<l1
D=4{ -1<y<1
0<z<x.

Pela Defini¢cao 2.2 temos que, a densidade de massa é dada por :

y Amy,
11m .
1AV=0] AV}

§(z,y, 2) =
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Como a densidade é constante, logo o centro de massa do objeto sera definido como cen-
tréido, ou seja, temos um sélido homogéneo. Dado P uma constante de desidade qualquer,

temos que a funcdo densidade é definida por
dz,y,2) = P. (3.17)
Substituindo a Equagdo (3.17) na Equagao (2.7), calculamos a massa

// 5(z, y, 2) — m:/D//szdasdy

Teo.(1.3)

11
/dzdmdy — m:P/ / [z} dz
0
1

y2

|
S

|
| | © |
,— e T— H\H

1 2271
m=p [ M 4y
—1

y2

8
Y
8
=
<

@w\,_, Qw\,_k

1
Bt e
[2 2]dy - m= J 2
1 T.F.C 5
P P Y
T
2 [ v — MmM=3VT 5

|
—

W
o

=
|
|
2
=

(3.18)

ot

Usamos a Equagao (2.7) para calcular os momentos de massa em relagao aos planos x,y

e Z.

Momento de massa em relagcao aos planos x e y:

1 T
M,, = /// 20(x,y,2)dV = My, = P/ /z dzdxdy
Z1 2 0
11 T.F.C. 11 72
= P/ / { } dzxdy — M, :P/ / ?dxdy
Z1 g2 Z1 g2
11 T.F.C. 1 3.1
P o P
= —/ / 2 dxdy — Mxy:—/ T dy
2 2 3 1y
1 41
Py LEC P1 | ]
2_/1 [3 3] Y v“23) YW
P y7 1
- sl7L,
2
M,, =L (3.19)
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Momento de massa em relagao aos planos y e z:
Teo.1.3

11
M,, = /// rPdV — M,, = P/ / /mdzdxdy
D -1 42 0

1

11 1
= P/ / {xz} dzdy — M,, = P/ / w2 dxdy
1 1

Lo 341 T.F.C 1 6
1
- [l = =r[ -5
31y 3 3
-1 -1
L T.F.C 741
P P Yy
= ey = Mz:[—}
3_/1[ y'ldy =g VT
4

M, — // yd(z,y, 2)dV N M, =P
D

—
<
N

_ P [y? B —yjl e
212 6 J]_1
M,, = 0. (3.21)

Coordenadas do Centro de Massa:

O centro de massa é denotadas por C' = (zc.r, Yo, Zca.), € sdo obtidas usando as
Equagoes (2.4) e (2.8). Entao, substituindo as Equagoes (3.18), (3.19), (3.20) e (3.21) na
Equagao (2.8), obtemos

4P
e (5 s
Tom. = m = <4P) $0—7-
5
sz
Yo.m. = =  yc =0.
m
2P
o My 5
oMo T _g CT
5

5
Portanto, o cetro de massa é dada pelas coordenadas ( 0 )

7714
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Observacao 3.2 Analizando os problemas 3.1, 3.2 e 3.3, observa-se, que o centro de
massa ¢ dado por um ponto qualquer, onde a massa total estd concentrada, em que, a
desidade de massa nao sera a mesma, podendo atribuir varios valores, podemos encontrar
o centro de massa em varios objetos como por exemplo, bicicleta, o prorpio corpo humano,
uma mesa, edificios e outros. Dessa forma, a integral multipla entra como grande aliado
no calculo de centro de massa e a massa total do objeto, auxiliando os engenheiros com

grandes estruturas como: edificil, navios, toboagua e outros.

Problema 3.4 Determine os momentos de inércia I,,I, e Iy do disco homogéneo D com
densidade p(z,y) = p, centro na origem e raio a (STEWART, 2013).

Solugao 3.4 Dado uma regiao D delimitado por um circulo, sabemos que, a equacao do
ciculo com origem no centro (0,0) e raio a como mostra a Figura 6, e é denotado por:

2+ y2 = a2
Passando para coordenadas polares:

Figura 6 — Circulo de raio a.

T =r1rcosb

y=rsend (3.22)
O<r<ae0<0<2r.

Pela Figura 7, obtemos os seguintes intervalos:

D 0<r<a
0<6<2m.

Utilizando a Equagao (2.11) para calcular o momento de inércia em relagdo aos eixos x e
y:
I, = // y* P(z,y) dxdy (3.23)
D

I, = é/ 2* P(x,y) drdy. (3.24)
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Figura 7 — Circulo trigonométrico.
/2
(0]
m 0
3m/2
Substituindo a Equacao (3.22) na Equagao (3.23), obtemos
0
I, = //(r2 cos*0) P(r cosf,r sen@)‘ (:L',y)‘ drdf (3.25)
). 3(r.0)
0
I, = //(r236n29) P(r cost,r sen@)‘ (= y)’ drdd. (3.26)
D

a(r, 0)

Momento de inércia em torno do eixo x:

0(z,y)
— 2 )
I, = [/(T senf)” P(r cosf,r senf) ar.0) ' drdf
cos() —r sen(0) drdd
"

= P7/a(7’sen9)2
00

sen(0)  r cos(6)

7/ (sen?@) r drdf

a

0
o
// sen? ) drdf
0 0
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Usando a relacdo fundamental da trigonometria, (2sen?0) = 1 — cos(26):

2 ato Teo.(1.3) a1
I, = P/—f sen? — I, = PZ§/(1 — cos(20))d
0
/—Cn‘\ /—Jn\—
Teo(1.4) a 2m
o= P / 1 cos(20)d) = 1, —PS[/ldQ /—005(26’)610]}
0
ot
I, = Pg[m—i—n]. (3.27)
Calculando m e n da Equacao (3.27):
T.F.C o
m = /1d0 = m= M —  m=2r (3.28)
0
i 1 on  T.F.C
n —/ —cos(20)do = /—cos du = {— 23677,(29)} =" n=0 (3.29)
0

Substituindo as Equagdes (3.28) e (3.29) na Equagao (3.27), obtemos

Pa? Pa*
I = “{2w+o} — [ =-"T (3.30)
8 4
Momento de inércia em torno do eixo y:
I, = //(7’0089)2P(7'0089,7”86”9)’ x,g)‘ drdf
D o(r.0)
27
a 0) — 7
I, = P// (rcosf)? cos(6) - —r sen(0) dr df
s J0 sen(0) r cos(0)
2 o Teo.(1.3) or @
I, = P// (rcosf)?.r drdf — I, = P/ /r3(60529) drdf
o "° ° %
o riqa (T.F.C) 27"@4
I, = P/ (cos*0) {} de — I, = P/—(cos20) de
0 4 1o J 4
Pela relacao trigonometrica (2cos) = 1 + cos(20), temos que:
2 at 2 Teo.(1.3) a 1
I, = P/—f cos? = L=P73 (1 + cos(20)) df
0
mi ni
a 27 Teo(1.4)
I, = P / 1+ cos(20)) df = :P H/ldﬁ—l—/cos (20) d@}
ol
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Calculando os valores de m; e my da Equacao (3.31):
2m T.F.C o
mi = /1d0 = m= M —  m=2r (3.32)
J 0
2m
ny = /cos(29)d0 (utilizando o método por substituigao)
0
2 1 T.F.C o
ny = /cos(u)idu — n = [sen(?@)Q} = n; =0 (3.33)
0
Substituindo as Equagoes (3.32) e (3.33) na Equagao (3.31), obtemos
Pa* Pa*
I, = §{2w+o} —  I,= ZW. (3.34)
Calculando [ (substituindo as Equagoes (3.30) e (3.34) na Equagao(2.14))
ka* ka* ka*
L=L+1, = Ij= T+ ZW — = C;”. (3.35)

Observacao 3.3 Observando o problema 3.4 nota-se, pela simetria do disco e a densidade

ainda ser constante temos que, o momento de inércia em torno do eixo x e o momento de

enércia em torno do eixo y sao equivalentes.

Problema 3.5 Suponha que o sélido tenha densidade constante k. Encontre os momentos

de inércia para um cubo com comprimento de lado L se um vértice esta localizado na

origem e trés arestas estao nos eixos coordenados

Figura 8 — Cubo.

4

Solugao 3.5 Pela Figura 8, temos os seguintes intervalos:
0<z<L
E=30<y<L .
0<z<L



3.2. APLICACOES NA AREA PROBABILIDADE 34

Usando as Equagoes (2.15) para calcular o momento de inércia:
I = [[[(y* + 2°)0(x, y, 2) dzdydz
E
I, = J’Eff(xQ +2°)0(x,y, 2) dedydz (3.36)
L= [[[(y* + 2*)0(z, y, z) dedydz
E

Sabemos que a funcao densidade é constante, entao definimos por
z,y,2) =k (3.37)

Substituindo a Equacao (3.37) na Equagao (3.36), obtemos
Teo.(1.3)

LLL L LL
I, = ///ky + 2?) dadydz = Ix:k:///(y2+22)dxdydz
00 0 000
3

L L (T.F.C) L L
I, = k// PL+ L) dydz = Ixzk/[ygLJrLz?} dyd>
00 0

L L3 (T.F.C) L3 Z3 L
I, = /—L Y LALd: =S = kL[z 4 L}
/ 3 3 3 1o
I3 I’ 9
I, = kL[SL + Lg] = I, = gkL5. (3.38)

Analisando a Figura 8 notamos que os planos, xy, xz e yz tem a mesma medida, logo

podemos dizer que sao simétricos, e teremos:

2
I,=1,=1I= 3k

que sao as coordenadas do momento de inércia do cubo de comprimento de lado L, e um

vértice localizado na origem e as trés arestas localizadas nos eixos coordenados.

3.2 Aplicacdes na Area Probabilidade

A seguir mostraremos aplica¢oes das intergrais multiplas na area da probalidade.
Problema 3.6 Uma fabrica produz rolamentos de forma cilindrica tais que

e O didmetro X tem distribui¢do normal com média 4,0 cm e desvio padrao 0,01 cm;

e O comprimento Y tem distribuicdo normal com média 6,0 cm e desvio padrao 0,01

CIn.

Supondo que X e Y sejam independentes. Determine a probabilidade de um rolamento
escolhido aleatoriamente da linha de producao ter comprimento ou diametro que difiram
dos valores médios em mais que 0,02 cm (ARFKEN, 2006).
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Solucao 3.6 A probabilidade que ambos X e Y difiram de seus valores médios por menos
de 0,02 cm, e das Equagoes (2.20) e (2.23). Para resolver a integral por métodos numéricos,
felizmente podemos recorrer ao uso de tabelas onde a integral da distribuicdo normal

padrao de média nula e desvio padrao 1 para diferentes valores encontra-se tabulada.

Assim,
4,02 6,02
P[3,98 < X <4,02; 5,98<Y <6,02] = / / flz,y) dy do
3,98 5,98
. . 4,02 6,02
_ (@ 0)2/2001 ,~(y-6)>/20002 g, g
— e e y dx
(0,01)v2m (0,01)v2r J I
) 4,02 6,02
_ =5000 [(2=4)*+(y=6)%] 7,/ d
= 5 / / e y dx
[(0,01)v/27] 508 508
4,02 6,02
_ 500 5000 [(z—4)%+(y—6)?] dy dx
398 5.98
~ (0.9544997)(0.9544997) (numericamente)
~ 0,91106967730009 ~ 0, 91. (3.39)

A Equagao (3.39) mostra o resultado obtido numericamente, calculadas no R Commander
que Run any R code online, no site https : //rdrr.io/snippets/, que calculamos as duas
probabilidades P[5,98 < Y < 6,02] e P[3,98 < X < 4,02], usando os comandos da

programagao R com o cédigo (scripts R externos), respectivamente:

e Start the code-block: https : //rdrr.io/snippets/

e pnorm(6.02, mean=6, sd=0.01, lower.tail=TRUE) - pnorm(5.98, mean=6, sd=0.01,
lower.tail=TRUE)

e pnorm(4.02, mean=4, sd=0.01,lower.tail=TRUE) - pnorm(3.98, mean=4, sd=0.01,
lower.tail=TRUE)

Portanto, a probabilidade de X ou Y diferir de seu valor médio em mais de 0,02 cm,

usando as Equagoes (2.19) e (3.39) é aproximadamente

1—-0,91=0,09, ou seja, 9%. (3.40)

Problema 3.7 Uma luminaria tem duas lampadas de um tipo com tempo de vida médio
de 1000 horas. Supondo que possamos modelar a probabilidade de falha dessas lampadas
por uma funcao densidade exponencial com média ;1 = 1000 , determine a probabilidade de
que ambas as lampadas venham a falhar dentro de um periodo de 1 000 horas (STEWART,
2013).
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Solucgao 3.7 Sabemos que, a fungao exponencial é denotada por:

Ae ™Mt >0
t,A T 3.41
I >{O,t§0 (3:41)

Como a média de distribui¢do exponencial é
1 1
=—- = A= —.
SN
Logo, a probabilidade de falha das lampadas por unidade de tempo sera:

1
1000

Seja x e y as lampadas, em que, tem um tempo de vida média individual. Pela Def. 2.25

A = A=10"" (3.42)

temos que x,y sao indepedentes, logo a fun¢ao densidade conjunta de x e y é dada por:

ApAye reTe MY x>y >
z,y) = == 3.43
f(x,y) {O,:c<0,y<0 (3.43)
Substituindo a Equagao (3.42) na Equagao (3.43), obtemos
1073103102107 4 > () ¢y > ()
ft,A) =
0,r <0,y <0
10-6 —1073z ,—10"3y >0.u>0
ftN) = © e nr=Ri=T (3.44)
0,r <0,y <0

Calculando a probabilidade que luminaria venha a falhar no periodo de 1000 horas:

P(z <1000;y < 1000) = P(x <10%y < 10%)
103 103
Pz <10%y <10%) = / /f(:l:,y)dydx. (3.45)
Substituindo a Equacao (3.44) na Equagao (3.45), obtemos
103 103
Pz <10%y <10°) = / / 1073103210 ¢=¥107° gy gy
0 0

103 103
= 10*6//e*w10_ge*y10_3dydx
0 0
103 103
— 1076 / =107 4y / V107 gy (3.46)
0 0

Representando as integrais em relagdo x por P; e em relacao a y por Ps:

103
P = /e_x1073d$ (3.47)
0
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103
P, = / e~V gy (3.48)
0
Pz <10%y <10°) =10 °P P, (3.49)

103
Calculando P = [ e 9 dg da Equacao (3.49). Utilizando o método integracao polo
0

método da substituicao:

u = —z1073 — —10%du = dx
103 Teo.(1.3) 10?
P = /—6“103dx = p-= —103/e“dx
0 0
103 T.F.C
P o= —10° M == p =10 — 1), (3.50)
0

103
Calculando P, = [ e ¥ °dy da Equacdo (3.50). Utilizando o método integracio por
0

substituicao

v = —yl0? =  —10%v=dx
10% T.F.C

P, = / _e 0Py = P2:—103{e”}
0

Py = —10%['" —1]. (3.51)

103

0

Substituindo as Equagdes (3.50) e (3.51) na Equagao (3.49), obtemos
Pz <10%y <10°) = 10°°P P,
= 1079 10°[e" — 1])(— 10" — 1))
= 107°[10°([e" = 1))([e'" — 1))
_ [6103 _ 1][6103 —1]
= [ -1~ (i —1)? ~ (0,3678 — 1)> ~ 0, 3996
Pz <10%y <10%) =~ 39,96%. (3.52)

A probabilidade das ldampadas vim a falhar no intervalo de 1000 horas é 39, 96%.
Problema 3.8 Uma luminaria tem trés lampadas, cada uma com vida média de p =
800horas. Se modelarmos a probabilidade de falha das lampadas por uma funcao densidade

exponencial com média 800, determine a probabilidade das trés lampadas virem a falhar
dentro de um intervalo de 1 000 horas (STEWART, 2013).

Solugao 3.8 Analogamente ao Problema 3.7 temos que, a média de distribuicao serd

dada por:

—  u=800"" (3.53)
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Lembrando que, a funcao exponencial é denotada por:

e Mt >0
t:\) = T
i) {MO

Tendo que, x, vy e z sao lampadas, em que, tem um tempo individual, e sendo que, x, y e

z sao termos indepedentes e pela Definicao 2.5, a fun¢do densidade conjunta é dada por:

r+yt+z
- , expl———}, se 2>0,y>0,2>0
[z [y [tz €xp{ . } y | (3.54)

0, se r<0,y>0,2>0

Substituindo a Equagao (3.53) na Equacgao (3.54), obtemos

80073 exp{—x—i_goyoﬂ}, se x>0,y>0 2>0

0, se r<0,y>0,2>0
Calculando a probabilidade P(z +y + z < 1000):

103 103 —z 103 —z—y

P(z,y, 2 < 1000) = / / / 8003800 o—yB00~H =800~ 1 gy 1o

0 0 0
T.F.C 10% 10°—z 103—z—y
~~ -3 —2800~1 _—4800~1 —2800~1
= 800 e e — 800e dzdydx
0 0 0
103 103 —=z
_ _ —1 _ —1 =5 —1 —1 _ —1 _ —1
— —800 2 / e 800 o 800 ye( 1 )6800 a:e800 Y_ e 800 o 8001y dydﬂf
3 103 —z
o (10 —5 —800~ 1z _—800~1
= =800 i) —e e dydx
0
T.F.C 103 - 103_y

= 80072 [ [elFy + 800 [6_8001(103_3) - 1” dyds
0 0

108

- _800_2 / (%)(103 - l’) + 8006_800 K _800( ) 800~ 'z _ 8006—800_1x dr

103
— 8007 / (T (1800 — ) — 800500 '@

0
T.F.C 103

= 800 {1800&5 z—elT >2 + 8002[e 500 ]]
0
P(z,y,z < 1000) = 0,1315.100% —>  P(z,y.2 < 1000) = 13,15%. (3.55)

dzx

Portanto, a probabilides das lampadas falharem no intervalo de 1000 horas é 13, 15%.

Observagao 3.4 Observando os Problemas 3.7 e 3.8 notamos que, existe até trés varia-
veis aleatorias continuas e uma probabilidade de uma funcao exponencial, em que todos

os valores que foram aplicados pertecem a um intervalo na reta.



3.2. APLICACOES NA AREA PROBABILIDADE 39

Problema 3.9 Sendo (x,y) uma varidvel aleatéria continua bidimensional que s6 se iden-
tifica a pontos do conjunto S = (z,y) | 0 <y < z e x+y < 1 e sabendo-se que a densidade
de probabilidade é constante em S, ou seja, f(z,y) = ¢ para todo (z,y) € S, tem-se que
o valor da contante ¢ e da probabilidade do evento z < 0,5 e y > 0, 25, respectivamente
(MARINHA, 2007).

Solucao 3.9 Calculando a constatnte ¢ em S:

f(z,y) =c, (3.56)
temos que os intervalos
O<y<
{ y=T (3.57)
r+y<l

Observando as intervalos 3.57 notamos que, y > 0 e x > 0. Tendo que o limite superior

para y é x, da Equagao (3.57):
1
r+r<l = x< 5
Logo, encontramos os seguintes intervalos:

1
O<y<x<§
1
O<x< = . (3.58)

D<y< =
¥y=73

[un
[

2 3
//f(x,y)dxdyzl — //cdxdyzl
S 00

1 1

3 1 (T.F.C) 3

3 N 1
c/[xrdle — c/fdy
0 2
0 0
1 (T.F.C)
1 11
c[zy} g = cgy=1 = c=4 (3.59)

0

Subistituindo a Equacdo (3.59) na Equagao (3.57), temos que f(x,y) = 4.

1 1
P(z <0,5;y>0,25) = Px< §;y> Z)'

Sabemos que o intervala é dado por:

1
O<y<z<-=

1< <1
— .1' —
2

- >y >
1Yt
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Subistituindo a Equagao (3.56) na Equagao (3.59), obtemos

fle,y)=c = flv,y)=4

x

//c dydx = /15 4dydx
S 1 %
3 N (T.F.C) 3
/ {434 dx = /(4x — 1)dx

(3.60)

=
—_

(222 — 1)} T = g

— R

el

1 1 1
Portanto, os valores respectivamente, sao: C' =4 e P(x < 5 y > Z) =3
Problema 3.10 Considere duas variaveis aleatérias X e Y, que representam a propor-
¢do de alunos aprovados nas disciplinas Estatistica I e II, repectivamente, cuja funcao

densidade conjunta é
kx(2 —z +y)
flzy) =4 0<2<1
0<y<l1

(3.61)

Qual o valor de k? Qual a probabilidade de a proporcao de alunos aprovados em Estatistica

I ser inferior a dos alunos (AFONSO; NUNES, 2019)7

Solugao 3.10 Calculando o valor de k, dado na Equgao (3.61), obtemos

é/f(x,y)dxdy =1 - 0/1/01 kx(2 — z + y)dydr =1

11 (T.F.C) 1 zu? 11
k//(Zx—x2+xy)dydx:1 — k/{(Zm—xQ%—g) dr =1
00 ) 0
1 (I.F.0) 3 291
k/(?x—xz—i-f)dx:l — k:[xQ—x—l—x] =1
0 2 3 4 0
13 12 12
(1P ——+—)=1 k=—. 3.62
SR - 1 (3.62)
Substituindo a Equagao (3.62) na Equagao (3.61), obtemos
(3.63)

f(e,) = o2 =2 +y).

A Figura 9 mostra o grafico da funcao de densidade conjunta dada na Equacao (3.63).

Calculando a probabilidade de a propor¢ao de alunos aprovados em Estatistica I ser
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2
I z(2—x+vy).

Figura 9 — f(z,y) =

inferior & dos alunos, da Equagao (2.18):

Pe<y) = [ fay)dedy
R
1y 12 (Teo.(1.3)) 12 1y
= //1— —z + y)dzdy — Pz <vy) = ﬁ//(Qac — 2% + wy)drdy
00 0 0
1 (T.F.C) 3 3
S d P L d
110 x 3 5| Y = (x<y) = i (y 5 T )y
127y y'1 oyt T 1279yt
g _J 47 )2 LA
11[3 34 24]0 = (@ <y) = 11[3+24L
12713 1491 (T.FC)
P N -
(r<y) = 11[3+24]0

P(x <vy) ~ 0,4090 ~ 40, 90%.

Problema 3.11 Suponha que os irmaos, Sam e Dean, trabalham atendendo casos super-
naturais. Em um dia selecionado ao acaso, seja X a fracao de tempo do Sam atendendo
um caso de Lobisomem e Y a fracdo de tempo de Dean atendendo um caso de Metamorfo.
Entdo X e Y tomam valores no intervalo [0, 1]. Se a fun¢ao de densidade conjunta f do
vetor (X, Y ) é dada por:

cx+y2, 0<r<1,0<y<1
flz,y) = { ( ) . - (3.64)
0, caso contrdrio

Qual o valor de ¢? Qual a probabilidade de que nenhum dos irmaos esteja ocupado mais

de uma quarta parte do tempo?
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Solucao 3.11 Usando a Equagao (2.13) na Equagao (3.64), obtemos

//Rf(:c,y)dfl:l
/Ol/olc(x+y2)dxdy:1 — c/ol

6/1(14— Ndy=1 = c[g = =1
o ‘g TV 2 73], T
1 1 6
S )=1 .
c(2+3) — c 5

A FiguralO mostra o gréafico da fun¢do de densidade conjunta dada na Equagao (3.65)

6

com o valor ¢ = =

Figura 10 — f(z,y) = g(d: +42).

Calculando a probabilidade de que nenhum dos irmaos esteja ocupado mais

de uma quarta parte do tempo:

Supondo que, x seja a fracao de tempo ocupado do Sam e y a fracao de tempo ocupado de

Dean, assim temos que, (0 <z < 1) e (0 <y < 1) . Logo, substituindo a Equagao (3.65)

na Equagao (3.64) a func¢do conjunta serd dada por:

6 ) 1 1
- 0<z<-, 0<y<-=

0, caso contrdrio
Da Equagao (2.18), temos

PO<z<0<y< (x + y*)dady

) =

RN
R

.

e S—
.

ol O
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v |
o

_|_
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[\]
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(3.66)
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Figura 11 — Regido Quadrangular da regidao D obtida na fung¢ao conjunta acima 3.66.

B C

11 4Q Q@
A : D

e} O

0 174

Portanto, a probabilidade de que nenhum dos irmao esteja ocapado mais de uma quarta

parte do tempo é de 1,09%.

Problema 3.12 O gerente de um cinema determina que o tempo médio de espera na
fila para as pessoas comprarem entrada para o filme da semana seja de dez minutos e
que o tempo médio que levam para comprar pipoca seja de cinco minutos. Supondo que
os tempos de espera sejam independentes, determine a probabilidade de um espectador

esperar menos de 20 minutos até se dirigir a seu assento (STEWART, 2013).

Solucgao 3.12 Suponha que , x é o tempo para comprar a entrada para o filme, y o tempo

para comprar pipoca. Consideramos a funcao exponecial:

Ae Mt >0
)= T 3.67
£t { iy (3.7)
Temos que, a média de distribuicao exponencial é determinada:
1 1
=— = A= 3.68
P= . (3.68)

Sabemos que:
« = 10
a , (3.69)
Py =5
e substituindo a Equagao (3.69) na Equacao (3.68), obtemos

oL
10 (3.70)

Yy
)
Da Equagao (3.68), as fungdes para x e y sdo:

A

1 1
flz) = Toe(fﬁx)

fly) = ;e(‘éy)- (3.71)
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Como x e y sdo indepedentes, usando a Equagao (3.71) na Equagao (2.21)
1 (_ 1 qj) 1

1
10 ,e—(gy)'

f($7y) = TOG 5

Portanto, a fungao conjunto exponcial sera dada:
1

— (=159 (= 3Y) >0,y >0
flay) = 4 5° 7 ¢ Tr=0y=0 (3.72)

0,z <0,y <0

Calculando a probabilidade de um espectador esperar menos de 20 minutos até se dirigir
a seu assento, temos que P(z +y < 20). A Figural2 mostra o grafico da probabilidade

P(x 4+ y < 20), tendo que x e y ndo poderd assumir valores negativos.

Figura 12 — Regido triangular.

B
200,
a
C
R
A C
oT b 20
2 20—z 1 L
Pz +y < 20) / / (1596~ 39) dyd, (3.73)
aplicando o método de integr¢ao por substltulgao:
1
u=—zy — —bHdu =dy
20 20—z 20 20—z
P(x 4y < 20) =5 / / Rk (=5)dudr = —— / ~10%) e dudz
20—z 1 20 _
_ <—1x)[ (%} dr = —— 7 s E (- 252) _ 1\g
100610650 x T )dx
20
_ L [P i@e e _ @y
10 Jo
1 20 . 20
:_7[/ e(ﬁ)e_4da:—/ (7)) dz]. (3.74)
10"Jo 0
Calculando 02 0 ei5e~*dz dada na Equacio (3.74). Aplicando o método de integracao por
substitucao:
v = 1%, — 10dv = dx
20 (T.F.C) L 9

10e”e~*dv — 106_4[610] —  10(e?—e"). (3.75)
0
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—X

Calculando f020 e 10 dz dada na Equacao (3.74). Pelo método de integragao por substitu-

¢ao:
-1 = _10d:=d
=7 z=dz
20 (T.F.0) ;l’ 20
— 10e*dz — 10[6 10 ] —  —10[e?—1]. (3.76)
0 0

Substituindo as Equagoes (3.76) e (3.75) na Equagao (3.74), obtemos

1
Pz 4y <20) = —1—0[10(@*2 —e™) = (=10[e 2 +1])]

= —e?+et—e?+1

= —2e 24+t +1>0,7476 ~ 74,76.% (3.77)

Portanto, a probabilidade de um expectador comprar a entrada do filme e comprar a
pipoca é 74, 76%.

Observacao 3.5 Considerando os Problemas 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12, observamos diferentes
fungoes continuas para cada fenémeno ocorrido, dessa forma notamos que, a integral tem
um peso fundamental na resolucao dos problemas, sendo que algumas integrais eleva um
nivel maior de dificuldade, tendo que utilizar regra da subtitui¢do ou teorema de Fubini
e outras. Nos Problemas 3.11 e 3.12 notamos que a integral definida estd no nosso dia a

dia, mesmo nao percebendo.

3.3 Aplicacoes na Area Calculo Numérico

Nesta secao, mostraremos alguns métodos para calcular a aproximacao de uma

integral duplas, definida por intervalo [a,b].

Problema 3.13 Calcule a integral fg’ f02 @) dydx utilizando a regra do trapézio com

Ng =n, = 1.
Solugéo 3.13 Considere F(z) = 7 e(*™¥)dy, entdo

Jf:A3F@ym. (3.78)

Usando a Equagao (2.27) para calcular a integral pela regra do trapézio (Segao 2.3.2) e a
distancia dos subintervalos, entdo da Segao 2.3.2:

3-0
-

h

A Figura 14 mostra a distancia dos subintervalos com amplitude h, logo, h=3 no intervalo
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Figura 13 — Regido delimitada pela F(x,y) = e(@t¥).

Figura 14 — Intervalo [0,3].

A B
_. ‘_
0 h 3

[0,3]. Pela Figura (14), substuimos os subintervalos do intervalo [a,b] na Equagao (3.78),

obtendo
I, ~ g{F(O) +F3))
Calculando F(0) dada na Equacgao (3.79):
F(0) = /02 "y,

2—-0
onde h = ——.

L=+ = I, ~8,3890560989

Calculando F(3) dada na Equacgao (3.79):

2
F(3) :/ A dy.
0

A Figura 16 mostra a regidao delimitada pela F(3) na Equacao (3.81):

IL=e*+¢°

I ~ 168.4986960257.

Substituindo as Equagoes (3.80) e (3.81) na Equagao (3.79), obtemos:

I, = ;{8,3890560989—1—168,4986960257
I, 265, 331628187.

Q

Problema 3.14 Calculando o problema 3.13 com n, =4 e n, = 6.

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)
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Figura 15 — Regido delimitada pela F(0).

7
6
5
4
3
2
1
a= 6.39|
-2 -1 0 1 2 3
1

Figura 16 — Regido delimitada pela F(3).

100

a= 128i33

2 -1 0 1 2 3

Solugdo 3.14 Como o niimero de reparticoes em relagdo a x e y sdo maiores que 2 subin-

tervalos, usaremos Equagao (2.29) (regra do trapézio repedida) para calcular a integral:

3-0
h="".
1

A Figura 17 mostra a distancia dos subintervalos, no caso, h = % no intervalo [0,3].

Figura 17 — Intervalos [0,3].

A B

_. ._
0 3/4 3/2 9/4 3

Temos que, fé)’ f02 et dydr — f(? F(z)dz, assim subtituimos os subinterva-
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los da Figura 17 na Equacao (3.78), obtemos
3 3 3 9
I ~ g{F(O) + Q[F(Z) + F(§) + F(Z)] + F(3)}. (3.84)

Calculando F(0) dada na Equacao (3.93):
2
F0) = / Oty = 1,
0

onde h = % Como temos o intervalo da integral sendo definida por constantes, dessa
forma o intervalo nao sofrera mudanca, assim h = % tera a mesma medida h em todas as

substitui¢oes de x. A Figura 18 mostra os seis subintervalos [0,2].

Figura 18 — Intervalo [0,2] dividido em 6 subintervalos.

A B
e o—
0 1/3 2/3 1 4/3 5/3 2
h
L = —{e +2[e3)) 4+ 3 + e 465 4 3] 4 @Y
I =~ 6,4481047631. (3.85)
3
Calculando F ( ) dada na Equagao (3.93):
3 2
) = @ﬂwy—b
4 0
I = f{e +0)+2[ GH9)) 4 (35 4 G 4 o(G+5) 4 o(3+3)] 4 (342}

11

L = g{e 1> +2[e ) 4 el 4 @ o) 4 eB)] 4 (7))
I, ~ 13,6506378905. (3.86)

Q

Calculando F(g) dada na Equacgao (3.93):

3 2
P = [ ety =1y

2
1 3.1 3, 2 (§+,§) 3
Iy = fe eGH0 4 2[eGH9)) 4 e3+8) 4G 4 oG+ £ 2] 4 o542
I, = é{eg +2[e® +ev 4er+et +eo] e}
I; ~ 28,8984006411. (3.87)
Calculando F' (9) dada na Equacao (3.93):
F(Z) = /0 Gt dy = I,
I, = é{e(iw) + 2[6(%+é>) 4+ eG4 oG4 4 o(G+3) 4 e(%+%)] + e(%+2)}
Iy = 7{64 420t e et 4 et 4 el e}
I =~ 61, 1779146372. (3.88)
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Calculando F'(3) dada na Equacgao (3.93):

2
F(3) = / B3+ dy = I
0

I = (15{6(3 1 0) 4 2B 4 B 4 B+ | (B4 | o394 (2
10 11 13 14
Iy = é{e3 +2[e3 +e3 +e'+e3 +e3]+6%)
Iy ~ 129,5136463033. (3.89)

Substituindo as Equagoes (3.85), (3.86), (3.87), (3.88) e (3.89) na Equagao (3.84). Logo,

Ir ~ 128, 7808715265. (3.90)
Problema 3.15 Resolvendo o Problema 3.13 com n, = 10 e n, = 12.

Solugdo 3.15 Desenvolvendo o problma de forma analaga com o problema anterior te-
mos que:

3

F(z)dx

' 3-0

h=——. 91
10 (3:91)

A Figura 19 mostra os dez subintervalos do intervalo [0,2].

Figura 19 — Intervalo [0,3] dividido em 10 subintervalos.

A B
0 3/10 3/5 9/10 6/5 3/2 9/5 21/1012/5 27/10 3
h
L= 2 0P0) + 2P () 4 o+ FCCOY 1 F(3)} (3.92)
790 107 " 10 ' '

Utilizando a regra do trapézio em relagao a y:

2-0

="
12

(3.93)

A Figura 20 mostra os doze subintervalos do intervalo [0,2].

Figura 20 — Intervalo [0,2] dividido em 12 subintervalos.
A B
1/6 1/3 1/2 2/3 5/6 1 7/6 4/3 3/2 5/3 11/6 2

h
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Calculando F(0) dada na Equacgao (3.92):
2
F0) = / OHvdy = I,
0
1
L= {42l e® 4+ e 4. 4 el6)] + €2}
I, ~ 6,4038387382. (3.94)
3 ~
Calculando F (E)dada na Equacao (3.92):
2 3
F(0) = /0 gy = 1,
=  —fei5t0) (36+8) 4 (i6+3) (i5+%) +2
I, = 12{610 —|—2[€10 6+60 3) 4 . +310 ]—}-@10 }
I, = 112{6(130) +2[e(1) + e(5) 4 ..+ el3)] + el0)}
I, ~ 8, 6442781230, (3.95)
3 ~
Calculando F (5) dada na Equacao (3.92):
2
FC) = [ty =1,
0
Iy = 112{6(§+0) +2[e6H9) 4 eGF8) 4 B+ 4 o372
I, = —{e +2[e0) 4+ e(5) 4+ 0] 4 (5}
Iy ~ 11,6685549595. (3.96)
9 ~
Calculando F (E) dada na Equacao (3.92):
9 2
Flig) = | eftvay =1,
I = 112{6(19(’+0)+2[6(% o) 4075 4 elot8)] 4 elio 12}
]_ 1 41 2
I, = E{e% + 2[e£ + e 4 ..+ ets| + e%}
L ~ 15,7509016838. (3.97)

Calculando F (?) dada na Equacgao (3.92):

Q

2 6
/ es Vdy = I
0
1
12

21,2614933651.

16

E{e% + 2[6ngJ el 4.+ e%] +es}

{ ( +0) +2[ ( é) + 6(5+3) + .. _|_€(§ ?1)] +e(%+2)}

(3.98)
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3 ~
Calculando F (5) dada na Equacao (3.92):
2
FCEy - / 3ty = Iy
2 0
I = (B g2 g oD g ) 4 )
]. 11 1
Iy = E{e% + 2[6g +es + ...+ e?o] + e%}
Iy ~ 28,7000140811. (3.99)
9
Calculando F(g) dada na Equagao (3.92):
9 2
FE) = [ ety =1
by 0
I; = 112{ G40 4 2[eG+8) 4 eGH5) 4 4 BH5)] 4 (32}
I, = E{e% + 2[6% +el 4.+ e%] + e%}
I; =~ 38,7409667850. (3.100)
21 ~
Calculando F (E) dada na Equacao (3.92):
21 2
Fls) = /0 Bty = Iy
Is = 112{e(%+°)+2[ (1578) 4 e(fot3) 4 4 e8] 4 eli5+2)
Iy = 7{610 +2[€15 _|_330_|_ +€%]+€%}
Iy ~ 52,2948352287. (3.101)
12 ~
Calculando F(E) dada na Equacgao (3.92):
12 12
F(Z2) = / B gy = I
b} 0
Iy = 112{6152 +2[e® + s 4.+ e ]+t )
Iy ~ 70,5906439242. (3.102)
27 ~
Calculando F' (E) dada na Equacao (3.92)
27 2
F(—) = / 0tdy = T
(10) 0 o 10
Iy, = 7{6 010 4 2e ($+8) 4+ o(H+3) 4+ .+ e@%*%)] + e(%“)}
Ly = E{eﬁ +2[e1 4 €3 + ...+ eli] 4 €10}
Iio ~ 95,2874024335. (3.103)
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Calculando F'(3) dada na Equacao (3.92):

2
F(3) = / Sy = I,
0

I, = %{6(3%) _|_2[6(3+%) 4+ eB+3) 4 _|_e(3+%)] +e(3+2)}
1
Iy = E{e3—|—2[e% +es .. fev]+e’)
I~ 128,6245394259. (3.104)

Sustituindo as Equagoes (3.94), (3.95), (3.96), (3.97), (3.98), (3.99), (3.100), (3.101),
(3.102), (3.103), (3.104) na Equagao (3.92), obtemos

Iy = 122, 358772948, (3.105)

Determinando a integral dada na Equagao (3.105) analiticamente:

3 12 3 2
/ / e Vdyde = / / e*eVdydx
o Jo 0 Jo

3 2 3

/ e’”daz/ ddy = / e“le* — e']dx (3.106)

0 0 0
[ —1][e* -1 = I ~121,9385661.

Observacao 3.6 Todos os calculos foram desenvolvidos manualmente, considerando dez
algarismo apés a virgula. Dessa forma, analisando os resultados obtidos nas Equagoes (3.83),
(3.90) e (3.105) com a Equagao (3.106), observamos que, quanto mais repartigdes no in-

tervalo [a,b], melhor serd minha aproximacao.

Problema 3.16 Ultilizando a Primeira Regra de Simpson, calcule I = fog fo% sen(x +
y)dydx com N, =4, N, = 4.

Figura 21 — f(x,y)=sen(x+y).
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Solugao 3.16 Considerando F(z) = fog dy, entao temos que:

us

F(z) = /0er sen(z+y)dy = I = /02 F(x)dz.

1
Utilando Regra — de Simpson (2.31) em x. A Figura 21 mostra a superficie da fungao

f(x,y) definida no integrando de I.

Tendo N, = 4 como o nimero de subintervalos,logo a distancia h ¢ dada por:

T
h:% — h:g (3.107)

A Figura 22 mostra os quatros subintervalos do intervalo [0, 7.

A B
—0 : : : O
0 m/8 w4 3m/8 m/ 2

Figura 22 — Subintervalos em relacdo a x.

1="2050) + 4G5 + £ + 27 () + £G)): (3.108)

Sustituindo a Equacao (3.107) na Equacao (3.108)

o= g2 (F(O0) + 4G + FC + 25 + S5 (3.100)

Utilizando a Primeira Regra de Simpson em relacgao a y:

O comprimento dos subintervalos é dado por

T
h 1 = h 6

A Figura 23 mostra os quatros subintervalos do intervalo [0, 7].

Figura 23 — Subintervalo em relagédo a x.

A B
—0 o—
0 m/ 16 m/8 3m/16 /4

Calculando f(0) dada na Equagao 3.109:

£(0) = [ 4 sen(y)dy.

A Figura 24 mostra a regido delimitada f(0) dada na Equagao (3.109), definida no inte-
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0.6
0.4
0:2
a=0.29
-m/16 0 m/16 /8 3m/16 /4

Figura 24 — Subintervalos f(0).

grando de f(0) dada na Equagao (3.110) e os quatros subintervalos do intervalo [0, §].

3

F(0) = /0Z sen(0 +y)dy = I

L = 173%{86710 + 4(8671(116) + sen(?g)) + 2(86%(%)) + sen(%)}

I = 0,2928056485. (3.110)
Calculando f (g) dada na Equacgao (3.109):

0.8

0.6

0.4

0.2
a=0.54

-m/16 0 m/16 mw/8 3m/16 /4

Figura 25 — Subintervalos f(%)
A Figura 25 mostra a regido delimitada f(§) dada na Equagdo (3.109) definida no inte-
grando de I e os quatros subintervalos do intervalo [0, 7].

™

s i T
1) = [Tsen( +y)dy =1y
8 0 8
I, = 418{8677,(%) + 4(5677,(% + 116) + Sen(g + ?1)7(;))
T ow T T
2 2.0 Iz
+ sen(8 + 8)+sen(8 + 4)}

L = 0,5409263699. (3.111)

Calculando f (Z) dada na Equacao (3.109):
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1
0.8
0.6
0.4
0.2
a=0.71
-m/16 0 m/16 /8 3m/16 /4

Figura 26 — Subintervalos f (%)

A Figura 26 mostra a regido delimitada f(7) dada na Equagdo (3.109) definida no inte-

grando de I3 e os quatros subintervalos do intervalo [0, 7], obtemos

™

7 = [ sen(§ +y)dy = &

4 4
T T T m 3T
I; = @{sen(ll) + 4(5677,(1 + T6) + Sen(z + TG))
T T T
92 I,z Iz
+ sen(4 + 8)+sen(4 + 4)}
I, = 0,7069293237. (3.112)

Calculando f (3;) dada na Equacao (3.109):

1 /’\
0.8
0.6
04
0.2
a=0.77
-m/16 0 m/16 mw/8 3m/16 T/4

3
Figura 27 — Subintervalos f(g)

A Figura 27 mostra a regido delimitada pela f(2F) dada na Equagao (3.109) definida no
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integrando de I, e os quatros subintervalos do intervalo [0, §], obtemos

3 T 3
15 =(/smw—+ymyzh
8 0 8
3m 3m o 3m 3w
L = d(sen(L + T o, T
4 {sen( S ) + 4(sen( 8 + 16)+sen( gt 16))
3 ™
2 —
+2sen(— 3 4)~|—sen( L 4)}
I, = 0,7653086963. (3.113)
Calculando f (g) dada na Equacao (3.109):
1
0:8
0.6
0:4
0:2
a=0.71
-m/16 O m/16  m/8 3m/16 T/4

Figura 28 — Subintervalos f (g)

A Figura 26 mostra a regido delimitada pela f(7) dada na Equagao (3.109) definida no

integrando de I5 e os quatros subintervalos do intervalo [0, §], obtemos
T I T
15) = [ sen(G+y)dy = 1y
2 0 2
T T T 37 T T T 0w
Iy = 48{8672(2) + 4(sen(2 + E) + sen(§ + 1—6)) + 286”(5 + g) + sen(§ + Z)}
Iy = f(%) = 0, 7071767574 (3.114)

Substituindo as Equagoes (3.110), (3.111), (3.112), (3.113) e (3.114) na Equagao (3.109),

obtemos
I =1,00014288161. (3.115)

Desenvolvendo o problema acima analiticamente
T T
/5 /Z sen(x + y)dydzx.
v (3.116)
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Utilizando o método por substituicao teremos que:

u=z+vy — du = dy

T T T T
/2 /4 sen(u)dudr = /2 [— cos(x+y)] 4
o Jo 0 0
m m ™

/05[—008(90 + %) + cos(z)|dx — /0§ —cos(x + %)dm + /05 cos(z)dz.

Aplicando novamente a método por substituicao:

v=x+z = dv = dx

4
[— sen(x + y)] 05 + {sen(aﬁ)} 05 = =1 (3.117)

Observacao 3.7 Todos os cédlculos acima foram desenvolvidos manualmente, conside-
rando dez algarismos apds a virgula. Observando o resultado na Equacao (3.115) com o
da Equagao (3.117), observamos que o erro de integracdo niimerica é muito pequeno, ou

seja, se meu intevalo [a,b] tivesse mais subintervalos, melhor seria minha aproximacao.

Problema 3.17 Calcule a integral 1= [**(22 +5%)dydz utilizando a Segunda Regra de

Simpson, para m, = m, = 3.

Figura 29 — f(x,y)=(2? + 33).

Solugao 3.17 Utilizando a Equacao (2.32) para calcular a Segunda Regra Simpson em
relagdo a x, a figura 29 mostra a superficie da funcao f(x,y) definida no integrando de I.

Dessa forma temos que, os subintervalo em relagao 4 x sera dada por:

1-0 1
3 3
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A B
-@ : :
0 1/3 2/3 1

1
Figura 30 — Intevalo[a,b] subdividido em h = 3

A Figura 30 mostra os trés subintervalos do intervalo[0,1]:
2z 1
F(x) = / 2+ ytdy = / F(x)dx
T 0
31 1 2

Como temos uma integral delimitada por uma fungdo, logo o intervalo [a,b] assumird

valores diferentes e como consequéncia a distancia dos subintervalos tera valores distintos.

Calculando F(0) dada na Equacao (3.118):

0
F(O):/ 0 +yPdy = I, =0. (3.119)
0

1
Calculando F(g) dada na Equacgao (3.118):

A Figura 31 mostra os trés subintervalos do intervalo [3, 2]:

A B
1/3 479 5/9 2/3

1
Figura 31 — Intevalo[a,b] subdividido em h = g

2
1 2.1
F(=) = /372 3d
G = [PGr+ia
3
31 1 1 1 64 1125 1 8
o= 2ot 48t o] 48[+ o]+ =+ —
v goly Ty PG Tl PG Tl Tt
L ~ 0,0555555556. (3.120)
2
Calculando F (g) dada na Equacao (3.118):
4 2
3 3 2
h:T — h=—-.

A Figura 32 mostra os trés subintervalos do intervalo [2, 3]:



3.3, APLICACOES NA AREA CALCULO NUMERICO 59

A B
—0 - - o—
2/3 8/9 10/9 4/3

2
Figura 32 — Intevalo|a,b] subdividido em h = g

4
2 2,2
e W 3/4\2 3
FG) = [P +vdy
3

I — §2%+§+3[%+@]+3[%+L®3]+%+%
> 7 89'9 o7 9 ' 729 9 93! "9 " o7
1,037037037. (3.121)

o
Q

Calculando F(1) dada na Equagao (3.118):

21 1
h="" —= h=-
3 3

A Figura 33 mostra os trés subintervalos no intervalo [1,2]:

A B

-© : . o—
1 4/3 5/3 2

1
Figura 33 — Intevalo[a,b] subdividido em h = 3

FO) = [+t
125

31 64
I = —{2+3[1+ — 1+ ——
3 83{ + 3] +27]+3[ + 27]+9+}
I3

4, 2500000000. (3.122)

Q

Substituindo as Equagoes (3.119), (3.120), (3.121), (3.122) na Equagao (3.124), obtemos

I, = 0,9409722222. (3.123)

Problema 3.18 Desenvolvendo de forma analogo o mesmo Problema 3.17 com m, = 6

emy, =9.

Solugdao 3.18 Temos que
2x 1
F(x) = / ?+yidy = / F(x)dz. (3.124)
T 0

Usando a Equagao (2.33), teremos que a amplitude h serd dada por:

1-0
h=-—.
6

A Figura 34 mostra os seis subintervalos do intervalo [0, 1]:
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60

B

1

A
0 1/6 1/3 1/2 2/3 5/6

1
Figura 34 — Intevalo[a,b] subdividido em h = 6

1 1 1
(0) + 36 + 3F(§) + 2F(§) + 3F

Calculando F(0) dada na Equagao (3.125):

2

31
Ip=S2{F
T 86{ 3

)+3F@)+Fﬂﬂ

0
/02+y3dy = [y =0.
0

1
Calculando F (6)dada na Equagao (3.125):

il
/(15364‘?/ Y 1
1 1

3 6

9

1
h=—.
o4

1]:

—

A Figura 35 mostra os nove subintervalos do intervalo [%, 3

A B
_. ._
1/6 173

5/27 11/54 2/9 13/54 7/27 5/18 8/27 17/54

1
Figura 35 — Intevalo[a,b] subdividido em h = 7k

31 7

854 216

11, 12, 1
ke o[ — zZ

2 + G+ 3]
83 17

1
o7 )]+3[%+(5z

1 5., 1

J— N 37

36 (571 3055
5

)] +2[316 +(3)’1+3

+ 3

1 7
_*3[§é'+_<§?
0,0075231481.

+ ( + (
e
I

~
~

1
Calculando F (5) dada na Equacao (3.125):

F(3)

Sdy = 1
3 +y-ay 2

1
9
1
e

A Figura 36 mostra os nove subintervalos do intervalo [%, %]

h/ h:

\)

31 4

— 3= -
sartar PG+ (5
114 1
3=+ (=2)% +2[=
35+ (5)°] + 2
0,0842097241.

1 10 1 +(11
9 27

P14 35+ (

1

9

1, P 1ol
163

)]+ 3 5+ (3
57 )]

5

+ (5

)’] + 3

17
+

1
3
+ [9

9

Q

36
)’ +

73 JRS—
27) ]+27

13
54

+

T
108

13

11

(3.125)

(3.126)

)]

}
(3.127)

+ (2*7)3]

(3.128)
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A B
1/3 10/27 11/27 4/9 13/27 14/27 &5/9 16/27 17/27 2/3

1
Figura 36 — Intevalo[a,b] subdividido em h = 77

1
Calculando F(i) dada na Equacgao (3.125):

1 1] Sy — |
F(§> = /é4+y y=1I,
1-1 1
h - ‘4542 eSS h@: Ig.

1
A Figura 37 mostra os nove subintervalos do intervalo {, 1}:

A B
_. . . . . . . . . ._
1/2 5/9 11/18 2/3 13/18 7/9 5/6 8/9 17/18 1

1
Figura 37 — Intevalo [a,b] subdividido em h = TR

31 .3 1 5 1 11 1 2 1 13
L = -—{>+3 P+ 3=+ (=) +2[5 + ()] + 35 +(=)°
s = ol aly + Q1430+ (G20 + G+ 3l + (1)
1 7 1 5 1 83 1 17 5
3>+ ()] + 2[5 + ()] +3[5 + (5 3~ + (<)% +~
31+ ()20 + Q14305 + )+ 305 + (G + )
I3 =~ 0,3593750000. (3.129)
2
Calculando F<§) dada na Equacao (3.125):
2 54
FE) = / Z By =1
(3) : 9+y Yy =14
4 _ 2 )
h = 3—3 = h=_—.
9 27
. . . 2 4
A Figura 38 mostra os nove subintervalos do intervalo {3, 3}:
A B
_. ._

273 20/27 22/27 8/9 26/27 28/27 10/9 32/27 34/27 4/3

2
Figura 38 — Intevalo [a,b] subdividido em h = 77

32 20 .4 20 422 4 38 426
I, = 242 = AYNs 2203 L9t 4 (D)3 =403
1 = goniny T3lG + ()35 + (57 + 2 + ()71 +3[5 + ()
4 28, 4 10, 4 323 4 34, 76
= - 29[ = - = == = = =
+3[g + ()7 + 25 + ()71 430G + (55 ) +3[ + ()T + 57
I, ~ 1,0370370370. (3.130)
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5
Calculando F (6) dada na Equacao (3.125):

5 325

(5) = %%er?’dyzls)
5 _ 5 5
h = 2% — h=_—.
9 54

55
A Figura 39 mostra os nove subintervalos do intervalo {6’ 3}

A B
_. r r r r r r . r ‘_
5/6 25/27 55/54 10/9 65/54 35/27 25/18 40/27 85/54 5/3

Figura 39 — Intevalo [a,b] subdividido em h = 534

35 275 25 25 25 55 25 10 25 65
I = ——{=—=+3=+ (=) +3[= + (=) + 2= + (=) +3[== + (=)?
° 551216 T 3lag T (57) ] 3055 T (5p) T+ 2055 + ()T 8055+ (5]
25 35, 25 25, 25 40° 25 85, 25 5,
Is =~ 2,3871527778. (3.131)

Calculando F'(1) dada na Equacao (3.125):

2
F(1) = / 1+ yidy = I
1
2—-1 1
h = — = h=_.
9 9
A Figura 40 mostra os nove subintervalos do intervalo [1,2]:

A B
1 10/9 11/9 4/3 13/9 14/9 5/3 16/9 17/9 2

1
Figura 40 — Intevalo [a,b] subdividido em h = 9

T = D231+ () 801+ () 201+ ()] + 301 + ()
+3[1 + (194)3] +2[1+ (2)3] +3[1+ (196 )] +3[1+ (197)3] +9}

Is 4, 7500000000. (3.132)

Q

Substituindo as Equagoes (3.126), (3.127), (3.128), (3.129), (3.130), (3.131) e 3.132) na
Equagao (3.125), obtemos:

I, = 1,0010323788. (3.133)
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Desenvolvendo analiticamente [} [**(2? + y?)dyda:
/ / (2% + y*)dydx == / {y:ﬁ + = dx
1 15 4 (Teo. (1.4)) 1 115 4
/ [z + * |dx = / 933dx+/ T dw

0 4 0 o 4

334 1 15:135 1

—| + - I=1 3.134

[4 0 [ 20 llo ( )
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4 Resultados Obtidos e Conclusao

Entender a importancia da teoria de integral multipla como ferramenta na reso-
lugdo de problemas nas areas de conhecimento, e interpretar a modelagem matermatica
que envolvem intervalos, solidos e superficies, e que sdo casos mais gerais do que na teoria
de revolucao de uma regiao plana ou de uma curva plana em torno de uma reta ou um

eixo coordenado.

Utilizar o método mais geral para mudancga de varidveis em integrais multiplas,
mostrou que estd relacionado com a transformagao de coordenadas (correspondéncia) de
um plano xy para outro plano uv, definido no Jacobiano de x e y em relacdo a u e v; e
sua extensao de x, y, z em relagao a u, v, w. Sendo assim, usar o método integracao por

substituicao para facilitar a resolucdo dos problemas propostos.

No processo desenvolvimento do calculo numérico, pude observar que, quanto
maior o numero de reparticoes, ou seja, quanto maior o nimero de subintervalos num
intervalo [a,b], melhor sera os resultados obtidos, assim o resultante aproxima-se do valor
exato da integral. Além que, compreender a teoria do Célculo numérico como um método

de resolucao de integral e utizando os métodos necessarios para melhor a proximacao.

O célculo integral teve grandes contribuicoes para ciéncias, como uma ferramenta
matématica, para implementar novas formas de transposi¢oes de rios, de barragens mais

seguras € outros.

No decorrer do desenvolvimento do trabalho observamos que o calculo integral esta
no nosso dia a dia, por exempo, em um copo de dgua, em um parque de diversao, ao dirigir
um carro ou moto e outros. Logo, a teoria de integral pproporciona o conhecimento para
desenvolver os calculos de area, volume, probabilidade, centro de massa e outros. Outra
observagao foi para um prédio nao inclinar para um lado, temos que calcular o seu centro
de massa, e a partir da definicao de integral e das defini¢bes da fisica, o centro de massa

pode ser calculado.

O software GeoGebra foi importante, pois auxiliou em obter os graficos, que faci-

litram as andlises nas resolugoes de problemas.
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