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Resumo
Esta proposta de TCC propõe fazer um estudo de ferramentas matemáticas que definem
as integrais múltiplas de funções de duas e três variáveis e limites de somas de modo
análogo ao da integral definida de uma variável real. O objetivo deste trabalho consiste
em analisar e mostrar a importância da teoria da integral múltipla como ferrramenta
matemática na resolução de problemas nas áreas de conhecimento e obter suas soluções
analíticas, numéricas e analisar os resultados.

Palavras-chave: Integral dupla; Integral tripla; Ferramentas para resolução de proble-
mas; Solução analítica; Solução Numéricas.
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Introdução

A teoria do Cálculo diferencial e integral (Cálculo infinitesimal) vem contribuído
para a área da Matemática e também para diversas áreas do conhecimento como uma
ferramenta matemática na resolução de problemas (DOMINGUES, 2011).

Os primeiros registros de estudo a respeito do Cálculo datam de 1.800 a.C. com
as contribuições dos matemáticos, que nos séculos XVII e XVIII também eram físicos, fi-
lósofos e astrologos, como o matemático grego Arquimedes (287- 212 a.C.), o matemático
alemão Johann Kepler (1571–1630) e francês Pierre de Fermat (1601–1665). No século
XVII, O físico inglês Isaac Newton (1642–1727) e o matemático e filósofo Gottfried Wi-
lhelm Leibniz (1646 -1716) chegaram, independentemente1, as fórmulas para utilizar o
cálculo de maneira funcional, de modo serem considerados como os "criadores" do cálculo
pela importância e aplicabilidade dos seus trabalhos entre 1673 e 1676 (MELCHIORS;
SOARES, 2013).

Após a segunda metade do século, no estudo do cálculo aparecem a colaboração de
outros nomes, que trabalharam para aprimorar a ferramenta, como os dois irmãos italia-
nos Jacques Bernoulli (1654–1705) e Johann Bernoulli (1667–1748), o matemático francês
Guillaume François Antoine, Marquês de L’Hospital (1661–1704), o matemático italiano
Joseph Louis Lagrange (1736–1813), o matemático francês Jean Le Rond D’Alembert
(1717–1783), o francês Augustin Louis Cauchy (1789–1857), alemão Karl Theodor Wi-
lhelm Weierstrass (1815–1897), e o alemão Bernhard Riemann (1826- 1866) responsável
pela definição de integral, conhecida como “integral de Riemann” (MELCHIORS; SOA-
RES, 2013; NASCIMENTO et al., 2013).

Foram Newton e Leibniz que deram importância e aplicabilidade em seus trabalhos,
com intuito de desenvolver problemas na área da física e matemática como, calcular a
distância de um corpo percorrido num intervalo, determinar a acelaração e a velociade
desse corpo, determinar a área de figuras planas, calcular volumes de sólido e encontrar
a reta tangente a uma curva no intervalo.

No século XVII, os matemáticos costumavam utilizar limites para calcular a área
de figuras com contornos curvos. Newton e Leibniz mostraram que era possível obter o
mesmo resultado, usando a integração relacionando com as antiderivadas, cuja resultado
é denominado Teorema Fundamental do Cálculo. Este resultado do cálculo contribuiu
para o desenvolvimento de resolução de problemas em várias áreas do conhecimento,
como na Física-Matemática, Economia, Engenharia, Medicina, Química e Astronomia
1 Sendo que, alguns anos antes Newton tinha elaborado uma teoria análoga à de Leibniz (DOMINGUES,

2011).
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(NASCIMENTO et al., 2013).

Um dos principais conceitos fundamental do cálculo é a integral definida, é apli-
cado para determinar os volumes de sólidos, calcular a massa, o centro de massa e o
momento de inércia de um sólido. A noção de integral definida é dada pelo somatório da
divisão de infinitos retângulos, que juntos forma a região delimitada, ou seja ,cada vez
que essas medidas ficarem menores melhor será o resultado obtido (área, massa, centro
de massa, · · · ). Sua impotância tornando-se cada vez mais impactante, em que auxilia no
desenvolvimento de pesquisa nas áreas do conhecimento.

Outro conceito fundamental do cálculo é a integral por Substituição, em que é
um método que transcreve uma integral em uma outra integral que possa ser integrável,
facilitando a resolução de um problema de integração.

Logo, as ferramentas matemática são extramente importântes para desenvolvi-
mento nas áreas dos conhecimentos, pois ajudam na modelagem matemática e na análise
de cálculos. Por exemplo, na Física essas ferramentas auxiliam no cálculo de distância
percorrida por um objeto, e em localizar o centro de massa de um objeto a cada instante.
Já na Matemáica a integral vem facilitando no cálculo de área indefinida dada por uma
curva, no cálculo de comprimento de um arco e de volume. Na Engenharia, a integral
ajuda a obter o tempo exato em que um avião decola e sua distância pecorrida; o volume
de uma garrafinha de água; o volume de uma caixa-d’água, e outros (STEWART, 2007;
HALLIDAY, 2014; CHAVES, 2001).

Dessa forma, nas disciplinas de Cálculos (I, II e III), tivemos a oportunidade de
observar a dificuldade dos colegas (alunos) em entender a teoria de integral múltipla,
bem como, em aplicá-la, seja na forma implicíta ou explicita, na resolução de problemas
em várias áreas de conhecimento e em tecnologias para obter as soluções analíticas. Por
exemplo, nas áreas da física, engenharias, química, e outras. A interpretação da definição
de integral (indefinida ou definida) e o entendimento de como utilizar as regras (propri-
edades) de integração, está diretamente ligado no tipo de função no integrando (BUSS;
FLEMMING, 2006; STEWART, 2012).

Outro fato observado é na interpretação de texto da teoria de integral, que difi-
culta os desenvolvimentos de relacionar, interpretação e aplicar na prática de resolução
de problemas. Assim, sempre surgia as perguntas, como compreender e desenvolver os
métodos de integração múltipla? e como relacionar a teoria de calcular volume, área de
superfície, massa, momentos e centróides de regiões com duas variáveis ou três variáveis?

Por esse motivo, propomos a pesquisar sobre integração múltiplas como uma ferra-
menta matemática na resolução de problemas da área do cohecimento, buscando compre-
ender a importância dessa teoria como modelagem matemática, mostrando a importância
da teoria da integral múltipla como ferrramenta na resolução de problemas nas áreas de
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conhecimento e obter suas soluções analíticas, geométricas, numéricas e analisar os resul-
tados. Isto constitui a base desta proposta de trabalho, uma vez que a principal motivação
da pesquisa é explicitar como aplicar a integração múltipla para obter as soluções ana-
líticas, geométricas e numéricas em problemas nas áreas do conhecimento, observamos a
necessidade de entender a teoria de integral múltipla.

Esta pesquisa de TCC está distribuída na seguinte forma: no Capítulo 1 apresen-
tamos os Fundamentos Teóricos da Matemática em relação aos conceitos e propriedades
das integrais múltiplas, necessários no Capítulo 3. No Capítulo 2 apresentamos alguns
Fundamentos Teóricos de algumas áreas de conhecimento como: Física, Probablilidade
e Cálculo Numérico em relação aos conceitos e propriedades necessários para o entendi-
mento, quando aplicados na resolução de problemas. No Capítulo 3 apresentamos alguns
problemas das áreas de conhecimento, em que as integrais múltipla são aplicadas como
ferramentas nas resoluções analíticas. E no Capítulo 4 apresentamos os resultados obtidos.
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1 Fundamentos Teóricos - Matemática

Definição 1.1 Seja f uma função definida no intervalo [a,b] e seja P uma partição qual-
quer de [a,b]. A integral definida de f de a até b, denotada por (BUSS; FLEMMING,
2006)

b∫
a

f(x)dx,

é dada por:
b∫

a

f(x)dx = lim
máx∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi.

As definições abaixo, usamos as referências (LARSON et al., 2006; SWOKOWSKI,
1983; SIMMONS, 1996; LEITHOLD, 1994).

Definição 1.2 Seja f uma função definida numa região retangular fechada R. O número
L será o limite das samas da forma ∑n

i=1 f(ξi, γi)∆ix∆iy se L satisfazer a propriedade de
que para todo ϵ > 0 existe um δ > 0, tal que para toda partição ∆, para a qual ∥∆∥ < δ

e para todas possíveis seleções do ponto (ξi, γi) no i-ésimo retângulo i=1,2,3,...,n, temos

|
n∑

i=1
f(ξi, γi)∆ix∆iy − L |< ϵ.

Se tal número L existir, escrevemos

lim
∥∆∥→0

n∑
i=1

f(ξi, γi)∆ix∆iy = L.

Definição 1.3 Uma função f de duas variáveis será integrável numa região retangular
fechada R se f estiver definida em R e o número L (Definição 1.2) se existir. Esse número
L será chamado de integral dupla de f em R, e escrevemos

lim
∥∆∥→0

n∑
i=1

f(ξi, γi)∆ix∆iy =
∫∫
R

f(x, y)dA.

Teorema 1.1 Se uma função de duas variáveis for contínua numa região retangular fe-
chada R, então R será integrável em R.

Teorema 1.2 Seja f uma função de duas variáveis, contínua numa região fechada R, no
plano xy e f(x, y) ≥ 0 para todo (x,y) em R. Se V for a medida do volume de um sólido S
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tendo a região R como base e considerando uma altura cuja medida seja f(x,y) no ponto
(x,y) em R, então

V = lim
∥∆∥→0

n∑
i=1

f(ξi, γi)∆ix∆iy =
∫∫
R

f(x, y)dA.

Teorema 1.3 Se c for uma constante e a função f for integrável numa região fechada R,
então cf será integrável em R e∫∫

R

cf(x, y) dA = c
∫∫
R

f(x, y) dA.

Teorema 1.4 Se as funções f e g forem integráveis numa região fechada R, então a função
f+g será integrável em R, e teremos∫∫

R

[f(x, y) + g(x, y)] dA =
∫∫

R
f(x, y) dA +

∫∫
R

g(x, y) dA.

Proposição 1.1 (Iterando a Região D ⊆ R2) Sejam f, g : D ⊆ R2 funções contínuas
no retângulo compacto D e λ é uma constante real, então

1. Linearidade:
∫∫
D

[
f(x, y) + λg(x, y)

]
dA =

∫∫
D

f(x, y) dA + λ
∫∫

D g(x, y) dA.

2. Aditividade:
∫∫
D

f(x, y) dA =
∫∫
D1

f(x, y) dA +
∫∫
D2

f(x, y) dA, sendo D = D1 ∪ D2,
sendo D1 e D2 têm apenas pontos de fronteira em comum.

3. Valor médio: Existe ao menos um pontp P(a,b) no retângulo D tal que
∫∫

D f(x, y) dA =
f(a, b) A(D), onde A(D) é a área de região D.

Teorema 1.5 (Teorema de Fubini) Seja f:D ⊆ R2 ⇒ R {D=(x,y) ϵ R2: a ≤ x ≤ b e
c ≤ y ≤ d}. Então

∫∫
D

f(x, y)dxdy =
d∫

c

[ b∫
a

f(x, y)dx
]
dy =

b∫
a

[ d∫
c

f(x, y)dy
]
dx.

Definição 1.4 (Primitiva da Função) Uma função F(x) é chamada de uma primitiva
da função f(x) em um intervalo I (ou simplesmente uma primitiva de f(x)), se para todo
x ∈ I, temos F ′(x) = f(x).

Teorema 1.6 Seja f é contínua sobre [a,b] e se F é uma primitiva de f neste intervalo,
então

b∫
a

f(t)dt = F (b) − F (a).
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Definição 1.5 (Volume Regiões R3) Seja dv = dxdydz o diferencial. O cálculo do
volume na região limitada S ⊆ R3 é

V =
∫∫∫

S

dv

.

Definição 1.6 (Retângulo polar) Região delimitada pelas inequações

a2 ≤ x2 + y2 ≤ b2

e
tan(α)x ≤ y ≤ tan(β)x,

com b > a > 0 e π ≥ β ≥ α ≥ −π,

R∗ = {(r, θ) : a ≤ r ≤ b : α ≤ θ ≤ β}.

Teorema 1.7 Toda função contínua f : [a, b] → R é integrável.

Teorema 1.8 Toda função monótona f : [a, b] → R é integrável.

Teorema 1.9 (Mudança de variável) Sejam f : [a, b] → R contínua g : [c, d] → R
com derivada contínua e g([c, d]) ⊂ [a, b]. Então

g(d)∫
g(c)

f(x)dx =
d∫

c

f(g(t)).g′(t)dt.

Teorema 1.10 (Integração por parte) Se f.g : [a, b] → R têm derivadas contínuas
então.

b∫
a

f(x).g′(x)dx =
[
f.g

]b

a
−

b∫
a

f ′(x).g(x)dx.

Teorema 1.11 Seja g definida por

g(u, v)) = (x(u, v), y(u, v))

com x e y funções de classe C1 em A ⊂ R⊭. Seja B ⊂ A limitado e fechado, então

1. g é injetora em B.

2. O determinate Jacobiano da aplicação g é
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∂(x, y)
∂(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣
não se anula em B. Se f é integrável em g(B), então

∫∫
g(B)

f(x, y)dxdy =
∫∫
B

f(x(u, v), y(u, v))[∂(x, y)
∂(u, v) ]dudv.

Observação 1.1 Para as integrais triplas podemos definir para uma função f = f(x,y,z)
de três variáveis reais, e contínua em toda uma região em forma de paralelepípedo
Q = {(x, y, z) : a ≤ x ≤ y; c ≤ y ≤ d; m ≤ z ≤ n}, utilizando procedimentos aná-
logos apresentados para integrais duplas.

A seguir, apresentamos alguns problemas para exemplificar a importância da fer-
ramenta integral múltipla no desenvolvimento das resoluções e obtenções das soluções
analíticas.
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2 Fundamentos Teóricos - Áreas do Conhe-
cimento

Apresentamos alguns fundamentos teóricos importantes para resolver problemas
de algumas áreas do conhecimento como: Física, Probablilidade, Cálculo Numérico, em
relação aos conceitos e propriedades necessários para o entendimento, quando aplicados
na resolução de problemas no Capítulo 3.

2.1 Área da Física - Teoria Básica
A teoria em relação aos conceitos de massa e centro de massa, normalmente é apre-

sentada nas referências de Cálculo Diferencial e Integral de funções de duas e três variáveis
reais apresentadas nas referências Stewart (2013), Buss e Flemming (2007), Swokowski
(1983).

Nas Seções 2.1.1- 2.1.4 apresentamos notações simplificadas que só são possíveis
através do entendimento dos conceitos físicos, por exemplo, o centro de massa ou centro
de gravidade é o ponto de aplicação do peso de um corpo, ou seja, é “o ponto de equilíbrio
de um sistema”.

2.1.1 Massa e Centro de Massa de uma Lâmina no R2

Suponha uma lâmina colocada em uma região D ⊂ R2 com função densidade (em
unidades de massa por unidade de área) no ponto (x, y) em D é dada por δ(x, y) contínua
sobre D. Então, a massa total da lâmina é dada por:

m =
∫∫
D

δ(x, y) dA. (2.1)

As coordenadas do centro de massa1 de uma lâmina são denotadas por

xc.m. = My

m
e yc.m. = Mx

m
, (2.2)

onde m é a massa total da lâmina (Equação(2.1)), e Mx e My são os momentos de massa
em relação aos eixos x e y, definidos por

Mx =
∫∫
D

y δ(x, y) dA e My =
∫∫
D

x δ(x, y) dA. (2.3)

1 Por simplicidade, abreviamos o centro de massa por c.m.
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Definição 2.1 A função densidade de massa por área é dada por:

δ(x, y) = lim
∥∆Ak⇒0∥

∆mk

∆Ak

.

2.1.2 Massa e Centro de Massa de um Corpo no R3

As propriedades para as integrais triplas são análogas às integrais duplas, conforme
dadas na Seção(2.1.1).

A seguir, apresentamos as definições de massa total (m), de momentos de massa
em relação aos planos xy, yz, xz (Mxy, Myz, Mxz), e das coordenadas do centro de massa
(xC.M., yC.M., zC.M.) no R3, respectivamente,

m =
∫∫∫
D

δ(x, y, z)dxdydz, (2.4)

Mxy =
∫∫∫
D

zδ(x, y, z)dxdydz, (2.5)

Myz =
∫∫∫
D

xδ(x, y, z)dxdydz, (2.6)

Mxz =
∫∫∫
D

yδ(x, y, z)dxdydz, (2.7)

xC.M. = Myz

m
, (2.8)

yC.M. = Mxz

m
, (2.9)

zC.M. = Mxy

m
. (2.10)

Definição 2.2 A função densidade de massa por unidade de volume é dada por:

δ(x, y, z) = lim
∥∆Vk⇒0∥

∆mk

∆Vk

.

2.1.3 Momentos de Inércia no R2

Pelo conceito da Física sabemos que, o momento de inércia é definido por m r2,
em que, m é a massa da partícula, r é distância da partícula ao eixo de rotação, no qual
essa partícula está em movimento constante.

A seguir, apresentamos as definições dos momentos de inércia em torno dos eixos
x e y (Ix, Iy); e o momento de inércia em torno da origem (I0) no R2, respectivamente,

Ix =
∫∫
D

y2δ(x, y)dxdy; (2.11)
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Iy =
∫∫
D

x2δ(x, y)dxdy; (2.12)

I0 = Ix + Iy, (2.13)

onde usamos as Equações (2.11) e (2.12), obtendo

I0 =
∫∫
D

y2δ(x, y)dxdy +
∫∫
D

x2δ(x, y)dxdy

I0 =
∫∫
D

(y2 + x2)δ(x, y)dxdy. (2.14)

2.1.4 Momentos de Inércia no R3

As propriedades dos momentos de inércia no R3 são análogas aos dos momentos
de inércia no R2, conforme dadas Seção2.1.3.

A seguir, apresentamos as definições dos momentos de inércia em torno dos eixos
x, y, z (Ix, Iy,Iz), respectivamente,

Ix =
∫∫∫
D

(y2 + z2)δ(x, y, z)dxdydz; (2.15)

Iy =
∫∫∫
D

(x2 + z2)δ(x, y, z)dxdydz; (2.16)

Iz =
∫∫∫
D

(x2 + y2)δ(x, y, z)dxdy. (2.17)

Definição 2.3 (Momento de inércia) O momento de inércia de uma partícula de
massa m tem unidade de medida em kg − m2, em torno de um eixo cartesiano, e é
definido como sendo (m r)2, onde r é a distância entre a partícula e o eixo coordenado.

2.2 Área da Probabilidade - Teoria Básica

2.2.1 Função densidade conjunta

Considere as variáveis aleatórias X e Y. A função densidade conjunta de X e Y
é uma função f de duas variáveis tais que a probabilidade de que (X, Y ) esteja em uma
região D ⊂ R2, tal que (SCHWARZLANDER, 2011)

P [(X, Y ) ∈ D] =
∫∫
D

f(x, y) dA, (2.18)
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onde f(x, y) satisfaz as condições:

f(x, y) ≥ 0 e
∫∫
R2

f(x, y) dA = 1, (2.19)

e ∫∫
R2

f(x, y) dA =
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

f(x, y) dx dy. (2.20)

Suponha que X e Y sejam variáveis aleatórias com funções densidades fX e fY ,
respectivamente. Dizemos que X e Y são variáveis aleatórias independentes se a
função densidade conjunta for o produto das densidades individuais, ou seja,

f(x, y) = fX(x) fY (y). (2.21)

Se X e Y são variáveis aleatórias com função densidade conjunta f, definimos a
média de X e de Y, denominadas por valores esperados (médias) de X e Y, e definidas
por (SZÉKELY, 1986; SKOROKHOD; PROKHOROV; SECKLER, 2005)

µx =
∫∫
R2

x f(x, y) dA e µY

∫∫
R2

y f(x, y) dA. (2.22)

Definição 2.4 A função densidade de uma variável aleatória t com distribuição normal
(Gaussiana) é

f(t) = 1
σ

√
2π

e−(t−µ)2/(2σ2), (2.23)

em que µ é sua média e σ é seu desvio padrão (BUTKOV, 1988; JAYMES, 1974; PETROV,
1995).

Definição 2.5 Sejam X e Y variáveis aleatórias independentes bidimensional. As variá-
veis X e Y são independentes se, e somente se,

f(x, y) = fX(x).fY (y). (2.24)

Definição 2.6 Sejam X e Y duas variáveis aleatórias (discretas ou contínuas) com distri-
buição de probabilidade conjunta f(x, y) e distribuição de probabilidade marginais g(x) e
h(y), respectivamente. As variáveis aleatórias X e Y são independentes se, e somente se,

f(x, y) = gX(x).hY (y) ∀(X, Y ). (2.25)

Definição 2.7 A variável aleatória contínua X segue uma distribuição Exponencial, de-
notada por X ∼ exp(λ), se a sua função densidade probabilidade é

f(x) = λe−λx, x > 0 com λ > 0. (2.26)
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2.3 Área no Cálculo Numérico - Teoria Básica
Integração númerica surgiu da necessidade de resolver integrais definidas impossí-

vel de ser calculada.

Com isso, quando a forma analítica da antiderivada for difícil obtenção ou se forem
conhecidos somente valores discretos de f, se faz necessário o uso de métodos numéricos
para avaliar a integral de f. Os métodos numéricos consistem em aproximar a função f
por um polinômio interpolador e determinar analiticamente a integral desse polinômio no
intervalo [a,b]. A seguir, definimos alguns tipos de integração numéricas.

2.3.1 Fórmulas de Newton-Cotes

Nas fórmulas fechadas de Newton-Cotes, f(x) é interpolada por um polinômio no
intervalo [a,b] igualmente espaçados, tendo h como a distância dos subintervalos. Divi-
dindo o intervalo [a,b] em subintervalos (FRANCO, 2006)

b∫
a

f(x)dx =
xn∫

x0

f(x)dx ≃ A0f(x0) + A1f(x1) + ... + Anf(xn) =
n∑

i=0
Aif(xi). (2.27)

A suas principais fórmulas Newton-Cotes são as Regras dos Trapézios e de Simpson.

2.3.2 Regra do Trapézio Simples e Repetida

• Regra do Trapézio Simples: tem a idéia de, aproximação de uma função f(x) por
um polinômio p(x) de grau 1 no intervalo [a,b], onde x0 = a e x1 = b, e usando
a fórmula Lagrange para P1(x), então a fórmula da Regra do Trapézio é dada por
(BARROSO et al., 1987)

b∫
a

f(x)dx ≈ h

2 (f(x0) + f(x1)),

onde h = x1 − x0.

• Estimativa para o Erro da Regra do Trapézio:

E1 = −f 2(x)
12 h3, a < x < b. (2.28)

• Regra do Trapézio Repetida: Subdividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos em es-
paçamento igual, logo, aplicamos a regra dos trapézios em cada subintervalo (BAR-
ROSO et al., 1987):

b∫
a

f(x)dx ≈ h

2 (f(x0) + 2
n−1∑
i=1

f(xi) + f(xn)),

onde h = xn − x0

n
, e n é o número de subintervalos.
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• Estimativa para o Erro da Regra do Trapézio Repatida:

E1 = −(xn − x0)3f 2(x)
12n2 , a < x < b. (2.29)

2.3.3 Primeira Regra do Simpson Simples e Composta

• Primeira Regra do Simpson Simples: Considerando que f(x) se aproxima-se por um
polinómio P2(x) de ordem 2. O valor númerico da integral Segundo Regra 1

3 de
Simpson será dada por (BARROSO et al., 1987),(CUNHA; CASTRO, 2010):

b∫
a

f(x)dx ≈ h

3 (f(x0) + 4f(x1) + f(x2)),

onde h = x2 − x0.

• Estimativa para o erro da Primeira Regra de Simpson Simples:

E3 = −h5

90 f 4(x), a < x < b. (2.30)

• Primeira Regra do Simpson Composta: Realizando o mesmo processo da Regra do
Trapézio e aplicando 1

3 na Primeira Regra de Simpson, obtemos o valor numérico
da integral

b∫
a

f(x)dx ≈ h

3 (f(x0) + 2
m
2 −1∑
i=1

f(x2i) + 4
m
2∑

i=1
f(x2i−1) + f(xm)),

onde h = xm − x0

m
, e m é o número de subintervalos.

• Estimativa para o Erro da Primeira Regra de Simpson Composta:

E4 = −(b − a)5

180n4 f 4(x), a < x < b. (2.31)

2.3.4 Segunda Regra de Simpson Simples e Composta

De modo análago, a Segunda Regra de Simpson é obtida por uma aproximação da
função f(x) por um polinômio interpolador P3(x) de ordem 3 (BARROSO et al., 1987),
(FRANCO, 2006):

• Segunda Regra de Simpson Simples:∫ b

a
f(x)dx ≈ 3h

8 (f(x0) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(xn)),

onde h = xm − x0

3 .
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• Estimativa para o Erro da Segunda Regra de Simpson Simples:

E5 = −3h5

80 f 4(x), a < x < b. (2.32)

• Segunda Regra do Simpson Composta:

b∫
a

f(x)dx = 3h

8 (f(x0) + 3f(x1) + 3f(x2) + 2f(x3) + ... +

+ 2f(xm−3) + 3f(xm−2) + 3f(xm−1) + f(xm)), (2.33)

onde, h = xm − x0

m
, com m múltiplo de 3.

• Estimativa para o Erro da Segunda Regra de Simpson Composta:

E6 = −(b − a)5

80m4 f 4(x), a < x < b. (2.34)

No Cap. 3 apresentamos alguns problemas, onde as integrais múltiplas são ferramentas
necessárias para obter suas soluções.
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3 Aplicações da Integral Múltipla na Reso-
lução de Alguns Problemas nas Áreas do
Conhecimento

Neste capítulo, apresentamos alguns problemas que mostram a importância da
ferramenta integral múltipla no desenvolvimento das resoluções para obter as soluções
analíticas dos problemas em algumas áreas do conhecimento como Física, Probabilidade
e Cálculo numérico.

3.1 Aplicações na Área da Física
Nesta Seção apresentamos alguns problemas da área da física, em que as teorias

das integrais múltiplas são necessárias, para obter as soluções.

Problema 3.1 Seja uma lâmina triangular com vértices nos pontos (0,0), (1,0) e (0,2)
no plano xy que descreve a região D, como mostra a Figura 1, e a função densidade é
ρ(x, y) = 1+3x+y. Obtenha as coordenadas do centro de massa dessa lâmina triangular,
e mostre sua posição no interior da lâmina (SWOKOWSKI, 1983).

Solução 3.1 Iteração da Região D (lâmina triangular): Seja f(x) = ax+b a função
que descreve o segmento de reta que liga os pontos (1,0) e (0,2) na lâmina triangular

Para o ponto (1,0) =⇒ f(1) = a + b =⇒ 0 = a + b.

Para o ponto (0,2) =⇒ f(0) = b =⇒ 2 = b =⇒ a = −2
=⇒ f(x) = −2x + 2. (3.1)

Região D:

Da Equação (3.1), observamos as limitações dadas pelas retas x = 0, y = 0 e y = -2x+2,
como mostra a Figura 1, e expressamos algebricamente por

D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ −2x + 2}. (3.2)

Massa total da lâmina:
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Figura 1 – Lâmina triangular.

Usando a Equação (2.1) e ρ(x, y) = 1 + 3x + y, obtemos

m =
∫∫
D

ρ(x, y) dA =
∫∫
D

[1 + 3x + y] dA
Eq. (3.2)︷︸︸︷=

1∫
0

−2x+2∫
0

[1 + 3x + y] dy dx

m =
1∫

0

[
y + 3xy + y2

2

]−2x+2

0
dx

T.F.C.︷︸︸︷=
1∫

0

[4 − 4x2] dx

=
[
4x − 4x3

3

]1

0

T.F.C.︷︸︸︷= =⇒ m = 8
3 u.m.. (3.3)

Observação: T.F.C. é a abreviação do Teorema Fundamental do Cálculo, dado no Teo-
rema 1.6.

Momentos em relação ao eixos: Usando a Equação (2.3) e ρ(x, y) = 1 + 3x + y,
obtemos:

Mx =
∫∫
D

y ρ(x, y) dA =
∫∫
D

y [1 + 3x + y] dA =
1∫

0

−2x+2)∫
0

[y + 3xy + y2] dy dx

=
1∫

0

[
y2

2 + 3x
y2

2 + y3

3

]−2x+2

0
dx

T.F.C.︷︸︸︷=
1∫

0

[(−2x + 2)2

2 + 3x
(−2x + 2)2

2 + (−2x + 2)3

3

]
dx

=
1∫

0

[14
3 − 6x − 2x2 + 10

3 x3
]

dx

=
[14x

3 − 3x2 − 2x2

3 + 5x4

6

]1

0
T.F.C.︷︸︸︷=

[14
3 − 3 − 2

3 + 5
6

]
= 28 − 18 − 4 + 5

6
Mx = 11

6 u.m.. (3.4)
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My =
∫∫
D

x ρ(x, y) dA =
∫∫
D

x [1 + 3x + y] dA =
1∫

0

−2x+2)∫
0

[x + 3x2 + yx] dy dx

=
1∫

0

[
x

y2

2 + 3x2y + yx
]−2x+2

0
dx

T.F.C.︷︸︸︷=
1∫

0

[
2x + 4x2 − 6x3 + x

(2 − 2x)2

2

]
dx

=
1∫

0

[
4x − 4x3

]
dx =

[
2x2 − x4

]1

0

My = 1 u.m.. (3.5)

Coordenadas do centro de massa: usando as Equações (3.3), (3.4) e (3.5) na Equa-
ção (2.2), obtemos

xc.m. = My

m
= 3

8 e yc.m. = Mx

m
= 11

16 . (3.6)

Da Equação (3.6), otemos as coordenadas do centro de massa da lâmina triangular, loca-
lizado no ponto

(3
8 ,

11
16

)
, como mostra a Figura 2.

Figura 2 – Lâmina triangular e o centro de massa.

Observação 3.1 O Problema 3.1 pode ser calculado em R3 para um sólido (um pa-
ralelepípedo), pois a integral tripla tem propriedades análogas às das integrais duplas,
podemos usar o Teorema de Fubini para Integrais Triplas (Teo.1.5) e fazer as iterações
sobre o paralelepípedo em regiões elementares no R3, sendo de três tipos I, II e III, ou
seja, analogamente às integrais duplas (SIMMONS, 1996; LARSON et al., 2006).

Problema 3.2 Calcule o centro de massa da região R de um semicírculo de raio a, sendo
a densidade superficial no ponto P(x,y) proporcional à distância de P(x, y) até o centro
do semicírculo. A Figura 3 mostra a região R do semicírculo.
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Figura 3 – Semicírculo de raio r.

Solução 3.2 Sabemos da teoria de coordenadas polares que a circunferência é dada por
x2 + y2 = r2 e a distância da origem do plano cartesiano até um ponto P(x,y) da cir-
cunferência é dado por r =

√
x2 + y2, que normalmente, é denominada por raio da

circunferência.

A função que descreve a região R do semicírculo de raio a, mostrado na Figura 3,
é dada por

f(x, y) =
√

x2 + y2. (3.7)

Massa Total da Região R: Sabemos que a densidade superficial no ponto P(x,y) pro-
porcional à distância de P(x, y) até o centro do semicírculo, então

m =
∫∫
R

k f(x, y) dA, (3.8)

onde k é a constante de proporcionalidade.

Iterando a região R do semicírculo em coordenadas polares, obtemos

x = r cos(θ) =⇒ x = x(r, θ) (3.9)
y = r sen(θ) =⇒ y = y(r, θ) (3.10)

0 ≤ r ≤ a e 0 ≤ θ ≤ π =⇒ R. (3.11)

Usando as Equações (3.9) e (3.10) na Equação (3.8):

m = k
∫∫
R

f(r cos(θ), rsen(θ))
∣∣∣∣∂(x, y)
∂(r, θ)

∣∣∣∣ dr dθ, (3.12)

onde
∣∣∣∣∂(x, y)
∂(r, θ)

∣∣∣∣ :=
∣∣∣∣∣∣

∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣∣ é o determinante Jacobiano de x e y em relação a r e θ. Agora
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vamos substituir a Equação(3.7) na Equação(3.12), obtendo

m = k
∫∫
R

√√√√r2[cos2(θ) + sen2(θ)︸ ︷︷ ︸
=1

]
∣∣∣∣∣∣cos(θ) −r sen(θ)
sen(θ) r cos(θ)

∣∣∣∣∣∣ dr dθ

= k
∫∫
R

r {r cos2(θ) − [−r sen2(θ)]} dr dθ

= k
∫∫
R

r{r[
=1︷ ︸︸ ︷

cos2(θ) + sen2(θ)]} dr dθ = k
∫∫
R

r{r}dr dθ

= k
∫∫
R

r2dr dθ
Eq.(3.11)︷ ︸︸ ︷=⇒ m = k

π∫
0

a∫
0

r2dr dθ

= k

π∫
0

r3

3

∣∣∣∣a
0

dθ
T.F.C.︷ ︸︸ ︷=⇒ m = k

π∫
0

a3

3 dθ

= k
a3

3 θ
∣∣∣∣π
0

T.F.C.︷ ︸︸ ︷=⇒ m = k π a3

3 u.m.1, (3.13)

onde k é a constante de proporcionalidade e a é o raio do semicírculo da região R.

Momento da massa em relação ao eixo x:

Mx =
∫∫
R

y
√

x2 + y2dA. (3.14)

Substituindo as Equações (3.9) e (3.10) na Equação (3.14) :

Mx = k
∫∫
R

rsen(θ)
√

r2cos2(θ) + r2sen2(θ)
∣∣∣∣∣∣cos(θ) −r sen(θ)
sen(θ) r cos(θ)

∣∣∣∣∣∣ dr dθ

= k

π∫
0

∫ a

0
r3sen(θ)drdθ

T.F.C.︷ ︸︸ ︷=⇒ Mx = k

π∫
0

sen(θ)
[
r4

4

]a

0
dθ

= k

π∫
0

a4

4 sen(θ)dθ
T eo. (1.3)︷ ︸︸ ︷=⇒ Mx = k

a4

4

π∫
0

sen(θ)dθ

= ka4

4

[
− cos(θ)

]π

0
=⇒ Mx = ka4

2 u.m.. (3.15)

Momento da massa em relação ao eixo y:

My = k
∫∫
R

rcos(θ)
√

r2cos2(θ) + r2sen2(θ)
∣∣∣∣∣∣cos(θ) −r sen(θ)
sen(θ) r cos(θ)

∣∣∣∣∣∣ dr dθ

= k

π∫
0

a∫
0

r3cos(θ)drdθ
T.F.C.︷ ︸︸ ︷=⇒ My = k

π∫
0

cos(θ)
[
r4

4

]a

0
dθ

= k

π∫
0

a4

4 cos(θ)dθ
T eo.(1.3)︷ ︸︸ ︷=⇒ My = k

a4

4

π∫
0

cos(θ)dθ

My = ka4

4

[
sen(θ)

]π

0
=⇒ My = 0. (3.16)
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Coordenadas do centro de massa:

Substuindo as Equações (3.15) e (3.16) na Equação (2.2):

xc.m. = My

m
=⇒ xc.m. = 0.

yc.m. = Mx

m
=⇒ yc.m. =

(
ka4

2

)
(

ka3π

3

) =⇒ yc.m. = 3a

2π
.

Logo, o centro de massa é dado em coordenadas
(

0,
3a

2π

)
.

Problema 3.3 Determine o centro de massa de um sólido com densidade constante que
é limitado pelo cilindro parabólico x = y2 e pelos planos x = z, z = 0 e x = 1 (VALLE, ).

Figura 4 – Cilindro Parabólico.

Figura 5 – Parábola.

Solução 3.3 Pela Figura 4 e 5, obtemos os seguintes intervalos:

D =


y2 ≤ x ≤ 1
−1 ≤ y ≤ 1
0 ≤ z ≤ x.

Pela Definição 2.2 temos que, a densidade de massa é dada por :

δ(x, y, z) = lim
∥∆Vk⇒0∥

∆mk

∆Vk

.



3.1. APLICAÇÕES NA ÁREA DA FÍSICA 28

Como a densidade é constante, logo o centro de massa do objeto será definido como cen-
tróido, ou seja, temos um sólido homogêneo. Dado P uma constante de desidade qualquer,
temos que a função densidade é definida por

δ(x, y, z) = P. (3.17)

Substituindo a Equação (3.17) na Equação (2.7), calculamos a massa

m =
∫∫∫
D

δ(x, y, z)dV =⇒ m =
∫∫∫
D

Pdz dxdy

= P

1∫
−1

1∫
y2

x∫
0

dzdxdy
T eo.(1.3)︷ ︸︸ ︷=⇒ m = P

1∫
−1

1∫
y2

[
z

]x

0
dx

= P

1∫
−1

1∫
y2

xdxdy
T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ m = P

1∫
−1

[
x2

2

]1

y2
dy

= P

1∫
−1

[1
2 − y4

2

]
dy

T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ m = P

1∫
−1

1
2

[
1 − y4

]
dy

= P

2

1∫
−1

[
1 − y4

]
dy

T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ m = P

2

[
y − y5

5

]1

−1

m = 4P

5 u.m.. (3.18)

Usamos a Equação (2.7) para calcular os momentos de massa em relação aos planos x,y
e z.

Momento de massa em relação aos planos x e y:

Mxy =
∫∫∫
D

zδ(x, y, z)dV =⇒ Mxy = P

1∫
−1

1∫
y2

x∫
0

z dzdxdy

= P

1∫
−1

1∫
y2

[
z2

2

]x

0
dxdy

T.F.C.︷ ︸︸ ︷=⇒ Mxy = P

1∫
−1

1∫
y2

x2

2 dxdy

= P

2

1∫
−1

1∫
y2

x2dxdy
T.F.C.︷ ︸︸ ︷=⇒ Mxy = P

2

1∫
−1

[
x3

3

]1

y2
dy

= P

2

1∫
−1

[1
3 − y6

3

]
dy

T.F.C.︷ ︸︸ ︷=⇒ Mxy = P

2
1
3

1∫
−1

1 − y6dy

= P

6

[
y − y7

7

]1

−1

Mxy = 2p

7 . (3.19)
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Momento de massa em relação aos planos y e z:

Myz =
∫∫∫
D

xPdV
T eo.1.3︷ ︸︸ ︷=⇒ Myz = P

1∫
−1

1∫
y2

x∫
0

xdzdxdy

= P

1∫
−1

1∫
y2

[
xz

]x

0
dxdy

T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ Myz = P

1∫
−1

1∫
y2

x2dxdy

= P

1∫
−1

[
x3

3

]1

y2
dy

T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ = P

1∫
−1

[1
3 − y6

3

]
dy

= P

3

1∫
−1

[1 − y6]dy
T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ Myz = P

3

[
y − y7

7

]1

−1

Myz = 4P

7 . (3.20)

Momento de massa em relação aos planos x e z:

Mxz =
∫∫∫
D

yδ(x, y, z)dV =⇒ Mxz = P

1∫
−1

1∫
y2

x∫
0

y dzdxdy

= P

1∫
−1

1∫
y2

[
yz

]x

0
dxdy

T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ Mxz =
1∫

−1

1∫
y2

yx dxdy

= P

1∫
−1

[
y

x2

2

]1

y2
dy

T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ Mxz = P

2

1∫
−1

y[1 − y4] dy

= P

2

[
y2

2 − −y6

6

]1

−1

T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒

Mxz = 0. (3.21)

Coordenadas do Centro de Massa:

O centro de massa é denotadas por C = (xC.M., yC.M., zC.M.), e são obtidas usando as
Equações (2.4) e (2.8). Então, substituindo as Equações (3.18), (3.19), (3.20) e (3.21) na
Equação (2.8), obtemos

xC.M. = Myz

m
=

(4P

7

)
(4P

5

) =⇒ xC = 5
7 .

yC.M. = Mxz

m
=⇒ yC = 0.

zC.M. = Mxy

m
=

2P

7
4P

5

=⇒ zC = 5
14 .

Portanto, o cetro de massa é dada pelas coordenadas
(5

7 , 0,
5
14

)
.
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Observação 3.2 Analizando os problemas 3.1, 3.2 e 3.3, observa-se, que o centro de
massa é dado por um ponto qualquer, onde a massa total está concentrada, em que, a
desidade de massa não será a mesma, podendo atribuir vários valores, podemos encontrar
o centro de massa em vários objetos como por exemplo, bicicleta, o prórpio corpo humano,
uma mesa, edifícios e outros. Dessa forma, a integral múltipla entra como grande aliado
no cálculo de centro de massa e a massa total do objeto, auxiliando os engenheiros com
grandes estruturas como: edifícil, navios, toboágua e outros.

Problema 3.4 Determine os momentos de inércia Ix,Iy e I0 do disco homogêneo D com
densidade ρ(x, y) = ρ, centro na origem e raio a (STEWART, 2013).

Solução 3.4 Dado uma região D delimitado por um círculo, sabemos que, a equação do
cículo com origem no centro (0,0) e raio a como mostra a Figura 6, e é denotado por:

x2 + y2 = a2.

Passando para coordenadas polares:

Figura 6 – Círculo de raio a.


x = r cos θ

y = r sen θ

0 < r < a e 0 ≤ θ ≤ 2π.

(3.22)

Pela Figura 7, obtemos os seguintes intervalos:

D =
 0 ≤ r ≤ a

0 ≤ θ ≤ 2π.

Utilizando a Equação (2.11) para calcular o momento de inércia em relação aos eixos x e
y:

Ix =
∫∫
D

y2 P (x, y) dxdy (3.23)

Iy =
∫∫
D

x2 P (x, y) dxdy. (3.24)
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Figura 7 – Círculo trigonométrico.

Substituindo a Equação (3.22) na Equação (3.23), obtemos

Ix =
∫∫
D

(r2 cos2θ) P (r cosθ, r senθ)
∣∣∣∣∂(x, y)
∂(r, θ)

∣∣∣∣ drdθ (3.25)

Iy =
∫∫
D

(r2sen2θ) P (r cosθ, r senθ)
∣∣∣∣∂(x, y)
∂(r, θ)

∣∣∣∣ drdθ. (3.26)

Momento de inércia em torno do eixo x:

Ix =
∫∫
D

(r senθ)2 P (r cosθ, r senθ)
∣∣∣∣∂(x, y)
∂(r, θ)

∣∣∣∣ drdθ

= P

2π∫
0

a∫
0

(rsenθ)2

∣∣∣∣∣∣cos(θ) −r sen(θ)
sen(θ) r cos(θ)

∣∣∣∣∣∣ drdθ

= P

2π∫
0

∫ a

0
r2(sen2θ) r drdθ

= P

2π∫
0

a∫
0

r3(sen2θ) drdθ

= P

2π∫
0

(sen2θ)
[
r4

4

]a

0
dθ

Ix = P

2π∫
0

a4

4 (sen2θ) dθ.



3.1. APLICAÇÕES NA ÁREA DA FÍSICA 32

Usando a relação fundamental da trigonometria, (2sen2θ) = 1 − cos(2θ):

Ix = P

2π∫
0

a4

4
2
2(sen2θ)dθ

T eo.(1.3)︷ ︸︸ ︷=⇒ Ix = P
a4

4
1
2

2π∫
0

(1 − cos(2θ))dθ

Ix = P
a4

8

2π∫
0

(1 − cos(2θ))dθ
T eo(1.4)︷ ︸︸ ︷=⇒ Ix = P

a4

8

[ m︷ ︸︸ ︷
2π∫
0

1dθ] + [

n︷ ︸︸ ︷
2π∫
0

−cos(2θ)dθ]
]

Ix = P
a4

8 [m + n]. (3.27)

Calculando m e n da Equação (3.27):

m =
2π∫
0

1dθ
T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ m =

[
θ

]2π

0
=⇒ m = 2π (3.28)

n =
2π∫
0

−cos(2θ)dθ =

u
4π∫

0

−cos(u)1
2du =

[
− 1

2sen(2θ)
]2π

0

T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ n = 0 (3.29)

Substituindo as Equações (3.28) e (3.29) na Equação (3.27), obtemos

Ix = Pa4

8

[
2π + 0

]
=⇒ Ix = Pa4π

4 . (3.30)

Momento de inércia em torno do eixo y:

Iy =
∫∫
D

(rcosθ)2P (rcosθ, rsenθ)
∣∣∣∣∂(x, y)
∂(r, θ)

∣∣∣∣ drdθ

Iy = P

2π∫
0

∫ a

0
(rcosθ)2

∣∣∣∣∣∣cos(θ) −r sen(θ)
sen(θ) r cos(θ)

∣∣∣∣∣∣ dr dθ

Iy = P

2π∫
0

∫ a

0
(rcosθ)2.r drdθ

T eo.(1.3)︷ ︸︸ ︷=⇒ Iy = P
∫ 2π

0

a∫
0

r3(cos2θ) drdθ

Iy = P
∫ 2π

0
(cos2θ)

[
r4

4

]a

0
dθ

(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ Iy = P

2π∫
0

a4

4 (cos2θ) dθ

Pela relação trigonometrica (2cos2θ) = 1 + cos(2θ), temos que:

Iy = P

2π∫
0

a4

4
2
2(cos2θ) dθ

T eo.(1.3)︷ ︸︸ ︷=⇒ Ix = P
a4

4
1
2

2π∫
0

(1 + cos(2θ)) dθ

Iy = P
a4

8

2π∫
0

(1 + cos(2θ)) dθ
T eo(1.4)︷ ︸︸ ︷=⇒ Iy = P

a4

8

[[ m1︷ ︸︸ ︷
2π∫
0

1dθ +

n1︷ ︸︸ ︷
2π∫
0

cos(2θ) dθ
]

Iy = P
a4

8 [m1 + n1]. (3.31)
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Calculando os valores de m1 e m2 da Equação (3.31):

m1 =
2π∫
0

1dθ
T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ m1 =

[
θ

]∣∣∣∣2π

0
=⇒ m1 = 2π (3.32)

n1 =
2π∫
0

cos(2θ)dθ (utilizando o método por substituição)

n1 =
2π∫
0

cos(u)1
2du

T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ n1 =
[
sen(2θ)1

2

]2π

0
=⇒ n1 = 0 (3.33)

Substituindo as Equações (3.32) e (3.33) na Equação (3.31), obtemos

Iy = Pa4

8

[
2π + 0

]
=⇒ Iy = Pa4π

4 . (3.34)

Calculando I0 (substituindo as Equações (3.30) e (3.34) na Equação(2.14))

I0 = Ix + Iy =⇒ I0 = ka4π

4 + ka4π

4 =⇒ I0 = ka4π

2 . (3.35)

Observação 3.3 Observando o problema 3.4 nota-se, pela simetria do disco e a densidade
ainda ser constante temos que, o momento de inércia em torno do eixo x e o momento de
enércia em torno do eixo y são equivalentes.

Problema 3.5 Suponha que o sólido tenha densidade constante k. Encontre os momentos
de inércia para um cubo com comprimento de lado L se um vértice está localizado na
origem e três arestas estão nos eixos coordenados

Figura 8 – Cubo.

Solução 3.5 Pela Figura 8, temos os seguintes intervalos:

E =


0 ≤ x ≤ L

0 ≤ y ≤ L

0 ≤ z ≤ L

.
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Usando as Equações (2.15) para calcular o momento de inércia:
Ix =

∫∫∫
E

(y2 + z2)δ(x, y, z) dxdydz

Iy =
∫∫∫
E

(x2 + z2)δ(x, y, z) dxdydz

Iz =
∫∫∫
E

(y2 + x2)δ(x, y, z) dxdydz

(3.36)

Sabemos que a função densidade é constante, então definimos por

δ(x, y, z) = k (3.37)

Substituindo a Equação (3.37) na Equação (3.36), obtemos

Ix =
L∫

0

L∫
0

L∫
0

k(y2 + z2) dxdydz
T eo.(1.3)︷ ︸︸ ︷=⇒ Ix = k

L∫
0

L∫
0

L∫
0

(y2 + z2)dxdydz

Ix = k

L∫
0

L∫
0

(y2L + z2L) dydz
(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ Ix = k

L∫
0

[
y3

3 L + Lz2
]L

0
dydz

Ix =
L∫

0

L3

3 L + Lz2Ldz
(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ Ix = kL

[
L3

3 z + L
z3

3

]L

0

Ix = kL
[
L3

3 L + L
L3

3

]
=⇒ Ix = 2

3kL5. (3.38)

Analisando a Figura 8 notamos que os planos, xy, xz e yz tem a mesma medida, logo
podemos dizer que são simétricos, e teremos:

Ix = Iy = Iz = 2
3kL5,

que são as coordenadas do momento de inércia do cubo de comprimento de lado L, e um
vértice localizado na origem e as três arestas localizadas nos eixos coordenados.

3.2 Aplicações na Área Probabilidade
A seguir mostraremos aplicações das intergrais múltiplas na área da probalidade.

Problema 3.6 Uma fábrica produz rolamentos de forma cilíndrica tais que

• O diâmetro X tem distribuição normal com média 4,0 cm e desvio padrão 0, 01 cm;

• O comprimento Y tem distribuição normal com média 6,0 cm e desvio padrão 0, 01
cm.

Supondo que X e Y sejam independentes. Determine a probabilidade de um rolamento
escolhido aleatoriamente da linha de produção ter comprimento ou diâmetro que difiram
dos valores médios em mais que 0, 02 cm (ARFKEN, 2006).
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Solução 3.6 A probabilidade que ambos X e Y difiram de seus valores médios por menos
de 0, 02 cm, e das Equações (2.20) e (2.23). Para resolver a integral por métodos numéricos,
felizmente podemos recorrer ao uso de tabelas onde a integral da distribuição normal
padrão de média nula e desvio padrão 1 para diferentes valores encontra-se tabulada.
Assim,

P [3, 98 ≤ X ≤ 4, 02 ; 5, 98 ≤ Y ≤ 6, 02] =
4,02∫

3,98

6,02∫
5,98

f(x, y) dy dx

= 1
(0, 01)

√
2π

1
(0, 01)

√
2π

4,02∫
3,98

6,02∫
5,98

e−(x−4)2/2(0,01)2
e−(y−6)2/2(0,01)2

dy dx

= 1
[(0, 01)

√
2π]2

4,02∫
3,98

6,02∫
5,98

e−5000 [(x−4)2+(y−6)2] dy dx

= 5000
π

4,02∫
3,98

6,02∫
5,98

e−5000 [(x−4)2+(y−6)2] dy dx

≈ (0.9544997)(0.9544997) (numericamente)
≈ 0, 91106967730009 ≈ 0, 91. (3.39)

A Equação (3.39) mostra o resultado obtido numericamente, calculadas no R Commander
que Run any R code online, no site https : //rdrr.io/snippets/, que calculamos as duas
probabilidades P [5, 98 ≤ Y ≤ 6, 02] e P [3, 98 ≤ X ≤ 4, 02], usando os comandos da
programação R com o código (scripts R externos), respectivamente:

• Start the code-block: https : //rdrr.io/snippets/

• pnorm(6.02, mean=6, sd=0.01, lower.tail=TRUE) - pnorm(5.98, mean=6, sd=0.01,
lower.tail=TRUE)

• pnorm(4.02, mean=4, sd=0.01,lower.tail=TRUE) - pnorm(3.98, mean=4, sd=0.01,
lower.tail=TRUE)

Portanto, a probabilidade de X ou Y diferir de seu valor médio em mais de 0, 02 cm,
usando as Equações (2.19) e (3.39) é aproximadamente

1 − 0, 91 = 0, 09, ou seja, 9%. (3.40)

Problema 3.7 Uma luminária tem duas lâmpadas de um tipo com tempo de vida médio
de 1000 horas. Supondo que possamos modelar a probabilidade de falha dessas lâmpadas
por uma função densidade exponencial com média µ = 1000 , determine a probabilidade de
que ambas as lâmpadas venham a falhar dentro de um período de 1 000 horas (STEWART,
2013).
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Solução 3.7 Sabemos que, a função exponencial é denotada por:

f(t, λ)
 λe−λt, t ≥ 0

0, t ≤ 0
(3.41)

Como a média de distribuição exponencial é

µ = 1
λ

=⇒ λ = 1
µ

.

Logo, a probabilidade de falha das lâmpadas por unidade de tempo será:

λ = 1
1000 =⇒ λ = 10−3. (3.42)

Seja x e y as lâmpadas, em que, tem um tempo de vida média individual. Pela Def. 2.25
temos que x,y são indepedentes, logo a função densidade conjunta de x e y é dada por:

f(x, y) =
 λxλye−λxxe−λyy, x ≥, y ≥

0, x < 0, y < 0
. (3.43)

Substituindo a Equação (3.42) na Equação (3.43), obtemos

f(t, λ) =
 10−310−3e−10−3xe−10−3y, x ≥ 0, y ≥ 0

0, x < 0, y < 0

f(t, λ) =
 10−6e−10−3xe−10−3y, x ≥ 0, y ≥ 0

0, x < 0, y < 0
. (3.44)

Calculando a probabilidade que luminária venha a falhar no período de 1000 horas:

P (x ≤ 1000; y ≤ 1000) = P (x ≤ 103; y ≤ 103)

P (x ≤ 103; y ≤ 103) =
103∫

−∞

103∫
−∞

f(x, y)dydx. (3.45)

Substituindo a Equação (3.44) na Equação (3.45), obtemos

P (x ≤ 103; y ≤ 103) =
103∫
0

103∫
0

10−310−3e−x10−3
e−y10−3

dydx

= 10−6
103∫
0

103∫
0

e−x10−3
e−y10−3

dydx

= 10−6
103∫
0

e−x10−3
dx

103∫
0

e−y10−3
dy. (3.46)

Representando as integrais em relação x por P1 e em relação a y por P2:

P1 =
103∫
0

e−x10−3
dx (3.47)
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P2 =
103∫
0

e−y10−3
dy (3.48)

P (x ≤ 103; y ≤ 103) = 10−6P1P2. (3.49)

Calculando P1 =
103∫
0

e−x10−3
dx da Equação (3.49). Utilizando o método integração polo

método da substituição:

u = −x10−3 =⇒ −103du = dx

P1 =
103∫
0

−eu103dx
T eo.(1.3)︷ ︸︸ ︷=⇒ P1 = −103

103∫
0

eudx

P1 = −103
[
eu

]103

0

T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ P1 = −103[e103 − 1]. (3.50)

Calculando P2 =
103∫
0

e−y10−3
dy da Equação (3.50). Utilizando o método integração por

substituição

v = −y10−3 =⇒ −103dv = dx

P2 =
103∫
0

−eu103dy
T.F.C︷ ︸︸ ︷=⇒ P2 = −103

[
ev

]103

0

P2 = −103[e103 − 1]. (3.51)

Substituindo as Equações (3.50) e (3.51) na Equação (3.49), obtemos

P (x ≤ 103; y ≤ 103) = 10−6P1P2

= 10−6[(−103[e103 − 1])(−103[e103 − 1])]
= 10−6[106([e103 − 1])([e103 − 1])]
= [e103 − 1][e103 − 1]

= [e103 − 1]2 ≃ (1
e

− 1)2 ≃ (0, 3678 − 1)2 ≃ 0, 3996

P (x ≤ 103; y ≤ 103) ≃ 39, 96%. (3.52)

A probabilidade das lâmpadas vim a falhar no intervalo de 1000 horas é 39, 96%.

Problema 3.8 Uma luminária tem três lâmpadas, cada uma com vida média de µ =
800horas. Se modelarmos a probabilidade de falha das lâmpadas por uma função densidade
exponencial com média 800, determine a probabilidade das três lâmpadas virem a falhar
dentro de um intervalo de 1 000 horas (STEWART, 2013).

Solução 3.8 Analogamente ao Problema 3.7 temos que, a média de distribuição será
dada por:

µ = 1
λ

=⇒ λ = 1
µ

µ = 1
800 =⇒ µ = 800−1. (3.53)
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Lembrando que, a função exponencial é denotada por:

f(t; λ) =
 λe−λt, t ≥ 0

0, t ≤ 0
.

Tendo que, x, y e z são lâmpadas, em que, tem um tempo individual, e sendo que, x, y e
z são termos indepedentes e pela Definição 2.5, a função densidade conjunta é dada por:

µx µy µz exp{−x + y + z

µ
}, se x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

0, se x ≤ 0, y ≥ 0 , z ≥ 0
. (3.54)

Substituindo a Equação (3.53) na Equação (3.54), obtemos 800−3 exp{−x + y + z

800 }, se x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0
0, se x ≤ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

.

Calculando a probabilidade P (x + y + z ≤ 1000):

P (x, y, z ≤ 1000) =
103∫
0

103−x∫
0

103−x−y∫
0

800−3e−x800−1
e−y800−1

e−z800−1
dzdydx

T.F.C︷︸︸︷= 800−3
103∫
0

103−x∫
0

e−x800−1
e−y800−1

[
− 800e−z800−1

]103−x−y

0
dzdydx

= −800−2
103∫
0

103−x∫
0

[
e−800−1xe−800−1ye( −5

4 )e800−1xe800−1y − e−800−1xe−800−1y
]
dydx

= −800−2
∫ 103

0

103−x∫
0

[
e( −5

4 ) − e−800−1xe−800−1
]
dydx

T.F.C︷︸︸︷= −800−2
103∫
0

[
e( −5

4 )y + 800e−800−1x
[
e−800−1(103−3) − 1

]]103−y

0
dydx

= −800−2
103∫
0

[
e( −5

4 )(103 − x) + 800e−800−1xe−800( −5
4 )e800−1x − 800e−800−1x

]
dx

= −800−2
103∫
0

[
e( −5

4 )(1800 − x) − 800e−800−1x
]
dx

T.F.C︷︸︸︷= −800−2
[
1800e( −5

4 )x − e( −5
4 ) x2

2 + 8002[e−800−1x]
]103

0
P (x, y, z ≤ 1000) = 0, 1315.100% =⇒ P (x, y, z ≤ 1000) = 13, 15%. (3.55)

Portanto, a probabilides das lâmpadas falharem no intervalo de 1000 horas é 13, 15%.

Observação 3.4 Observando os Problemas 3.7 e 3.8 notamos que, existe até três variá-
veis aleatórias contínuas e uma probabilidade de uma função exponencial, em que todos
os valores que foram aplicados pertecem a um intervalo na reta.
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Problema 3.9 Sendo (x,y) uma variável aleatória contínua bidimensional que só se iden-
tifica a pontos do conjunto S = (x, y) | 0 < y < x e x+y < 1 e sabendo-se que a densidade
de probabilidade é constante em S, ou seja, f(x, y) = c para todo (x, y) ϵ S, tem-se que
o valor da contante c e da probabilidade do evento x < 0, 5 e y > 0, 25, respectivamente
(MARINHA, 2007).

Solução 3.9 Calculando a constatnte c em S:

f(x, y) = c, (3.56)

temos que os intervalos  0 < y < x

x + y < 1
. (3.57)

Observando as intervalos 3.57 notamos que, y > 0 e x > 0. Tendo que o limite superior
para y é x, da Equação (3.57):

x + x < 1 =⇒ x <
1
2 .

Logo, encontramos os seguintes intervalos:

0 < y < x <
1
2

0 < x <
1
2

0 < y <
1
2

. (3.58)

∫∫
S

f(x, y)dxdy = 1 =⇒

1
2∫

0

1
2∫

0

cdxdy = 1

c

1
2∫

0

[
x

] 1
2

0
dx = 1

(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ c

1
2∫

0

1
2dy

c
[1
2y

] 1
2

0
= 1

(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ c
1
2

1
2 = 1 =⇒ c = 4. (3.59)

Subistituindo a Equação (3.59) na Equação (3.57), temos que f(x, y) = 4.

P (x < 0, 5; y > 0, 25) =⇒ P (x <
1
2; y >

1
4).

Sabemos que o intervala é dado por:

0 < y < x <
1
21

4 < x <
1
21

4 > y > x

.
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Subistituindo a Equação (3.56) na Equação (3.59), obtemos

f(x, y) = c =⇒ f(x, y) = 4∫∫
S

c dydx =⇒
∫ 1

2

1
4

x∫
1
2

4dydx

1
2∫

1
4

[
4y

]x

1
4

dx
(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒

1
2∫

1
4

(4x − 1)dx

[
(2x2 − 1)

] 1
2

1
4

=⇒ 1
8 . (3.60)

Portanto, os valores respectivamente, são: C = 4 e P (x <
1
2; y >

1
4) = 1

8.

Problema 3.10 Considere duas variáveis aleatórias X e Y, que representam a propor-
ção de alunos aprovados nas disciplinas Estatística I e II, repectivamente, cuja função
densidade conjunta é

f(x, y) =


kx(2 − x + y)
0 ≤ x ≤ 1
0 ≤ y ≤ 1

. (3.61)

Qual o valor de k? Qual a probabilidade de a proporção de alunos aprovados em Estatística
I ser inferior à dos alunos (AFONSO; NUNES, 2019)?

Solução 3.10 Calculando o valor de k, dado na Equção (3.61), obtemos

∫∫
R

f(x, y)dxdy = 1 =⇒
1∫

0

∫ 1

0
kx(2 − x + y)dydx = 1

k

1∫
0

1∫
0

(2x − x2 + xy)dydx = 1
(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ k

1∫
0

[
(2x − x2 + xy2

2 )
]1

0
dx = 1

k
∫ 1

0
(2x − x2 + x

2 )dx = 1
(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ k

[
x2 − x3

3 + x2

4

]1

0
= 1

k(12 − 13

3 + 12

4 ) = 1 =⇒ k = 12
11 . (3.62)

Substituindo a Equação (3.62) na Equação (3.61), obtemos

f(x, y) = 12
11x(2 − x + y). (3.63)

A Figura 9 mostra o gráfico da função de densidade conjunta dada na Equação (3.63).
Calculando a probabilidade de a proporção de alunos aprovados em Estatística I ser
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Figura 9 – f(x, y) = 12
11x(2 − x + y).

inferior à dos alunos, da Equação (2.18):

P (x < y) =
∫∫
R

f(x, y)dxdy

=
1∫

0

y∫
0

12
11x(2 − x + y)dxdy

(T eo.(1.3))︷ ︸︸ ︷=⇒ P (x < y) = 12
11

1∫
0

y∫
0

(2x − x2 + xy)dxdy

= 12
11

1∫
0

[
x2 − x3

3 + yx2

2

]y

0
dy

(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ P (x < y) = 12
11

1∫
0

(y2 − y3

3 + y3

2 )dy

= 12
11

[
y3

3 − y4

3
1
4 + y4

2
1
4

]1

0

(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ P (x < y) = 12
11

[
y3

3 + y4

24

]1

0

P (x < y) = 12
11

[13

3 + 14

24

]1

0

(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒

P (x < y) ≃ 0, 4090 ≃ 40, 90%.

Problema 3.11 Suponha que os irmãos, Sam e Dean, trabalham atendendo casos super-
naturais. Em um dia selecionado ao acaso, seja X a fração de tempo do Sam atendendo
um caso de Lobisomem e Y a fração de tempo de Dean atendendo um caso de Metamorfo.
Então X e Y tomam valores no intervalo [0, 1]. Se a função de densidade conjunta f do
vetor (X, Y ) é dada por:

f(x, y) =
 c(x + y2), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

0, caso contrário
. (3.64)

Qual o valor de c? Qual a probabilidade de que nenhum dos irmãos esteja ocupado mais
de uma quarta parte do tempo?
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Solução 3.11 Usando a Equação (2.13) na Equação (3.64), obtemos∫∫
R

f(x, y)dA = 1∫ 1

0

∫ 1

0
c(x + y2)dxdy = 1 =⇒ c

∫ 1

0

[
x2

2 + y2x
]∣∣∣∣1

0
dy = 1dy

c
∫ 1

0
(1
2 + y2)dy = 1 =⇒ c

[
y

2 + y3

3

]∣∣∣∣1
0

= 1

c(1
2 + 1

3) = 1 =⇒ c = 6
5 . (3.65)

A Figura10 mostra o gráfico da função de densidade conjunta dada na Equação (3.65)
com o valor c = 6

5 .

Figura 10 – f(x, y) = 6
5(x + y2).

Calculando a probabilidade de que nenhum dos irmãos esteja ocupado mais
de uma quarta parte do tempo:

Supondo que, x seja a fração de tempo ocupado do Sam e y a fração de tempo ocupado de
Dean, assim temos que, (0 ≤ x ≤ 1

4) e (0 ≤ y ≤ 1
4) . Logo, substituindo a Equação (3.65)

na Equação (3.64) a função conjunta será dada por:

f(x, y) =


6
5(x + y2), 0 ≤ x ≤ 1

4 , 0 ≤ y ≤ 1
4

0, caso contrário
.

Da Equação (2.18), temos

P (0 ≤ x ≤ 1
4; 0 ≤ y ≤ 1

4) =
∫ 1

4

0

∫ 1
4

0

6
5(x + y2)dxdy

= 6
5

∫ 1
4

0

[
x2

2 + y2x
] 1

4

0
dy

= 6
5

∫ 1
4

0
( 1
32 + y2

4 )dy

= 6
5

[
y

32 + y3

12

] 1
4

0

= 7
640 ≃ 0, 0109 ≃ 1, 09%. (3.66)
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Figura 11 – Região Quadrangular da região D obtida na função conjunta acima 3.66.

Portanto, a probabilidade de que nenhum dos irmão esteja ocapado mais de uma quarta
parte do tempo é de 1, 09%.

Problema 3.12 O gerente de um cinema determina que o tempo médio de espera na
fila para as pessoas comprarem entrada para o filme da semana seja de dez minutos e
que o tempo médio que levam para comprar pipoca seja de cinco minutos. Supondo que
os tempos de espera sejam independentes, determine a probabilidade de um espectador
esperar menos de 20 minutos até se dirigir a seu assento (STEWART, 2013).

Solução 3.12 Suponha que , x é o tempo para comprar a entrada para o filme, y o tempo
para comprar pipoca. Consideramos a função exponecial:

f(t, λ) =
 λe−λt, t ≥ 0

0, t ≤ 0
. (3.67)

Temos que, a média de distribuição exponencial é determinada:

µ = 1
λ

=⇒ λ = 1
µ

. (3.68)

Sabemos que:  µx = 10
µy = 5

, (3.69)

e substituindo a Equação (3.69) na Equação (3.68), obtemos
λx = 1

10
λy = 1

5
. (3.70)

Da Equação (3.68), as funções para x e y são:

f(x) = 1
10e(− 1

10 x)

f(y) = 1
5e(− 1

5 y). (3.71)
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Como x e y são indepedentes, usando a Equação (3.71) na Equação (2.21)

f(x, y) = 1
10e(− 1

10 x) 1
5e−( 1

5 y).

Portanto, a função conjunto exponcial será dada:

f(x, y) =


1
50e(− 1

10 x)e(− 1
5 y), x ≥ 0, y ≥ 0

0, x < 0, y < 0
. (3.72)

Calculando a probabilidade de um espectador esperar menos de 20 minutos até se dirigir
a seu assento, temos que P (x + y < 20). A Figura12 mostra o gráfico da probabilidade
P (x + y < 20), tendo que x e y não poderá assumir valores negativos.

Figura 12 – Região triangular.

P (x + y < 20) =
∫ 20

0

∫ 20−x

0

1
50e−( 1

10 x)e(− 1
5 y)dydx, (3.73)

aplicando o método de integrção por substituição:

u = −1
5y =⇒ −5du = dy

P (x + y < 20) = 1
50

∫ 20

0

∫ 20−x

0
e(− 1

10 x)eu(−5)dudx = − 1
10

∫ 20

0

∫ 20−x

0
e(− 1

10 x)eududx

= − 1
10

∫ 20

0
e(− 1

10 x)
[
e( −y

5 )
]20−x

0
dx = − 1

10

∫ 20

0
e(− 1

10 x)e(− 20−x
5 ) − 1)dx

= − 1
10

∫ 20

0
e( −x

10 )e( −20+x
5 ) − e( −x

10 ))dx

= − 1
10[

∫ 20

0
e( x

10 )e−4dx −
∫ 20

0
e( −x

10 ))dx]. (3.74)

Calculando
∫ 20

0 e
x
10 e−4dx dada na Equação (3.74). Aplicando o método de integração por

substitução:

v = x

10 , =⇒ 10dv = dx

∫ 20

0
10eve−4dv

(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ 10e−4
[
e

x

10
]20

0
=⇒ 10(e−2 − e−4). (3.75)
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Calculando
∫ 20

0 e

−x

10 dx dada na Equação (3.74). Pelo método de integração por substitu-
ção:

z = − x

10 =⇒ −10dz = dx

−
∫ 20

0
10ezdz

(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒ 10
[
e

−x

10
]20

0
=⇒ −10[e−2 − 1]. (3.76)

Substituindo as Equações (3.76) e (3.75) na Equação (3.74), obtemos

P (x + y < 20) = − 1
10[10(e−2 − e−4) − (−10[e−2 + 1])]

= −e−2 + e−4 − e−2 + 1
= −2e−2 + e−4 + 1 ≃ 0, 7476 ≃ 74, 76.% (3.77)

Portanto, a probabilidade de um expectador comprar a entrada do filme e comprar a
pipoca é 74, 76%.

Observação 3.5 Considerando os Problemas 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12, observamos diferentes
funções contínuas para cada fenômeno ocorrido, dessa forma notamos que, a integral tem
um peso fundamental na resolução dos problemas, sendo que algumas integrais eleva um
nível maior de dificuldade, tendo que utilizar regra da subtituição ou teorema de Fubini
e outras. Nos Problemas 3.11 e 3.12 notamos que a integral definida está no nosso dia a
dia, mesmo não percebendo.

3.3 Aplicações na Área Cálculo Numérico
Nesta seção, mostraremos alguns métodos para calcular a aproximação de uma

integral duplas, definida por intervalo [a,b].

Problema 3.13 Calcule a integral
∫ 3

0
∫ 2

0 e(x+y)dydx utilizando a regra do trapézio com
nx = ny = 1.

Solução 3.13 Considere F (x) =
∫ 2

0 e(x+y)dy, então

It =
∫ 3

0
F (x)dx. (3.78)

Usando a Equação (2.27) para calcular a integral pela regra do trapézio (Seção 2.3.2) e a
distância dos subintervalos, então da Seção 2.3.2:

h = 3 − 0
1 .

A Figura 14 mostra a distância dos subintervalos com amplitude h, logo, h=3 no intervalo
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Figura 13 – Região delimitada pela F (x, y) = e(x+y).

Figura 14 – Intervalo [0,3].

[0,3]. Pela Figura (14), substuimos os subintervalos do intervalo [a,b] na Equação (3.78),
obtendo

It ≈ 3
2{F (0) + F (3)}. (3.79)

Calculando F(0) dada na Equação (3.79):

F (0) =
∫ 2

0
e0+ydy,

onde h = 2 − 0
1 .

I1 = e0 + e2 =⇒ I1 ≈ 8, 3890560989 (3.80)

Calculando F(3) dada na Equação (3.79):

F (3) =
∫ 2

0
e3+ydy. (3.81)

A Figura 16 mostra a região delimitada pela F(3) na Equação (3.81):

I2 = e3 + e5

I2 ≈ 168.4986960257. (3.82)

Substituindo as Equações (3.80) e (3.81) na Equação (3.79), obtemos:

It = 3
2{8, 3890560989 + 168, 4986960257

It ≈ 265, 331628187. (3.83)

Problema 3.14 Calculando o problema 3.13 com nx = 4 e ny = 6.
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Figura 15 – Região delimitada pela F(0).

Figura 16 – Região delimitada pela F(3).

Solução 3.14 Como o número de repartições em relação a x e y são maiores que 2 subin-
tervalos, usaremos Equação (2.29) (regra do trapézio repedida) para calcular a integral:

h = 3 − 0
4 .

A Figura 17 mostra a distância dos subintervalos, no caso, h = 3
4 no intervalo [0,3].

Figura 17 – Intervalos [0,3].

Temos que,
∫ 3

0
∫ 2

0 e(x+y)dydx =⇒
∫ 3

0 F (x)dx, assim subtituimos os subinterva-
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los da Figura 17 na Equação (3.78), obtemos

IT ≈ 3
8{F (0) + 2[F (3

4) + F (3
2) + F (9

4)] + F (3)}. (3.84)

Calculando F(0) dada na Equação (3.93):

F (0) =
∫ 2

0
e0+ydy = I1,

onde h = 2 − 0
6 . Como temos o intervalo da integral sendo definida por constantes, dessa

forma o intervalo não sofrerá mudança, assim h = 1
3 terá a mesma medida h em todas as

substituições de x. A Figura 18 mostra os seis subintervalos [0,2].

Figura 18 – Intervalo [0,2] dividido em 6 subintervalos.

I1 = 1
6{e0 + 2[e( 1

3 )) + e( 2
3 ) + e(1) + e( 4

3 ) + e( 5
3 )] + e(2)}

I1 ≈ 6, 4481047631. (3.85)

Calculando F (3
4) dada na Equação (3.93):

F (3
4) =

∫ 2

0
e( 3

4 +y)dy = I2

I2 = 1
6{e( 3

4 + 0) + 2[e( 3
4 + 1

3 )) + e( 3
4 + 2

3 ) + e( 3
4 +1) + e( 3

4 + 4
3 ) + e( 3

4 + 5
3 )] + e( 3

4 +2)}

I2 = 1
6{e( 3

4 ) + 2[e( 13
12 ) + e( 17

12 ) + e( 7
4 ) + e( 25

12 ) + e( 29
12 )] + e( 11

4 )}

I2 ≈ 13, 6506378905. (3.86)

Calculando F (3
2) dada na Equação (3.93):

F (3
2) =

∫ 2

0
e( 3

4 +y)dy = I3

I3 = 1
6{e( 3

2 +0) + 2[e( 3
2 + 1

3 )) + e( 3
2 + 2

3 ) + e( 3
2 +1) + e( 3

2 + 4
3 ) + e

(
3
2+ 5

3 )
] + e( 3

2 +2)}

I3 = 1
6{e

3
2 + 2[e 11

6 + e
13
6 + e

5
2 + e

17
6 + e

19
6 ] + e

7
2 }

I3 ≈ 28, 8984006411. (3.87)

Calculando F (9
4) dada na Equação (3.93):

F (9
4) =

∫ 2

0
e( 9

4 +y)dy = I4

I4 = 1
6{e( 9

4 +0) + 2[e( 9
4 + 1

3 )) + e( 9
4 + 2

3 ) + e( 9
4 +1) + e( 9

4 + 4
3 ) + e( 9

4 + 5
3 )] + e( 9

4 +2)}

I4 = 1
6{e

9
4 + 2[e 31

12 + e
35
12 + e

13
4 + e

43
12 + e

47
12 ] + e

17
4 }

I4 ≈ 61, 1779146372. (3.88)
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Calculando F (3) dada na Equação (3.93):

F (3) =
∫ 2

0
e(3+y)dy = I5

I5 = 1
6{e(3 + 0) + 2[e(3+ 1

3 )) + e(3+ 2
3 ) + e(3+1) + e(3+ 4

3 ) + e(3+ 5
3 )] + e( 3

+ 2)}

I5 = 1
6{e3 + 2[e

10
3 + e

11
3 + e4 + e

13
3 + e

14
3 ] + e5}

I5 ≈ 129, 5136463033. (3.89)

Substituindo as Equações (3.85), (3.86), (3.87), (3.88) e (3.89) na Equação (3.84). Logo,

IT ≈ 128, 7808715265. (3.90)

Problema 3.15 Resolvendo o Problema 3.13 com nx = 10 e ny = 12.

Solução 3.15 Desenvolvendo o problma de forma análaga com o problema anterior te-
mos que: ∫ 3

0
F (x)dx

h = 3 − 0
10 . (3.91)

A Figura 19 mostra os dez subintervalos do intervalo [0,2].

Figura 19 – Intervalo [0,3] dividido em 10 subintervalos.

It = 3
20{F (0) + 2[F ( 3

10) + ... + F (27
10)] + F (3)}. (3.92)

Utilizando a regra do trapézio em relação a y:

h = 2 − 0
12 (3.93)

A Figura 20 mostra os doze subintervalos do intervalo [0,2].

Figura 20 – Intervalo [0,2] dividido em 12 subintervalos.
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Calculando F(0) dada na Equação (3.92):

F (0) =
∫ 2

0
e0+ydy = I1

I1 = 1
12{e0 + 2[e( 1

6 ) + e( 1
3 ) + ... + e( 11

6 )] + e2}

I1 ≈ 6, 4038387382. (3.94)

Calculando F ( 3
10)dada na Equação (3.92):

F (0) =
∫ 2

0
e( 3

10 )+ydy = I2

I2 = 1
12{e( 3

10 +0) + 2[e( 3
10 + 1

6 ) + e( 3
10 + 1

3 ) + ... + e( 3
10 + 11

6 )] + e
3

10 +2}

I2 = 1
12{e( 3

10 ) + 2[e( 7
15 ) + e( 19

30 ) + ... + e( 32
15 )] + e( 23

10 )}
I2 ≈ 8, 6442781230. (3.95)

Calculando F (3
5) dada na Equação (3.92):

F (3
5) =

∫ 2

0
e( 3

5 +y)dy = I3

I3 = 1
12{e( 3

5 +0) + 2[e( 3
5 + 1

6 ) + e( 3
5 + 1

3 ) + ... + e( 3
5 + 11

6 )] + e
3
5 +2}

I3 = 1
12{e( 3

5 ) + 2[e( 23
30 ) + e( 14

15 ) + ... + e( 73
30 )] + e( 13

5 )}

I3 ≈ 11, 6685549595. (3.96)

Calculando F ( 9
10) dada na Equação (3.92):

F ( 9
10) =

∫ 2

0
e

9
10 +ydy = I4

I4 = 1
12{e( 9

10 +0) + 2[e( 9
10 + 1

6 ) + e( 9
10 + 1

3 ) + ... + e( 9
10 + 11

6 )] + e( 9
10 +2)}

I4 = 1
12{e

9
10 + 2[e 16

15 + e
37
30 + ... + e

41
15 ] + e

29
10 }

I4 ≈ 15, 7509016838. (3.97)

Calculando F (6
5) dada na Equação (3.92):

F (6
5) =

∫ 2

0
e

6
5 +ydy = I5

I5 = 1
12{e( 6

5 +0) + 2[e( 6
5 + 1

6 ) + e( 6
5 + 1

3 ) + ... + e( 6
5 + 11

6 )] + e( 6
5 +2)}

I5 = 1
12{e

6
5 + 2[e 41

30 + e
23
15 + ... + e

91
30 ] + e

16
5 }

I5 ≈ 21, 2614933651. (3.98)
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Calculando F (3
2) dada na Equação (3.92):

F (3
2) =

∫ 2

0
e

3
2 +ydy = I6

I6 = 1
12{e( 3

2 +0) + 2[e( 3
2 + 1

6 ) + e( 3
2 + 1

3 ) + ... + e( 3
2 + 11

6 )] + e( 3
2 +2)}

I6 = 1
12{e

3
2 + 2[e 5

3 + e
11
6 + ... + e

10
3 ] + e

7
2 }

I6 ≈ 28, 7000140811. (3.99)

Calculando F (9
5) dada na Equação (3.92):

F (9
5) =

∫ 2

0
e

9
5 +ydy = I7

I7 = 1
12{e( 9

5 +0) + 2[e( 9
5 + 1

6 ) + e( 9
5 + 1

3 ) + ... + e( 9
5 + 11

6 )] + e( 9
5 +2)}

I7 = 1
12{e

9
5 + 2[e 59

30 + e
32
15 + ... + e

109
30 ] + e

19
5 }

I7 ≈ 38, 7409667850. (3.100)

Calculando F (21
10) dada na Equação (3.92):

F (21
10) =

∫ 2

0
e

21
10 +ydy = I8

I8 = 1
12{e( 21

10 +0) + 2[e( 21
10 + 1

6 ) + e( 21
10 + 1

3 ) + ... + e( 21
10 + 11

6 )] + e( 21
10 +2)}

I8 = 1
12{e

21
10 + 2[e 34

15 + e
73
30 + ... + e

59
15 ] + e

41
10 }

I8 ≈ 52, 2948352287. (3.101)

Calculando F (12
5 ) dada na Equação (3.92):

F (12
5 ) =

∫ 2

0
e

12
5 +ydy = I6

I9 = 1
12{e( 12

5 +0) + 2[e( 12
5 + 1

6 ) + e( 12
5 + 1

3 ) + ... + e( 12
5 + 11

6 )] + e( 12
5 +2)}

I9 = 1
12{e

12
5 + 2[e 77

20 + e
41
15 + ... + e

127
30 ] + e

22
5 }

I9 ≈ 70, 5906439242. (3.102)

Calculando F (27
10) dada na Equação (3.92)

F (27
10) =

∫ 2

0
e

27
10 +ydy = I10

I10 = 1
12{e( 27

10 +0) + 2[e( 27
10 + 1

6 ) + e( 27
10 + 1

3 ) + ... + e( 27
10 + 11

6 )] + e( 27
10 +2)}

I10 = 1
12{e

27
10 + 2[e 43

15 + e
91
30 + ... + e

68
15 ] + e

47
10 }

I10 ≈ 95, 2874024335. (3.103)
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Calculando F (3) dada na Equação (3.92):

F (3) =
∫ 2

0
e3+ydy = I11

I11 = 1
12{e(3+0) + 2[e(3+ 1

6 ) + e(3+ 1
3 ) + ... + e(3+ 11

6 )] + e(3+2)}

I11 = 1
12{e3 + 2[e 19

6 + e
10
3 + ... + e

29
6 ] + e5}

I11 ≈ 128, 6245394259. (3.104)

Sustituindo as Equações (3.94), (3.95), (3.96), (3.97), (3.98), (3.99), (3.100), (3.101),
(3.102), (3.103), (3.104) na Equação (3.92), obtemos

IT = 122, 358772948. (3.105)

Determinando a integral dada na Equação (3.105) analiticamente:∫ 3

0

∫ 2

0
ex+ydydx =⇒

∫ 3

0

∫ 2

0
exeydydx∫ 3

0
exdx

∫ 2

0
eydy =⇒

∫ 3

0
ex[e2 − e0]dx (3.106)

[e3 − 1][e2 − 1] =⇒ I ≈ 121, 9385661.

Observação 3.6 Todos os cálculos foram desenvolvidos manualmente, considerando dez
algarismo após a vírgula. Dessa forma, analisando os resultados obtidos nas Equações (3.83),
(3.90) e (3.105) com a Equação (3.106), observamos que, quanto mais repartições no in-
tervalo [a,b], melhor será minha aproximação.

Problema 3.16 Ultilizando a Primeira Regra de Simpson, calcule I =
∫ π

2
0

∫ π
4

0 sen(x +
y)dydx com Nx = 4, Ny = 4.

Figura 21 – f(x,y)=sen(x+y).
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Solução 3.16 Considerando F (x) =
∫ π

2
0 dy, entao temos que:

F (x) =
∫ π

4

0
sen(x + y)dy =⇒ It =

∫ π
2

0
F (x)dx.

Utilando Regra 1
3 de Simpson (2.31) em x. A Figura 21 mostra a superfície da função

f(x,y) definida no integrando de I.

Tendo Nx = 4 como o número de subintervalos,logo a distância h é dada por:

h =
π

2
4 =⇒ h = π

8 (3.107)

A Figura 22 mostra os quatros subintervalos do intervalo [0, π
2 ].

Figura 22 – Subintervalos em relação a x.

It = hx

3 {f(0) + 4(f(π

8 ) + f(3π

8 )) + 2f(π

4 ) + f(π

2 )}. (3.108)

Sustituindo a Equação (3.107) na Equação (3.108)

It = π

24{f(0) + 4(f(π

8 ) + f(3π

8 )) + 2f(π

4 ) + f(π

2 )}. (3.109)

Utilizando a Primeira Regra de Simpson em relação a y:

O comprimento dos subintervalos é dado por

h =
π

4
4 =⇒ h = π

16 .

A Figura 23 mostra os quatros subintervalos do intervalo [0, π
4 ].

Figura 23 – Subintervalo em relação a x.

Calculando f(0) dada na Equação 3.109:

f(0) =
∫ π

4
0

sen(y)dy.

A Figura 24 mostra a região delimitada f(0) dada na Equação (3.109), definida no inte-
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Figura 24 – Subintervalos f(0).

grando de f(0) dada na Equação (3.110) e os quatros subintervalos do intervalo [0, π
4 ].

F (0) =
∫ π

4

0
sen(0 + y)dy = I1

I1 =
π
16
3 {sen0 + 4(sen( π

16) + sen(3π

16 )) + 2(sen(π

8 )) + sen(π

4 )}
I1 = 0, 2928956485. (3.110)

Calculando f(π

8 ) dada na Equação (3.109):

Figura 25 – Subintervalos f(π

8 ).

A Figura 25 mostra a região delimitada f(π
8 ) dada na Equação (3.109) definida no inte-

grando de I2 e os quatros subintervalos do intervalo [0, π
4 ].

f(π

8 ) =
∫ π

4

0
sen(π

8 + y)dy = I2

I2 = π

48{sen(π

8 ) + 4(sen(π

8 + π

16) + sen(π

8 + 3π

16 ))

+2sen(π

8 + π

8 ) + sen(π

8 + π

4 )}
I2 = 0, 5409263699. (3.111)

Calculando f(π

4 ) dada na Equação (3.109):



3.3. APLICAÇÕES NA ÁREA CÁLCULO NUMÉRICO 55

Figura 26 – Subintervalos f(π

4 ).

A Figura 26 mostra a região delimitada f(π
4 ) dada na Equação (3.109) definida no inte-

grando de I3 e os quatros subintervalos do intervalo [0, π
4 ], obtemos

f(π

4 ) =
∫ π

4

0
sen(π

4 + y)dy = I3

I3 = π

48{sen(π

4 ) + 4(sen(π

4 + π

16) + sen(π

4 + 3π

16 ))

+2sen(π

4 + π

8 ) + sen(π

4 + π

4 )}
I3 = 0, 7069293237. (3.112)

Calculando f(3π

8 ) dada na Equação (3.109):

Figura 27 – Subintervalos f(3π

8 ).

A Figura 27 mostra a região delimitada pela f(3π
8 ) dada na Equação (3.109) definida no
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integrando de I4 e os quatros subintervalos do intervalo [0, π
4 ], obtemos

f(3π

8 ) =
∫ π

4

0
sen(3π

8 + y)dy = I4

I4 = π

48{sen(3π

8 ) + 4(sen(3π

8 + π

16) + sen(3π

8 + 3π

16 ))

+2sen(3π

8 + π

4 ) + sen(3π

8 + π

4 )}
I4 = 0, 7653086963. (3.113)

Calculando f(π

2 ) dada na Equação (3.109):

Figura 28 – Subintervalos f(π

2 ).

A Figura 26 mostra a região delimitada pela f(π
2 ) dada na Equação (3.109) definida no

integrando de I5 e os quatros subintervalos do intervalo [0, π
4 ], obtemos

f(π

2 ) =
∫ π

4

0
sen(π

2 + y)dy = I5

I5 = π

48{sen(π

2 ) + 4(sen(π

2 + π

16) + sen(π

2 + 3π

16 )) + 2sen(π

2 + π

8 ) + sen(π

2 + π

4 )}

I5 = f(π

8 ) = 0, 7071767574. (3.114)

Substituindo as Equações (3.110), (3.111), (3.112), (3.113) e (3.114) na Equação (3.109),
obtemos

I = 1, 00014288161. (3.115)

Desenvolvendo o problema acima analiticamente

∫ π

2
0

∫ π

4
0

sen(x + y)dydx.

(3.116)
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Utilizando o método por substituição teremos que:

u = x + y =⇒ du = dy∫ π

2
0

∫ π

4
0

sen(u)dudx =⇒
∫ π

2
0

[
− cos(x + y)

]∣∣∣∣
π

4
0∫ π

2
0

[−cos(x + π

4 ) + cos(x)]dx =⇒
∫ π

2
0

−cos(x + π

4 )dx +
∫ π

2
0

cos(x)dx.

Aplicando novamente a método por substituição:

v = x + π

4 =⇒ dv = dx

[
− sen(x + y)

]∣∣∣∣
π

2
0

+
[
sen(x)

]∣∣∣∣
π

2
0

=⇒ I = 1. (3.117)

Observação 3.7 Todos os cálculos acima foram desenvolvidos manualmente, conside-
rando dez algarismos após a vírgula. Observando o resultado na Equação (3.115) com o
da Equação (3.117), observamos que o erro de integração númerica é muito pequeno, ou
seja, se meu intevalo [a,b] tivesse mais subintervalos, melhor seria minha aproximação.

Problema 3.17 Calcule a integral I=
∫ 1

0
∫ 2x

x (x2 + y3)dydx utilizando a Segunda Regra de
Simpson, para mx = my = 3.

Figura 29 – f(x,y)=(x2 + y3).

Solução 3.17 Utilizando a Equação (2.32) para calcular a Segunda Regra Simpson em
relação a x, a figura 29 mostra a superfície da função f(x,y) definida no integrando de I.
Dessa forma temos que, os subintervalo em relação á x será dada por:

h = 1 − 0
3 =⇒ h = 1

3 .
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Figura 30 – Intevalo[a,b] subdividido em h = 1
3.

A Figura 30 mostra os três subintervalos do intervalo[0,1]:

F (x) =
∫ 2x

x
x2 + y3dy =⇒

∫ 1

0
F (x)dx

It = 3
8

1
3{F (0) + 3F (1

3) + 3F (2
3) + F (1)}. (3.118)

Como temos uma integral delimitada por uma função, logo o intervalo [a,b] assumirá
valores diferentes e como consequência a distância dos subintervalos terá valores distintos.

Calculando F (0) dada na Equação (3.118):

F (0) =
∫ 0

0
02 + y3dy =⇒ I0 = 0. (3.119)

Calculando F (1
3) dada na Equação (3.118):

h =
2
3 − 1

3
3 =⇒ h = 1

9 .

A Figura 31 mostra os três subintervalos do intervalo [1
3 , 2

3 ]:

Figura 31 – Intevalo[a,b] subdividido em h = 1
9.

F (1
3) =

∫ 2
3

1
3

(1
3)2 + y3dy

I1 = 3
8

1
9{1

9 + 1
27 + 3[19 + 64

729] + 3[19 + 125
729] + 1

9 + 8
27}

I1 ≈ 0, 0555555556. (3.120)

Calculando F (2
3) dada na Equação (3.118):

h =
4
3 − 2

3
3 =⇒ h = 2

9 .

A Figura 32 mostra os três subintervalos do intervalo [2
3 , 4

3 ]:



3.3. APLICAÇÕES NA ÁREA CÁLCULO NUMÉRICO 59

Figura 32 – Intevalo[a,b] subdividido em h = 2
9.

F (2
3) =

∫ 4
3

2
3

(2
3)2 + y3dy

I2 = 3
8

2
9{4

9 + 8
27 + 3[49 + 512

729] + 3[49 + 103

93 ] + 4
9 + 64

27}

I2 ≈ 1, 037037037. (3.121)

Calculando F (1) dada na Equação (3.118):

h = 2 − 1
3 =⇒ h = 1

3 .

A Figura 33 mostra os três subintervalos no intervalo [1,2]:

Figura 33 – Intevalo[a,b] subdividido em h = 1
3.

F (1) =
∫ 2

1
(1)2 + y3dy

I3 = 3
8

1
3{2 + 3[1 + 64

27] + 3[1 + 125
27 ] + 9+}

I3 ≈ 4, 2500000000. (3.122)

Substituindo as Equações (3.119), (3.120), (3.121), (3.122) na Equação (3.124), obtemos

It = 0, 9409722222. (3.123)

Problema 3.18 Desenvolvendo de forma análogo o mesmo Problema 3.17 com mx = 6
e my = 9.

Solução 3.18 Temos que

F (x) =
∫ 2x

x
x2 + y3dy =⇒

∫ 1

0
F (x)dx. (3.124)

Usando a Equação (2.33), teremos que a amplitude h será dada por:

h = 1 − 0
6 .

A Figura 34 mostra os seis subintervalos do intervalo [0, 1]:
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Figura 34 – Intevalo[a,b] subdividido em h = 1
6.

IT = 3
8

1
6{F (0) + 31

6 + 3F (1
3) + 2F (1

2) + 3F (2
3) + 3F (5

6) + F (1)} (3.125)

Calculando F(0) dada na Equação (3.125):∫ 0

0
02 + y3dy =⇒ I0 = 0. (3.126)

Calculando F (1
6)dada na Equação (3.125):

F (1
6) =

∫ 1
3

1
6

1
36 + y3dy = I1

h =
1
3 − 1

6
9 =⇒ h = 1

54 .

A Figura 35 mostra os nove subintervalos do intervalo [1
6 , 1

3 ]:

Figura 35 – Intevalo[a,b] subdividido em h = 1
54.

I1 = 3
8

1
54{ 7

216 + 3[ 1
36 + ( 5

27)3] + 3[ 1
36 + (11

54)3] + 2[ 1
36 + (2

9)3] + 3[ 1
36 + (13

54)3]

+3[ 1
36 + ( 7

27)3] + 2[ 1
36 + (5

8)3] + 3[ 1
36 + ( 8

27
3
)] + 3[ 1

36 + (17
54)3] + 7

108}

I1 ≈ 0, 0075231481. (3.127)

Calculando F (1
3) dada na Equação (3.125):

F (1
3) =

∫ 2
3

1
3

1
9 + y3dy = I2

h =
2
3 − 1

3
9 =⇒ h = 1

27 .

A Figura 36 mostra os nove subintervalos do intervalo [1
3 , 2

3 ]:

I2 = 3
8

1
27{ 4

27 + 3[19 + (10
27)3] + 3[19 + (11

27)3] + 2[19 + (4
9)3] + 3[19 + (13

27)3]

+3[19 + (14
27)3] + 2[19 + (5

9)3] + 3[19 + (16
27

3
)] + 3[19 + (17

27)3] + 11
27}

I2 ≈ 0, 0842097241. (3.128)
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Figura 36 – Intevalo[a,b] subdividido em h = 1
27.

Calculando F (1
2) dada na Equação (3.125):

F (1
2) =

∫ 1

1
2

1
4 + y3dy = I3

h =
1 − 1

2
9 =⇒ h = 1

18 .

A Figura 37 mostra os nove subintervalos do intervalo
[1
2 , 1

]
:

Figura 37 – Intevalo [a,b] subdividido em h = 1
18.

I3 = 3
8

1
18{3

8 + 3[14 + (5
9)3] + 3[14 + (11

18)3] + 2[14 + (2
3)3] + 3[14 + (13

18)3]

+3[14 + (7
9)3] + 2[14 + (5

6)3] + 3[14 + (8
9

3
)] + 3[14 + (17

18)3] + 5
4}

I3 ≈ 0, 3593750000. (3.129)

Calculando F (2
3) dada na Equação (3.125):

F (2
3) =

∫ 4
3

2
3

4
9 + y3dy = I4

h =
4
3 − 2

3
9 =⇒ h = 2

27 .

A Figura 38 mostra os nove subintervalos do intervalo
[2
3 ,

4
3

]
:

Figura 38 – Intevalo [a,b] subdividido em h = 2
27.

I4 = 3
8

2
27{20

27 + 3[49 + (20
27)3] + 3[49 + (22

27)3] + 2[49 + (8
9)3] + 3[49 + (26

27)3]

+3[49 + (28
27)3] + 2[49 + (10

9 )3] + 3[49 + (32
27

3
)] + 3[49 + (34

27)3] + 76
27}

I4 ≈ 1, 0370370370. (3.130)
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Calculando F (5
6) dada na Equação (3.125):

(5
6) =

∫ 5
3

5
6

25
36 + y3dy = I5

h =
5
3 − 5

6
9 =⇒ h = 5

54 .

A Figura 39 mostra os nove subintervalos do intervalo
[5
6 ,

5
3

]
.

Figura 39 – Intevalo [a,b] subdividido em h = 5
54.

I5 = 3
8

5
54{275

216 + 3[25
36 + (25

27)3] + 3[25
36 + (55

54)3] + 2[25
36 + (10

9 )3] + 3[25
36 + (65

54)3]

+3[25
36 + (35

27)3] + 2[25
36 + (25

18)3] + 3[25
36 + (40

27
3
)] + 3[25

36 + (85
54)3] + 25

36 + (5
3)2}

I5 ≈ 2, 3871527778. (3.131)

Calculando F (1) dada na Equação (3.125):

F (1) =
∫ 2

1
1 + y3dy = I6

h = 2 − 1
9 =⇒ h = 1

9 .

A Figura 40 mostra os nove subintervalos do intervalo [1, 2]:

Figura 40 – Intevalo [a,b] subdividido em h = 1
9.

I6 = 3
8

1
9{2 + 3[1 + (10

9 )3] + 3[1 + (11
9 )3] + 2[1 + (4

3)3] + 3[1 + (13
9 )3]

+3[1 + (14
9 )3] + 2[1 + (5

3)3] + 3[1 + (16
9

3
)] + 3[1 + (17

9 )3] + 9}

I6 ≈ 4, 7500000000. (3.132)

Substituindo as Equações (3.126), (3.127), (3.128), (3.129), (3.130), (3.131) e 3.132) na
Equação (3.125), obtemos:

It = 1, 0010323788. (3.133)
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Desenvolvendo analiticamente
∫ 1

0
∫ 2x

x (x2 + y3)dydx:

∫ 1

0

∫ 2x

x
(x2 + y3)dydx

(T.F.C)︷ ︸︸ ︷=⇒
∫ 1

0

[
yx2 + y4

4

]2x

x
dx

∫ 1

0
[x3 + 15x4

4 ]dx
(T eo. (1.4))︷ ︸︸ ︷=⇒

∫ 1

0
x3dx +

∫ 1

0

15x4

4 dx[
x4

4

]∣∣∣∣1
0

+
[15x5

20

]∣∣∣∣1
0

=⇒ I = 1. (3.134)
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4 Resultados Obtidos e Conclusão

Entender a importância da teoria de integral múltipla como ferramenta na reso-
lução de problemas nas áreas de conhecimento, e interpretar a modelagem matermática
que envolvem intervalos, sólidos e superfícies, e que são casos mais gerais do que na teoria
de revolução de uma região plana ou de uma curva plana em torno de uma reta ou um
eixo coordenado.

Utilizar o método mais geral para mudança de variáveis em integrais múltiplas,
mostrou que está relacionado com a transformação de coordenadas (correspondência) de
um plano xy para outro plano uv, definido no Jacobiano de x e y em relação a u e v; e
sua extensão de x, y, z em relação a u, v, ω. Sendo assim, usar o método integração por
substituição para facilitar a resolução dos problemas propostos.

No processo desenvolvimento do cálculo numérico, pude observar que, quanto
maior o número de repartições, ou seja, quanto maior o número de subintervalos num
intervalo [a,b], melhor será os resultados obtidos, assim o resultante aproxima-se do valor
exato da integral. Além que, compreender a teoria do Cálculo numérico como um método
de resolução de integral e utizando os métodos necessários para melhor a proximação.

O cálculo integral teve grandes contribuições para ciências, como uma ferramenta
matématica, para implementar novas formas de transposições de rios, de barragens mais
seguras e outros.

No decorrer do desenvolvimento do trabalho observamos que o cálculo integral está
no nosso dia a dia, por exempo, em um copo de água, em um parque de diversão, ao dirigir
um carro ou moto e outros. Logo, a teoria de integral pproporciona o conhecimento para
desenvolver os cálculos de área, volume, probabilidade, centro de massa e outros. Outra
observação foi para um prédio não inclinar para um lado, temos que calcular o seu centro
de massa, e a partir da definição de integral e das definições da física, o centro de massa
pode ser calculado.

O software GeoGebra foi importante, pois auxiliou em obter os gráficos, que faci-
litram as análises nas resoluções de problemas.
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