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Resumo

O presente trabalho discorre sobre a primeira forma fundamental, ou quadratica, de uma
superficie. Esta é uma estrutura geométrica por meio da qual obtemos as medidas de
comprimento de curvas, angulo e drea de regioes de uma superficie. Para essa tarefa,
consideramos o plano tangente, e em cada ponto deste, calculamos o produto interno.
Em decorréncia disso, e através da primeira forma quadratica, podemos determinar os
ditos aspectos geométricos tendo como tinico caminho possivel a prépria superficie, isto é,
desconsiderando o espaco ambiente. Nesse estudo faremos aplicagbes da primeira forma
fundamental de modo a demonstrar e exemplificar tais propriedades, bem como sua utili-

dade e importancia para a matematica.

Palavras-chaves: Superficies, primeira forma fundamental, comprimento, angulo, area.
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Abstract

The present work discusses the first fundamental, or quadratic, form of a surface. This
is a geometric structure through which we obtain measurements of curve length, angle,
and area of regions of a surface. For this task, we consider the tangent plane, and at each
point of it, we calculate the inner product. As a result, and through the first quadratic
form, we can determine the said geometric aspects having as the only possible way the
own surface, in other words, disregarding the ambient space. In this study we will apply
the first fundamental form in order to demonstrate and exemplify such properties, as well

as its usefulness and importance for math.

Keywords: surfaces, first fundamental form, length, angle, area.

viil



Conteudo

Introducgao xii
1 Preliminares 1
1.1 Vetores Linearmente Independentes . . . . . . . . ... ... ... ... ... 1

1.2 BaseeDimensao . . . . . . . . . . . e 1
1.3 Transformagao Linear . . . . . . . . . . . ... . 2
1.4 Forma Bilinear . . . . . . . . . . ... 3

1.5 Curvas Parametrizadas Definidas em R® . . . . . . .. .. ... .. ..... 5
1.5.1 Definicao . . . . . . .. 5

1.5.2 Exemplos . . . . .. 5

1.5.3  Vetor Tangente, Curva Regular e Mudanga de Parametros . . . . . . 6

1.5.4 Teoria Local das Curvas Parametrizadas pelo Comprimento de Arco 8

Teoria Local de Superficies 11
2.1 Superficie Parametrizadas Regulares . . . . . . . ... ... ... 11
2.1.1 Plano . . . . . . . e 13
2.1.2 Esfera . . . .. 14
2.1.3 Paraboloide Eliptico . . . . . . . . . ... ... o 14
2.1.4 Paraboloide Hiperbdlico . . . . . .. ... ... ... ... 15
2.1.5 Superficies de Rotagao . . . . . . .. ... oL 16
2.1.6  Superficies Regradas . . . . . .. .. ... . 0oL 20
2.2 Plano Tangente . . . . . . . . . . . L 23
2.3 Vetor Normal . . . . . .. .. . 24
2.4 Mudanca de Parametros . . . . . . . . . ... o e 25
Primeira Forma Fundamental e Aplicagoes 28
3.1 Primeira Forma Fundamental . . . . .. .. ... ... ... ... ... .. 29
3.2 Comprimento . . . . . . . . . . . 32
3.3 Angulos ...................................... 32
34 Area . .. 34

1X



3.5 AplicagOes . . . . . ..o
Conclusao

Referéncia Bibliograficas



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11

Hélice Circular . . . . . . . . oo 6
Vetor Tagente . . . . . . . . . . L 8
Plano Osculador . . . . . . . . . . .. .. 9
Plano . . . . . o . o 13
Esfera . . . . . . . e 14
Paraboloide Eliptico . . . . . . . . ... 15
Paraboloide Hiperbdlico . . . . . . . . . .. ... . 16
Cilindro Circular . . . . . . .. .. . 17
Catendria . . . . . . . . . . e e 18
Catenoide . . . . . . . . . . e 19
Toro . . . . . o 19
Tangente . . . . . . . L 20
Cilindro . . . . . . . . e 21
Cone . . . . e 21
Hiperboloide de Revolugao . . . . . . . . . . ... ... ... .. 22
Helicoide . . . . . . . . o o 23
Vetor Normal . . . . . . . . . . . . e 25
Primeira forma . . . . .. .. L Lo 28
Cilindro Circular S . . . . . . . . . . . e 30
Helicéide . . . . . . . . . . e 31
Area de uma TEZIAO . .« v o e e e 34
Elipsoide . . . . . . . . . . e 37
Paraboloide Eliptico . . . . . . . . .. . Lo 38
Paraboloide Hiperbdlico . . . . . . . . . ... ... .. ... ... ..., 39
Hiperboldide de Duas Folhas . . . . .. .. ... ... ... ... ...... 40
Parametrizacao da Esfera Unitdria S2 . . . . . . . . ... ... ... .... 41
Projecao Estereografica . . . . . .. ... .o oo 42
Superficie Parametrizada Ex.4 . . . . .. ..o o000 44

X1



3.12 Cone de Revolugao 1 . . . . . . . . . .. 46

3.13 Conede Revolugao 2 . . . . . . . . . .. L 47
3.14 Superfice de Revolucao . . . . . . . . ... 51
315 Planoxy . . . . . . oL o 52
3.16 Torode Revolugao 1 . . . . . . . . . . . . 54
3.17 Torode Revolugao 2 . . . . . . . .. . 55

x1i



Introducao

No decorrer deste trabalho, vamos estudar a Primeira Forma Fundamental, es-
trutura geométrica prépria das superficies, de grande importancia para a compreensao da
Geometria Diferencial em sua totalidade e de significativa utilidade para determinagao de
angulos, comprimentos de curvas e areas de regioes de superficies.

Para tanto, aplicaremos os conhecimentos adquiridos de Geometria Analitica,
Algebra Linear e Célculo Diferencial ao fazer o estudo local da geometria diferencial das
superficies no espago euclidiano; abordaremos conceitos de curvas regulares parametriza-
das, comprimento de arco e superficies regulares; estudaremos exemplos de superficies pa-
rametrizadas regulares e definiremos plano tangente e vetor normal. Além dissso, de forma
a sedimentar, exemplificar e agregar conhecimentos, apresentaremos diversas aplicagoes da
Primeira Forma Fundamental.

Nesse estudo, nos baseamos nos livros que constam na referéncia bibliografica, em
especial o capitulo III, secao 5, do livro Introdugao a Geometria Diferencial da autora Keti
Tenenblat [Tenenblat 2008] e o capitulo II do livro Geometria Diferencial Local do autor
Manfredo Perdigao [Carmo 2012], do qual resolveremos alguns exercicios propostos. Além
das imagens adquiridas por meio dos livros, o trabalho contard com figuras produzidas
por meio do software maple.

Desde a infancia, a matematica, de muitas formas, me cativou. Foi uma grande
aliada na minha trajetéria académica e na minha relagao com o mundo, visto que essa esta
presente em tudo. Durante o segundo ano do meu ensino médio, me decidi pelo curso de
Licenciatura em Matemadtica e pela carreira académica. Assim, escolhi a drea de geometria
diferencial para o presente estudo devido a sua grande relevancia na matemaética e, dessa
forma, inicio minhas pesquisas na expectativa de continuar sedimentando os conhecimen-
tos aqui articulados em projetos futuros. Espero igualmente contribuir nas trajetorias

académicas dos leitores do presente trabalho.

xiii
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Preliminares

Neste capitulo sao apresentadas defini¢oes e resultados importantes ao estudo da
primeira forma fundamental. O texto ao longo do capitulo é baseado em Introducao a
Geometria Diferencial de Keti Tenenblat [Tenenblat 2008] e Algebra Linear de Elon Lages
Lima [Lima 2020].

1.1 Vetores Linearmente Independentes

Definicao 1.1. Seja V um espago vetorial, os vetores vy, va, ..., vn vetores sao ditos line-
armente independentes se toda equacgao vetorial da forma Ajvy + Agvg + -+ + A\yv, =0

tem solucao Unica A\; = g =--- =\, = 0.

Consideramos nessa definigdo que os coeficientes pertencem ao conjunto dos reais.
Quando essa definicdo nao se efetiva para quaisquer vetores vy, vo, ..., v, de um
espaco vetorial V, eles sao chamados linearmente dependentes. Ou seja, se existirem

nameros reais Aq, Ao, ..., A, nem todos nulos, tais que Ajv; + Agve + ... + Av, = 0.

1.2 Base e Dimensao

Definigao 1.2. Seja V um espago vetorial sobre R. E chamada de base de V, um sub-
conjunto B de V, que satisfaz:

(i) B ¢ linearmente independente;

(ii) B gera V, isto é, qualquer vetor de V pode ser escrito como combinagao linear

dos vetores de B.

Exemplo 1.3. Sendo R? espaco vetorial sobre R, o conjunto {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)} é
base de R3, pois é linearmente independente e gera, de fato, R3. Se (a, 3,7) € R3, entdo
(o, B,7) = «(1,0,0) + £(0,1,0) +~(0,0,1) com a, 3,7 € R.



Um espaco vetorial pode contar com mais de uma base, todas elas com o mesmo

nimero de vetores. A partir disso, temos que:

Definigao 1.4. Seja V um espago vetorial e B = {vy, v9, ..., v, } uma base de V. A dimensao

de V ¢ igual ao nimero de vetores da base (dimV = n).

Podemos considerar dois casos especiais:
(i) Se V nao possui base = dimV = 0;
(ii) Se V tem uma base com infinitos vetores = dim V = oo (a dimensao de V é

infinita).

Exemplo 1.5. Seja V = R?. O conjunto B = [(1,0), (0,1)] é uma base de V. De fato,
B(x,y) C R?,

tem-se

(iL',y) = .1‘(1,0) + y(ov 1)

(z,y) = (0,0) & 2=y =0.
Logo, dim(R?) = 2.

Teorema 1.6. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita n. Entdo:
i) Se B = {v1,v9, -+ ,u,} gera V entdo B € base de V;

it) Se B = {uy,ug, - ,u,} € linearmente independente entio B ¢ base de V.

1.3 Transformacao Linear

Definicao 1.7. Sejam U e V espagos vetoriais sobre R. Uma aplicagdo T : U — V é uma

Transformagdo Linear se

(1) T(ug 4+ ug) = T(uy) + T(u2) Y ur,us € U, e
(2) T(\u) = AT(u),VX€eReVueUl.

Exemplo 1.8. A transformacdo 7 : R? — R? dada por

T(x,y) = (5 +y, 3z — 2y)

¢é linear.



De fato, se u; = (x1,y1) e ug = (2, y2) vetores de R?, entdo

(a)
T(ur +uz) = T((w1,y1) + (22,92))

= T((z1+w2,y1 +¥y2))
(5(x1 + @2) + (y1 + ¥2), 3(z1 + 22) — 2(y1 + y2))
= (51 + 52 + y1 + Y2, 371 + 3x2 — 2y1 — 2y2)
(521 + 1,321 — 2y1) + (522 + Y2, 32 — 242)
= T(ur)+ T(ug).

(b) V A € R, temos
T(Au1) = T(Ma1,y1))
= T(Az1,\y1))
= (5A\z1 + A\y1, 3z — 2A\y1)
= (AMb5z1 4+ y1), A(3z1 — 291))
= M5z1 4 y1,371 — 2Y1)
= AT(u).

Portanto, T é uma transformacao linear.

1.4 Forma Bilinear

Definigao 1.9. Sejam U e V espagos vetoriais sobre R. Uma funcdo f : U xV — R é
chamada de forma bilinear de U x V' em R se satisfizer:
(i) f(Aur + ug,v) = Af(u1,v) + f(u2,v), para todos A € R, uj,ug €U ev e V.
(ii) f(u, Avg +v2) = Af(u,v1) + f(u,v2), para todos A € R, ue U e v1,v2 € V.

Dessa forma, uma fungéo f : U x V — K é uma forma bilinear se, ao deixarmos
uma variavel fixa, for linear na outra varidavel. Vejamos agora os conceitos de forma bilinear

simétrica e produto interno.

Definicao 1.10. B : R? x R? — R ¢ dita simétrica se
B(v1,v2) = B(va,v1),V v1,v3 € R2
Definicao 1.11. Uma forma bilinear simétrica que satisfaz:
B(u,u) > 0e B(u,u) =0 u=0

¢ chamado de produto interno.



Exemplo 1.12. A forma B : R? x R? — R dada por

B(u, U) = Ty + YuYv,

U = (xuvyu)) V= ($U7yv)
é uma forma bilinear simétrica. Mais do que isso, B é, de fato, um produto interno.

Exemplo 1.13. A funcio f : R? x R? — R dada por f((z1,72), (y1,%2)) = 5x1y2 —

22911, V(x1,72), (y1,%2) € R? é uma forma bilinear que ndo é um produto interno.

Quando uma forma bilinear B : R? x R? — R é um produto interno, denota-
mos B(u,v) por (u,v). Neste caso, a funcio f : R?> — R dada por f(u) = (<u,u>)% é
denominada uma norma em V' proveniente do produto interno (.) e satisfaz:

i) f(u) >0 f(u) =0 u=0;

it) F(\u) = A f(u);

iii) f(u+v) < fu) + f(v);

Ocorre que no espaco vetorial R2, fixando o produto interno dado no exemplo

1.12, temos

= (224427 = a2+,

N

fu) = (u, u)
isto é,
flu) = vai + v,

é o comprimento do vetor @ (com origem no ponto (0, 0) e extremidade u). Por simplicidade
usamos, em ambos 0s casos, apenas .

Finalmente, fazendo

lull = f(u) = Vai + yi,

temos que a norma euclidiana ou comprimento de um vetor u € R? denotada por ||ul| é

dado pela expressao acima. Em geral, tem-se

[ull = v/ (u, w).

E importante observar que existem normas que nao sao provenientes de produtos internos,
mas estas nao serao consideradas neste trabalho. Para mais detalhes veja Hoffman e Kunze
1971 e Lima 2020.



1.5 Curvas Parametrizadas Definidas em R?

Dados os conjuntos de ternos ordenados de ntimeros reais (x,y, z) € R3. Podemos
destacar alguns subconjuntos de R?® nos quais possa ser aplicado o célculo diferencial.
Lembrando que uma funcao de variavel real serd diferencidvel, se ela possuir em todos os
pontos derivadas de todas as ordens (continuas).

Nessa se¢ao vamos introduzir os conceitos bésicos para curvas no espaco euclidi-

ano R3.

1.5.1 Definicao

Definicao 1.14. Uma curva parametrizada diferencidvel de R? é uma aplicacio dife-
renciavel o, de classe C°, de um intervalo aberto I C R em R3. A varidvel t € T é o
parametro da curva, e o subconjunto de R? formado pelos pontos a(t), t € I, é o traco da

curva.
Essa aplicacdo ¢ da forma a(t) = (x(t),y(t),2(t)), t € I, na qual z(t),y(t), z(t)

sao fungoes diferenciaveis de classe C*°.

1.5.2 Exemplos

Exemplo 1.15. A aplicacao,
a(t) = (xo + at,yo + bt, 20 + ct), t € R,

onde a? + b? + ¢? # 0 é uma curva parametrizada diferenciavel, cujo traco é uma linha

reta passando pelo ponto (zg, Yo, z0) e paralela ao vetor de coordenadas (a, b, c).
O Exemplo 1.15 representa uma familia de curvas planas.

Exemplo 1.16. A curva parametrizada diferencidvel
a(t) = (a cos t,a sen t,bt),

teR,a>0,b#0éa hélice circular.



Figura 1.1: Hélice Circular

Imagem elaborada pela autora

O trago desta curva est4 contido no cilindro z2+y? = a?. Se a(t1) e a(t2) sao dois
pontos que tém as duas primeiras coordenadas respectivamente iguais, entao as terceiras

coordenadas diferem por um multiplo de 27b.

Definicao 1.17. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R3 é dita plana se existe

um plano de R? que contém a(I)

O exemplo 1.15 é uma curva plana.

1.5.3 Vetor Tangente, Curva Regular e Mudancga de Parametros

Definicao 1.18. Seja a(t) = (x(t),y(t),z(t)), t € I C R3, uma curva parametrizada
diferencidvel. O vetor tangente a o em t € I é o vetor o/(t) = (2/(t),y'(t),7'(t)). A
curva « é regular se V t € I, o/(t) # 0. A reta tangente & curva regular « em ty € I é
a reta que passa por a(tp) na diregdo de o/(tg), isto é, a reta dada pela fungao g(r) =
a(ty) +rd(tg), r € R.

Definicao 1.19. Sejam I e J intervalos abertos de R, : I — R3 uma curva regular e
h : J — I uma funcao diferenciavel C*°, cuja derivada de primeira ordem é nao-nula em

todos os pontos de J e tal que h(J) = I. Entao, a funcdo composta
f=aoh:J—R?

é uma curva regular, que tem o mesmo trago que «, chamada reparametrizacao de « por

h. A funcdo h é chamada mudanca de parametro.



Seja o : I — R3 uma curva regular e fixemos t( e t; do intervalo I. Subdividindo o
intervalo [tg, t1] nos pontos tg = ag < a1 < ... < a, = t1, e ligando retilineamente os pontos
a(ap),a(ay), ..., a(ay), obtemos uma linha poligonal inscrita a curva entre «(ty) e a(t;).
Esta poligonal tem um comprimento. Consideremos agora todas as poligonais inscritas
a curva entre a(tg) e a(t;). Como «a é uma curva regular (na realidade, é suficiente que
a derivada de primeira ordem da fungao « exista e seja continua), pode-se verificar que
existe o limite superior do conjunto dos comprimentos dessas linhas poligonais, e é igual

a j;;;l |/ (t)|dt, que é chamado comprimento de arco da curva « de tg e t;.

Definicao 1.20. A aplicagao s(t) = ft’; |o/(t)|dt é denominada fun¢do comprimento de
arco da curva « a partir de tg. Esta funcao é diferenciavel de classe C'°°, pois a é uma

curva regular.

Definicao 1.21. Uma curva regular « : I — R? é dita parametrizada pelo comprimento
de arco se, para cada tg,t1 € I,tg < t1, o comprimento de arco da curva o de ty a t1 é

igual a t; — tg. Isto é,

t1
/ |/ (t)|dt = t1 — to.
to

Proposicao 1.22. Uma curva reqular o : I — R® estd parametrizada pelo comprimento

de arco se, e sé se, Vtel, ||| =1.

Demonstragao. Suponhamos um «(t) parametrizada pelo comprimento de arco, fixemos
to € I. Considere a funcio s(t) : I — R3, que para cada t € I, associa s(t) = ftto |/ (t)]|dt.
~ o t < ¢
Se to < t, entdo por hipdtese, [, [|o/(t)[|dt = t—to; set < to, entdao —s(t) = [,° [|o/(¢)[|dt =
to—t. Portanto, para todo t € I, s(t) =t—tge s'(t) = 1. Como §'(t) = ||&/(t)]|, concluimos
que [|/(t)|]| =1,V ¢t € I. A reciproca é verdadeira. O
Proposicao 1.23. Sejam o : I — R3 uma curva reqular e s : I — s(I) C R a funcdo
comprimento de arco de o a partir de ty. Entao, existe a funcdo inversa h de s, definida

no intervalo aberto J = s(I), f = a o h é uma reparametrizacao de «, onde [ estd

parametrizada pelo comprimento de arco.

Exemplo 1.24. Consideremos «(t) = (at + ¢,bt +d), t € R e a® + b* # 0. Seja s(t) a

funcao comprimento de arco de « a partir de tg = 0, isto é,

t
s(t):/ Va2 + b2 dt =+a®+b?t.
0

S

A funcao inversa de s é dada por h(s) = Jop S € R. Portanto, 8 = a o h, que a cada

s associa

B(s)=|a i +¢,b i +d],
Vaie  OVaie
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é uma reparametrizagao de a pelo comprimento de arco.

1.5.4 Teoria Local das Curvas Parametrizadas pelo Compri-

mento de Arco

Considere uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s, a: I = (a,b) —
R3. Temos que o’(s) é um vetor tangente unitério e o médulo da derivada segunda |o” ()]
mede a taxa de variagao do angulo que as tangentes vizinhas fazem com a tangente de s.
Ou seja, |o”(s)| mede quao répido a curva se afasta da tangente de s em uma vizinhanga

de s.

Figura 1.2: Vetor Tagente

o(s)

o5

o)

o"(s)

Geometria Diferencial de Curvas e Superficies: [Carmo 2012]

Definicao 1.25. Seja a : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

s € I. O nimero | (s)| = k(s) chama-se curvatura de « em s.

E possivel observar que ao mudar a orientacao, o vetor tangete muda de sentido.

d d
P (5= -2

()-

Além disso, em uma mudanca de orientacao, o’(t) e a curvatura nao variam.

Analisemos agora os pontos nos quais k(s) # 0. Pela equagao o(s) = k(s)n(s),
fica bem definido um vetor unitdrio n(s) na diregao de o’(s). Observe que o(s) é normal
a o/(s), pois ao derivarmos (d/(s),/(s)) = 1 obtemos (a(s),a’(s)) = 0. Dessa forma,
n(s) é normal a a(s) e recebe o nome de vetor normal em s. O plano dado por n(s) e a(s)

por sua vez, recebe o nome de plano esculador em s.



Figura 1.3: Plano Osculador

Geometria Diferencial de Curvas e Superficies: [Carmo 2012]

O vetor normal e o plano osculador nao estao definidos nos pontos em que k(s) = 0
e para a andlise das curvas é necessario o plano osculador. Convenientemente, dizemos
que s € I é um ponto singular de ordem 1 se o’ (s) = 0.

Nos voltemos para as curvas parametrizadas pelo comprimento do arco sem pon-
tos singulares de ordem 1. Indicaremos o vetor unitdrio de « em s por t(s) = o/(s)
e teremos que t'(s) = k(s)n(s). O vetor unitdrio b(s) = t(s) x n(s) é normal ao plano
osculador e recebera o nome de vetor binormal em s.

Faremos uma andlise semelhante a feita para o/(s) no primeiro pardgrafo desse
tépico. Uma vez que b(s) é unitdrio, o médulo |V/(s)| medird a taxa de variagao do angulo
do plano osculador em s com os planos osculadores vizinhos. Ou seja, [b'(s)| mede quéao
rapido a curva se afasta do plano osculador em s em uma vizinhanca de s.

No que tange os cdlculos de V/(s), devemos observar que, por um lado, que b'(s)

é normal a b(s), e por outro, normal a t(s):
b (s) =t(s) x n(s) +t(s) x n'(s) = t(s) x n'(s);
A partir disso, temos que '(s) é paralelo a n(s) e vale

b'(s) = 7(s)n(s)

para alguma fungao 7(s).

Defini¢ao 1.26. Seja a : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
s tal que |&”(s)| # 0,s € I. O ntmero 7(s) definido por b'(s) = 7(s)n(s) é chamado de

torcao de o em s.

A torgao (7), diferentemente da curvatura (k), pode ser positiva ou negativa. Ao
mudarmos a orientacao, o vetor binormal muda de sinal, uma vez que b =t X n. Assim,
b'(s) e, consequentemente, a tor¢ao 7, nao variam em uma mudanga de orientagao.

Em sintese, para cada valor do parametro s é associado trés vetores unitarios e

ortogonais t(s),n(s), b(s). Eles constroem o chamado triedo de Frenet em s. E possivel

9



obter informagoes sobre o comportamento de v em uma vizinhanca de s a partir das
entidades geométricas (curvatura k e tor¢ao 7) que as derivadas dos vetores t(s) e b(s)
(respectivamente, t'(s) = kn, b/'(s) = 7n) nos fornecem ao serem expressas na base {t,n, b}.

Vale destacar as formulas de Frenet:

t' = kn,
n' = —kt — 7b,
b =n.

Omitimos o s por comodidade. Vejamos também algumas denominagoes comumente uti-

lizadas:

O plano tb: plano retificante;

O plano nb: plano normal;

A reta que passa por a(s) e contém n(s): normal principal em s;

A reta que passa por «(s) e contém b(s): binormal em s;

Fisicamente, é possivel pensar em uma curva em R? como originada a partir de
uma reta entortada (curvatura) ou torcida (torgao). Dessa forma, é possivel descrever

completamente o comportamento local de uma curva por k e 7.

10



2
Teoria Local de Superficies

As defini¢oes usadas nesse capitulo sao advindas dos livros Introducao a Geo-
metria Diferencial de Keti Tenenblat e Geometria Diferencial de Curvas e Superficies de

Manfredo Perdigao do Carmo.

2.1 Swuperficie Parametrizadas Regulares

As Superficies Parametrizadas Regulares podem ser compreendidas de modo
andlogo as Curvas Parametrizadas Diferencidveis. Uma curva é uma aplicacao diferencidvel
a que pode ser vista tanto em R? como em R2. No entanto, em ambos os casos, os dominios
estao sempre contidos em R. Dessa forma, a parametrizacao das Curvas sempre ocorre em
funcdo de uma unica varidvel, chamada parameétro da curva e geralmente denotado por .

Nas Superficies, o dominio por sua vez, é o R? e, portanto, a aplicacao se d4
em funcao de duas varidveis, as quais representaremos por u € v. Assim, denotamos S o

subconjunto de R3 formado pelos pontos X (u, v).
Defini¢ao 2.1. Uma Superficie Parametrizada Regular é uma aplicacio X : U C R? —
R3, na qual U é um aberto de R?, tal que:
a) X ¢ diferencidvel de classe C*;
b) Para todo q = (u,v) € U, a diferencial de X em ¢, dX, : R? — R3, é injetora.
As varidveis u, v sao os parametros da superficie. O subconjunto S de R2, obtido
pela imagem da aplicagao X é denominado trago de X.

Para melhor compreensao do conceito de Superficie Parametrizada Regular, va-

mos destrinchar as retrigdes a e b da definigao.

a) Ao mencionar que X é diferencidvel de classe C™ signfica que na aplicacao X (u,v) =

11



(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) as fungoes z(u,v), y(u, v), z(u, v) tém derivadas parciais continuas

de todas as ordens.
b) O item b é equivalente a algumas outras afirmacoes. Veja:

b.1) dX, é injetora < a matriz J(ug,vg) tem posto 2;

J(ug,vo) é a matriz jacobiana associada a dX, nas bases canonicas de R?. Denota-

mos essa base por e e es.

[ Ox oz ]
%(Uoﬂfo) %(UOWO)
5] 0
J(ug,vo) = (%(UO,UO) a%(“oﬂfo)
0z 0z
i %(UO,UO) %(UO,UO) i

Dizer que uma matriz tem posto 2 é o mesmo que dizer que ela tem duas linhas
e duas colunas linearmente independentes (L.I). Temos também que uma matriz
tem duas linhas L.I se, e somente se, ela tem duas colunas L.I. Desse modo, basta
verificarmos que suas linhas, ou suas colunas, sao linearmente independentes, para
concluirmos que a matriz tem posto 2. Na matriz jacobiana acima, as colunas sao
dadas por dois vetores, o qual denotaremos por X, (ug,vo) e Xy(ug, vg) e exigiremos

que sejam linearmente independentes.

0 0
xy(er) = (Gt w0, 52 o). G ) )
0

15) 0z
dXg(e2) = <€M(UO’UO)’ a*z(uo,vo% 6u(”0mo)> .

O que acarreta no proxima afirmacao:

b.2) dX, é injetora < os vetores Xy (ug,vo) e Xy(uo, vo) s@o linearmente independentes;

Sabemos também que dois vetores linearmente independentes sé podem ser consi-
derados assim se e somente se o produto vetorial deles é nao nulo. A partir disso,

chegamos na iltima equivaléncia:
b.3) dX, é injetora < X, (ug,vo) X Xy(ug,vo) # 0

Todas essas afirmativas garantem a existéncia de um plano tangente em cada

ponto da superficie.

12



Considere X : U C R? — R? uma superficie parametrizada, entdo se fixarmos

um ponto (ug,vp) € U, as curvas

u— X (u,vp),

v — X (ug,v),

serao curvas com coordenadas de X em (ug,vg). Os vetores X, (ug,vg) e Xy (up,vp) sdo
vetores tangentes as curvas coordenadas.
Apresentaremos agora alguns exemplos de superficies superficies parametrizadas

regulares.

2.1.1 Plano

Exemplo 2.2. Sejam pg = (z0, ¥, 20) um ponto de R?, a = (ay,as,a3), e b = (b1, ba, b3)
vetores linearmente independentes de R3. Consideremos a aplicacdo X : R? — R3 que,

para cada (u,v) € R?, associa X (u,v) = po + ua + vb, isto é

X (u,v) = (xo + uay + vby, yo + uag + vba, 2o + uaz + vbs).

Figura 2.1: Plano

Imagem elaborada pela autora

Entdo, X é uma superficie parametrizada regular, pois X é diferencidvel e os
vetores X, = a, X, = b sao linearmente independentes. A aplicagdo X descreve um plano
de R3 que passa pelo ponto pp, ortogonal ao vetor a x b. As curvas coordenadas de X

descrevem retas do plano, paralelas aos vetores a e b respectivamente.

13



2.1.2 Esfera

Exemplo 2.3. Consideremos a aplicacdo X : U C R? — R3 definida por
X(u,v) = (a sen v cos u,a sen v sen u,a cos v),

naquala>0eU =R x (0,7) = {(u,v) ERZuceRe0<v <7}

A aplicagdo X é diferencidvel e os vetores

Xy = (—asenwvsenu,asen v cosu,0)

Xy = (acoswvcosu,acosvsenu,—a senv)
sao linearmente independentes, para todo (u,v) € U. De fato,

X, x X, = (—a? sen® v cos u, —a* sen® v sen u, —a* sen v cos v) e

| X0 X Xy =a’ sen v # 0,

jd que v € (0,7). A imagem de X é a esfera centrada na origem de raio a, menos os dois

polos. As curvas coordenadas sdo os meridianos e os paralelos da esfera.

Figura 2.2: Esfera

Imagem elaborada pela autora

2.1.3 Paraboloide Eliptico

Exemplo 2.4. Seja

x u? | v?\ R?
(u,v) = u,v,?—i—b—z ;o (u,v) €

14



onde a e b sdo constantes nao-nulas. A aplicacdo X é diferencidvel e os vetores X, =
(1,0, %),XU = (0,1, %) sdo linearmente independentes para todo (u,v) € R2. Portanto,

X é uma superficie parametrizada regular, cuja imagem é o paraboloide eliptico.

Figura 2.3: Paraboloide Eliptico

Imagem elaborada pela autora

2 2
_ 3. ,_ 7% Y
S—{(m,y,z)€R72—aQ+bQ}

As curvas coordenadas descrevem as pardbolas obtidas pela intersecgao de S com os planos

paralelos a zz e yz.

2.1.4 Paraboloide Hiperbdlico

Proposigao 2.5. Se f(u,v) é uma fungao real diferencidvel, onde (u,v) € U, aberto de
R?, entdo a aplicacdo X (u,v) = (u,v, f(u,v)) € uma superficie parametrizada regular, que

descreve o grdfico da funcdo f.

Demonstracao. A diferenciabilidade de X decorre do fato de que as fungoes coordenadas

de X sdo diferencidveis. A matriz jacobiana de X é igual a

1 0
X=10 1/,
fu fo
que tem posto 2, para todo (u,v). O
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Exemplo 2.6. Dessa proposicao temos que a aplicagao

u?  v?

_ 2
X(u,v) = (u,v,a2 — l)2> , (u,v) € R,

na qual a e b sdo constantes nao-nulas, é uma superficie parametrizada regular, cujo trago

é o paraboloide hiperbdlico

2 2
_ 3., _* ¥
S—{(m,y,z)ER,z—az—bZ}.

Essa é uma superficie de revolugao em torno do eixo .

Figura 2.4: Paraboloide Hiperbdlico

WX
}\"‘ P A

s
VA

Vi

Imagem elaborada pela autora

2.1.5 Superficies de Rotagao

Cilindro Circular

Esta superficie é uma dos muitos exemplos de superficie de rotacao. Elas sao
criadas pela rotacdo de um traco de uma curva regular plana em torno de uma reta de R3

que nao interecepta a curva.

Exemplo 2.7. A superficie
X (u,v) = (a cos v,a sen v, u),

na qual (u,v) € R?, descreve o cilindro circular, que é obtido pela rotacio da reta

a(u) = (a,0,u) em torno do eixo 0z.

16



Figura 2.5: Cilindro Circular

CARERRR RNy

Imagem elaborada pela autora

Proposigao 2.8. Seja a(u) = (f(u),0,9(v)),u € I C R, uma curva regular tal que f(u)

ndao se anula. Entdo, a aplicacdo
X(u,v) = (f(u) cos v, f(u) sen v, g(u)),

onde u € I ev € R é uma superficie parametrizada reqular chamada “superficie de

rotacao” da curva a em torno do eixo 0z.

Demonstragao. Como « é uma aplicacao diferencidvel, temos que as funcoes coordenadas

de X sao diferencidveis. Os vetores

Xy = (f'(u) cosv, f'(u) sen v, g (u)),
Xy = (—f(u) sen v, f(u) cos v,0),

sao linearmente independente, pois
[ Xu x Xof? = f2()[(d)? + (F)°] #0,

ja que « é uma curva regular e f nao se anula. Portanto, concluimos que X é uma

superficie parametrizada regular. ]

Os dois exemplos de Superficies Parametrizadas Regulares a seguir também sao

exemplos de Superficies de Rotagao.
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Catenodide

Exemplo 2.9. Consideremos a catendria
u
a(u) = (u,a coshf,O) ,u € R,
a

onde a > 0 é constante.

Figura 2.6: Catenaria

)

Imagem elaborada pela autora
A superficie
u u
X(u,v) = (u, a cosh— cos v,a cosh— sen v) )
a a

(u,v) € R2, descreve o catenoide, que é obtido pela rotacdo da catendria o em torno do

eixo Ox.

18



Figura 2.7: Catenoide

Imagem elaborada pela autora

Toro

Exemplo 2.10. Seja a(u) = (a + 7 cos u,0,7 sen u) ,u € R, com 0 < r < a, a curva que
descreve a circunferéncia contida no plano x o y, centrada no ponto (a, 0, 0), de raio r.

Considerando a rotagao de a em torno do eixo 0z, obtemos a superficie de rotacao
X(u,v) = ((a + r cos u) cos v,(a + r cosu) sen v,r sen u),

(u,v) € R?, que descreve o toro.

Figura 2.8: Toro

z

Geometria Diferencial de Curvas e Superficies: [Carmo 2012]
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2.1.6 Superficies Regradas

Definicao 2.11. Uma familia (diferencidvel) a I-parametro de retas {«(t),w(t)} é uma
correspondéncia que associa a cada t € I um ponto a(t) € R? e um vetor w(t) € R3, w(t) #
0, tais que ambos «a(t) e w(t) sejam diferenciaveis em t. Para cada t € I, a reta L; passando
por a(t) e que é gerada por w(t) é chamada a reta da familia em ¢. Assim, chamamos a

superficie parametrizda
X(t,v)=at)+vw(t), tel, veR,

de superficie regrada gerada pela familia {«/(t), w(t)}.

As retas L; sao as geratrizes, e a curva «(t) é uma diretriz da superficie X. Em
alguns casos a expressao superficie regrada é usada significando o traco de X.
Os exemplos mais simples de superficies regradas sao as superficies tangentes a

uma curva regular, os cilindros e os cones.

Superficie tangente

Exemplo 2.12. Seja o : I — R? uma curva parametrizada regular. A superficie definida

por X (t,v) = a(t) + va/(t) é a superficie tangente de a.

Figura 2.9: Tangente

Geometria Diferencial de Curvas e Superficies: [Carmo 2012]

Cilindro

Vimos anteriormente um cilindro circular criado como uma superficie de rotacao.

Veja agora um cilindro obtido no ambito das superficies regradas.

Exemplo 2.13. Se o : I — R? é uma curva plana e w(t) é paralelo a uma direcdo fixa em
R? obtemos um cilindro. Em particular se a(t) = (a cos t,a sen t,0) e a(t) = (0,0,1), a

superficie X (t,v) = (a cos t,a sen t,v), (u,v) € R? e a > 0 descreve um cilindro circular.
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Figura 2.10: Cilindro

Imagem elaborada pela autora

Cone
Exemplo 2.14. Se o : I — R é uma curva plana e todas as retas geratrizes L; passam

por um ponto p € P. Obtemos um cone.

Figura 2.11: Cone
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Imagem elaborada pela autora

Hiperboléide de Revolugao
Exemplo 2.15. Sejam S! o circulo unitdrio 22 + y? = 1 no plano zy, e a(s) uma para-
metrizacao de S pelo comprimento de arco. Para cada s, seja w(s) = o/(s) + e3, onde e3

¢ o vetor unitario do eixo Oz. Entao

z(s,v) = as) + v(d/(s) + e3)
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é uma superficie regrada. Podemos colocé-la em uma forma mais familiar escrevendo
x(s,v) = (cos s — v sen s, sen s+ v cos $,v);

e observando que z? + y? — 22 = 1 + v? — v? = 1. Isto mostra que o traco de x é um

hiperboloide de revolugao.

Figura 2.12: Hiperboloide de Revolucao

Imagem elaborada pela autora
Helicoide
Exemplo 2.16. Consideremos a superficie
X (u,v) = (v cos u,v sen u,bv), (u,v) € R

A descrigao geométrica dessa superficie é dada da seguinte forma: Seja o(u) = (cos u, sen u, bu)
uma hélice circular. Para cada u existe uma tunica reta ortogonal ao eixo 0z, que passa
por a(u). O traco de X é o conjunto de pontos de R?, obtido pela unido dessas retas, que

¢ denominada helicoide.
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Figura 2.13: Helicoide

Imagem elaborada pela autora

2.2 Plano Tangente

Para definirmos e compreendermos plano tangente, usaremos os conceitos de vetor
tangente e curva parametrizada diferencidvel.

No inicio desse capitulo fizemos um paralelo entre Superficies Parametrizadas
Regulares e Curvas Parametrizadas Diferencidveis, reforgando a diferenga do dominio entre
elas, visto que as duas podem ter como imagem um subconjunto de R3.

Dessa forma, vamos considerar a superficie parametrizada regular X (u, v), (u,v) €
U C R2. Seja u e v funcdes diferencidveis de um parametro t,t € I C R, obtemos uma
curva diferencidvel a(t) = X (u(t),v(t)) com o trago contido na nossa superficie X (u,v).
Ou seja, a partir de a, uma curva parametrizada da nossa superficie em R3, determinare-

mos um vetor tangente e, posteriormente, o plano tangente.

Definigao 2.17. Se X (u,v) é uma superficie parametrizada regular, dizemos que um vetor
w de R? é um vetor tangente a X em ¢ = (ug,vg) se w = o/ (ty), onde a(t) = X (u(t),v(t))

¢ uma curva da superficie, tal que (u(tp),v(to)) = (uo,vo).

Uma vez que os vetores X, (ug,vg) e Xy(ug,vg) sdo tangentes as curvas coorde-

nadas de X, temos também que eles sao vetores tangentes a X.

Defini¢ao 2.18. O plano tangente a X em (ug,v9) é o conjunto de todos os vetores

tangentes a X em (ug, vg), que denotamos por T, X, onde g = (ug, vp).

Assim sendo, a partir dos vetores tangentes as curvas X,(q) e X,(¢), linearmentes
independentes pela definicao de superficie parametrizada regular, chegaremos ao plano

tangente a superficie T, X C R3. Observe:

23



Proposicao 2.19. Seja X(u,v) uma superficie parametrizada regqular e q = (ug,vg).
Entao, Ty X € o conjunto de vetores obtidos como combinacdo linear de X, (uo,vo) e

XU(U(),’UQ).

Demonstragdo. Se w € T,X, entao w = o/ (tp), em que a(t) = X (u(t),v(t)) e (u(to), v(to))
= (ug, vg). Portanto,

W= a) = LX) e
= Xu(UO, ’U(]) ’U/(t()) + XU(UO,UO) U/(t0)7

isto é, w é uma combinacao linear dos vetores X, e X, em (ug,vp). Reciprocamente,

suponhamos que
w=a XU(UO, UO) + b Xu(uo, UO)a

entdo existe uma curva «(t) da superficie tal que (u(0),v(0)) = (uo,vo) € &/(0) = w. De

fato, basta considerar

onde u(t) = ug + at, e v(t) = vo + bt, com t € R. O

2.3 Vetor Normal

Definicao 2.20. Se X (u,v) é uma superficie e ¢ = (ug, vg), dizemos que um vetor de R?
¢ normal a X em ¢ se é ortogonal a T X, isto é, é ortogonal a todos os vetores tangentes

a X em gq.

Considerando o ponto ¢ = (ug,v9) e o plano tangente a qual pertence, passara
por ele uma tunica reta ortogonal ao plano. Essa reta pode conter somente dois vetores
unitarios, em sentidos opostos. Assim fixaremos o vetor unitdrio normal a X em ¢ como

sendo o vetor

Xu X Xy

N(q) = =x=2v

(q)-
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Figura 2.14: Vetor Normal

Introdugéo & Geometria Diferencial: [Tenenblat 2008]

2.4 Mudanca de Parametros

Ao longo desse capitulo, é possivel observar um cilindro circular sendo escrito
de duas maneiras diferentes: como superficie de rotacdo e como superficie regrada. Isso
é possivel pois duas superficies parametrizadas podem ter o mesmo trago. Para uma
superficie parametrizada regular X pode-se obter diversas superficies parametrizadas com

o mesmo traco. Observe:

Proposicao 2.21. Seja X : U C R? — R3 wma superficie parametrizada reqular. Se
h:U c R? = U ¢ uma aplicacio diferencidvel, cujo determinante da matriz jacobiana

nao se anula e h(U) = U, entao Y = X o h é uma superficie parametrizada reqular que

tem o mesmo traco de X.

Demonstragao. A aplicacao Y é diferenciavel, pois é composta de fungoes dife-

renciaveis. Seja

Yz x Y5 # 0. Como

Odrdu Oxdv dyodu Oydv 0z0u 0z 0z

Yo=(5.5a T 9vou’ 9udu T 000w uda T 9093
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Ordu Oxdv Jydu Oydv dz0u 0z 0v

Vo= GGuas t 9v oo 9ude T avan udn T a0
temos que:
ou ov
Yu - (Xu% + Xv%)v
ou ov
Y = (Xu% + XU%).
Portanto,
oudv Oudv

Yl_t X Yr,__) — Xu X XU(%% - %%)

Como X, x X, # 0 e o determinante da matriz jacobiana de h nao se anula,

concluimos que Yz X Yz # 0.

A aplicag@ao Y é chamada reparametrizagao de X por h, sendo h a mudanca de

parametros.

Uma mudanga de pardmetros nao precisa ser injetora, mas o determinante da

matriz jacobiana de h deve ser obrigatoriamente nao nulo.

Exemplo 2.22. A superficie

Y (5,3) = (8,9, — 02, (@, 7) € B2,

¢ uma reparametrizacao de

X (u,v) = (u+v,u —v,4uv), (u,v) € R?,

1

por h : R? - R? na qual h(a,v) = §(a + 0,0 — ).

Proposicao 2.23. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular. Para

cada (ug,vg) € U existe um aberto V', (ug,vg) € V. C U e uma mudanga de parametros

h:U —V, tal que o traco de Y = X o h € o grdfico de uma funcdo diferencidvel.

Demonstracao. Consideremos

X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).
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Sem perda de generalidade, suponhamos que

0 0

%(u07U0) %(UO7UO) 7& 0
0 0 '
5o (wo,v0) 57 (o, wo)

Se F: U C R? — R? é definida por F(u,v) = (z(u,v),y(u,v)), entdo, segue-se do teorema
da funcao inversa que existe um aberto V, (ug,vg) € V C U, tal que F restrita a V' admite
inversa F~! diferencidvel. Seja U = F(V) e denotemos por h : U — V a inversa de
F'. Vamos verificar que a reparametrizacao Y = X o h descreve o grafico de uma funcgao
diferenciavel.

De fato, se (u,7) € U, entdo
Y (@,7) = (x o h(a,v),y o h(a,v), z 0 h(t, 7)) = (F o h(, ), z o h(a, v)).
Como h ¢ inversa de F', concluimos que
Y (@,7) = (4,0, z o h(@,7));
isto é, Y descreve o grafico da funcao diferenciavel z o h. 0
Exemplo 2.24. Consideremos a superficie

X (u,v) = (cos u, sen u,v), (u,v) € R

que descreve o cilindro circular. Fixado o ponto (7,0) € R?, consideremos a vizinhanca

desse ponto V = {(u,v) € R%0 < u < 7,v € R}. Entdo, a restri¢io de X ao aberto V

admite uma reparametrizacao
Y(a,v) = (a,V/1—u%0),naqual—1 <u< 1,0 €R,

que descreve o grafico da funcao V1 — u2.
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3

Primeira Forma Fundamental e

Aplicacoes

A primeira forma fundamental, também conhecida como primeira forma quadratica,
é de grande valor no estudo da teoria local das superficies. Ela estd diretamente relacio-
nada com o comprimento das curvas em uma superficie, o dngulo entre vetores tangentes
e a area de regioes da superficie.

E esperado que ao concluir o ensino béasico no Brasil, o aluno saiba como calcular
a distancia entre dois pontos em um plano bidimensional. No entanto, esse caminho ja
nao se faz tao 1til quando estamos no R? e queremos considerar a superficie como o tinico
caminho possivel de um ponto a outro. Na figura 3.1, podemos ver a diferenca entre as

duas possibilidades.

Figura 3.1: Primeira forma

Apontamentos de Geometria Diferencial: [Picado 2006]

Assim, no teorema fundamental das superficies, a primeira forma fundamental,
assim como a segunda - a qual nao abordaremos -, nos permite resolver essa questao e

determinar uma superficie sem considerar o espaco a que pertence.
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Dada a importancia e utilidade da mencionada Primeira Forma Fundamental, a
analisaremos no decorrer desse capitilo, estudando sobre os ditos comprimentos, angulos

e areas e fazendo as devidas aplicagoes.

3.1 Primeira Forma Fundamental
Definicao 3.1. Seja X : U C R? — R3? uma superficie regular, V g € U, a aplicacio

I, : T,X —R

w — Iy(w) = (w,w) = |w|?
¢ denominada a primeira forma quadrética de X em gq.

Nessa definicao, recobramos o conceito de plano tangente 7;X. Dessa forma,
podemos definir o vetor w € T,X para uma superficie dada por X(u,v) e um ponto

q = (ug,vp) como:
w = a Xy (up,vo) + b X, (uo, vo),
Sendo a e b € R. Fazendo as devidas substitui¢oes na definicao, obtemos:
Ij(w) = a2<Xu,Xu>(u0,vo) + 2ab( Xy, Xu) (uo, vo) + b2<XU, Xo) (ug, vo).
Adotaremos uma nova notagao a partir de agora. Seja:

E(’LL(),’U()) = <Xu,Xu>(UQ,U()),
F(UQ,’U()) = <XU,XU>(U0,U()),
G (up,v0) = (Xy, Xy) (uo, v0),

Temos que:
I,(w) = a* E(ug,vo) + 2ab F(ug, vo) + b* G(ug,vo).

Esta é a primeira forma fundamental ou quadrética. Variando (u,v) temos
as fungoes diferencidveis F(u,v), F(u,v) e G(u,v) como coeficientes da primeira forma
quadrética.

As funcoes E, F, G satisfazem as seguintes propriedades:

a) E(u,v) >0 e G(u,v) > 0 para todo (u,v), pois os vetores X,, e X, s@o nao nulos;
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b) E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) > 0. De fato, como
[ X0 X X ? 4 (Xu, Xo)? = [ XX,
temos que
EG — F? = | X, 2| X,)> — (X0, X)? = [ Xy x Xu|> > 0

Exemplo 3.2. Seja X (u,v) = po + uwi + vws, (u,v) € R? onde py € R3 e wy,wq sido
vetores ortonormais de R?, isto é, X descreve o plano ortogonal a w; X ws que passa por
po. Entao, X, (u,v) = w; e Xy(u,v) = wy. Como w e wy sdo ortonormais, obtendo que os
coeficientes da primeira forma quadratica sao as fungoes constantes E(u,v) = 1, F(u,v) =
0,G(u,v) = 1.

Exemplo 3.3. Consideremos a superficie
X (u,v) = (cos u, sen u,v), (u,v) € R?,

que descreve o cilindro circular S = {(z,y, 2) € R% 2% +y? = 1}.

Figura 3.2: Cilindro Circular S

CARERRR Ry

Imagem elaborada pela autora

Os coeficientes da primeira forma quadrética sao dados por E(u,v) = G(u,v) =
1, F(u,v) = 0. De fato:

Xu(u,v) = (sen u, —cos u,0) e X,(u,v) = (0,0,1);
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Assim temos que:

E(u,v) = (Xy, Xy) = sen® u+cos® u +0=1,
F(u,v) = (X4, X,) =04+ 0+0=0,
Gu,v) = (X, X)) =04+0+1=1.

E portanto, temos a primeira forma quadratica:
I(w) = a® + b*.
Exemplo 3.4. Consideremos a superficie
X (u,v) = (v cos u,v sen u,bu), (u,v) € R?,

A descricao geométrica dessa superficie é dada da seguinte forma. Seja a(u) = (cos u, sen u, bu)
uma hélice circular. Para cada u existe uma unica reta ortogonal ao eixo 0z, que passa
por a(u). O trago de X é o conjunto de pontos de R?, obtido pela unido dessas retas, que

é denominadado helicéide.

Figura 3.3: Helicoide

Imagem elaborada pela autora

Visto que:

Xu(u,v) = (—v sen u,v cos u,b) e X,,(u,v) = (cos u, sen u,0);
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Os coeficientes da primeira forma quadratica de X sao dados por

H
B
<

) = (Xu, Xu) = visenu + v?cos®u + b* = v* + b2,

F(u,v) = (X, Xy) =v sen u cos u — v sen u cos u+ 0 =0,

2
RS
<

) = (Xy, X,) = cos®u + sen’u + 0 = 1.
E portanto, temos a primeira forma quadratica:

I(w) = (v* + b*)a® + b2

3.2 Comprimento

Definicao 3.5. Seja X (u, v) uma superficie parametrizada regular. Se a(t) = X (u(t), v(t)),
t € I C R, é uma curva diferencidvel da superficie, entao, para tg,t1 € I,ty < t, 0 compri-

mento de tg a t; é dado por

[ et = [ et

0

em que usamos o fato de que o/(t) é um vetor tangente & superficie em ¢(t) = (u(t), v(t)).

3.3 Angulos

O angulo entre dois vetores nao é um segredo da geometria diferencial. Considere
dois vetores nao nulos, tangentes a X em ¢ = (u,v), w; e wy. O angulo 0 < 0 < 7

determinado por wy e we é dado por

<w17 w2>

cosf = .
w1 ||ws|

Essa equag@o por si s6 nao necessita da teoria local de superficies, mas vamos
expressar cosf em termos da primeira forma fundamental e nos aprofundar no assunto.
Temos que a primeira forma fundamental ¢ dada por: I, (w) = (w,w) = |w|? e wy + ws é
um vetor tangente a X em q.

Assim sendo, podemos escrever:

IQ(wl) = <w17w1> — |w1|27
I4(w2) = (w2, wa) = |wa* e

I(wi 4+ w2) = (w1 + w2, w1 + wo) = lwi|* 4 2(wy, wa) + |wal*.
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Fazendo as devidas manipulagoes algébricas, temos que:

_ o]+ 2w, wa) 4wl — [wi]? — Jwo? o

(wi,wa) = 5
Jwi|Jwa| = /|wi [*lwa?;
Portanto,
cos 6 — Iy(w1 +wa) — Iy(wr) — Iq(wz).

2¢/1y(w1)Iq(w2)

Para curvas, usaremos do mesmo raciocinio. Dada duas curvas da superficie
a(t) = X(u(t),v(t)) e B(r) = X(u(r),v(r)) tais que (u(ty),v(to)) = (u(ro),v(ro)), entdo o
angulo # com que as curvas se intersectam é dado por

(! (to), B'(r0))
o/ (to)[| 8" (ro) |

cosf =

Em particular, o angulo formado pelas curvas coordenadas de X (u,v) em (ug, vo)

é dado por

(X, Xo)

———(ug, vg).
XlIX, [ 0

cosf =

Escreveremos a mesma afirmacao com os coeficientes da primeira forma funda-

mental. Sejam eles:

E(u(],’U(]) = <XU,XU>(U(),U0),
F(U(),vo) = <XU7XU>(UO7UO)7
G(UO,U()) = <XU,XU>(U(),’U()).

Temos que:

F(ug,vo)
\/E(’lm, Uo)G(Uo, Uo) '

cosf =

Assim, concluimos que as curvas coordenadas de uma superficie X (u, v) se inter-

sectam ortogonalmente se, e somente se, F'(u,v) = 0 para todo (u,v).
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3.4 Area

O intuito desse topico é abordar nocoes de area de regioes de uma superficie.

Para tal, vamos comecar definindo o que seriam essa tais regioes.

Definicao 3.6. Uma regidao D do plano é um subconjunto de R? fechado e limitado,
cujo interior é homeomorfo a uma bola aberta de R? e cujo bordo, homeomorfo a uma

circunferéncia, é formado por um numero finito de tragos de curvas regulares.

Seja X : U C R? — R? uma superficie regular e uma regido D C U de R2.

Denominamos X (D) como a regido da superficie X.

Definicao 3.7. Seja X : U ¢ R? — R? uma superficie parametrizada regular e D C U
uma regido de R?, tal que X restrita ao interior de D é injetiva. A 4rea da regido X (D)

é dada por
A(X(D)) = // V EG — F? dudv;
D

em que E, F, G sao coeficientes da primeria forma quadratica.

Figura 3.4: Area de uma regiao

Introdugao & Geometria Diferencial: [Tenenblat 2008]

Geometricamente, fixemos um ponto (ug,v9) € D. A area do paralelogramo
formado pelos vetores X, (ug,vo) € X, (ug,v9) é dada por | X, (ug, vo) X Xy (ug,v0)|. Este
valor é aproximadamente igual a drea de uma regido em X (D) em que D C D é um
retangulo com vértice em (ugp, vp) e cujos lados sdo paralelos ao eixos coordenados u e v.
Além disso, lembramos que | X, x X,| = VEG — F2.

A 4rea de uma regido da superficie é invariante por mudanca de coordenadas.
Para melhor compreensao, vamos considerar uma reparametrizagao X (u,v) = X o h(u,v)
de X por h,naqual X : U CR? 5 R3e h: U C R? - U é uma mudanca de coordenadas.
Sejam D C U e D C U regides do plano tais que D = h(D). Assim, A(X (D)) = A(X(D)).
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De fato, se h(u,v) = (u,v), entao

// Xa x Xo|dads — // X % X, || det J(h)|dads = // Xy % X, |dudo,
D D D

em que J(h) se refere a matriz jacobianada de h e a ultima igualdade decorre do teorema
de mudancga de varidveis para integrais duplas.

Ao trabalharmos decomposicao de dreas, podemos proceder de maneira seme-
lhante & matemdtica bésica. Assim, a area total é a soma das dreas decompostas, in-
dependente da decomposicdo. Se X : U C R? — R3 é uma superficie regular e Q um
subconjunto de X (U) que pode ser decomposto em um numero finito de regides, entao

definimos a area de () como soma das areas das regioes da decomposicao.

Exemplo 3.8. Seja S uma esfera de raio r cuja parametrizacao é dada por:

X (0,p) = (r sen 0 cos @,r sen 0 sen @, r cos ),
V=A{(0,¢);0<0<70<¢<2r}.

Para a superficie em questao, temos

Xg = (r cos 0 cos p,r cos 6 sen @, —r sen 0),

X, = (-1 sen 8 sen p,r sen 8 cos ¢,0).

Calculando os coeficiente E, F' e G, obtemos

E(@, ‘P) = <X97 X9> = 12cos?0 6082<p + r?cos®0 sen2<p + r? sen? = 7~2,

F(0,9) = (Xg, X,) = —r2sen 0 cos 0 sen @ cos @ +r2sen 6 cos 0 sen ¢ cos ¢ =0,

2

G0, ¢) = (Xy, Xp) = r?sen?0 sen’p + r2sen®d cos*p = r?sen®0.

Assim temos que

VEG — F? = Vrisen20 = r2sen.

Sabemos que 0 < < m e 0 < ¢ < 27, entdo a area total de S? é dada por:

35



27 pm
:/ / r?send db dy
0
2m
= r? [/ senf dé?} dy
0
27r
2/ — 0030}

2
= 2/ —cosm — (—cos0)]dp

o

Il
<
=)
>1

[e=]

= r? 2dp

DO
=
[\J
G
o
v

36



3.5 Aplicacgoes

Os exercicios resolvidos nesse tépico sao do livro Geometria Diferencial de Curvas
e Superficies de Manfredo Perdigdo do Carmo (2012).

1. Calcule, para os pontos regulares, a primeira forma fundamental das

seguintes superficies parametrizadas:

a) X(u,v) = (a sen u cos v,b sen u sen v,c cos u); elipséide.

Figura 3.5: Elipsoéide

Imagem elaborada pela autora

Solucao:

Seja w um vetor tangente a superficie em um ponto X (u,v), dado na base X,, X,

por
w=AX, + BX,.
A primeira forma fundamental da superficie parametrizada é:

I(w) = |w|* = (AX, + BX,, AX, + BX,)
= A%(X,, X,) + 2AB(X,, X,) + B*(X,, X,,)
= A’E + 2ABF + B*G.

Para o elipséide em questao, temos:
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Xy = (a cos u cos v,b cos u sen v, —c sen u),

Xy = (—a sen u sen v,b sen u cos v,0).

Sendo os coeficientes:

E(u,v) = (Xy, Xy) = a’cos*u cos®v + b*cos*u sen’v + c*sen’u,

F(u,v) = (Xy, X,) = b%sen u cos u sen v cos v — a’sen u cos u sen v cos v,

G(u,v) = (X,, Xo,) = a®senu sen?v + b*sen’u cos*v.
E, portanto:

I(w) = AQ(aQCos2u cos®v + b2cos*u sen*v — ¢ sen2u)

+ 2AB(V — a?)(sen u cos u sen v cos v) + Bsen*u(a’sen®v + b?cos?v).
b) X(u,v) = (au cos v,bu sen v,u?); paraboloide elipitico.

Figura 3.6: Paraboloide Eliptico

Imagem elaborada pela autora

Solucao:

Xy = (a cos v,b sen v, 2u),
X, =

(—au sen v,bu cos v,0).
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E(u,v) = (X, X,) = a®cos*v + b?sen’v + 4u?,
F(u,v) = (Xy, X,) = —a’u sen v cos v+ b* u sen v cos v,

G(u,v) = (X,, Xo,) = a*usen?v + b*u?cos’v.
Dessa forma, a primeira forma fundamental da superficie é:

I(w) = A*(a*cos®v + b%sen®v + 4u?) + 2AB(b* — a?)(u sen v cos v)

+ B%u?(a*sen®v + b?cos’v).
¢) X(u,v) = (au cosh v,bu senh v,u?); paraboloide hiperbélico.

Figura 3.7: Paraboloide Hiperbdlico

Imagem elaborada pela autora

Solucao:

Xy = (a cosh v,b senh v, 2u),

X, = (au senh v,bu cosh v,0).

E(u,v) = (Xy, X,) = a*cosh*v + b*senh®v 4 4u?,
F(u,v) = (Xy, X,) = a®u senh v cosh v+ b* u senh v cosh v,

G(u,v) = (X,, Xy,) = a®u’senh®v + b*ucosh?v.
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E assim, temos a primeira forma fundamental:

I(w) = A*(a®cosh?®v + b*senh®v + 4u?) + 2AB(a® + b?)(u senh v cosh v)
+ B%u*(a*senh®v + b cosh?v).

d) X(u,v) = (a senh u cos v,b senh u sen v,c cosh u); hiperboléide de duas
folhas.
Figura 3.8: Hiperboldide de Duas Folhas
Imagem elaborada pela autora
Solucao:

Xy = (a cosh u cos v,b cosh u sen v, c senh u),

Xy = (—a senh u sen v,b senh u cos v,0).

Sendo os coeficientes:

E = (X,,X,) = a*cosh*u cos*v + b*cosh*u sen’v + ¢ senh?u,
F = (X, X,) = b’senh u cosh u sen v cos v — a®senh u cosh u sen v cos v,
G= (X, X,) = a’senh’u sen’v + b%senh®u cos®v.

E, portanto:

I(w) = A%(a*cosh®u cos®v + b cosh®u sen®v + ¢ senh?u)

+ 2AB(b* — a*)(senh u cosh u sen v cos v) + B*senh*u(a*sen®v + b*cosv).

2. Seja X(p,0) = (sen 0 cos ¢, sen 0 sen ¢, cos §) uma parametrizagao da esfera
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unitaria S%. Seja P o plano z = z cotg a,0 < a < 7 e 3 o angulo agudo que

a curva PN S? faz com o semi-meridiano ¢ = ¢y. Calcule cos j.

Figura 3.9: Parametrizacao da Esfera Unitdria S2

Imagem elaborada pela autora

Solucao:
P ={(z cotg a,y,2),y,z € R};

A intersecdo P N S? ocorre quando

2eotg?a+y? + 22 =1=y=+1 - 22(cotg?a + 1).

Seja

a(t) = (sen t cos g, sen t sen g, cos t)

uma parametrizacao do semimeridiano ¢ = ¢q €

B(t) = (t cotg a,\/1 — t2(cotg?a + 1), 1)
uma parametrizacao de P N S2. Tais curvas se intersectam quando

tg cotg o« = sen ty cos g
V1= t&(cotg?a + 1) = sen ty sen ¢o

to = cos to
t2 cotg’o cos?
1= cos’ty +sen’tg = 1=t3 4 0 90 2o TOON0
€O057P0 cotg?a + cos?pq
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Portanto,

cos = COS<<O/(to)aﬁ'(t0)>|)‘

o/ (to) |8’ (to)

3. Obtenha a primeira forma fundamental da esfera na parametrizacao

dada pela projecao estereografica.
Solugao:

Uma maneira de definir um sistema de coordenadas para a esfera S2, dada por
22 +1y?+ (2+1)% = 1, é considerar a chamada projecio esterografica w : S2—{N} —
R?, que leva um ponto p = (z,y, z) da esfera S? menos o pélo norte N = (0,0, 2)
sobre o plano zy. Seja (u,v) = 7(x,y, 2), onde (z,y,z) € S —{N} e (u,v) € plano
xy. Observe que 77! : R? — §2? ¢ dada por

_ 4u
= iy

-1 _ 4v
™ y= u2+v2+44°
_ 2(uP40?)
= Wit

Figura 3.10: Projecao Estereografica

Geometria Diferencial de Curvas e Superficies: [Carmo 2012]

Além disso, utilizando a projecdo esteografica, é possivel cobrir a esfera com duas

vizinhancgas coordenadas.

Considerando essas informagoes, temos:

u v u? + v?
X(u,v)zﬂl(u,v):( A A 2u” + )>

w4v2+4 w02+ 47w+ 02 +4
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Sendo as derivadas parciais

X 4(u? +v? +4) — 8u? —8uw du(u? + 0% +4) — du(u? 4+ v?)
v (u2+v2+4)2 7 (u+ 02 +4)2 (u? 4 v2 +4)2
B —4u? + 4% + 16 —8uw 16u )
o\ (@02 +4)2 T (w4 v +4)2 (w02 +4)2 )]

¥ —8uw 4(u? + 02 +4) — 802 dv(u? + 0% +4) — dv(u? +0v?)
T\ (W4t +4)27 (w402 44)2 (u? +v? 4 4)?

_ —8uv 4u? — 4% + 16 16v
S\ @02 +4)2 (w202 +4)2 (024 4)2 )

E os coeficientes

5o (—4u? 4 4v% + 16)? + 64u’v? + 256u>
(u? 4+ v2 + 4)4 ’
P —8uv(—4u? + 402 + 16) — Buv(4u? — 4v? + 16) + 256uv 0
(u? 4+ v2 + 4)* ’
_ 64uv? + (du® — 42 4 16)% + 25602

(u? + 02 4+ 4)4

G

Logo, se w é um vetor tangente a X (u,v), dado na base {X,, X,} por w = AX, +
BX,, temos que:

T(w) —A? [(—4u2 + 4v? +16)? + 64u?v? + 256u2]

(u2 + ,02 +4)4
64uv? + (4u? — 4v% + 16)? + 25602
(u? 4+ v2 + 4)* '

+B2{

4. Dada a superficie parametrizada

X (u,v) = (u cos v,u sen v,log cos v+ u), —g <v< g,

mostre que as duas curvas X (u;,v) e X (uz,v) determinam segmentos com

comprimentos iguais sobre todas as curvas X (u, const.).
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Figura 3.11: Superficie Parametrizada Ex.4

Imagem elaborada pela autora

Solucao:

Observe que

Xy = (cos v,sen v, 1),

Xy = (—u sen v,u cos v,—tg v).
Logo,

E = cos*v + sen’v + 1 =2,
F=—ucosvsenv+usenvcosv—tguv=—tgwv,

G = u? sen®v + u? cos®v + tg?v = u? + tg?v.
Assim, para vy fixado, temos
E(u,v) =2, F(u,v9) = —tg vo e G(u,v0) = u* + tg*vo.

Consideramos a(t) = X (u(t),v(t)), onde u(t) =t e v(t) = vg. Assim, v/(t) =1 e

v'(t) = 0. Logo, o comprimento de arco de a, entre u; e uy é dado por

S(t) = " VE(t,v0) ()2 4 2F (t,v0)u'v' + G(t,vo)(v')? dt

ul

N / B w) dt = / VR dt = V(s — ).

Provamos, portanto, que o comprimento de arco de « entre u; e us independe de v.

Logo, tais comprimentos sao todos iguais sobre X (u, const.).
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5. Mostre que a drea A de uma regiao limitada R da superficie z = f(z,y) é

_//Q,/l+f§+f5dxdy,

onde () é a projegao ortogonal de R sobre o plano xy.
Solugao:

Seja X : U C R?* — S dado por X (z,y) = (z,y, f(z,y)), em que U C Dy (dominio
de f) e RC X(U). Assim, a drea de R é dada por

// | Xy x Xy|dzdy,
X~

e Q= = m(R), sendo 7(z,y,2) = (v,y);

Mas X, = (1,0, fz) e X, = (0,1, f,). Logo,
i ok
X, x X,| = ‘Da( 10 f >|

01 f
= (= fe, —fy, 1)l

=Jirrzes

E, portanto,

://|Xm><Xy|dxdy://\/1+f§+fy2 dxdy;
Q Q

em que ) é a projecao ortogonal de R sobre o plano xy.

6. Mostre que

X(u,v) = (u sen « cos v,u sen a sen v,u cos ),

0<u<oo, 0<wv<2m, a=const.,

é uma parametrizagcao do cone tendo 2a como angulo do vértice. Na

vizinhanca coordenada correspondente, prove que a curva
X(c exp(v sen « cotg B),v), ¢ = const.,3 = const.,

intersecta as geratrizes do cone (v = const.) sob o angulo constante [.

Solucao:
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Primeiramente, vamos fazer consideracoes a respeito da superficie em questao.

Definicao 3.9. Chama-se de cone de revolucao a superficie gerada pela rotagao de
uma reta em torno de outra que a intercepta. Na figura abaixo, consideramos a reta
r girando em torno da reta s. O ponto I, intercessao de r e s, é o vertice do cone e

a reta s é chamada de eixo do cone.

Figura 3.12: Cone de Revolugao 1

Geometria Analitica: [Reis e Silva 1996]

A equacao do cone pode ser obtida considerando um sistema de coordenadas em
que o eixo z coincide com o eixo do cone e a reta r estd contida no plano yz. Dessa

forma, temos para o plano yz uma equacao de r é da forma
y=mz, x =0,
em que m ¢é a tangente do angulo a dado pelas retas r e s. Assim,
F(y,z) =y —mz=0.
Considerando que a rotagao acontece em torno do eixo z, temos que
F(y1,2z) =y1 —mz =0.

Sendo

y? = 2% + 9% ou 2 + y? = m222
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Figura 3.13: Cone de Revolugao 2

Imagem elaborada pela autora

Dessa forma, temos que a parametrizacao fornecida satisfaz a equacgao do cone.

Além disso:
I) X é diferenciavel pois todas as funcoes coordenadas sao;

IT) X é continua, e sejam

r=U SsSen o« cos v

y=usenasenv =+ +2=ut=>u=\a2+y2+22
Z=1u cos

Temos também que

Zsen®a = Va2 +y2 = u sen «, sendo u sen o > 0.

z Y

x2+y2:u

= COS UV = SEN UV =

/12 + yQ
Logo, a inversa X ~! é continua.

I11)

sen o cos v —U Sen « sen v
dX, = sen o Sen v U Sen o coS v ,

cos & 0

o(x,y
O, y) = u sen’a cos*v 4+ u sen’a sen’v = u sen’a # 0
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Logo, dX, é injetiva e, portanto, X é parametrizagao. Queremos provar agora que

a curva
X (c exp(v sen a cotg B),v), ¢ = const., B = const.

intersecta as geratrizes do cone (v = const) sob o angulo constante 5. Definimos

f(v) = cexp(v sen « cotg ),
a(v) = (f(v),v),
B(u) = (u, vo),

= da/(v) = (f'(v),1) e B'(u) = (1,0)

Observe ainda que

X, = (sen « cos v, sen « sen v, cos ),
X, = (—u sen « sen v,u sen « cos v,0),

E=1, F=0, G=u’sen’a.

Seja a curva a = X o &

o =X, f'+X,1e
ﬁ/ = X,.1+ X,.0.
<O/,,8/> = <Xuf, +XvaXu> = flv

(o,d) = (f')2 + u?sen’a,
1

Observe que [’ = sen « cotg § f. Na intersecao temos u = f(v) e v = vg. Assim,

(o, ") sen « cotg 5 f(vg)
cos 0 = = ]
/18] \/f2(vo) sen?a (cotg?B + 1)

Veja que

2
\/f2(vo) sena (cotg?B+ 1) = 4/ f?(vo) %

sen o
sen f3

= =+ c exp(vosen a cotg )

= cos 0 = £ cos .

7. As curvas coordenadas de uma parametrizagao X (u,v) constituem uma
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rede de Tchebyshef se os comprimentos dos lados opostos de qualquer
quadrilatero formado por elas sao iguais. Mostre que uma condigao ne-

cessaria e suficiente para que isso acontega é

o8 _ 06 _
v Ou

Solucao:

Sejam (ug,vg) € U fixo e (u,v) € U fixo porém arbitrério. Sejam ai(t) = X (t,v9) e

as(t) = X (t,v) curvas coordenadas da parametrizacao X. Sabemos que os compri-

mentos de arcos de oy e awg, entre ug e u, sao dados por

ﬁﬁmwﬁeﬁﬁmw@

respectivamente. Como estamos supondo que as curvas coordenadas constituem

uma rede de Tchebychef, segue que

/ VE(t,v) dt —/ VE(t,v) dt, ¥V (u,v) € U.
uo uo
Diferenciando com respeito a u, temos

V E(u,v9) =/ E(u,v), V (u,v) € U.

Logo E(u,vg) = E(u,v),para todo(u,v) € U, e, portanto,

E
E;U(u,v) =0V (u,v) e U.
. , G
De maneira analoga teremos — (u,v) = 0.

ou

Se gE(u,U) = gG(u,v) = 0, entdao £ = E(u) e G = G(v). Portanto, os com-
(% u

primentos dos lados opostos do quadrilatero formado pelas curvas coordenadas sao

iguais, ja que

ﬁﬁmmﬁaaﬁmw%

gﬂMmﬁaaﬂMﬁ%

(uo,v0), (u,v) € U. Logo as curvas coordenadas constituem uma rede de Tchebyshet.
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8.

Prove que sempre que as curvas coordenadas constituem uma rede de
Tchebyshef (ver exercicio 7) é possivel reparametrizar a vizinhancga co-
ordenada de tal maneira que os novos coeficientes da primeira forma
fundamental sao

E=1, F=cosf, G=1.

onde 6 é o angulo formado pelas curvas coordenadas.
Solucao:

Pelo exercicio anterior, os comprimentos dos lados opostos de qualquer quadrilatero

formado pelas curvas coordenadas de uma parametrizagao X (u,v) sao iguais (Rede

de Tchebyshef) se, e somente se, 8—E = 8£ =0. E,
ou  Ou
oFE 0G
5 = D 0= (u) e G =G(v)

Reparametrizamos a vizinhanga coordenada pela mudanga de coordenada h(u,v) =

(u,v), em que

(u,v) :/Oumduev(u,v) :/Ovmdv.

Assim,

ou o Ov - Ou
Xy, = Xa% + X@% = Xﬂ%,
_OJu - 0v o Ov
X, = Xﬂ% + X{)% = Xz—,%.
Observe que
ou ov
% E(u)7 % - G(U)7

Portanto,

_Xu = Xﬁ\/ E(U),
= X, = |Xal’E
=FE=FEE=FE=1.

Obs.: E nio pode ser zero pois E = | X,|? e X, é a coluna da derivada de X, que é

injetiva.
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Analogamente, G = 1. Finalmente,

F=<1fw=<$;jg

em que 6 é o angulo formado pelas curvas coordenadas. Portanto, descobrimos uma

(Xa, Xo)
= — = 0
'R T

nova parametrizacao da vizinhanca coordenada tal que

E=1, F=cosfeG=1.

Mostre que uma superficie de revolugao sempre pode ser parametrizada

de modo que

Solucao:

Figura 3.14: Superfice de Revolucao

Eixo de rotagio
[ ONO)

Meridiano

Paralelo

Geometria Diferencial de Curvas e Superficies: [Carmo 2012]

Seja S uma superficie de revolugdo. Entao S é o conjunto obtido ao girarmos
uma curva regular plana C' em torno de um eixo no plano que nao encontra curva.
Consideremos o plano zz como o plano da curva e o eixo O, como o eixo de rotacao.
Seja

{ﬁzf“ﬁawﬁﬂﬂwgw»vef

parametrizacio de C pelo comprimento de arco, isto é, f'(v)? 4 ¢'(v)? = 1. Seja 6 o

51



angulo de rotagao em torno do eixo O,. Assim, obtemos a parametrizacao de S
X (0,v) = (f(v) cos 0, f(v) sen 0,g(v)),v € 1,0 € (0,2m)
Logo,

Xo = (—f(v) sen 0, f(v) cos 6,0),
X, = (f'(v) cos 0, f'(v) sen 0,4 (v)).

Corroborando na nossa afirmagao inicial:

E = f%(v) sen?0 + f2(v) cos*0 = f*(v) = E(v),
F=—f(v)f'(v)sen 6 cos 6 + f(v)f'(v)sen 6 cos 6 = 0,
G = f'(v)? cos®0 + f'(v)? sen?0 + ¢ (v)* = f'(v)* + ¢ (v)? = 1.

10. Seja P = {(z,y,2) € R%; 2z =0} o plano zy e seja X : U — P uma parame-
trizagcao de P dada por

X(p,0) = (p cos 0, p sen 0),

onde
U={(p,0) eR? p>0, 0<6<2r}.

Calcule os coeficientes da primeira forma fundamental de P nesta para-

metrizacao.

Solugao:

Figura 3.15: Plano zy

Imagem elaborada pela autora
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11.

Calculemos E, F' e G. Observe que
X, = (cos 8,sen 0) e Xg = (—p sen 0,p cos 0).
Assim,

E = cos*0 + sen? = 1,
F=—psen 0 cos+psencosf =0,
G = p?sen’d + p*cos®0 = p°.

Portanto, E=1, F=0e G = p°.

Seja S uma superficie de revolugao e C a sua curva geratriz. Seja s o
comprimento de um arco de C e denote por p = p(s) a distancia do ponto

correspondente a s em C ao eixo de rotagao.

(Teorema de Pappus.) Mostre que a area de S é

!
Zp/ m(s)ds,
0

onde [ é o comprimento de C.
Solucao:

Seja
= f(s
{ i ) sa(s) = (f(s),9(s)),s €1
parametrizagao de C' pelo comprimento de arco. Seja
X(0,s) = (f(s) cos 0, f(s) sen 6,g(s)),s € 1,6 € (0,2m)

parametrizagdo de S. Assim,

Xog=(— f(s) sen 0, f(s) cos 6,0),
Xs = (f'(s) cos 8, f'(s) sen 6,4'(s)).

e E=f(s)>,F=0eG=1. Logo | X, x X,| = VEG — F2.

A(S)://Q\XQXXSIdﬁds://cgmdeds://cgmdes.
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Observe que p(s) = |f(s)| = v/ [?(s). Assim,

AS) = /0 l /0 7 (s) dbds = /0 ()6

b) Aplique a parte a para calcular a drea de um toro de revolugao.

2T l
ds = 27r/ p(s) ds.
0

0

Figura 3.16: Toro de Revolucao 1

Geometria Diferencial de Curvas e Superficies: [Carmo 2012]

Solugao:

Considere o circulo de raio 7 e centro (a,0) no plano xz.

a(u) = (a+reos u,rsen u), 0 <u < 2.

Temos que
o/ (u)| = |(=rsen u,rcos u) = \/r2(senu + cos?u) = r
S(u) = / |/ (u)|du :/ rdu=ru
0 0
s
= u(s) = ot

Assim, reparametrizando a(u) pelo comprimento de arco, temos

a(s) = (a + rcos f,rsen f), 0<s<2nr
T r

s
= p(s) =a+rcos —.
r

Logo, por a), temos

r

27r 27r s
A(S) = 27r/ p(s) ds = 271'/ (a + rcos 7>ds
0 0

S\ |27r

=27 (as + r2sen 7) = 47r2a.
r/lo
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Figura 3.17: Toro de Revolugao 2

Geometria Diferencial de Curvas e Superficies: [Carmo 2012]

12. Mostre que a area de um tubo de raio » em torno de uma curva « é 27r

multiplicado pelo comprimento de a.
Solucao:
Inicialmente, faremos algumas consideragoes sobre superficies tubulares.

Seja a : I — R? uma curva parametrizada regular com curvatura diferente de zero

em todos os pontos e parametrizada pelo comprimento de arco. Seja

X (s,v)
r = const. #0,s € I,v € (0,2m).

a(s) +r(n(s) cos v+ b(s) sen v),

uma superficie parametrizada (o tubo de raio r em torno de «), onde n é o vetor

normal e b é o vetor binormal de «.

Lembrando que

t' = kn,
n' = —kt — 7b,
b =mn.
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13.

a)

Entao temos,

Xs = d/(s) +r[n'(s)cos v+ V(s)sen v]
=t+1r cos v(—kt — 7b) + 1 sen v(Tn)
=t(1 — kr cos v) + Trn sen v — 1rb cos v,

X, =r[—n(s)sen v+ b(s)cos v],

Xs x Xy = —(1 — kr cos v)rb sen v — (1 — kr cos v)rn cos v
+ Ttrsen v cos v — Ttrlsen v cos v

= —r(1 —kr cos v)(b sen v+ n cos v).

Assim,
| Xs x Xy| = |r(1 =17 cos v k(s)|=r(l—r cos v k(s)).

Logo,

27
/ r(1 —7r cos v k(s)) dvds
0

2T
[/ rd’u—rk:()/ cosvdv]ds
0 0
s 27 27
[/ | } ds
0 0
/ |/ (s)] ds.

(Helicéides Generalizados) Uma generalizagao natural, tanto de su-

S~ o—

— 1 k(s) sen v

Il
N

perficies de revolugao como de helicéides, é obtida da seguinte maneira.
Suponha que uma curva plana regular C, que nao intersecta uma reta
FE no plano C, seja deslocada por um movimento rigido helicoidal em
torno de Ej; isto é, de forma que cada ponto de C descreva uma hélice
(ou circulo) tendo E como eixo. O conjunto S gerado pelo deslocamento
de C' é chamado um helicéide generalizado com eixo E e geratriz C'. Se
o movimento helicoidal é uma rotacao pura em torno de F,S é uma su-
perficie de revolugao; se C' é uma reta perpendicular a F, S é um (pedago
do) helicéide canénico. Escolha os eixos coordenados de modo que F seja

o eixo Oz e C esteja contida no plano yz. Prove que

Se (f(s),g(s)) é uma parametrizacao de C pelo comprimento de arco s,
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1)
111)

V)

a<s<b, f(s) >0, entao X : U — S, onde:

U={(s,u) eR*a<s<b 0<u<2r}

X(s,u) = (f(s) cos u, f(s) sen u,g(s) + cu), ¢= const.,

é uma parametrizacao de S. Conclua que S é uma superficie regular.
Solucao:

Provemos que X : U — S é uma parametrizacao de S.

Vamos provar inicialmente que X (U) C S. De fato, fixado sg, devemos demonstrar

que

a(u) = X(s0,u) = (f(s0) cos u, f(s0) sen u,g(so) + cu),

¢ uma hélice.
o' (u) = (= f(s0) sen u, f(so) cos u,c).

Assim, (/(u), (0,0,1)) = ¢ = const. e, portanto, as retas tangentes de « fazem um
angulo constante com o eixo z. Logo, pelo exercicio 17 da secao 1.5, o é uma hélice.
Logo, a(u) C S.

X : U — S é diferenciavel.
dX, : R? - R? é injetiva.
X é continua.

Se

f(s)cos u = f(t)cos v
X(s,u) = X(t,v) = ¢ f(s)sen u= f(t)sen v
g(s) +eu=g(t)+cv = g(s) —g(t) = c(v—u)
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= f2(s)cos*u + f2(s)sen*u = f2(t)cos*v + f2(t)sen’v
(

= f2(s) = f2(1)

= f(s) = f(t)
=s5=t
=>u="v

= X¢é injetiva e, portanto, sobrejetiva sobre sua imagem.

P }:»m2+y2:f2<s>:»s:f—wm>
- g(vV7*+y?)

2
z=g(s)+cu=u=

=2 (z,y,2) = (ffl(\/m), 2=V +y2)).

Portanto,  é homeormofismo. Logo, X é parametrizacao de S.

Tomando y : V. — S, V = {(s,u) € R%;a < s < b,—7m < u < 7} por Y(s,u) =
(f(s)cos u, f(s)sen u, g(s)+cu), temos, de maneira andloga, que Y é parametrizagao
de S e que, além disso, S C X(U)UY (V). Logo, S é superficie regular.

As curvas coordenadas da parametrizagao acima sao ortogonais (F = 0)
se e somente se X (U) é uma superficie de revolugao ou um (pedago do)

helicéide canénico.

Solugao:

F(s,u) = (X5, Xu)
<(f( ) cos u, f'(s) sen u,g'(s)), (= f(s) sen u, f(s) cos u,c))
g'(s).c

Se ¢ =0, S é uma superficie de revolucao, pois terfamos
X(s,u) = (f(s) cos u, f(s) sen u,g(s)).
Se ¢'(s) = 0 para todo s, ou seja, g(s) = k = const.
X(s,u) = (f(s) cos u, f(s) sen u,ku +c).
Assim, S é um pedaco do helicéide canénico.
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14.

(Gradiente em Superficies) O gradiente de uma funcao diferencidvel
f:S — R é uma aplicacao diferenciavel grad f : S — R3 que associa a cada

ponto p € S um vetor grad f(p) € 7,5 C R3 tal que
(grad f(p),v), = dfy(v) para todo v € T),S.

Mostre que

Se E,F,G sao os coeficientes da primeira forma fundamental em uma

parametrizacao X : U C R? — S, entdo grad f(p) em X(U) é dado por

qu_va fvE_qu
EG-F2 " EG-F?

grad f = Xy.

Em particular, se S = R? com coordenadas z,7,

grad f = fxel + fy627
onde {ej,ez} é a base canénica de R? (assim, a definicdo dada coincide
com a defini¢ao usual do gradiente no plano).
Solucao:

Seja X : U C R? — S parametrizacio. Queremos calcular grad f(p) em X (U).
Como grad f(p) € TpS e {Xy, Xy} é uma base de T),S, considere A, B € R tais que

grad f(p) = AXu(q) + BX,(q).
Assim,

(grad f(p), Xu(q)) = A(Xu(q), Xu(q)) + B{Xu(q), Xulq)) = AE + BF
Analogamente, (grad f(p), X,(q)) = AF + BG

Observe que fo X : U C R? —» R. Assim d(f o X),: R? - R.
Logo d(f o X)q(e1) = (f 0 X)u(q)-1 4 (f © X)u(q).0 = (f © X)u(q). Desta forma,

fulp) = (f 0 X)u(q) = d(f o X)u(q)(er)
= dfp(dXq.e1) = dfp(Xu(q))
= (grad f(p), Xu(q)) = AE + BF,
fu(p) = AE + BF.
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Analogamente, f,(p) = AF + BG Logo,

.\ (E F\[A

] \F @ B

()-(+ &) (%)

= =

B F G fo
B 1 G -F fu
 EG-F?2\ _F E f

_ 1 qu _fUF
- BEG-F? —ful foE

CFG—fF . fE—fF

~A="TFa e BTG
 fuG = fuFF foll — fuF

= grad f = 50— 2 Xu+ G — 2 Xy

Em particular, se S = R? (com coordenadas x,y), temos que X (z,y) = (z,v,0)

X.(2.y) ) E=1
Xm(l'ay) ’ 70) €1 N F—0
&€, - 5 Ly =€
viny ? G=1
Portanto,
fzl— f,.0 fy-l—fz.0
grad f =gt g 2= hathe
b) Fixando p € S e deixando v variar no circulo unitario |v| = 1 em T},5,

entao df,(v) é maximo se e somente se v = \%3 §| (assim, grad f(p) fornece

a diregao de variagao méaxima de f em p).
Solugao:
Observe que
dfy(v) méximo = (grad f(p),v) = |grad f(p)||v|cos § méximo
= cos) =1=0=0= grad f(p) e vsao L.D
= v é unitdrio na diregao de grad f(p)
grad_f(p)

U= Tgrad f(p)]-

c) Se grad f # 0 em todos os pontos da curva de nivel C = {q € S; f(q) =
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15.

const.}, entao C' é uma curva regular em S e grad f é normal a C em todos

os pontos de C.

Solugao:
grad f #0em C = {q € S; f(q) = const.} = f~(const.).

Como grad f # 0, segue que const. é um valor regular de f. Pelo exercicio 28b da
Segao 2.4 (Pdgina 109), C' é uma curva regular em S por ser imagem inversa de um

valor regular por uma funcao diferencidvel.
(Familias de Curvas Ortogonais)

Sejam E,F e G os coeficientes da primeira forma fundamental de uma
superficie regular S na parametrizacio X : U C R? — S. Sejam ¢(u,v) =
const. e (u,v) = const. duas familias de curvas regulares em X(U) C S.
Prove que essas duas familias sao ortogonais (i.e.,sempre que duas curvas
de familias distintas se intersectam, as suas retas tangentes sao ortogo-

nais) se e somente se

Epythy — F(%% + (vau) + Gy, = 0.

Solugao:

Seja f : X(U) € S — R dada por f = ¢ o X~ 1. Seja C; uma curva da familia

©(u,v) = const., isto é,

C1 = f(c),c = const.
= (po X1 He)
={pe X(U); p(X~(p)) =c}.

Seja o : I — X(U) uma parametrizagao de C!, ou seja, a(t) = X(a(t)), onde
-1

a: I — U a(t) = (ui(t),v1(t)), é uma curva C; em U dada por ¢~ !(c). Assim,

temos que (@, 7¢) = 0 e, portanto,

a = Al(_Sova Sou)

Considere agora Cy 1 C7 uma curva da familia ¢(u,v) = const. De forma andloga,
considere 5 : J — X (U), dada por

B(s) = X(B(s)) = X (ua(s),va(s)),
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parametrizacio de Cy na qual § = (ug,vs) é parametrizacio de Cy. Portanto
(B, 7)) = 0 e, assim,

B/ - )\2(_¢U7 wu)
Logo,
C1 LGy (d(),B(t) =0
& (dX,a,dX,B8") =0
~ )‘1)‘2<qu(7@0) Sau)v qu(i,(vbva QIZ)u)> = O
<~ <_Xu90v + XvSoua _Xu¢v + XM/%) = 0,
Portanto,

C1 L Cy & Eppthy — F(‘Puwv - ‘Pv@bu) + Gythy = 0;

como queriamos demonstrar.

Aplique a parte a para mostrar que na vizinhanga coordenada X (U) do
helicéide do X (u,v) = (v cos u,v sen u,au) com 0 < u < 27 € —00 < v < 0,

as duas familias de curvas regulares

vcos u = const., v # 0,

(v + a?)sen®u = const., v#0, u#m,

sao ortogonais.

Solucao:
X(u,v) = (v cos u,v sen u,au), 0 < u < 2w, —00 < v < 0.
Tome
o(u,v) = v cos u = const., v#0, e

Y(u,v) = (v* 4 a?)sen’u = const., v #0, u # .

Xy = (—v sen u,v cos u,a),

Xy = (cos u, sen v,0).
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Assim, temos que E=v>+a?2, F=0e G = 1.

Py = —V sen u,
Py = COS U,
Yy = 2(v* + a?) sen u cos u,

¥y = 20 sen’u.

< Epythy — F(Spul/}v - @ku) + Gy, =

20(v? + a?) senu cos u — 2v(v? + a*) sen*u cos u = 0.

Logo, por a), as duas familias de curvas regulares sao ortogonais.
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Conclusao

Nesse trabalho conhecemos diversas superficies regulares e um meio eficaz de cal-
cularmos suas medidas de comprimento, angulo e area desconsiderando o espago em que
esta se encontra: a primeira forma fundamental. Esta estrutura geométrica possui inte-
ressantes aplicagoes, as quais verificamos ao resolver os exercicios propostos por Manfredo
Perdigao em seu livro Geometria Diferencial de Curvas e Superficies [Carmo 2012]. De tal
forma, o estudo da primeria forma fundamental e suas aplicacoes é de grande importancia
para a matemaética.

As superficies que tratamos sdao subcojuntos S de R? para os quais é possivel
trabalhar com funcoes diferencidveis. Assim, em cada ponto p € S definimos um plano
tangente 7),S. Em torno do ponto desenvolvemos a geometria diferencial a partir da va-
riagao do plano tangente. Ao aprofundarmos na geometria intrinseca, observamos que
todas as nogoes (curvatura Gaussiana, geodésicas, completitude, etc.) dependem exclusi-
vamente da escolha de um produto interno em cada 7,S.

Como desdobramento do trabalho, podemos estudar as superficies abstratas (va-
riedade diferencidvel de dimensao 2). Neste caso, definiremos abstratamente (isto é, sem
referéncia ao R3) um conjunto S no qual faca sentido falar de funcdes diferencidveis. Po-

demos estender a geometria intrinseca a tais conjuntos.
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