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Resumo

Neste trabalho, estudaremos as superficies parametrizadas regulares no espaco eucli-
diano, cujas equacoes sao escritas na forma F(z,y,2z) = 0, onde F : R® — R é uma
aplicagao diferencidvel. Para isso, iremos analisar essas equagoes e o que elas mostram
sobre as superficies. Estudaremos as superficies esféricas, cilindricas, conicas, regradas, de
revolucao e quadricas, analisando as intersecoes dessas superficies com os eixos e planos
coordenados, as intersecoes com os planos paralelos aos planos coordenados, utilizaremos
também as simetrias com os planos, eixos coordenados e com a origem, além de analisar

a extensao da superficie ao longo do espago euclidiano.

Palavras-chave: Superficies esféricas, cilindricas, conicas, regradas, de revolugao,

quadricas, graficos.



Abstract

In this work, we will study the regular parameterized surfaces in Euclidean space,
whose equations are written in the form F(z,y,z) = 0, where F' : R® — R is a differen-
tiable application. For this, we will analyze these equations and what they show about
the superfaces. We will study the spherical superfaces, cylindrical, conical, ruled surfaces,
of revolution and quadrics, analyzing the intersections of these surfaces with the axes
and coordinate planes, the intersections with planes parallel to the coordinate planes,
also using the symmetries with the planes, coordinate axes, and with the origin, besides

analyze the extension of the surface along the Euclidean space.

Keywords: Spherical superfaces, cylindrical, conical, ruled surfaces, of revolution,

quadrics, Graphics.
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1 Introducao

A Geometria diferencial teve seu inicio com o estudo de curvas, iniciada pelo gregos
Euclides, Arquimedes e Apolonio. No século XVII, Pierre de Fermat (1601-1665) e René
Descartes (1596-1650) criam o método das coordenadas, o qual chamamos hoje de Geo-
metria Analitica. Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1643-1727) descobriram
os algoritmos do célculo infinitesimal, os quais permitiram o estudo de curvas e superficies
através de suas propriedades diferenciais, fazendo com que durante o no século XV IIT
até o século X1X, se desenvolvesse os fundamentos da teoria de curvas e superficies no
espago tridimensional através do Calculo Diferencial Integral. Leonhard Euler (1707-
1783), contribuiu com Geometria diferencial estudando a curvatura das segoes planas de
uma superficie. Em 1772, Euler escreveu sobre o problema de se determinar quando uma
superficie pode ser desenvolvida isometricamente sobre um plano, que é o caso do cilindro
e do cone, e descobriu que a condi¢ao necessaria para que isso ocorra é que a superficie
seja regrada, ou seja, folheada por retas. Uma das mais significativas obervacoes de Euler
acerca da teoria de superficies, é o reconhecimento do fato de que coordenadas (x,y, 2)
dos pontos de uma superficie poderem ser representadas como funcoes de duas variaveis
independentes, mas somente Gauss seguiu essa ideia e estudou as superficies através da re-
presentacao das coordenadas z, y, z em termos de fungoes de duas varidveis independentes

u, v, chamadas de coordenadas “curvilineas”sobre a superficie.

A Geometria diferencial cldssica estuda as propriedades das curvas e superficies no
espaco euclidiano, propriedades locais as quais dependem somente de seus comporta-
mentos na vizinhanca de um ponto, por isso recebe o nome de teoria local de curvas e

superficies.

Neste trabalho iremos estudar o comportamento e as propriedades das superficies no
espaco euclidiano, para isso, dividimos o trabalho em duas partes partes: Preliminares e

Estudo de Superficies.

Nas Preliminares traremos as definicoes de curvas e superficies no espaco. Para

isso utilizaremos os conceitos fundamentais do calculo vetorial e do calculo diferencial

10



1 Introducao 11

de fungoes de uma ou mais variaveis, dando enfase as propriedades de produto escalar,
vetorial e aos conceitos basicos de cédlculo diferencial no espaco euclidiano, relembrando
algumas propriedades de derivadas. Na secao 2.3 destacamos a teoria local das curvas,
falando sobre curvas parametrizadas diferenciaveis. Em 2.4, iremos destacar a teoria local

de superficies, falando acerca das superficies parametrizadas regulares e suas propriedades.

No Capitulo 3, estudaremos a construcao de uma superficie, as equacao de superficies
esféricas, cilindricas e conicas, superficies de revolucao, superficies regradas e superficies

quadricas com centro e sem centro, analisando suas propriedades e caracteristicas.

Para isso, nosso estudo foi embasado em Lehmann [2], e para o desenvolvimento dos

conceitos preliminares, utilizamos como referéncia [1], [3], [4] e [5].



2 Preliminares

Neste capitulo, abordaremos conceitos, definicoes e exemplos, considerados pré-
requisitos para que o leitor tenha uma melhor compreensao deste trabalho, no qual es-
tudaremos especificamente Superficies. Por isso enunciaremos as definigoes, teoremas e
exemplos relacionados a Geometria Analitica, Algebra Linear e Calculo Diferencial reti-
rados dos livros [1], [3], [4], [5], os quais permitiram entender os capitulos estudados no

livro [2].

2.1 Calculo Vetorial no Espaco Euclidiano

Definicao 2.1.1. Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica definida sobre X é uma
aplicagao
d: X xX—=>R

que satisfaz as sequintes propriedades:
1) d(z,y) 2 0,Vz,y € X ed(z,y) =0z =y;
2) d(z,y) =d(y,x),Vo,y € X;
3) d(z,2) < d(z,y) +d(y,2),Vr,y,2 € X.

O par (X,d) € chamado espago métrico.

Exemplo 2.1.2. O conjunto R® munido da aplicagdo d : R?* x R® — R

(P’ Q) = ||P - QH = \/(CE - IO)2 + (y - y0)2 + (Z — 20)2
€ um espago métrico.

Dados dois pontos quaisquer P (1, y1, 21) € Pa(2, Y2, 22) no R?, o segmento orientado
de P, a P, é chamado vetor e o comprimento desse segmento é denominado médulo do

vetor.

12



2.1 Calculo Vetorial no Espaco Euclidiano 13

Assim sendo, para cada vetor existente, podemos determinar seu médulo, direcao e

sentido. Se v é o vetor dado pelo segmento de P; e P,, entao as componentes de v sao

(xz —T1,Y2 — Y1,%2 — Zl)-

Dois vetores sao iguais se possuem o mesmo modulo, dire¢ao e sentido, ou seja, se, e
somente se tiverem as mesmas componentes. Dizemos que um vetor é nulo se todas suas

componentes sao nulas, ou seja, 0 = (0,0,0).

Definimos a soma de dois vetores v; = (1,y1,21) € vy = (T2,¥2, 22) como sendo o
vetor de componentes vy + vy = (1 + X2, Y1 + Yo, 21 + 22). Se A é uma constante real,

entao definimos o produto Av; pelo vetor de componentes Av; = (Axy, A\yp, Azp).

A soma de vetores satisfaz

1) V1 + Vg = Vg + Uy
i) (v1 +v2) +v3 = vy + (v2 + v3)
111) 0 + v =1

iV) U1 + (—Ul) =0

onde vy, vy € v3 sao vetores e —v; = —(vy) = (—x1, —y1, —21).

Se A1 e Ay sao numeros reais, entao o produto de um vetor por um escalar satisfaz

1) )\1()\21)1) = ()\1)\2)1)1
11) ()\1 + )\2)1}1 = )\11)1 + )\21)2
111) )\1 (Ul + Uz) = )\1"01 + )\11)2
iv) vy =0
Neste caso, dizemos que R? com as operacoes definidas é um espaco vetorial real.

Qualquer conjunto com duas operagoes satisfazendo essas oito propriedades é um espago

vetorial, para mais detalhes veja [6].

Podemos calcular o médulo de um vetor da seguinte maneira:

Seja v = (x,y, 2) um vetor, seu médulo é dado por |v| = /22 + 3% + 22. Se |v| = 1,

dizemos que esse vetor é unitario.



2.1 Calculo Vetorial no Espaco Euclidiano 14

Os vetores vy, v, ..., U,, sao ditos linearmente dependentes se existirem nimeros reais

A1, Ao, ..., Ay, nem todos nulos, tais que:

)\1'111 —+ )\21)2 + ...+ )\nvn =0.

Os vetores vq, v, ..., U, serao linearmente independentes se para qualquer combinacao
linear desses vetores na forma Ajv; + Aovs + ... + A\,v, = 0, tivermos A\ = Ay = ... = A,
=0.

Exemplo 2.1.3. Os vetores a; = (2,4,0), ag = (0,1,2) e az = (2,6,4) sdo linearmente

dependentes, pois a + 2a0 — a3 = 0.
Exemplo 2.1.4. Os vetores e; = (1,0,0), es = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) sdo linearmente

independentes.

Todo vetor v = (x,y,2) € R® pode ser expresso de forma tinica como combinagao

linear de ey, e5 € e3, da seguinte forma:
v = xrep + yeg + zes.

Definicao 2.1.5. Definimos o produto interno ou produto escalar de dois vetores vy =

(x1,91,21) € Vg = (X2, Y2, 22) pelo niumero real dado por
(v1,v2) = 2172 + Y132 + 2120

Assim, podemos afirmar que (v,v) = |v[* qualquer que seja o vetor v. Podemos

verificar facilmente que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:
1) (vi,v2) = (v, v1)
2) <)\’U1, 'U2> = <’l}1, )\U2> = >\<U1,1)2>
3) (v1,v2 +v3) = (v1,v2) + (v1, v3)
4) (vi,v1) >0

5) <’U1,Ul> =0 v =0

onde v; , vy e v3 sdo vetores de R? e X\ é um ntmero real.

Sejam os vetores v; # 0 e vy # 0, o angulo 0 entre v; e vy é a solugao da equacao

(v1,v2) = |v1||va] cos b, satisfazendo 0 < 6 < 7.
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Dois vetores sdo ortogonais se (v, v2) = 0, ou seja, se v; = 0 ou vy = 0 ou o angulo ¢

entre eles ¢ igual a 7.

Definicao 2.1.6. Uma base ortonormal é aquela formada por vetores unitdrios e dois a
dois ortogonais. Por exemplo, a base candnica e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0, 1)

em R3 é formada por vetores ortonormais.

Considere as bases ordenadas de R? {t1,t5,t3} e {wy, wo, w3}, €
wy = a1ty + ag1ts + aszits

Wg = a12t1 + aala + asats

w3 = a13t1 + ag3ls + assts

As bases {t1,t2,t3} e {wi,ws, w3} tém a mesma orientacdo se o determinante de

mudanca de base é positivo, ou seja,

ai; a1z Qi3

a1 Qg asz | > 0.

az1 asz ass

Caso contrario, as bases tém orientacao oposta. Quando temos duas bases ortonor-

mais, o determinante da mudanca de base é igual a £1.

Defini¢ao 2.1.7. Dados os vetores vi = (x1,y1,21) € va = (T2, Y2, 22), 0 produto vetorial

entre eles € denotado por vi X vy, e forma o vetor de componentes

V1 X Vg = (Y122 — Y221, —T122 + Taz1, T1Y2 — TalY1).
Um produto vetorial satisfaz as seguintes propriedades:

1) |v1 X vg| = |v1||ve|sen, sendo O o angulo formado entre os vetores vy e vy;
2) (v1 X vg,v1) = (V1 X Vg, v9) = 0;

3) v1 X v2 =0, se, e somente se, v1 € vy sdo linearmente dependentes;

4) v; X vy = —(vg X v1);

5) v1 X (va +v3) = v1 X vy +v1 X v3;

6) (Av1) X vg = A(v1 X v9);
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7) v1 X (Vg X v3) = (v1,v3)V9 — (U1, Va)Vs.

sendo vy, v9 € v3 vetores e A um numero real.

De maneira geral v; x (v X v3) # (v1 X v2) X v3, ou seja, o produto vetorial nao
é associativo. Da propriedade 1) segue que |v; X vy| é a drea de um paralelogramo

determinado por vy e vs.

Defini¢ao 2.1.8. Dados os vetores vy, ve e v3 de componentes vy = (x1,y1,21), Vg =
(22, Y2, 22) € v3 = (x3,y3,23), 0 numero real (v1,vy X v3) € denominado Produto Misto de

vy, Vo e vs3, € € representado da sequinte maneira:

r1 T2 I3
(vi,v2 Xv3) = | y1 Y2 Y3
21 k2 23

Pelas propriedades de determinantes, temos que,

<U1,UQ XU3> = <Ug,’l}3><’l)1> = <U3,'U1 X?]2> = —<U3,'U2 X?]1> = —<U2,'U1 ><113> = —<U1,'U3 XUQ>.

Em particular,
(V1,09 X v3) = (V1 X Vo, v3).
Além disso, (v1,v9 X v3) = 0 se, e somente se, vq, vy € v3 840 linearmente dependentes.

Se {vy,v9,v3} é uma base ortonormal entao (vy, vy X v3) = +1.

2.2 Calculo Diferencial no Espaco Euclidiano

Uma funcao vetorial f de um subconjunto X de R em R?, denotada por f : X C R —

R3, é uma correspondéncia em que, para cada p € X associa-se f(p) € R3.

Considere a funcao vetorial f : X C R — R? ela pode ser representada por:

onde as fungoes reais x,y, z : X — R sao denominadas fung¢oes coordenadas de f.

Consideraremos daqui por diante o intervalo aberto X de R para as funcoes vetoriais.
Seja f uma funcao real, onde « e 5 sao fungoes vetoriais em X, portanto as funcoes o+ 3,

fa, {a, ), x B sao definidas para todo p € X como,
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1) (a+ B)(p) = alp) + B(p);
2) (fa)(p) = f(p)a(p);

4) (ax B)(p) = a(p) x B(p).

Definigao 2.2.1. Seja a funcio f : X C R — R3, X um intervalo de R e o ponto py € X.

Dizemos que [ € diferencidvel em po se existir,

piow) =ty 20— I) _

pP—po P — Do

lim ———= lim

z(p) — x(po) i y(p) — y(po) lim z(p) — z(po)
P—Po P — Do p=po P — Po "p—po P—"DPo

Ou seja, f(p) = (x(p),y(p),z(p)) € diferencidvel em py se, e somente se, as fungioes

coordenadas de f forem diferencidveis em p,. Assim, f'(po) = (' (po),y'(po), 2 (po))-
Dizemos que [ € diferencidvel se f € diferencidvel em todo ponto p € X.

Definigao 2.2.2. A funcao f: X — R? em que para todo p € X associa um f'(p) serd
uma fungao vetorial chamada de derivada de primeira ordem de f. Se f'(p) também for

diferencidvel, teremos entao f"(p), que definiremos como derivada de seqgunda ordem.

Quando uma funcdao vetorial tem derivadas, de todas as ordens, continuas essa fun¢ao

serd de classe C°.

Se a e 8 sao funcoes diferencidveis em X e f € uma funcao real diferencidvel em X,

entao o+ 3, fa, (a, ), a X 8 sao diferencidveis.

Definicao 2.2.3. Uma funcao ou aplicagio F' de um subconjunto A de R™ em R™,
denotada por F : A C R" — R™ ¢ uma correspondéncia que, para cada p € A, associa

um unico ponto F(p) € R™. Uma tal fungdo pode ser representada por

F(p) = (Fi(p), Fx(p), ..., Fn(p)),

ou, considerando p = (xy, ..., Ty),

F(zy,.xy) = (Fi(T1, oy @),y ooy Frn(x1, o0, 2)).
As funcgoes F; : R" = R i =1,2,...,m sao ditas fungoes coordenadas de F'.

Dadas duas funcoes F;G : ACR"* - R"e f: A C R"” = R, podemos definir as
fungoes F' + G, fG,(F,G) e F x G, (essa ultima para m = 3), de forma andloga as das

funcoes vetoriais de R em R3.
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Uma fungio F diferenciavel de classe C* (resp. C'°), que tem uma fungio inversa
F~1 também ¢ diferencidvel de classe C* (resp. C*°), é denominada um difeomorfismo
de classe C* (resp. C™).

Dizemos que uma aplicagao F': R® — R™ ¢ linear se, para todo par de pontos p e ¢
em R" e A € R, temos
F(p+4q) = F(p) + F(q),

F(Ap) = AF(p).

Para concluir esta seccao iremos enunciar um resultado de fundamental importancia

no Calculo Diferencial, o Teorema da Fungao Inversa.

Teorema 1. Seja F : A C R® — R™ uma funcdo diferencidvel de classe C* (resp. C*°) e
po € A tal que dFyy € injetora. Entao, existe uma vizinhanca U de py, contida em A, tal

que F(U) € aberto em R™e a restricio de F' a U é um difeomorfismo de classe C* (resp.

C*>), de U sobre F(U).

Como dF,, : R" — R" é uma aplicacao linear, entao as seguintes condigoes sao

equivalentes:

a) dF,, ¢ injetora;
b) Se dF,,(w) =0, entao w = 0;
¢) A matriz jacobiana de F' em p, tem posto n;

d) O jacobiano de F' em pgy é nao-nulo.

Outro resultado importante, obtido em consequéncia do teorema anterior, é o Teorema,

da Funcao Implicita.

Teorema 2. Sejam F : A C R*"™ — R™ uma fungdo diferencidvel de classe C* (resp.
C>) e Fy,..., F, as fungoes coordenadas de F. Denotaremos por x = (T1,...,Tp),y =
Y1y ooy Ym) € (,y) = (1, ooy Ty Y1,y ooy Ym) 08 ponto de R™, R™ e R"™  respectivamente.
Fizados (a,b) € A e ¢ € R" tal que F(a,b) = ¢, se a matriz determinada por g—i(a, b),
1,7 = 1,...,n tem posto n, ou seja, determinante nao-nulo, entao existe uma vizinhanca
U de b em R™ e uma funcao G : U C R™ — R", diferencidvel de ordem C* (resp. C*),

tal que G(b) = a e F(G(y),y) = ¢ para todo y € U.
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2.3 Curvas no Espaco

Definicao 2.3.1. Uma curva parametrizada diferencidvel de R® é uma aplicacio dife-
rencidvel o, de classe O, de um intervalo aberto I C R em R3. A wvaridvel t € I € o
pardametro da curva, e o subconjunto de R formado pelos pontos a(t),t € I, é o traco da

curva.

Uma curva parametrizada diferencidvel de R? ¢ uma aplicagao a(t) = (z(t),y(t), 2(t)),t €

I, onde z(t),y(t), z(t) sao fungoes diferencidveis de classe C*°.
Exemplo 2.3.2. A aplicacao,
a(t) = (xo + at,yo + bt, zp + ct), t € R,

onde a® + b* + ¢ # 0 é uma curva parametrizada diferencidvel, cujo traco é uma linha

reta passando pelo ponto (o, Yo, z0) € paralela ao vetor de coordenadas (a,b,c).

Figura 1: Linha Reta

Exemplo 2.3.3. A curva parametrizada diferencidvel
a(t) = (acost,a sent,bt)

t € Ria > 0,b # 0 € a hélice circular. O trago desta curva estd contido no cilindro

22+ y? = a®. Se a(t)) e a(ty) sio dois pontos que tém as duas primeiras coordenadas

respectivamente iguais, entao as terceiras coordenadas diferem por um maltiplo de 27b.
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Figura 2: Hélice Circular

2.4 Superficies no Espaco

Sobre o ponto de vista geométrico, toda curva é descrita por uma parametrizacao,
sendo que existe sempre uma parametrizagao natural (parametriza¢do por comprimento
de arco). Ja para as superficies ndo existem essas parametrizacoes que descrevem a
totalidade da prépria superficie. Pegando como exemplo uma esfera S? C R? e um par de
parametros qualquer, sempre existird pelo menos um ponto que nao podera ser descrito

por eles.

Assim entendemos como superficie um dado conjunto em R? que “se assemelha”a
uma parte de R?, “numa vizinhanca”de qualquer ponto, por exemplo, a superficie da
Terra, mesmo que esférica, pareca plana a um observador nela colocado que consegue ver

somente até a linha do horizonte.

Neste capitulo iremos relembrar alguns propriedades geométricas de Superficies no
espaco euclidiano R3. O conceito de superficie parametrizada serd trabalhado de modo

analogo ao de curvas e assumiremos o sistema de coordenadas cartesianas z,y, z em R3.

Considere a fungao:

X(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v))

de duas varidveis u e v que variam em um intervalo aberto U C R2?, para cada par
ordenado (u,v) € U, X(u,v) serd um ponto em R?. Chamamos de S ao subconjunto de

R3 formado pelos pontos X (u, v).

Definicao 2.4.1. Uma superficie parametrizada reqular ou simplesmente uma superficie



2.4 Superficies no Espaco 21

¢ uma aplicacao X : U CR? = R3, onde U é um aberto de R?, tal que:

a) X € diferencidvel de classe c>;

b) Para todo q = (u,v) € U, a diferencidvel de X em q, dXq: R* — R3, ¢ injetora.

Denominamos u e v por parametros da superficie, e traco de X ao subconjunto S de

R? obtido pela imagem da aplicacao X.

E importante que facamos algumas observagoes:

a) A aplicagao X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) é diferenciavel de classe C*° quando

as fungoes x,y, z tem derivadas parciais de todas as ordens continuas.

b) Sejam e;, ey a base canonica de R? e (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) a base canonica de
R3. Para cada ¢ = (ug,v) € U, sabemos que a matriz associada a dX¢ nas bases

canonicas é a matriz jacobiana.

%(Uoﬂﬂo) g—i(uo,vo)
J(uo, vo) = %(anvo) %(Uo,vo)

pois,

(onvo), %(UO,UO))

v(U07U0)7 %(UO,UO))

dX,(e1) = (52 (uo, vo),
dX,(e2) = (@(Uo,vo)u

(

i@ 2l

D
D

A condigao b) da Definigao 2.4.1 garante a existéncia de plano tangente em cada ponto
da superficie. Sao formas equivalentes de expressar essa condi¢ao as seguintes afirmacgoes:
b.1) dX, é injetora;

b.2) a matriz J(ug, vy) tem posto 2;
b.3) os vetores X, (ug, vo), Xy (ug, vo) s@o linearmente independentes;

b4) XU<U0,U0> X XH(UO,’U()) 7é 0
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Considere X : U C R? — R?® uma superficie parametrizada, entdo se fixarmos um

ponto (ug,vy) € U, as curvas

u— X (u,vp),

v = X (ug,v),

serao chamadas curvas coordenadas de X em (ug, vg). Os vetores X, (ug, vo) € X, (g, vo)

sao vetores tangentes as curvas coordenadas.

Exemplo 2.4.2. Sejam py = (0, Yo, 20) um ponto de R a = (ay,as,a3), e b = (by, ba, b3)
vetores linearmente independentes de R®. Consideremos a aplicacio X : R? — R3 que,

para cada (u,v) € R?, associa X (u,v) = pg + ua + vb, isto é
X(u,v) = (xg + uay + vby, yo + uas + vby, zo + uaz + vbs).

Entao, X € uma superficie parametrizada reqular, pois X € diferencidvel e os vetores
X, = a,X, =b sdo linearmente independentes. A aplicacio X descreve um plano de R?
que passa pelo ponto py, ortogonal ao vetor a X b. As curvas coordenadas de X descrevem

retas do plano, paralelas aos vetores a e b respectivamente.

Figura 3: Plano de R3

Exemplo 2.4.3. Consideremos a aplicagio X : U C R? — R3 definida por
X(u,v) = (a sen v cos u,a sen v sen u,a cos v),

ondea>0eU=Rx(0,7)={(u,v) EREueRe0<v <}
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Figura 4: Esfera

A aplicagao X € diferencidvel e os vetores

X, = (—asenwvsenu,asen v cosu,0)

X, = (acosvcosu,acosvsenu,—a senv)
sao linearmente independentes, para todo (u,v) € U. De fato,
| X, x X,| =a®sen v # 0,

ja que v € (0,m). A imagem de X € a esfera centrada na origem de raio a, menos os dois

polos. As curvas coordenadas sio os meridianos e os paralelos da esfera.

Exemplo 2.4.4. Seja

u?  v?

X (u,v) = (u,v, 2t b_2) (u,v) € R?
onde a e b sao constantes nao-nulas. A aplicacao X € diferencidvel e os vetores X, =
(1,0, z—g),Xv = (0,1, i—;’) s@o linearmente independentes para todo (u,v) € R%. Portanto,

X ¢ uma superficie parametrizada regqular, cuja imagem é o Paraboloide eliptico.
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Figura 5: Paraboloide Eliptico

As curvas coordenadas descrevem as pardbolas obtidas pela interseccao de S com o0s

planos paralelos a xz e yz.

Proposigao 2.4.5. Se f(u,v) € uma fungao real diferencidvel, onde (u,v) € U, aberto
de R?, entdo a aplicacao X (u,v) = (u, v, f(u,v)) € uma superficie parametrizada regular,

que descreve o grdfico da funcgdo f.

Demonstracao: A diferenciabilidade de X decorre do fato de que as fungoes coor-

denadas de X sao diferencidveis. A matriz jacobiana de X ¢ igual a

1 0
X=10 11,
fu fo

que tem posto 2, para todo (u,v).

Exemplo 2.4.6. Dessa proposicao temos que a aplica¢ao

w?  v?

X(u,v) = (u,v,?—b—2> ,(u,v) € R?,

onde a e b sao constantes nao-nulas, € uma superficie parametrizada reqular, cujo trago

¢ o Paraboloide hiperbdlico

2 2
_ 3.,_v Y
S—{(w,y,z)eR,Z—g—b—Q}.
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Figura 6: Paraboloide Hiperbdlico

Proposicao 2.4.7. Seja a(u) = (f(u),0,9(u)),u € I C R, uma curva regular tal que

f(u) nao se anula. Entao, a aplicagdo

X(u,v) = (f(u) cos v, f(u) sen v, g(u)),

ondeu € I ev € R é uma superficie parametrizada regular chamada superficie de rotagao,

ou superficie de revolugao, da curva o em torno do eixo Oz

Demonstragao Como a é uma aplicacao diferencidvel, temos que as fungoes coorde-

nadas de X sao diferenciaveis. Os vetores

Xo = (f'(u) cos v, f'(u) sen v, g (u)),
X, = (—f(u) sen v, f(u) cos v,0),

sao linearmente independente, pois

[ Xu x X = 2 (w)(9)” + (f)°] #0,

ja que a é uma curva regular e f nao se anula. Portanto, concluimos que X é uma

superficie parametrizada regular. O

No préximo capitulo estudaremos as superficies que satisfazem a seguinte condicao:

Proposicao 2.4.8. Seja F : R — R uma aplicacdo diferencidvel. Consideremos o con-
qunto S = {(z,y,z) € R F(z,y,2) = ¢} onde ¢ é um numero real. Se py = (xg, Yo, 20) € S
é tal que VF (po) # 0, entdo o conjunto dos pontos (x,y,z) € S, suficientemente prozimos

de py € o traco de uma superficie parametrizada reqular.
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Demonstracao: Suponhamos que F,(py) # 0. Entao, a matriz

Fu(p) Fy(po) Epo) |

tem posto 1. Segue-se do Teorema da fungao implicita que existe uma aplicagao dife-
rencidvel ¢ : U — R, em que U é um aberto do plano xy que contém (xg, ), tal que
(o, Y0) = 20 e, para todo (z,y) € U, F(z,y,o(x,y)) = c. Portanto, pela proposigao
2.4.5, a aplicacao

X(z,y) = (2,y,0(z,y)), (x,y) €U

é uma superficie parametrizada regular, cujo trago descreve pontos de S proximos de py.

De forma analoga, podemos provar os casos em que Fy(pg) # 0 e F,(poy) # 0.



3 Estudo de Superficies

3.1 Introducao

Nesse capitulo estudaremos superficies que satisfazem a equagao
F(z,y,2) =0, (3.1)

onde F : R? — R é uma aplicacao diferencidvel.

Por exemplo, todo e qualquer plano pode ser representado de forma analitica pela
equagao Ar + By + Cz + D = 0 e de forma geral, se existir uma representagao analitica
de uma figura geométrica que seja superficie, entao essa representagao consiste em uma

tnica equagao como a (3.1).

Ainda que a equacao (3.1) tenha trés varidveis, nao necessariamente a equacao de
uma superficie obrigatoriamente tera trés variaveis. Ha casos em que possui apenas uma

ou duas. Por exemplo:

e A equacao r = k, em que k é uma constante qualquer, representa um plano paralelo
ao plano yz, ou seja, embora s6 apareca a variavel x na equacao, que é a variavel
dependente, as variaveis y e z sao independentes e assim as chamamos de variaveis

livres, por isso, a equacao x = k,y e z € R representa uma superficie.

e Embora no plano a equacao % + y?> = 16 represente uma circunferéncia de raio
4, no espaco euclidiano a equagao representa um cilindro circular reto, que é uma

superficie, ainda que contendo em sua equacao somente duas variaveis.

3.2 Construcao de uma superficie

Antes de construir uma superficie, é sempre importante que se faga uma discussao

sobre os aspectos que a sua equacao mostram sobre ela. Para isso, faremos o uso de cinco

27
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passos aconselhados por Lehmann em [2], os quais serao descritos nos itens abaixo:

1) Analisar quais os pontos ou lugares em que a equagao intersecta os eixos coordena-

dos.

2) Estudar quais sdo os tragos que sdo gerados em cada plano, isto é, calcular as

interseccoes com os planos coordenados.

3) Entender a simetria que a superficie apresenta com os planos, eixos coordenados e

com a origem.

4) Encontrar quais as secgoes ou “cortes” que sao apresentados por planos paralelos aos

planos coordenados.

5) Indicar qual a extensao da superficie em relagdo ao espago euclidiano.

Para que o leitor tenha melhor conhecimento a cerca dos casos de simetria, definiremos

abaixo dois casos.

Definicao 3.2.1. Dois pontos diferentes sao simétricos a um plano se, e somente se, o
plano for perpendicular ao segmento que os une em seu ponto médio. Nesse caso o plano

é chamado de Plano de Simetria.

Definicao 3.2.2. Dizemos que uma superficie € simétrica a um plano de simetria § se o

simétrico de cada ponto da superficie é também um ponto da superficie.

A partir da Definicao 3.2.2 podemos tirar algumas conclusoes que se resumem em trés

Teoremas.

Teorema 3. Se a equagao da superficie nao se altera quando muda-se o sinal de uma
das varidveis, a superficie € simétrica com relagao ao plano coordenado que é ortogonal

ao eiro que representa essa varidvel e reciprocamente.

Teorema 4. Se a equacao da superficie nao se altera quando muda-se o sinal de duas
varidaveis, a superficie ¢ simétrica em relacdo ao eixo de coordenadas que ndao teve seu

sinal trocado e reciprocamente.

Teorema 5. Se a equacdo da superficie nao se altera quando muda-se o sinal das trés

varidveis, entdo a superficie € simétrica em relagao a origem, e reciprocamente.
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Para expressar os dados acima de forma mais clara, podemos construir a seguinte

tabela.

Tabela 1: Casos de simetria de uma superficie

Se a equagao da superficie nao se altera _ ) ) ) _
Entao a superficie é simétrica em relagao
quando trocamos o sinal de
X ao plano YZ
y ao plano X7
Z ao plano XY
xXey a0 eixo Z
X ez ao eixo Y
yez ao eixo X
X,y ez a origem

Supondo que a equagao de uma superficie é dada por (3.1), se estudarmos a natureza
de suas seccoes planas determinadas através de cortes na superficie por uma série de planos

paralelos aos planos coordenados, entao poderemos entender a forma da superficie.

Por exemplo, dada a equacao z = k, sendo k£ uma constante qualquer, temos um

conjunto de planos paralelos ao plano XY. Assim, da equagao (3.1), temos que
F(z,y,k), z=k (3.2)

sao as equacgoes das curvas obtidas pela intersecao do plano com a superficie; cada valor

de k, corresponde a uma curva diferente.

Considerando a equacao (3.1) como equacdo da superficie podemos, sempre que
possivel, escrevé-la colocando uma das variaveis em funcao das outras duas, da seguinte
forma:

z = F(z,y).

Denominamos essa forma, de equacao na forma explicita, a qual nos permite obter
intervalos de variagao dos valores reais que as variaveis podem tomar, permitindo realizar
a localizacao geral da superficie no espago coordenado e a indicagao de que a superficie

seja ou nao fechada em certa extensao.
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Agora que sabemos como proceder ao discutir a equacao de uma superficie, fica

mais facil realizar a construgao. Utilizamos o software Maple para gerar o grafico das

superficies. Para demonstrarmos o processo utilizaremos alguns exemplos.

Exemplo 3.2.3. Superficie de equacio x* + y? — 5z = 0.

Discutiremos sua equacgao através dos cinco passos mencionados anteriormente.

1)

Intersecgoes: Se z = y = 0, entao z = 0; portanto a intersecgao com o eixo Z ¢é
zero. Analogamente, todas as interseccoes com os eixos coordenados estao no ponto

(0,0,0), ou seja, na origem.

Tracos: O tunico trago sobre o plano XY é a origem. No plano X Z é a pardbola de

equacao 22 = 5z, y = 0. No plano Y Z é a parabola de equacao y* = 5z, x = 0.

Simetria: A superficie é simétrica ao plano YZ e X Z e ao eixo Z, pois se trocarmos

o sinal de X e Y, a equacao nao altera seu valor.

Seccoes: Os planos z = k cortam a superficie nas curvas x?+y* = 5k, que constituem
uma familia de circunferéncias para todos os valores de £ > 0. Os planos y = k

. /. z 2
intersectam a superficie nas parabolas z? = 5 (z - %) . E os planos x = k possuem

. ~ /. ’ 2
sua intersecciao com a superficie nas parabolas y? = 5 (z — %) .

Extensao: A equacao nos mostra que as variaveis x e y podem assumir todos os
valores reais, e que z esta restrita a valores positivos, ou seja, z > 0. Assim,
concluimos que nenhuma parte da superficie estd abaixo do plano XY e ela se

estende indefinidamente acima do plano XY

Agora, com os dados que conseguimos através do estudo da equagao, construimos o

grafico da superficie, denominada Paraboloide de revolucao.
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Figura 7: Paraboloide de revolucao

Exemplo 3.2.4. Superficie de equacio y? — 4x = 0.

1)

Interseccoes: Com o eixo X as interseccoes sao dadas por —4x = 0, logo em z = 0.
Com os eixo Y, as interseccoes sao dadas por y = 0. Quando x =y = 0 obtemos o

préprio eixo Z.
Tracos: O unico traco é sobre o plano XY e ele é a parabola x = %, z=0.

Simetria: A superficie é simétrica ao plano X Z, pois se trocarmos o sinal de y, a

equacao nao altera seu valor.

Seccoes: Os planos z = k cortam a superficie nas curvas y? = 4z, que constituem
uma familia de parabolas para todos os valores de k. Os planos y = k intersectam
a superficie na reta (x = %) . E os planos x = k, k > 0 possuem sua interseccao
com a superficie nas retas y = £v/4k.

Extensao: A equacao nos mostra que a variavel y e a variavel z pode tomar qualquer

valor real, porém, x estd restrita a valores positivos.

Com os itens acima podemos montar o grafico da superficie que é denominada Cilindro

parabdlico.
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Figura 8: Cilindro Parabdlico

Exemplo 3.2.5. Superficie de equagao z* + y* — 22 =0

1)

2)

Interseccoes: Todas as interseccgoes dessa superficie com os eixos estao na origem.

Tracos: O trago sobre o plano XY ¢é a origem. Sobre o plano X7 sao as retas

x = *z e no plano Y Z sao as retas y = £z.

Simetria: A superficie é simétrica em relagao a origem, pois se trocarmos o sinal de

x, y e z na equacao dada, ainda assim a equacao da superficie nao se altera.

Seccoes: Os planos de equacido z = k cortam a superficie nas curvas z? + y? = k2,
que formam um conjunto de circunferéncias para todos os valores reais de k. Os
planos de equacao y = k cortam a superficie nas curvas z? — 22 = k2, que formam
um conjunto de hipérboles para todos os valores reais de k. Os planos x = k, cortam

2

a superficie nas curvas 22 — y? = k? que formam um conjuntos de hipérboles para

todos os valores reais de k.

Extensao: A equacao mostra que nao ha restricbes para os valores de x, y e 2z, ou

seja, todas as variaveis podem assumir qualquer valor real.
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Figura 9: Cone Eliptico

Podemos ver que a superficie é um Cone eliptico.

3.3 Equacao de uma Superficie Esférica

Nessa secao estudaremos as superficies esféricas.

Figura 10: Superficie Esférica
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Uma superficie esférica é definida como o lugar geométrico dos pontos do espaco que
possuem a mesma distancia em relacado a um ponto fixo. A essa distancia damos o nome

de raio, e o ponto fixo é denominado de centro da esfera.

Através dessa definicao e sabendo que podemos medir a distancia entre dois

pontos  Py(xo,%0,20) € P(x,y,z), no espago euclidiano pela férmula d(FPy, P) =

V(& —20)2+ (y — y0)2 + (2 — 20)2, entdo podemos obter o seguinte teorema:

Teorema 6. A equagdo da superficie esférica cujo centro € o ponto (h,k,l) e cujo raio é

um valor constante v, é (v — h)> + (y — k)* + (z — 1)? = r2.

Como corolario deste teorema, temos que a superficie esférica cujo centro é a origem

e raio é um valor constante r, tem por equacao x? + y? + 22 = 12,

A equacao do Teorema 6 é chamada de equacao reduzida da esfera. Quando a
desenvolvemos obtemos a equacao geral: z2 +y? + 2> + Gx + Hy + 1z + K = 0. Essa
equacgao contém quatro constantes arbitrarias independentes, logo uma esfera pode ser

determinada por quatro pontos nao coplanares.
Coordenadas Esféricas

As coordenadas esféricas sao estudadas e consideradas como um sistema de coorde-

nadas no espaco que esta estritamente associado a uma superficie esférica.

Seja P(x,y,z) um ponto qualquer em uma superficie de centro na origem e raio r. A
equacao da superficie é

2 +yt 42t =r? (3.3)

N

RN

AA——_.__,..\
P’

Figura 11: Primeiro Octante da Esfera
Fonte: (Lehmann, 1989)

Na imagem acima vemos que pelo ponto P e pelo eixo Z passa um plano que corta
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o plano XY na reta [. 6 é o angulo formado entre [ e a parte positiva do eixo X e ¢ o
angulo formado pelo raio da esfera, OP, e a parte positiva do eixo Z. Designemos por P’,
A, B e C, respectivamente as projecoes do ponto P sobre o plano XY e sobre os eixos

X,Y e Z. Seja |OP'| = |CP| = s.

Dos triangulos OPC,OAP',OBP" ¢ OP'P temos respectivamente as seguintes

relacoes:

s = rsenag.

xr = scosf = rsengcost

y = ssenf) = rsen¢sinf
z=P'P=rsen(90 — ¢) = rcos ¢

Utilizando as relagoes acima, as quais chamamos de coordenadas esféricas do ponto
P(r, ¢,0) podemos localizar qualquer ponto P sobre a superficie esférica quando se conhece

os valores de r, ¢ e 0.

Se considerarmos um ponto P sobre a superficie terrestre ele se localiza por sua la-
titude (90 — ¢) e longitude 6 medidas a partir do eixo X como uma reta no plano do
meridiano, podemos dizer que as coordenadas ¢ e § chamam-se respectivamente Colati-

tude e Longitude do ponto P e r chama-se Raio vetor de P.

Para que as coordenadas esféricas (r, ¢, ) representem um tinico ponto no espago,

seus valores ficam restritos aos intervalos

>0
0<o¢o<m
0<6<2m

Se eliminarmos ¢ e 6 de (3.4) obtemos a equagao (3.3). Como r é uma constante fixa,
entao as relagdes (3.4) representam as equagoes paramétricas de uma superficie de centro

na origem e raio r, sendo ¢ e # os parametros.

As relagoes (3.4) podem ser implementadas como equagoes de transformagao entre

sistemas de coordenadas retangulares e esféricas.

Teorema 7. As coordenadas retangulares (x,y, z) e as coordenadas esféricas (r, ¢,0) de

um ponto no espago , estao relacionadas da sequinte maneira

xr = rsengcost,y = rsengsent, z = rcoso.
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As transformagcoes entre os dois sistemas de coordenadas podem efetuar-se por meio

das equagoes e relacoes obtidas por elas.

z
r=\/x%2+y?+ 22, ¢ = arccos ,0 = arctan Ly
a2+ y?+ 22 x

3.4 Equacao de uma Superficie Cilindrica

Uma superficie cilindrica é determinada através de uma reta que se move mantendo-
se sempre paralela a uma reta fixa dada, a qual denominamos geratriz, e passa sempre
por uma curva fixa dada, chamada diretriz. Para o estudo da superficie cilindrica iremos
considera que a diretriz é uma curva contida em um dos planos coordenados. Por exemplo,
seja C parte da diretriz contida no plano Y Z, e seja v = (a, b, ¢) o vetor diretor da geratriz

da superficie cilindrica. Podemos escrever entao as equagoes de C' da forma

F(y,z) =0, x =0. (3.5)

Zz

W- P(0,y/2")
IW e

/ ’ ’

X

Figura 12: Cilindro
Fonte: (Lehmann, 1989)

Sejam P(z,y,z) um ponto qualquer da superficie e supondo que a geratriz que passa

por P corta C' no ponto P'(0,y',2") . Assim as equagoes simétricas da reta geratriz sao

v—y _z7= (3.6)

Além disso, como P’ esta sobre C, suas coordenadas satisfazem as equagoes (3.5), e

temos

F(y',2")=0,2"=0 (3.7)

Pela definicao de superficie cilindrica, o ponto P’ pode estar sobre a superficie se, e
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somente se, as coordenadas (2, 3/, 2’) satisfizerem as equagoes (3.6) e (3.7), que constituem

um sistema de quatro equacoes independentes, das quais podemos eliminar as varidveis
o . . o .

x', 1y e Z/, considerando-as parametros. A eliminacao dessas variaveis resulta em uma

unica equagcao, que é a equacao buscada para a superficie cilindrica.
Exemplo 3.4.1. Encontrar a equacao de um superficie cilindrica cuja diretriz é a pardbola
v =4y, 2 =0 (3.8)

contida no plano XY e cujas geratrizes tem vetor diretor v = (1,1, 3).

Solugao: Suponhamos que a geratriz que passa por um ponto qualquer P(z,y, z) da
superficie corta a diretriz no ponto P'(z’,y,0). Entao, de forma andloga a equacao (3.6),

a equacao simétrica da geratriz é

z
p— p— —_—. 3-9
1 1 3 (39)
Como o ponto P’ esta sobre a parabola, temos que
1% =4y 2 = 0. (3.10)

Da equacao 3.9 temos que: ' =z — ey =y — 2.

Substituindo os valores dados para ',y encontrados pelas equagoes (3.9) em (3.10),

obtemos o seguinte:

(x/)2:4y/

2.9 z

— I =4y ==
(13" =4y~ 3)

. 20z 2, 4z
3 9 3

92% — 6xz + 2% = 36y — 122
92% + 2% — 622 — 36y + 122 =0

que ¢ a equacao da superficie cilindrica.
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Figura 13: Superficie Cilindrica

0

No exemplo acima, encontramos equacao de uma superficie cilindrica a partir da
equacoes de sua diretriz e do vetor diretor de sua geratriz. Quando quisermos encontrar
as equagoes da diretriz e o vetor diretor da geratriz a partir da equagao da superficie,

devemos proceder como no exemplo a seguir.

Exemplo 3.4.2. Demonstrar que a equacao
2yt 4228+ 202 — 2y =1 (3.11)

representa uma superficie cilindrica e achar as equagoes de sua diretriz e o vetor diretor

de sua geratriz.

Solucgao: Da definicao de superficie cilindrica, se deduz que as seccoes feitas pelos
planos paralelos ao plano da diretriz sao curvas congruentes com a diretriz. Assim, as

secgoes da superficie (3.11) feitas pelo plano z = k sao as curvas
2, .2 2 _ _
'y  + 2%+ 2kx —2ky=1,2=k
as quais podem ser escritas na forma

(+ k)2 +@y—k2=1z2=k (3.12)

As equagoes de (3.12) representam todas as circunferéncias de raio 1 para qualquer
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valor assumido por k. De forma particular, para £ = 0 temos a circunferéncia

2 +y*=1,2=0. (3.13)

Logo, (3.11) é a equacao de uma superficie cilindrica circular cuja diretriz é a circun-

feréncia (3.13).

A reta que une o centro (-k,k,k) de qualquer das circunferéncias e o centro (0,0,0)
da diretriz é paralela a geratriz. Como o vetor diretor desta reta é v(—1,1,1) entéo este

também ¢é o vetor diretor da geratriz.

Figura 14: Superficie Cilindrica obliqua

O

Se as geratrizes de um superficie cilindrica sao perpendiculares ao plano de sua diretriz,

entao essa superficie é chamada reta, caso contrario se chama obliqua.

Através do método usado no Exemplo 3.4.1 podemos demonstrar que a equacao de
uma superficie cilindrica reta cujas geratrizes sao as perpendiculares ao plano coordenado
de sua diretriz, precisa da variavel nao medida nesse plano coordenado. Além disso, o
lugar geométrico plano desta equacao é a geratriz. Por exemplo, a superficie cilindrica reta

cuja diretriz é a circunferéncia 3% + 22 = 9, = 0 se representa pela equacao y* + 22 = 9.
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Figura 15: Cilindro circular reto

De forma reciproca, pelo método do Exemplo 3.4.2, podemos demonstrar que uma
equacao que nao tem uma variavel representa uma superficie cilindrica reta cujas geratrizes
sao perpendiculares ao plano coordenado no qual nao se mede a variavel ausente e cuja
diretriz é o lugar geométrico plano desta equacdo. Por exemplo, a equacao z? — y? =
4, z = k representa uma superficie cilindrica reta, cujas geratrizes sao perpendiculares ao
plano XY e cuja diretriz é a hipérbole 2% — y?> = 4,z = 0. Podemos resumir os dados

acima no Teorema abaixo:

Teorema 8. Uma equagao representa uma superficie cilindrica, cujas geratrizes sao per-
pendiculares ao plano coordenado que contém a diretriz se, e somente se, carece da varidvel

nao medida nesse plano. O lugar geométrico plano dessa equacdo € a diretriz.

Caracterizamos uma superficie cilindrica pela sua diretriz da seguinte forma. Se a

diretriz for:

e Uma circunferéncia: a superficie cilindrica é chamada circular;

Uma parabola: a superficie cilindrica é chamada parabdlica;

Uma elipse: a superficie cilindrica é chamada eliptica;

Uma hipérbole: a superficie cilindrica é chamada hiperbdlica;

Uma reta: a superficie cilindrica é chamada plano.

Coordenadas Cilindricas
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Seja P(z,y,z) um ponto qualquer de uma superficie cilindrica circular reta de raio r,

pertencente ao eixo Z. Fica claro que a equagao dessa superficie é

2?4y =1’ (3.14)

Ok_ =75 L)Y

Figura 16: Coordenadas Cilindricas
Fonte:(Lehmann, 1989)

Pelo ponto P dessa superficie e pelo eixo Z iremos passar um plano que corta a
superficie numa geratriz cujo ponto de intersecgao com o plano XY é o ponto P'(z/,y/,0).
Seja |OP’| = r e 0 o angulo formado entre OP’ e a parte positiva do eixo X, entao temos

as relagoes abaixo:

x =rcost;y = rsend; z = z. (3.15)

Tais relagoes permitem a localizacao de qualquer ponto pertencente a (3.14), quando
se conhece os valores de 7,0 e z. Por isso, chamamos essa varidaveis de coordenadas

cilindricas e as escrevemos como P(r,0, z).

De forma geral, se tivermos um ponto e uma reta fixos e um plano dado, tomando-os
como referéncia, conseguimos localizar qualquer ponto no espago, através das coordenadas

cilindricas.

Usando a Trigonometria, pode-se medir o angulo # com a parte positiva do eixo X

como lado inicial. Para que as (r, 6, z) representem um ponto inico no espago, restringimos
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os valores de r e 6 aos intervalos
r >0

0<6<2m.

A varidvel z nao possui nenhum restrigao, ou seja, pode assumir qualquer valor real.
Se eliminarmos z e 6 das relagdes (3.15), teremos como resultado a equagao (3.14), logo

(3.15) s@o equagoes paramétricas da superficie (3.14) e as variaveis z e 6 sdo os parametros.

Podemos empregar as equacoes das relagoes (3.15) em transformagdes entre o sis-

tema de coordenadas retangulares e cilindricas. Das duas primeiras relagoes, obtemos as

relagoes:
r =2+ y?

0 = arctan Q;

T
z
senf) = ————;
/172 + y2
T
cost) =

Podemos resumir os resultados anteriores no Teorema abaixo:

Teorema 9. As coordenadas retangulares (z,vy, z) e as coordenadas cilindricas (r, 0, z) de

um ponto no espago se relacionam do sequinte modo:

x =rcosb;y =rsenb; z = z.

Podemos efetuar as transformacoes entre os sistemas de coordenadas por meio destas

equacoes e das sequintes relagoes obtidas delas.

r= a4y

0 = arctan Q;
T
2
senf) = ———;
/132 + y2
T
cost) =

Comr>0e0<6<2m.
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3.5 Equacao de uma Superficie Conica

A superficie gerada por uma linha reta que se move de tal maneira que passa sempre
por uma curva fixa e por um ponto fixo nao contido no plano dessa curva, se chama

Superficie Conica.

Essa reta mével é denominada geratriz; a curva fixa, diretriz; e o ponto fixo se chama
vértice, o qual divide a superficie em duas partes distintas, cada parte sendo uma folha

da superficie conica.

Veremos que se conhecemos as equagoes da diretriz e as coordenadas do vértice, entao
podemos obter a equacao da superficie, como fizemos para as superficies cilindricas, pelo

método dos parametros.

Exemplo 3.5.1. Encontrar a equacao da superficie conica cuja diretriz € a elipse
ot + 22 =1,y=4 (3.16)
e vértice no ponto V (1,1, 3).
Solugao: Supondo que a geratriz que passa por um ponto qualquer P(z,y,z) da
superficie corta a diretriz no ponto P'(z’,y/, 2').

As equagoes simétricas da geratriz sao:

r—1 y—-1 z2-3

= = 3.17
-1 y-1 2-3 ( )

Como P’ estd sobre a elipse (3.16), temos que:
42+ () =1,y = 4. (3.18)

Podemos eliminar os parametros z’,y" e 2’ das equagoes (3.17) e (3.18) substituindo
o valor ¥y =4 em (3.17). A partir disto, colocamos 2z’ em funcao de x e y e 2’ em fungao
de y e z e substituimos os valores na primeira das equagoes de (3.18), da seguinte forma:

-1 -1 —1 -1
-1 y -1 -1 4-1

=3r—-3=(y—1)(a"—1)
=3r—-3=dy—-y—a+1

=3r—-3—-1=2(y—1)—y



3.5 Equacao de uma Superficie Conica 44

3r—4
:>$——i_y:$/

3.19
— (3.19)
2—3:y—1:>z—3:y—1
Z -3 y -1 Z -3 4-1
=32-9=(-3)(y—1)
=32-9=2y—2 —-3y+3
=3:-9-34+3y=2(y—1)
3z —1243
or T led oy (3.20)

y—1
Substituindo (3.19) e (3.20) em (3.18):

3z —4 2 —12 2
g (3rAty\ (32N
y—1 y—1

4(92% — 24z + 6xy + % — 8y +16) + (922 — 722 + 182y + 9y — T2y + 144) = 12 — 2y + 1 =

3622 — 962 + 24xy +4y* — 32y +64 + 922 — 722+ 182y + 9y* — T2y + 144 — > + 2y —1 =0
Ordenando os termos, encontramos a equacao da superficie:

3622 4+ 12¢% + 92% + 24zy + 18yz — 962 — 102y — 722 + 207 =0

~20—+

-20
-20
0
0
* x

Figura 17: Superficie Conica

O

Se diz que um polinomio algébrico de duas ou mais variaveis é homogéneo se todos os
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seus termos sao do mesmo grau. Por exemplo, a funcao
f(z,y,2) = 2* +2y* — 322 (3.21)

¢ homogenea de grau dois. Podemos verificar a homogeneidade de uma funcao de forma
simples. Dada uma funcao f(x,y, z), basta substituir as varidveis z,y e z por kz, ky e kz,

respectivamente, sendo £ uma constante nao nula. Se a igualdade

flkx, ky, kz) = K" . f(x,y, 2)
for verdadeira, entao f(z,y,z) é uma funcdo homogénea de grau n.

Dessa forma, para a func¢ao (3.21) temos:
Fz, ky, i2) = (ke)? + 2(ky)? — 3(k2)°
= k*(2® 4+ 2y% — 32) = K2 f (=, y, 2).

Isso nos mostra que esta é uma funcao homogénea de grau 2.

Chamamos de Equagao Homogénea a uma fungao homogénea igualada a zero, ou seja,
f(z,y,z) = 0 é uma equagao homogénea, e considerando os resultados obtidos acima,
temos que se uma equagao tem solugao nao nula, r = x1, y = y; € z = z; também tem

solucoes x = kxq, y = ky, e 2 = kz,, sendo k uma constante qualquer.

Quando tomamos o vértice sobre a origem, o estudo das superficies conicas nao perde
a generalidade. No teorema abaixo observaremos que a equagao de uma superficie conica

¢ homogeénea nas variaveis z, vy, 2.

Teorema 10. Uma equacdo representa uma superficie conica com vértice na origem, se

e somente se, ¢ homogénea nas varidveis r,y e z.

Demonstracgao: Se considerarmos uma superficie conica com vértice na origem e
cuja diretriz seja a curva

F(z,y) =0,z =c, (3.22)
e ¢ # 0 uma constante qualquer. Supondo que a geratriz que passa por um ponto qualquer
P(z,y, z) da superficie corta a diretriz no ponto P’(2’,y’,z"). Como esta geratriz passa
pela origem, suas equagoes simétricas sao

(3.23)

a!



3.5 Equacao de uma Superficie Conica 46

Além disso, como P’ estd sobre a geratriz, temos que

Fz' 4)=02 =c. 3.24
(z',y ,

Substituindo 2’ = ¢ em (3.23) temos

Substituindo 2’ e 3’ em (3.24) teremos a seguinte equagao para a superficie conica:

F (9 %> —0. (3.25)

z Z

Se na equagao (3.25) substituirmos x,y e z por kx, ky e kz, respectivamente, sendo
k uma constante qualquer diferente de zero, a equacao permanece invariavel, ou seja, é
homogénea. Assim, demonstramos que a equacao de uma superficie conica com vértice

na origem se representa por uma equacao homogénea nas variaveis x,y e z.

De forma reciproca, como F(x,y,z) = 0 é homogénea nas trés varidveis, a origem
estd sobre esta superficie. Seja P(z1,y1,21) um ponto qualquer superficie, entdo suas
coordenadas satisfazem a equacao dada. Como esta equagao é homogénea, tem solugao
(kxq, kya, kz1), com k # 0, de maneira que o ponto P’'(kx1, ky, kz1) esta sobre a superficie
e sobre a reta O P, para todos os valores de k, consequentemente, OP estd também sobre
a superficie. Por isso, F'(z,y,2) = 0 representa uma superficie conica com vértice na

origem e uma das geratrizes dessa superficie é a reta OP.

Exemplo 3.5.2. Identificar e construir a superficie de equagao

2? +yz=0.

Solugao: A solugao z = y = 2z = 0 é trivial, mas além desta, a equagao dada no
exercicio tem infinitas solugoes reais, basta atribuiremos a y e z um par qualquer de
valores reais diferentes de zero que sejam de sinais contrarios. Para x, a solucao tera dois
valores reais, logo pelo Teorema 10 a equagao representa uma superficie conica de centro

na origem.

Logo, para construir a superficie, precisamos apenas de uma diretriz. Se z = 2 entao

2= 2y, 2 =2,
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representa uma parabola no plano z = 2. Tracando varias geratrizes obtemos a figura que
representa a superficie conica. Para obter a outra folha da superficie conica basta trocar

o sinal de z, ou seja,

Figura 18: Superficie Conica Exemplo 3.5.2

3.6 Superficie de Revolucao

Definicao 3.6.1. Uma superficie gerada através de uma rotacao de uma curva plana
(geratriz) em torno de uma reta fiza (eizo de revolugao) contida no plano da curva, é
chamada de Superficie de Revolugcao ou Superficie de Rotacdo. As posi¢oes da geratriz
damos o nome de Meridianos, ou sec¢ao meridiana e as circunferéncias descritas por um

ponto da geratriz, nomeamos paralelo da superficie.
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Figura 19: Superficie de Revolucao

Fonte: (Lehmann, 1989)

Da defini¢ao acima temos dois resultados inicialmente:

1) Todo meridiano é congruente com a geratriz e é a interseccao da superficie com um

plano que passa pelo eixo.

2) Todo paralelo tem seu centro sobre o eixo e estd contido no plano perpendicular ao

€1xo.

Na determinacao de uma superficie de revolucao, nao se perde a generalidade to-
mando a geratriz em um dos planos coordenados e como eixo de revolugao um dos eixos

coordenados contidos nesse plano.

Teorema 11. Seja S a superficie de revolu¢ao que tem por geratriz a curva G contida
no plano coordenado & e por eixo de revolucdo ao eizo coordenado | contido em d. Entdo
a equacao de S € obtida substituindo na equacdo plana de G a raiz quadrada da soma dos
quadrados das duas varidveis nao medidas ao longo de [, no lugar daquela destas varidveis

que aparecem na equac¢do plana de G.

Demonstragao: Supondo que a geratriz G contida no plano XY tem por equagao
F(z,y)=0,2=0 (3.26)

e supondo que o eixo X é o eixo de revolugao. A partir disso, determinaremos a equacao

da superficie pelo método dos parametros.
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Seja P(x,y, z) um ponto qualquer da superficie. O paralelo que passa por P corta G
em P'(z,y,7') do plano XY e seu centro C' estéd sobre o eixo X. A distancia entre C' e
P e C e P, sdo iguais, pois sdo raios do mesmo paralelo, logo |CP| = |CP’|. Como P, P’
e C estdo no mesmo plano, P’ tem coordenadas (z,y’,0) e C' tem coordenadas (z,0,0),

logo [CP| = +/y2+22e |CP'| = |y, e

y = +\/y? + 22 (3.27)

Como P’ esta sobre GG, entao

F(2'y)=0,2"=0 (3.28)

Utilizando (3.27) e sabendo que ' = x, eliminamos os parametros z’, ¢y e 2’ em (3.28),
e obtemos:

F(x,£v/y? + 22) =0,
que é a equacao buscada para a superficie de revolucao.

Caso o eixo de revolugao fosse o eixo Y, entao encontrariamos outra equacao para a

superficie

F(£vVa? +22y) = 0.
U

Se obtém equagoes andlogas quando a geratriz estd em cada um dos outros planos

coordenados e seu eixo de rotagao estd contido nesse plano.

Por exemplo: Se a geratriz estd no plano YZ e o eixo de rotacao é o eixo Z, sua

equacao é dada por f(£+/z?+y? z) = 0.

Exemplo 3.6.2. Encontrar a equacgao da superficie gerada pela rotagao da hipérbole
Yy’ —42® =4,2=0 (3.29)
em torno do eizo Y .

Solucgao: As variaveis nao medidas ao longo do eixo Y sao x e z. Portanto, de acordo
com o Teorema 11, devemos substituir +v/22 + 22 no lugar de x na primeira das equacdes
de (3.29). Assim teremos

Y —da? — 42° =4,

que é a equacao procurada para a superficie, a qual se denomina Hipérbole de Revolucao
de duas folhas.
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Figura 20: Hiperboloide de Revolucao de Duas Folhas

Exemplo 3.6.3. Demonstrar que a equacao
9% +9y* — 22 =9 (3.30)

representa uma superficie de revolucao. Encontrar seu eixo de revolugdo e as equacoes da

geratriz em um dos planos coordenados que contenha o eizo.

Solugao: Os planos z = k cortam a superficie (3.30) nas circunferéncias
92% + 9> =9+ k% 2 =k,

cujos centros, para todos valores de k, estdo sobre o eixo Z. Logo, a equagao (3.30)
representa uma superficie de revolugao cujo eixo de revolugao é o eixo Z, e o trago da

geratriz esta contido no plano Y Z, isto é,

92 —22=92=0. (3.31)

Aqui podemos ver que a superficie (3.30) gera a hipérbole (3.31) em torno do eixo Z.

Essa superficie é chamada Hiperboloide Revolucao de uma folha.
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Figura 21: Hiperboléide Revolugao de Uma Folha

3.7 Superficies Regradas

Definicao 3.7.1. Uma superficie regrada € aquela que pode ser gerada pelo movimento

de uma linha reta, chamada geratriz.
Podemos citar alguns exemplos de superficies regradas:

e O plano;
e (Cilindro;
e Cone.
As equagoes das superficies regradas podem ser obtidas pelo método do parametro,
como no caso das superficies cilindricas e conicas.
Exemplo 3.7.2. Encontrar a equacdo da superficie regrada gerada pela familia de retas
2v —y+ kz=0,2kx + ky — 4z = 0. (3.32)
Solugao: Qualquer que seja o valor de k, a reta correspondente de (3.32) deve estar

totalmente sobre a superficie, ou seja, todos os pontos que satisfazem as equagoes (3.32)

devem estar sobre a superficie. Assim, as equacoes da superficie devem ser independentes
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de k e podem ser obtidos a partir da equagao (3.32) eliminando o parametro k. Fazendo

isso, iremos encontrar os seguintes resultados:

k:ﬂ’k:i,
z Zr+y
entao
y—22x 4z
. 24y

ou seja, a equagao buscada é
4 —y* +42° = 0.

Essa é uma superficie conica circular reta com vértice na origem e cujo eixo se estende

por todo eixo Y.

Figura 22: Superficie Conica Circular Reta

0

Considerando agora o problema reciproco, dada a equacao de uma superficie deter-

minar se ela representa uma superficie regrada.

Exemplo 3.7.3. Demonstrar que a equagao
yz+2x—22=0 (3.33)
representa uma superficie regrada.

Solugao: Se fizermos z = k em (3.33), entdo encontraremos que as interse¢oes da

superficie com o plano sao as linhas retas dadas pelas equacoes reduzidas

22+ ky — 2k =0,z = k. (3.34)
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Como as retas do tipo (3.34) estao sobre a superficie (3.33), qualquer que seja k, entao

esta superficie é regrada e tem as retas (3.34) como geratrizes.

Para construir a superficie devemos determinar a dire¢ao das diretrizes. Para determi-
nar o vetor diretor, consideramos os pontos (k,0, k) e (0,2, k), pertencentes a reta, neste
caso o vetor diretor sera (k, —2,0), o que nos mostra que todas as geratrizes sdo paralelas
ao eixo XY, mas que nao sao paralelos entre si, pois o vetor diretor depende dos valores

atribuidos a k.

Através destes dados podemos seguir um método para construir a superficie. Pri-
meiro encontramos as intersecoes da superficie sobre os planos XZ e Y Z, as quais sao

representadas pelas equacoes abaixo:

r=zy=0 (3.35)

Esta superficie é chamada de Paraboloide Hiperbdlico.

Figura 23: Paraboloide Hiperbdlico

3.8 Transformacao de Coordenadas Retangulares no
Espaco

Na Geometria Analitica Plana, estudamos a possibilidade de simplificar a equacao

de uma superficie através da transformacao de coordenadas, facilitando o estudo de suas
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caracteristicas. De forma semelhante, podemos simplificar as equagoes de superficies no

espaco, realizando a translacao e rotacao dos eixos coordenados.

Uma translacao dos eixos coordenados retangulares no espago nada mais é que mover
os eixos coordenados de forma que os novos eixos sejam paralelos ao eixos originais,

respectivamente, e com a mesma dire¢ao.

Podemos ver na figura abaixo, uma translacao dos eixos coordenados, de maneira que
a origem 0(0,0,0) toma uma nova posigdo O'(l,m,n), e os eixos X,Y e Z tomem as
novas posicoes X', Y’ e Z’. Um ponto qualquer P, terd por coordenadas (x, y, 2) nos eixos

originais e (2/,y/, 2') nos eixos paralelos.

Z
J {
I P
T
a_ir .
.‘B" v Y
x"! l: z
gl k__J

4 Y
X

Figura 24: Translacao

Fonte:Lehmann, 1989

Os resultados obtidos dessa translagao podem ser resumidos no Teorema abaixo:

Teorema 12. Se os eizos retangulares sao transladados a uma nova origem O'(l,m,n)
e se as coordenadas de um ponto qualquer P do espaco antes e depois da translacao
sao respectivamente (x,y,z) e (2',y,2'), as equagdes de transformagao das coordenadas
originais as novas Sao

r=2+Ly=9y +m,z2=2+n.

Uma rotagao dos eixos coordenados retangulares no espaco é a operagao de mover os
eixos coordenados girando-os em torno da origem, de forma que permanecam mutuamente

perpendiculares entre si.
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Figura 25: Rotagao
Fonte: (Lehmann, 1989)

Na Figura 21, vemos uma rotagao dos eixos coordenados tal que a origem O permanece
fixa, mas os eixos originais X, Y e Z, tomam novas posicoes, representadas por X', Y e Z’,
respectivamente. Um ponto qualquer P de coordenadas originais (z, y, z), também tomara
novas coordenadas com a rotagao, representados por (2, ¢/, 2’). Os angulos formados entre
a nova posicao dos eixos e a posicao original, sdo chamados de angulos diretores de X', Y’
e Z', e sao representados respectivamente por ay, f81,71; 9, B2, V2; a3, F3,73, 0S quais

aparecem ordenados na tabela abaixo:

Eixo | X | Y | Z

X Jar | B |m
Y |ax| B2
A as | B3| s

Teorema 13. A forma normal da equagao de um plano é
xcosa + ycosf + yzcosy —p = 0,

sendo p um numero positivos numericamente igual a longitude da reta normal tracada
da origem ao plano e o, § e v sao os angulos diretores da reta normal, direcionados da

ortgem ao plano.

Os angulos diretores do eixo X em relacao aos novos eixos sao i, s, a3 € cOMo 0

eixo X é normal ao plano Y Z. Segue pelo Teorema 13, que a equacao do plano Y Z em
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relagao aos novos eixos é dada por

2’ cosay + y'cosan + Z'cosas = 0.

O primeiro membro desta equacgao representa a distancia do ponto P ao plano Y Z, a

qual também é dada pela coordenada x, logo temos a seguinte relacao:

x = 2'cosay + 1y cosas + 2 cosas.

De maneira andloga, podemos obter expressoes similares para cada uma das coorde-

nadas y e z em funcao das coordenadas z’,y" e 2/, descritas no sistema abaixo:

x = 2'cosaq + y'cosan + 2 cosas.
y = x'cospy + y'cosPs + 2'cosfs.

z = x'cosyy + y'cosye + 2 cosys.

Teorema 14. A soma dos quadrados dos cossenos diretores de qualquer reta € igual a 1.

Do Teorema acima temos as seguintes relagoes:

cos’ay + cos* By + cos* v =1
cos?ay + cos% 3y + cos?y, = 1

cos?ag + cos® 33 + cos?ys = 1

Teorema 15. O angulo 6 formado por duas retas direcionais quaisquer no espago, cujos
angulos diretores sao oy, B1, 71 € ag, Pa, V2, respectivamente, se determina pela relagao
cos f = cosaicosas + cosPicosPs + cosy1c08Ys.

Corolario: Para que duas retas direcionais sejam perpendiculares € necessdrio e sufi-
ciente que a soma dos produtos de seus cossenos diretores correspondentes seja igual a

ZETO0.

Como os novos eixo X', Y’ e Z' sao perpendiculares entre si, pelo corolario do Teorema

14, temos que:

COSQ1C0SQy + cosP1c0s Py + cosy1cosys = 0
cosacosaz + cos1cosPs + cosyicosys = 0

oS08z + cosPacos B3 + cosyacosys = 0

De forma analoga a utilizada para encontrar as equacgoes das coordenadas originais
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em funcao das novas, podemos encontrar a equacao das novas coordenadas em funcao das

originais, da seguinte forma:

x' = xcosayq + ycosan + zcosas,
y' = xcosfy + yosPs + zcoss,

2 = xcosy, + ycosys + zcosys.
Os resultados acima se resumem no seguinte Teorema:

Teorema 16. Se girarmos os eixos coordenados retangulares em torno de sua origem O
como ponto fixo, de forma que os angulos diretores dos novos eizos X', Y' Z' em relagao
aos eixos originais X,Y, Z sejam ay,B1, Y1, Qa, P2, Y2 € ag, B3, v3, respectivamente, e as
coordenadas de um ponto qualquer P do espago antes e depois da rotagdo sio (r,y,z) e
('Y, 2"), respectivamente, entdo as equagoes das transformagoes de coordenadas origi-

nais para as novas sao:

x = 2'cosaq + y'cosan + 2 cosas.
y = 2'cosf + y'cosPs + 2'cosfs.

z = x'cosy, + y'cosye + 2/ cosys.

e as equagoes de transformacao das coordenadas novas para as originais sao:

x' = xcosaq 4 ycosag + zcosasz,
/
Yy = xcosPy + yosPy + zcosPs,

2/ = wcosy, + ycosys + zcosys.

3.9 Equacao Geral do Segundo Grau com Trés
variaveis

Uma das equagoes de maior importancia dentro da Geometria Analitica de trés di-

mensoes ¢ a equacgao geral de segundo grau com trés variaveis:
Az? + By +C2* + Doy + Evz + Fyz + Gz + Hy + Iz + K =0, (3.36)

na qual, pelo menos um dos coeficientes A, B,C, D, E e F ¢é diferente de zero. Uma
superficie que possui equagao da forma (3.36), ou seja, do segundo grau, é chamada de
Quadrica. Qualquer superficie que possua equacao do segundo grau é uma quadrica,
logo de maneira geral existem os cones quadricos, cilindros quadricos, superficies regra-

das quadricas e além dessas superficies ja estudadas, as esferas também sao superficies
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quadricas.

As quéadricas possuem uma propriedade importantes, a qual nos atentaremos nessa
sessao. Supondo que cortemos a quédrica (3.36) por um plano qualquer paralelo ao plano
XY, z =k, em que k é uma constante real qualquer. A equacao da curva da intersecao

se obtém substituindo z por k, na equagao (3.36), da seguinte forma

Ax? + By* + Ck* + Dxy + Exk + Fyk+ G2+ Hy+ Ik + K =0,z = k.

Essa equacao representa uma curva, que é uma seccao conica contida no plano z = k.
Assim, se uma superficie quadrica é cortada por um plano qualquer, a curva formada pela

interseccao é uma seccao conica, ou uma forma limite de uma sec¢ao conica.

A equagao geral de uma quédrica (3.36), ocupa entre as superficies, na Geometria
analitica espacial, um lugar semelhante ao lugar das curvas na Geometria analitica plana,

pela equacao

Ax® + Bay+ Cy* + Dx+ By + F = 0, (3.37)
que é a defini¢ao analitica de Seccao Conica. Em estudos mais aprofundados, demonstra-
se que mediante uma transformacgao de coordenadas, podemos transformar a equacao
(3.36) de modo que assuma uma das duas formas abaixo:

I) Max®>+ Ny*+ Pz*=R
IT) Ma®>+ Ny*> = Sz
As superficies do tipo I) tem a origem como centro de simetria, por isso sdo chamadas de

Quédricas com centro, ao contrario das superficies do tipo II), que nao possuem centro

de simetria e por esse motivo sao chamadas de Quadricas sem centro.

Iremos aprofundar o estudos das duas formas nas sessoes a seguir.

3.10 Quadricas com centro

As quéadricas com centro sao aquelas representadas pelas equacoes do tipo

Mz? + Ny* + P> = R,
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em que M, N e P sao diferentes de zero. Outra forma de escrever a equagao de uma
quadrica com centro é em sua forma canonica

2 2 2

Tt =1 (3.38)

da qual é possivel deduzir que cada quadrica com centro tem trés planos de simetria, tres
eixos de simetria e um centro de simetria, chamados respectivamente de, planos principais,

eixos principais e centro da superficie.

Se todos os coeficientes da equagao (3.13) forem negativos, isso significa que a equagao
nao representa uma superficie, pois nao ha lugar geométrico. Dessa forma, para que a
equacao represente uma superficie quadrica com centro, ela deve ter pelo menos um dos
seus coeficientes positivo. Desta forma, de acordo com o nimero de coeficientes maiores

que zero temos as seguintes classificagoes:

a) Elipsoide:(Possui todos os coeficientes positivos.)

Figura 26: Elipsoide

A forma canodnica da equacao do Elipsoide é

2 2 2
5= (3.39)

Para discutirmos essa equacao iremos utilizar os cinco métodos da secao 3.2.
1) Intersecgbes: As intersecgoes com os eixos X, Y, Z sao ta, £b e £¢, respectivamente,

os quais recebem o nome de vértices e marcando esses pontos no grafico, sendo os

pontos A, A’, B, B’,C, (", respectivamente. Se a > b > ¢, entdo os segmentos AA’,
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b)

BB’ e C(C" sao chamados respectivamente de eixo maior, eixo médio e eixo menor

do elipsoide.
Tracos: Todos os tracos sobre os planos coordenados sao elipses.

Simetria: O elipsoide é simétrico a todos os planos e eixos coordenados, e também

a origem.

Seccoes: As seccoes feitas pelos planos paralelos aos coordenados sao elipses dentro
dos limites da superficie, a qual esta totalmente contida no paralelepipedo de faces

iguais aos planos x = +a, y = +be z = +c.

Extensdo: Se qualquer dos coeficientes coeficientes da equagao (3.39) tiverem o

mesmo valor, entao a superficie é chamada de elipsoide de revolugao. Se:

a > bec=D0, o elipsoide ¢ alargado e é obtido com a revolugao da elipse de equagao

_|_

8
|©
| o

=1,z =0, em torno de seu maior eixo.

EEhE

e ¢ = a, entao o elipsoide é um esferdide, que é obtido girando a elipse

IS
m|© >

>
_|_

%

=1,z =0 em torno do seu eixo menor.

a = b = ¢, a superficie é uma esfera de raio a, o que a torna um caso especial de

elipsoide.

O

Hiperboloide de uma folha: (Possui dois coeficientes positivos e um negativo.)

I V‘.
. SIS -
7 AYAVAY !

Figura 27: Hiperboloide de Uma Folha



3.10

Quddricas com centro 61

O hiperboloide de uma folha pode obter trés equacoes na forma canonica:

513’2 y2 22

ﬁ_b_?—{_g:l (3.41)
© 2 2 2

LY E (3.42)

Para analisarmos as suas caracteristicas, iremos utilizar o Hiperboloide da equacgao
(3.40), porém, todos os resultados sdo andlogos para as outras equagoes, pois se

diferem somente em suas posicoes.

Interseccoes: As interseccoes com os eixos X e Y sdo, respectivamente, +a e =£b,

nao existem interseccoes com o eixo Z.

Tracos: Os tracgos sobre os planos XY, XZ e YZ sao respectivamente a elipse

i—;+%—§:1,z:0,ahipérbolei—j—i—;:l,y:Oeahipérbole%—%zl,xzo.

Simetria: A superficie é simétrica em relacao a todos os planos e eixos coordenados

e a origem.

Seccoes: As seccoes feitas pela superficie pelos planos paralelos a XY sao as elipses

2 2 2

a2 b2 = g, zZz = k? (343)

Extensao: Da equagao (3.43) podemos ver que quanto maior o valor de k, maior
o tamanho das elipses, ou seja, ela se estende indefinidamente ao longo de todo o
eixo Z. Qualquer hipérbole de uma folha se estende ao longo do eixo coordenado da
variavel cujo coeficiente é negativo na equacao da forma candnica. Se na equagao

(3.15) @ = b, o hiperboloide de uma folha pode ser gerado girando a hipérbole

2 2 .
¥y — % =1,2 =0 em torno do eixo Z.

Se compararmos a equagao (3.40) com a equagao
22 2 22
a> b 2

— 0, (3.44)

que é a equacao de uma superficie conica do segundo grau com eixo no eixo 7,

VETEe10Ss que:

Se cortarmos cada uma das superficies (3.40) e (3.44) pelo plano y = mz, a curva
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de intersegao para a superficie da equagao (3.40) é a hipérbole:

1 m? 2*

e para a superficie de equagao (3.44), sao as retas:

1 m?\:? z
<§+ﬁ) xiE:O,y:mx. (3.46)

Quaisquer que sejam os valores de m, as retas (3.46) sao assintotas da hipérbole
(3.45), que estd sobre o hiperboloide (3.40), e as retas (3.46) estao sobre a superficie
(3.44). Logo, a superficie da equagao (3.44) se relaciona com o hiperboloide (3.40)
de forma semelhante a relacao existente entre as retas assintotas e a hipérbole.
Assim, quanto mais o hiperboloide se aproxima do cone, mais a superficie conica e o
hiperboloide se distanciam da origem. Por esse motivo, a superficie (3.44) se chama

cone assintético do hiperboloide (3.40).

Reescrevendo a equacao (3.40) na forma:

372 22 y2

1L (3.47)

a? 2 b2

e decompondo os membros em fatores, teremos:

GOG-D-00D0-D  ow

Dessa forma, fica mais facil perceber que a equagao (3.48) pode ser obtida eliminando

o parametro k de qualquer um dos conjuntos de retas abaixo:

DEek(e G- 0-)

k(D) - 0-)

Portanto, o hiperboloide de uma folha é uma superficie regrada gerada por um dos

conjuntos de retas acima.

O

Hiperboloide de duas folhas:(Possui um coeficiente positivo e dois negativos.)

Assim como no hiperboloide de uma folha, o de duas folhas possui trés formas

canonicas, porém iremos utilizar a equacao abaixo pra a discussao neste item:

! (3.49)
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)

Figura 28: Hiperboloide de Duas Folhas

Interseccoes: As intersecgoes com o eixo X sao +a e nao existem intersecgoes com

oseixos Y e Z.

Tracos: Os tragos sobre os planos XY, XZ sao, respectivamente as hipérboles
i—; — z—j = 1,z = 0 e a hipérbole 2—; — % = 1,y = 0. Sobre o plano Y Z nao ha

nenhum traco.

Simetria: A superficie é simétrica em relacao a todos os planos e eixos coordenados

e a origem.

Seccoes: As seccoes da superficie pelos planos paralelos a Y Z sao as elipses

2 2 k‘2
Y L2 e—k (3.50)

b2 2 a?
sempre que |k| > a. Para k = +a, teremos somente os pontos de intersecgdo com
o eixo X, representados por (+a,0,0). Quando —a < k < a, entdo a equagdo nao
representa uma superficie. Assim, a superficie nao é fechada mas é composta de

duas folhas diferentes que se estendem indefinidamente.

Extensao: A superficie se estende ao longo do eixo X, e qualquer hiperboloide de
duas folhas se estende indefinidamente ao longo do eixo cuja coordenada corresponde
a varidvel cujo coeficiente é positivo na forma canonica de sua equagao. Se na
equacao b = ¢, a superficie é um hiperboloide de revolucao de duas folhas que pode

) . 2 2 .
ser gerado girando a hipérbole % — %4 =1,z = 0, em torno do eixo X.
a b ) Y

Assim como no hiperboloide de uma folha, o hiperboloide de duas folhas também

possui um cone assintético, o qual para a superficie (3.49) é representado pela
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equacao

Para o hiperboloide de duas folhas cuja equacao canonica é

2 2 2

x Y z
5w 4 = =1, (3.51)
a equacao do seu cone assintético é

72 2 2
L2,
a b2 2

que é o cone assintético do hiperboloide de uma folha (3.40). Quando um cone

assintotico é comum a um hiperboloide de uma folha e a um hiperboloide de duas

folhas, dizemos que esses hiperboloides sao conjugados. O

3.11 Quadricas sem centro

As quéadricas sem centro sao aquelas representadas pelas equacoes do tipo
Maz* + Ny? = Sz,

em que todos os coeficientes sao diferentes de zero.

Podemos escrever essa equacao de uma quadrica sem centro em sua forma canodnica,

que é representada por

1’2 y2

Da equagao (3.52), deduzimos que as quadricas sem centro possuem dois planos de
simetria(Y Z e X Z), um eixo de simetria (eixo Z), chamados respectivamente de, planos
principais e eixo principal. Em contrapartida, as quéadricas sem centro nao possuem

nenhum centro de simetria, por isso recebem o nome de Quadricas sem Centro.

Existem apenas dois tipos diferentes de superficies a serem estudadas nessa secao, que

sao os Paraboloides elipticos e os Paraboloides hiperbdlicos.

a) Paraboloide Eliptico: (Os coeficientes dos termos de grau dois tem o mesmo

sinal.)
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Figura 29: Paraboloide Eliptico

A forma canonica da equacao do Paraboloide Eliptico é

z? oy
St = (3.53)

Ele possui duas outras formas de equacao canonica, representadas por

x? 22

IR
© 2 2

Yy 2

—+b—2— CI.

Porém, iremos analisar a equagao (3.53), pois os resultados podem ser obtidos para

as outras equacoes de forma analoga.
Intersecgoes: Nao existem intersecgoes com os eixos X, Y, Z além da origem.

Tragos: Todos os tragos sobre os planos coordenados XY, X Z e Y Z sao respectiva-

mente, a origem, a parabola % =cz,y=0ea parabola =cz,x=0.

Simetria: A superficie é simétrica em relacao com os eixos Y Z e X7 e em relacao

ao eixo Z.

Seccoes: As seccoes da superficie pelos planos paralelos ao plano XY sao as curvas

2 2
x—+Z—2: ck,z =k, (3.54)

que sao elipses se ¢ e k possuirem o mesmo sinal, caso contrario, nao ha lugar

geométrico. Se c for positivo, k deve ser também positivo, quando k tiver seu valor

aumentado, as elipses consequentemente tem seu tamanho aumentado e os planos
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de corte se distanciam do plano XY. Nos planos paralelos aos planos X7 e Y Z, as
secgoes sao as parabolas cujos vértices se afastam do plano XY, a medida que os

planos de corte se afastam dos planos coordenados.

Extensao: A superficie se estende indefinidamente, se afastando do plano XY . Se ¢
for negativo, a superficie se localiza totalmente abaixo do plano XY e o paraboloide
se estende ao longo do eixo Z. Qualquer paraboloide eliptico se estende ao longo do

eixo cuja varidvel possui grau um na equacao da forma canonica.

Se a = b, a superficie é um paraboloide de revolucao gerado através de uma rotagao

’ 2 .
da pardbola ¥ = cz,z = 0 em torno do eixo Z.

O

Paraboloide Hiperbdlico: (Os coeficientes dos termos de grau dois tem sinais

contrarios.)

Uma das formas canonicas do paraboloide hiperbdlico, e a que iremos analisar neste
item é

Y e (3.55)

Figura 30: Paraboloide Hiperbdlico

Interseccoes: A unica interseccao da superficie com os eixos coordenados X,Y e Z

é a origem.

Tracos: Os tracos sobre os planos coordenados XY, XZ e Y Z sao respectivamente,

as retas, que se interceptam, T + 4% = 0,2 =0e £ — ¢ = 0,2 = 0 e as pardbolas

2

2
J— — y —
S=czy=0e iz =—cz,x =0.
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3) Simetria: A superficie é simétrica em relagdo com os eixos Y'Z e XZ e em relagao

ao eixo /.

4) Secgoes e Extensao: As secgbes da superficie pelos planos paralelos, mas nao coin-
cidentes, ao plano XY sao as hipérboles
2 2
L )
ﬁ_bTZCk’Z:k#O'
Quanto maior o valor numérico de k, mais afastado as partes da hipérbole ficam do

eixo Z, sendo assim, ela se estende indefinidamente.

As seccoes da superficie pelos planos paralelos aos planos X Z e Y Z, sao respecti-

vamente, as parabolas

x? k2

@ - GtEy=h
© 2 2
k

b—2:—02+¥,l':/€,

que se abrem para cima ou para baixo, de acordo com o sinal de c.

Pela figura, podemos ver que um paraboloide hiperbdlico nao pode ser uma superficie

de revolugao. Podemos escrever a equagao (3.55) na forma

GG

e vemos que a equagao da superficie pode ser obtida eliminando o parametro k de

qualquer uma das seguintes retas abaixo,

r,Y_ r Yy _
a+b k’k<a b> ¢
t Y (Y
a b_k’k(a+b> ©

Portanto, o paraboloide hiperbdlico é uma superficie regrada gerada por qualquer

uma das retas acima. [l

(Veja o exemplo 3.7.3).



4 Conclusao

Finalizamos este trabalho analisando o comportamento e propriedades das superficies
regulares parametrizadas no espaco euclidiano que satisfazem a Proposicao 2.4.8, as quais
podem ser representadas por uma equagao da forma (3.1). Assim, analisamos na Segao
3.3 as superficies esféricas, que podem ser representadas pelas equagao (x—h)?+(y—k)*+
(z—1)? =72, em que o ponto (h, k,[) é o centro e r é o raio. Na Segao 3.4, estudamos as
superficies cilindricas, cujas equagoes podem ser encontradas a partir dos vetores diretores
das geratrizes e através da diretriz, utilizando o método dos parametros. No estudo das
Superficies Conicas, na Secao 3.5, vimos que conhecendo as equagoes da diretriz e as
coordenadas do vértice, podemos encontrar a equacao da superficie através do método
dos parametros. Na Secao 3.6, pelo mesmo método utilizado para as superficies ditas
acima, vimos que a equagao das superficies de revolugao satisfazem a equagao (3.1). Na
Secao 3.7, estudamos as superficies regradas, que sao aquelas que podem ser geradas pelo
movimento de uma linha reta, que também podem ter suas equacoes obtidas pelo método
dos parametros, assim como as superficies cilindricas e conicas. Além destas superficies,
estudamos as superficies quédricas, com e sem centro, as quais possuem as respectivas
equacoes, M2+ Ny?+Pz? = Re Ma?>+Ny? = Sz, com todos os coeficientes diferentes de
zero. Nas quadricas com centro, podemos destacar trés tipos de superficies: o elipsoide,
cuja equacao possui todos os coeficientes positivos; o hiperboloide de uma folha, cuja
equacao possui dois coeficientes positivos e um negativo; e o hiperboloide de duas folhas,
cuja equacao possui um coeficiente positivo e dois negativos. Nas quadricas sem centro
destacamos o paraboloide eliptico, cuja equagao possui todos os coeficientes de grau dois
com o mesmo sinal e o paraboloide hiperbdlico, cuja equacao possui os coeficientes dos

termos de grau dois com sinais contrarios.
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