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Goiânia

2022



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Ficha catalográfica elaborada pela bibliotecária Lana Cristina Dias Oliveira CRB1/ 2.631 

Biblioteca Professor Jorge Félix de Souza,  
Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia de Goiás, Câmpus Goiânia. 

 

 

 

  W413s  Wehbe, Sarah Elias Moreira.               
      Superfícies regulares no espaço euclidiano / Sarah Elias Moreira Wehbe. – Goiânia : Instituto 

Federal de Educação, Ciência e Tecnologia de Goiás, 2022. 
        67f. 

         
        Orientadora: Dra. Karoline Victor Fernandes.    
      
        TCC (Trabalho de Conclusão de Curso) – Curso de Licenciatura em Matemática, Departamento 
de Áreas Acadêmicas II, Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia de Goiás.  

            

  
 

        1. Matemática.  2. Geometria euclidiana.  3. Superfícies esféricas. I. Fernandes, Karoline Victor 

(orientadora). II. Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia de Goiás. III. Título. 
                                                                                                                                                                                                                                          

CDD 516.3 





Agradecimentos

Primeiramente agradeço a Deus por me dar saúde, força e capacidade para conseguir
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Resumo

Neste trabalho, estudaremos as superf́ıcies parametrizadas regulares no espaço eucli-

diano, cujas equações são escritas na forma F (x, y, z) = 0, onde F : R3 → R é uma

aplicação diferenciável. Para isso, iremos analisar essas equações e o que elas mostram

sobre as superf́ıcies. Estudaremos as superf́ıcies esféricas, ciĺındricas, cônicas, regradas, de

revolução e quádricas, analisando as interseções dessas superf́ıcies com os eixos e planos

coordenados, as interseções com os planos paralelos aos planos coordenados, utilizaremos

também as simetrias com os planos, eixos coordenados e com a origem, além de analisar

a extensão da superf́ıcie ao longo do espaço euclidiano.

Palavras-chave: Superf́ıcies esféricas, ciĺındricas, cônicas, regradas, de revolução,

quádricas, gráficos.



Abstract

In this work, we will study the regular parameterized surfaces in Euclidean space,

whose equations are written in the form F (x, y, z) = 0, where F : R3 → R is a differen-

tiable application. For this, we will analyze these equations and what they show about

the superfaces. We will study the spherical superfaces, cylindrical, conical, ruled surfaces,

of revolution and quadrics, analyzing the intersections of these surfaces with the axes

and coordinate planes, the intersections with planes parallel to the coordinate planes,

also using the symmetries with the planes, coordinate axes, and with the origin, besides

analyze the extension of the surface along the Euclidean space.

Keywords: Spherical superfaces, cylindrical, conical, ruled surfaces, of revolution,

quadrics, Graphics.
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3.5 Equação de uma Superf́ıcie Cônica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.6 Superf́ıcie de Revolução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.7 Superf́ıcies Regradas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.8 Transformação de Coordenadas Retangulares no Espaço . . . . . . . . . . . 52

3.9 Equação Geral do Segundo Grau com Três variáveis . . . . . . . . . . . . . 56
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1 Introdução

A Geometria diferencial teve seu ińıcio com o estudo de curvas, iniciada pelo gregos

Euclides, Arquimedes e Apolônio. No século XVII, Pierre de Fermat (1601-1665) e René

Descartes (1596-1650) criam o método das coordenadas, o qual chamamos hoje de Geo-

metria Anaĺıtica. Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1643-1727) descobriram

os algoritmos do cálculo infinitesimal, os quais permitiram o estudo de curvas e superf́ıcies

através de suas propriedades diferenciais, fazendo com que durante o no século XV III

até o século XIX, se desenvolvesse os fundamentos da teoria de curvas e superf́ıcies no

espaço tridimensional através do Cálculo Diferencial Integral. Leonhard Euler (1707-

1783), contribuiu com Geometria diferencial estudando a curvatura das seções planas de

uma superf́ıcie. Em 1772, Euler escreveu sobre o problema de se determinar quando uma

superf́ıcie pode ser desenvolvida isometricamente sobre um plano, que é o caso do cilindro

e do cone, e descobriu que a condição necessária para que isso ocorra é que a superf́ıcie

seja regrada, ou seja, folheada por retas. Uma das mais significativas obervações de Euler

acerca da teoria de superf́ıcies, é o reconhecimento do fato de que coordenadas (x, y, z)

dos pontos de uma superf́ıcie poderem ser representadas como funções de duas variáveis

independentes, mas somente Gauss seguiu essa ideia e estudou as superf́ıcies através da re-

presentação das coordenadas x, y, z em termos de funções de duas variáveis independentes

u, v, chamadas de coordenadas “curviĺıneas”sobre a superf́ıcie.

A Geometria diferencial clássica estuda as propriedades das curvas e superf́ıcies no

espaço euclidiano, propriedades locais as quais dependem somente de seus comporta-

mentos na vizinhança de um ponto, por isso recebe o nome de teoria local de curvas e

superf́ıcies.

Neste trabalho iremos estudar o comportamento e as propriedades das superf́ıcies no

espaço euclidiano, para isso, dividimos o trabalho em duas partes partes: Preliminares e

Estudo de Superf́ıcies.

Nas Preliminares traremos as definições de curvas e superf́ıcies no espaço. Para

isso utilizaremos os conceitos fundamentais do cálculo vetorial e do cálculo diferencial

10



1 Introdução 11

de funções de uma ou mais variáveis, dando enfase às propriedades de produto escalar,

vetorial e aos conceitos básicos de cálculo diferencial no espaço euclidiano, relembrando

algumas propriedades de derivadas. Na seção 2.3 destacamos a teoria local das curvas,

falando sobre curvas parametrizadas diferenciáveis. Em 2.4, iremos destacar a teoria local

de superf́ıcies, falando acerca das superf́ıcies parametrizadas regulares e suas propriedades.

No Caṕıtulo 3, estudaremos a construção de uma superf́ıcie, as equação de superf́ıcies

esféricas, ciĺındricas e cônicas, superf́ıcies de revolução, superf́ıcies regradas e superf́ıcies

quádricas com centro e sem centro, analisando suas propriedades e caracteŕısticas.

Para isso, nosso estudo foi embasado em Lehmann [2], e para o desenvolvimento dos

conceitos preliminares, utilizamos como referência [1], [3], [4] e [5].



2 Preliminares

Neste caṕıtulo, abordaremos conceitos, definições e exemplos, considerados pré-

requisitos para que o leitor tenha uma melhor compreensão deste trabalho, no qual es-

tudaremos especificamente Superf́ıcies. Por isso enunciaremos as definições, teoremas e

exemplos relacionados a Geometria Anaĺıtica, Álgebra Linear e Cálculo Diferencial reti-

rados dos livros [1], [3], [4], [5], os quais permitiram entender os caṕıtulos estudados no

livro [2].

2.1 Cálculo Vetorial no Espaço Euclidiano

Definição 2.1.1. Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica definida sobre X é uma

aplicação

d : X ×X → R

que satisfaz as seguintes propriedades:

1) d(x, y) ≥ 0,∀x, y ∈ X e d(x, y) = 0 ⇔ x = y;

2) d(x, y) = d(y, x),∀x, y ∈ X;

3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),∀x, y, z ∈ X.

O par (X, d) é chamado espaço métrico.

Exemplo 2.1.2. O conjunto R3 munido da aplicação d : R3 × R3 → R

(P,Q) 7→ ||P −Q|| =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

é um espaço métrico.

Dados dois pontos quaisquer P1(x1, y1, z1) e P2(x2, y2, z2) no R3, o segmento orientado

de P1 a P2 é chamado vetor e o comprimento desse segmento é denominado módulo do

vetor.

12



2.1 Cálculo Vetorial no Espaço Euclidiano 13

Assim sendo, para cada vetor existente, podemos determinar seu módulo, direção e

sentido. Se v é o vetor dado pelo segmento de P1 e P2, então as componentes de v são

(x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).

Dois vetores são iguais se possuem o mesmo módulo, direção e sentido, ou seja, se, e

somente se tiverem as mesmas componentes. Dizemos que um vetor é nulo se todas suas

componentes são nulas, ou seja, 0 = (0, 0, 0).

Definimos a soma de dois vetores v1 = (x1, y1, z1) e v2 = (x2, y2, z2) como sendo o

vetor de componentes v1 + v2 = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2). Se λ é uma constante real,

então definimos o produto λv1 pelo vetor de componentes λv1 = (λx1, λy1, λz1).

A soma de vetores satisfaz

i) v1 + v2 = v2 + v1

ii) (v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3)

iii) 0 + v1 = v1

iv) v1 + (−v1) = 0

onde v1, v2 e v3 são vetores e −v1 = −(v1) = (−x1,−y1,−z1).

Se λ1 e λ2 são números reais, então o produto de um vetor por um escalar satisfaz

i) λ1(λ2v1) = (λ1λ2)v1

ii) (λ1 + λ2)v1 = λ1v1 + λ2v2

iii) λ1(v1 + v2) = λ1v1 + λ1v2

iv) 1v1 = v1

Neste caso, dizemos que R3 com as operações definidas é um espaço vetorial real.

Qualquer conjunto com duas operações satisfazendo essas oito propriedades é um espaço

vetorial, para mais detalhes veja [6].

Podemos calcular o módulo de um vetor da seguinte maneira:

Seja v = (x, y, z) um vetor, seu módulo é dado por |v| =
√

x2 + y2 + z2. Se |v| = 1,

dizemos que esse vetor é unitário.
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Os vetores v1, v2, ..., vn, são ditos linearmente dependentes se existirem números reais

λ1, λ2, ..., λn, nem todos nulos, tais que:

λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn = 0.

Os vetores v1, v2, ..., vn serão linearmente independentes se para qualquer combinação

linear desses vetores na forma λ1v1 + λ2v2 + ... + λnvn = 0, tivermos λ1 = λ2 = ... = λn

= 0.

Exemplo 2.1.3. Os vetores α1 = (2, 4, 0), α2 = (0, 1, 2) e α3 = (2, 6, 4) são linearmente

dependentes, pois α1 + 2α2 − α3 = 0.

Exemplo 2.1.4. Os vetores e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1) são linearmente

independentes.

Todo vetor v = (x, y, z) ∈ R3 pode ser expresso de forma única como combinação

linear de e1, e2 e e3, da seguinte forma:

v = xe1 + ye2 + ze3.

Definição 2.1.5. Definimos o produto interno ou produto escalar de dois vetores v1 =

(x1, y1, z1) e v2 = (x2, y2, z2) pelo número real dado por

⟨v1, v2⟩ = x1x2 + y1y2 + z1z2.

Assim, podemos afirmar que ⟨v, v⟩ = |v|2 qualquer que seja o vetor v. Podemos

verificar facilmente que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:

1) ⟨v1, v2⟩ = ⟨v2, v1⟩

2) ⟨λv1, v2⟩ = ⟨v1, λv2⟩ = λ⟨v1, v2⟩

3) ⟨v1, v2 + v3⟩ = ⟨v1, v2⟩+ ⟨v1, v3⟩

4) ⟨v1, v1⟩ ≥ 0

5) ⟨v1, v1⟩ = 0 ⇔ v1 = 0

onde v1 , v2 e v3 são vetores de R3 e λ é um número real.

Sejam os vetores v1 ̸= 0 e v2 ̸= 0, o ângulo θ entre v1 e v2 é a solução da equação

⟨v1, v2⟩ = |v1||v2| cos θ, satisfazendo 0 ≤ θ ≤ π.
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Dois vetores são ortogonais se ⟨v1, v2⟩ = 0, ou seja, se v1 = 0 ou v2 = 0 ou o ângulo θ

entre eles é igual a π
2
.

Definição 2.1.6. Uma base ortonormal é aquela formada por vetores unitários e dois a

dois ortogonais. Por exemplo, a base canônica e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

em R3 é formada por vetores ortonormais.

Considere as bases ordenadas de R3 {t1, t2, t3} e {w1, w2, w3}, e

w1 = a11t1 + a21t2 + a31t3

w2 = a12t1 + a22t2 + a32t3

w3 = a13t1 + a23t2 + a33t3

As bases {t1, t2, t3} e {w1, w2, w3} têm a mesma orientação se o determinante de

mudança de base é positivo, ou seja,

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

Caso contrário, as bases têm orientação oposta. Quando temos duas bases ortonor-

mais, o determinante da mudança de base é igual a ±1.

Definição 2.1.7. Dados os vetores v1 = (x1, y1, z1) e v2 = (x2, y2, z2), o produto vetorial

entre eles é denotado por v1 × v2, e forma o vetor de componentes

v1 × v2 = (y1z2 − y2z1,−x1z2 + x2z1, x1y2 − x2y1).

Um produto vetorial satisfaz as seguintes propriedades:

1) |v1 × v2| = |v1||v2|senθ, sendo θ o ângulo formado entre os vetores v1 e v2;

2) ⟨v1 × v2, v1⟩ = ⟨v1 × v2, v2⟩ = 0;

3) v1 × v2 = 0, se, e somente se, v1 e v2 são linearmente dependentes;

4) v1 × v2 = −(v2 × v1);

5) v1 × (v2 + v3) = v1 × v2 + v1 × v3;

6) (λv1)× v2 = λ(v1 × v2);
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7) v1 × (v2 × v3) = ⟨v1, v3⟩v2 − ⟨v1, v2⟩v3.

sendo v1, v2 e v3 vetores e λ um número real.

De maneira geral v1 × (v2 × v3) ̸= (v1 × v2) × v3, ou seja, o produto vetorial não

é associativo. Da propriedade 1) segue que |v1 × v2| é a área de um paralelogramo

determinado por v1 e v2.

Definição 2.1.8. Dados os vetores v1, v2 e v3 de componentes v1 = (x1, y1, z1), v2 =

(x2, y2, z2) e v3 = (x3, y3, z3), o número real ⟨v1, v2 × v3⟩ é denominado Produto Misto de

v1, v2 e v3, e é representado da seguinte maneira:

⟨v1, v2 × v3⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Pelas propriedades de determinantes, temos que,

⟨v1, v2×v3⟩ = ⟨v2, v3×v1⟩ = ⟨v3, v1×v2⟩ = −⟨v3, v2×v1⟩ = −⟨v2, v1×v3⟩ = −⟨v1, v3×v2⟩.

Em particular,

⟨v1, v2 × v3⟩ = ⟨v1 × v2, v3⟩.

Além disso, ⟨v1, v2× v3⟩ = 0 se, e somente se, v1, v2 e v3 são linearmente dependentes.

Se {v1, v2, v3} é uma base ortonormal então ⟨v1, v2 × v3⟩ = ±1.

2.2 Cálculo Diferencial no Espaço Euclidiano

Uma função vetorial f de um subconjunto X de R em R3, denotada por f : X ⊂ R →
R3, é uma correspondência em que, para cada p ∈ X associa-se f(p) ∈ R3.

Considere a função vetorial f : X ⊂ R → R3 ela pode ser representada por:

f(p) = (x(p), y(p), z(p))

onde as funções reais x, y, z : X → R são denominadas funções coordenadas de f .

Consideraremos daqui por diante o intervalo aberto X de R para as funções vetoriais.

Seja f uma função real, onde α e β são funções vetoriais em X, portanto as funções α+β,

fα, ⟨α, β⟩, α× β são definidas para todo p ∈ X como,
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1) (α + β)(p) = α(p) + β(p);

2) (fα)(p) = f(p)α(p);

3) ⟨α, β⟩(p) = ⟨α(p), β(p)⟩;

4) (α× β)(p) = α(p)× β(p).

Definição 2.2.1. Seja a função f : X ⊂ R → R3, X um intervalo de R e o ponto p0 ∈ X.

Dizemos que f é diferenciável em p0 se existir,

f ′(p0) = lim
p→p0

f(p)− f(p0)

p− p0
=

(
lim
p→p0

x(p)− x(p0)

p− p0
, lim
p→p0

y(p)− y(p0)

p− p0
, lim
p→p0

z(p)− z(p0)

p− p0

)

Ou seja, f(p) = (x(p), y(p), z(p)) é diferenciável em p0 se, e somente se, as funções

coordenadas de f forem diferenciáveis em po. Assim, f ′(p0) = (x′(p0), y
′(p0), z

′(p0)).

Dizemos que f é diferenciável se f é diferenciável em todo ponto p ∈ X.

Definição 2.2.2. A função f : X → R3 em que para todo p ∈ X associa um f ′(p) será

uma função vetorial chamada de derivada de primeira ordem de f . Se f ′(p) também for

diferenciável, teremos então f ′′(p), que definiremos como derivada de segunda ordem.

Quando uma função vetorial tem derivadas, de todas as ordens, cont́ınuas essa função

será de classe C∞.

Se α e β são funções diferenciáveis em X e f é uma função real diferenciável em X,

então α + β, fα, ⟨α, β⟩, α× β são diferenciáveis.

Definição 2.2.3. Uma função ou aplicação F de um subconjunto A de Rn em Rm,

denotada por F : A ⊂ Rn → Rm é uma correspondência que, para cada p ∈ A, associa

um único ponto F (p) ∈ Rm. Uma tal função pode ser representada por

F (p) = (F1(p), F2(p), ..., Fm(p)),

ou, considerando p = (x1, ..., xn),

F (x1, ..., xn) = (F1(x1, ..., xn), ..., Fm(x1, ..., xn)).

As funções Fi : Rn → R, i = 1, 2, ...,m são ditas funções coordenadas de F .

Dadas duas funções F,G : A ⊂ Rn → Rm e f : A ⊂ Rn → R, podemos definir as

funções F + G, fG, ⟨F,G⟩ e F × G, (essa última para m = 3), de forma análoga às das

funções vetoriais de R em R3.
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Uma função F diferenciável de classe Ck (resp. C∞), que tem uma função inversa

F−1 também é diferenciável de classe Ck (resp. C∞), é denominada um difeomorfismo

de classe Ck (resp. C∞).

Dizemos que uma aplicação F : Rn → Rm é linear se, para todo par de pontos p e q

em Rn e λ ∈ R, temos

F (p+ q) = F (p) + F (q),

F (λp) = λF (p).

Para concluir esta secção iremos enunciar um resultado de fundamental importância

no Cálculo Diferencial, o Teorema da Função Inversa.

Teorema 1. Seja F : A ⊂ Rn → Rn uma função diferenciável de classe Ck (resp. C∞) e

p0 ∈ A tal que dFp0 é injetora. Então, existe uma vizinhança U de p0, contida em A, tal

que F (U) é aberto em Rne a restrição de F a U é um difeomorfismo de classe Ck(resp.

C∞), de U sobre F (U).

Como dFp0 : Rn → Rn é uma aplicação linear, então as seguintes condições são

equivalentes:

a) dFp0 é injetora;

b) Se dFp0(w) = 0, então w = 0;

c) A matriz jacobiana de F em p0 tem posto n;

d) O jacobiano de F em p0 é não-nulo.

Outro resultado importante, obtido em consequência do teorema anterior, é o Teorema

da Função Impĺıcita.

Teorema 2. Sejam F : A ⊂ Rn+m → Rn uma função diferenciável de classe Ck(resp.

C∞) e F1, ..., Fn as funções coordenadas de F . Denotaremos por x = (x1, ..., xn), y =

(y1, ..., ym) e (x, y) = (x1, ..., xn, y1, ..., ym) os ponto de Rn,Rm e Rn+m, respectivamente.

Fixados (a, b) ∈ A e c ∈ Rn tal que F (a, b) = c, se a matriz determinada por
∂Fi

∂xj

(a, b),

i, j = 1, ..., n tem posto n, ou seja, determinante não-nulo, então existe uma vizinhança

U de b em Rm e uma função G : U ⊂ Rm → Rn, diferenciável de ordem Ck(resp. C∞),

tal que G(b) = a e F (G(y), y) = c para todo y ∈ U .



2.3 Curvas no Espaço 19

2.3 Curvas no Espaço

Definição 2.3.1. Uma curva parametrizada diferenciável de R3 é uma aplicação dife-

renciável α, de classe C∞, de um intervalo aberto I ⊂ R em R3. A variável t ∈ I é o

parâmetro da curva, e o subconjunto de R3 formado pelos pontos α(t), t ∈ I, é o traço da

curva.

Uma curva parametrizada diferenciável de R3 é uma aplicação α(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈
I, onde x(t), y(t), z(t) são funções diferenciáveis de classe C∞.

Exemplo 2.3.2. A aplicação,

α(t) = (x0 + at, y0 + bt, z0 + ct), t ∈ R,

onde a2 + b2 + c2 ̸= 0 é uma curva parametrizada diferenciável, cujo traço é uma linha

reta passando pelo ponto (x0, y0, z0) e paralela ao vetor de coordenadas (a,b,c).

Figura 1: Linha Reta

Exemplo 2.3.3. A curva parametrizada diferenciável

α(t) = (a cos t, a sen t, b t)

t ∈ R, a > 0, b ̸= 0 é a hélice circular. O traço desta curva está contido no cilindro

x2 + y2 = a2. Se α(t1) e α(t2) são dois pontos que têm as duas primeiras coordenadas

respectivamente iguais, então as terceiras coordenadas diferem por um múltiplo de 2πb.
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Figura 2: Hélice Circular

2.4 Superf́ıcies no Espaço

Sobre o ponto de vista geométrico, toda curva é descrita por uma parametrização,

sendo que existe sempre uma parametrização natural (parametrização por comprimento

de arco). Já para as superf́ıcies não existem essas parametrizações que descrevem a

totalidade da própria superf́ıcie. Pegando como exemplo uma esfera S2 ⊆ R3 e um par de

parâmetros qualquer, sempre existirá pelo menos um ponto que não poderá ser descrito

por eles.

Assim entendemos como superf́ıcie um dado conjunto em R3 que “se assemelha”à

uma parte de R2, “numa vizinhança”de qualquer ponto, por exemplo, a superf́ıcie da

Terra, mesmo que esférica, pareça plana a um observador nela colocado que consegue ver

somente até a linha do horizonte.

Neste caṕıtulo iremos relembrar alguns propriedades geométricas de Superf́ıcies no

espaço euclidiano R3. O conceito de superf́ıcie parametrizada será trabalhado de modo

análogo ao de curvas e assumiremos o sistema de coordenadas cartesianas x, y, z em R3.

Considere a função:

X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

de duas variáveis u e v que variam em um intervalo aberto U ⊂ R2, para cada par

ordenado (u, v) ∈ U , X(u, v) será um ponto em R3. Chamamos de S ao subconjunto de

R3 formado pelos pontos X(u, v).

Definição 2.4.1. Uma superf́ıcie parametrizada regular ou simplesmente uma superf́ıcie



2.4 Superf́ıcies no Espaço 21

é uma aplicação X : U ⊆ R2 → R3, onde U é um aberto de R2, tal que:

a) X é diferenciável de classe c∞;

b) Para todo q = (u, v) ∈ U , a diferenciável de X em q, dXq : R2 → R3, é injetora.

Denominamos u e v por parâmetros da superf́ıcie, e traço de X ao subconjunto S de

R3 obtido pela imagem da aplicação X.

É importante que façamos algumas observações:

a) A aplicação X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) é diferenciável de classe C∞ quando

as funções x, y, z tem derivadas parciais de todas as ordens cont́ınuas.

b) Sejam e1, e2 a base canônica de R2 e (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) a base canônica de

R3. Para cada q = (u0, v0) ∈ U , sabemos que a matriz associada a dXq nas bases

canônicas é a matriz jacobiana.

J(u0, v0) =


∂x
∂u
(u0, v0)

∂x
∂v
(u0, v0)

∂y
∂u
(u0, v0)

∂y
∂v
(u0, v0)

∂z
∂u
(u0, v0)

∂z
∂v
(u0, v0)


pois,

dXq(e1) =
(
∂x
∂u
(u0, v0),

∂y
∂u
(u0, v0),

∂z
∂u
(u0, v0)

)
dXq(e2) =

(
∂x
∂v
(u0, v0),

∂y
∂v
(u0, v0),

∂z
∂v
(u0, v0)

)
A condição b) da Definição 2.4.1 garante a existência de plano tangente em cada ponto

da superf́ıcie. São formas equivalentes de expressar essa condição as seguintes afirmações:

b.1) dXq é injetora;

b.2) a matriz J(u0, v0) tem posto 2;

b.3) os vetores Xu(u0, v0), Xv(u0, v0) são linearmente independentes;

b.4) Xu(u0, v0)×Xv(u0, v0) ̸= 0
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Considere X : U ⊂ R2 → R3 uma superf́ıcie parametrizada, então se fixarmos um

ponto (u0, v0) ∈ U , as curvas

u 7→ X(u, v0),

v 7→ X(u0, v),

serão chamadas curvas coordenadas de X em (u0, v0). Os vetores Xu(u0, v0) e Xv(u0, v0)

são vetores tangentes às curvas coordenadas.

Exemplo 2.4.2. Sejam p0 = (x0, y0, z0) um ponto de R3, a = (a1, a2, a3), e b = (b1, b2, b3)

vetores linearmente independentes de R3. Consideremos a aplicação X : R2 → R3 que,

para cada (u, v) ∈ R2, associa X(u, v) = p0 + ua+ vb, isto é

X(u, v) = (x0 + ua1 + vb1, y0 + ua2 + vb2, z0 + ua3 + vb3).

Então, X é uma superf́ıcie parametrizada regular, pois X é diferenciável e os vetores

Xu ≡ a,Xv ≡ b são linearmente independentes. A aplicação X descreve um plano de R3

que passa pelo ponto p0, ortogonal ao vetor a× b. As curvas coordenadas de X descrevem

retas do plano, paralelas aos vetores a e b respectivamente.

Figura 3: Plano de R3

Exemplo 2.4.3. Consideremos a aplicação X : U ⊂ R2 → R3 definida por

X(u, v) = (a sen v cos u, a sen v sen u, a cos v),

onde a > 0 e U = R× (0, π) = {(u, v) ∈ R2;u ∈ R e 0 < v < π}
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Figura 4: Esfera

A aplicação X é diferenciável e os vetores

Xu = (−a sen v sen u, a sen v cos u, 0)

Xv = (a cos v cos u, a cos v sen u,−a sen v)

são linearmente independentes, para todo (u, v) ∈ U . De fato,

|Xu ×Xv| = a2 sen v ̸= 0,

já que v ∈ (0, π). A imagem de X é a esfera centrada na origem de raio a, menos os dois

polos. As curvas coordenadas são os meridianos e os paralelos da esfera.

Exemplo 2.4.4. Seja

X(u, v) =

(
u, v,

u2

a2
+

v2

b2

)
(u, v) ∈ R2

onde a e b são constantes não-nulas. A aplicação X é diferenciável e os vetores Xu =

(1, 0, 2u
a2
), Xv = (0, 1, 2v

b2
) são linearmente independentes para todo (u, v) ∈ R2. Portanto,

X é uma superf́ıcie parametrizada regular, cuja imagem é o Paraboloide eĺıptico.

S =

{
(x, y, z) ∈ R3; z =

x2

a2
+

y2

b2

}
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Figura 5: Paraboloide Eĺıptico

As curvas coordenadas descrevem as parábolas obtidas pela intersecção de S com os

planos paralelos a xz e yz.

Proposição 2.4.5. Se f(u, v) é uma função real diferenciável, onde (u, v) ∈ U , aberto

de R2, então a aplicação X(u, v) = (u, v, f(u, v)) é uma superf́ıcie parametrizada regular,

que descreve o gráfico da função f .

Demonstração: A diferenciabilidade de X decorre do fato de que as funções coor-

denadas de X são diferenciáveis. A matriz jacobiana de X é igual a

X =


1 0

0 1

fu fv

 ,

que tem posto 2, para todo (u, v).

□

Exemplo 2.4.6. Dessa proposição temos que a aplicação

X(u, v) =

(
u, v,

u2

a2
− v2

b2

)
, (u, v) ∈ R2,

onde a e b são constantes não-nulas, é uma superf́ıcie parametrizada regular, cujo traço

é o Paraboloide hiperbólico

S =

{
(x, y, z) ∈ R3; z =

x2

a2
− y2

b2

}
.
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Figura 6: Paraboloide Hiperbólico

Proposição 2.4.7. Seja α(u) = (f(u), 0, g(u)), u ∈ I ⊂ R, uma curva regular tal que

f(u) não se anula. Então, a aplicação

X(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sen v, g(u)),

onde u ∈ I e v ∈ R é uma superf́ıcie parametrizada regular chamada superf́ıcie de rotação,

ou superf́ıcie de revolução, da curva α em torno do eixo Oz

Demonstração Como α é uma aplicação diferenciável, temos que as funções coorde-

nadas de X são diferenciáveis. Os vetores

Xu = (f ′(u) cos v, f ′(u) sen v, g′(u)),

Xv = (−f(u) sen v, f(u) cos v, 0),

são linearmente independente, pois

|Xu ×Xv|2 = f 2(u)[(g′)2 + (f ′)2] ̸= 0,

já que α é uma curva regular e f não se anula. Portanto, conclúımos que X é uma

superf́ıcie parametrizada regular. □

No próximo caṕıtulo estudaremos as superf́ıcies que satisfazem a seguinte condição:

Proposição 2.4.8. Seja F : R3 → R uma aplicação diferenciável. Consideremos o con-

junto S = {(x, y, z) ∈ R3;F (x, y, z) = c} onde c é um numero real. Se p0 = (x0, y0, z0) ∈ S

é tal que ∇F (p0) ̸= 0, então o conjunto dos pontos (x, y, z) ∈ S, suficientemente próximos

de p0 é o traço de uma superf́ıcie parametrizada regular.
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Demonstração: Suponhamos que Fz(p0) ̸= 0. Então, a matriz[
Fx(p0) Fy(p0) Fz(p0)

]
tem posto 1. Segue-se do Teorema da função impĺıcita que existe uma aplicação dife-

renciável ϕ : U → R, em que U é um aberto do plano xy que contém (x0, y0), tal que

ϕ(x0, y0) = z0 e, para todo (x, y) ∈ U , F (x, y, ϕ(x, y)) = c. Portanto, pela proposição

2.4.5, a aplicação

X(x, y) = (x, y, ϕ(x, y)), (x, y) ∈ U

é uma superf́ıcie parametrizada regular, cujo traço descreve pontos de S próximos de p0.

De forma análoga, podemos provar os casos em que Fx(p0) ̸= 0 e Fy(p0) ̸= 0.

□



3 Estudo de Superf́ıcies

3.1 Introdução

Nesse caṕıtulo estudaremos superf́ıcies que satisfazem a equação

F (x, y, z) = 0, (3.1)

onde F : R3 → R é uma aplicação diferenciável.

Por exemplo, todo e qualquer plano pode ser representado de forma anaĺıtica pela

equação Ax+ By + Cz +D = 0 e de forma geral, se existir uma representação anaĺıtica

de uma figura geométrica que seja superf́ıcie, então essa representação consiste em uma

única equação como a (3.1).

Ainda que a equação (3.1) tenha três variáveis, não necessariamente a equação de

uma superf́ıcie obrigatoriamente terá três variáveis. Há casos em que possui apenas uma

ou duas. Por exemplo:

� A equação x = k, em que k é uma constante qualquer, representa um plano paralelo

ao plano yz, ou seja, embora só apareça a variável x na equação, que é a variável

dependente, as variáveis y e z são independentes e assim as chamamos de variáveis

livres, por isso, a equação x = k, y e z ∈ R representa uma superf́ıcie.

� Embora no plano a equação x2 + y2 = 16 represente uma circunferência de raio

4, no espaço euclidiano a equação representa um cilindro circular reto, que é uma

superf́ıcie, ainda que contendo em sua equação somente duas variáveis.

3.2 Construção de uma superf́ıcie

Antes de construir uma superf́ıcie, é sempre importante que se faça uma discussão

sobre os aspectos que a sua equação mostram sobre ela. Para isso, faremos o uso de cinco

27
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passos aconselhados por Lehmann em [2], os quais serão descritos nos itens abaixo:

1) Analisar quais os pontos ou lugares em que a equação intersecta os eixos coordena-

dos.

2) Estudar quais são os traços que são gerados em cada plano, isto é, calcular as

intersecções com os planos coordenados.

3) Entender a simetria que a superf́ıcie apresenta com os planos, eixos coordenados e

com a origem.

4) Encontrar quais as secções ou “cortes”que são apresentados por planos paralelos aos

planos coordenados.

5) Indicar qual a extensão da superf́ıcie em relação ao espaço euclidiano.

Para que o leitor tenha melhor conhecimento a cerca dos casos de simetria, definiremos

abaixo dois casos.

Definição 3.2.1. Dois pontos diferentes são simétricos a um plano se, e somente se, o

plano for perpendicular ao segmento que os une em seu ponto médio. Nesse caso o plano

é chamado de Plano de Simetria.

Definição 3.2.2. Dizemos que uma superf́ıcie é simétrica a um plano de simetria δ se o

simétrico de cada ponto da superf́ıcie é também um ponto da superf́ıcie.

A partir da Definição 3.2.2 podemos tirar algumas conclusões que se resumem em três

Teoremas.

Teorema 3. Se a equação da superf́ıcie não se altera quando muda-se o sinal de uma

das variáveis, a superf́ıcie é simétrica com relação ao plano coordenado que é ortogonal

ao eixo que representa essa variável e reciprocamente.

Teorema 4. Se a equação da superf́ıcie não se altera quando muda-se o sinal de duas

variáveis, a superf́ıcie é simétrica em relação ao eixo de coordenadas que não teve seu

sinal trocado e reciprocamente.

Teorema 5. Se a equação da superf́ıcie não se altera quando muda-se o sinal das três

variáveis, então a superf́ıcie é simétrica em relação à origem, e reciprocamente.
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Para expressar os dados acima de forma mais clara, podemos construir a seguinte

tabela.

Tabela 1: Casos de simetria de uma superf́ıcie

Se a equação da superf́ıcie não se altera

quando trocamos o sinal de
Então a superf́ıcie é simétrica em relação

x ao plano YZ

y ao plano XZ

z ao plano XY

x e y ao eixo Z

x e z ao eixo Y

y e z ao eixo X

x, y e z à origem

Supondo que a equação de uma superf́ıcie é dada por (3.1), se estudarmos a natureza

de suas secções planas determinadas através de cortes na superf́ıcie por uma série de planos

paralelos aos planos coordenados, então poderemos entender a forma da superf́ıcie.

Por exemplo, dada a equação z = k, sendo k uma constante qualquer, temos um

conjunto de planos paralelos ao plano XY. Assim, da equação (3.1), temos que

F (x, y, k), z = k (3.2)

são as equações das curvas obtidas pela interseção do plano com a superf́ıcie; cada valor

de k, corresponde a uma curva diferente.

Considerando a equação (3.1) como equação da superf́ıcie podemos, sempre que

posśıvel, escrevê-la colocando uma das variáveis em função das outras duas, da seguinte

forma:

z = F (x, y).

Denominamos essa forma, de equação na forma expĺıcita, a qual nos permite obter

intervalos de variação dos valores reais que as variáveis podem tomar, permitindo realizar

a localização geral da superf́ıcie no espaço coordenado e a indicação de que a superf́ıcie

seja ou não fechada em certa extensão.
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Agora que sabemos como proceder ao discutir a equação de uma superf́ıcie, fica

mais fácil realizar a construção. Utilizamos o software Maple para gerar o gráfico das

superf́ıcies. Para demonstrarmos o processo utilizaremos alguns exemplos.

Exemplo 3.2.3. Superf́ıcie de equação x2 + y2 − 5z = 0.

Discutiremos sua equação através dos cinco passos mencionados anteriormente.

1) Intersecções: Se x = y = 0, então z = 0; portanto a intersecção com o eixo Z é

zero. Analogamente, todas as intersecções com os eixos coordenados estão no ponto

(0, 0, 0), ou seja, na origem.

2) Traços: O único traço sobre o plano XY é a origem. No plano XZ é a parábola de

equação x2 = 5z, y = 0. No plano Y Z é a parábola de equação y2 = 5z, x = 0.

3) Simetria: A superf́ıcie é simétrica ao plano Y Z e XZ e ao eixo Z, pois se trocarmos

o sinal de X e Y , a equação não altera seu valor.

4) Secções: Os planos z = k cortam a superf́ıcie nas curvas x2+y2 = 5k, que constituem

uma famı́lia de circunferências para todos os valores de k > 0. Os planos y = k

intersectam a superf́ıcie nas parábolas x2 = 5
(
z − k2

5

)
. E os planos x = k possuem

sua intersecção com a superf́ıcie nas parábolas y2 = 5
(
z − k2

5

)
.

5) Extensão: A equação nos mostra que as variáveis x e y podem assumir todos os

valores reais, e que z está restrita à valores positivos, ou seja, z > 0. Assim,

conclúımos que nenhuma parte da superf́ıcie está abaixo do plano XY e ela se

estende indefinidamente acima do plano XY .

Agora, com os dados que conseguimos através do estudo da equação, constrúımos o

gráfico da superf́ıcie, denominada Paraboloide de revolução.
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Figura 7: Paraboloide de revolução

□

Exemplo 3.2.4. Superf́ıcie de equação y2 − 4x = 0.

1) Intersecções: Com o eixo X as intersecções são dadas por −4x = 0, logo em x = 0.

Com os eixo Y , as intersecções são dadas por y = 0. Quando x = y = 0 obtemos o

próprio eixo Z.

2) Traços: O único traço é sobre o plano XY e ele é a parábola x = y2

4
, z = 0.

3) Simetria: A superf́ıcie é simétrica ao plano XZ, pois se trocarmos o sinal de y, a

equação não altera seu valor.

4) Secções: Os planos z = k cortam a superf́ıcie nas curvas y2 = 4x, que constituem

uma famı́lia de parábolas para todos os valores de k. Os planos y = k intersectam

a superf́ıcie na reta
(
x = k2

4

)
. E os planos x = k, k > 0 possuem sua intersecção

com a superf́ıcie nas retas y = ±
√
4k.

5) Extensão: A equação nos mostra que a variável y e a variável z pode tomar qualquer

valor real, porém, x está restrita a valores positivos.

Com os itens acima podemos montar o gráfico da superf́ıcie que é denominada Cilindro

parabólico.
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Figura 8: Cilindro Parabólico

□

Exemplo 3.2.5. Superf́ıcie de equação x2 + y2 − z2 = 0

1) Intersecções: Todas as intersecções dessa superf́ıcie com os eixos estão na origem.

2) Traços: O traço sobre o plano XY é a origem. Sobre o plano XZ são as retas

x = ±z e no plano Y Z são as retas y = ±z.

3) Simetria: A superf́ıcie é simétrica em relação à origem, pois se trocarmos o sinal de

x, y e z na equação dada, ainda assim a equação da superf́ıcie não se altera.

4) Secções: Os planos de equação z = k cortam a superf́ıcie nas curvas x2 + y2 = k2,

que formam um conjunto de circunferências para todos os valores reais de k. Os

planos de equação y = k cortam a superf́ıcie nas curvas z2 − x2 = k2, que formam

um conjunto de hipérboles para todos os valores reais de k. Os planos x = k, cortam

a superf́ıcie nas curvas z2 − y2 = k2 que formam um conjuntos de hipérboles para

todos os valores reais de k.

5) Extensão: A equação mostra que não há restrições para os valores de x, y e z, ou

seja, todas as variáveis podem assumir qualquer valor real.
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Figura 9: Cone Eĺıptico

Podemos ver que a superf́ıcie é um Cone eĺıptico.

□

3.3 Equação de uma Superf́ıcie Esférica

Nessa seção estudaremos as superf́ıcies esféricas.

Figura 10: Superf́ıcie Esférica
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Uma superf́ıcie esférica é definida como o lugar geométrico dos pontos do espaço que

possuem a mesma distância em relação à um ponto fixo. À essa distância damos o nome

de raio, e o ponto fixo é denominado de centro da esfera.

Através dessa definição e sabendo que podemos medir a distância entre dois

pontos P0(x0, y0, z0) e P (x, y, z), no espaço euclidiano pela fórmula d(P0, P ) =√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2, então podemos obter o seguinte teorema:

Teorema 6. A equação da superf́ıcie esférica cujo centro é o ponto (h, k, l) e cujo raio é

um valor constante r, é (x− h)2 + (y − k)2 + (z − 1)2 = r2.

Como corolário deste teorema, temos que a superf́ıcie esférica cujo centro é a origem

e raio é um valor constante r, tem por equação x2 + y2 + z2 = r2.

A equação do Teorema 6 é chamada de equação reduzida da esfera. Quando a

desenvolvemos obtemos a equação geral: x2 + y2 + z2 + Gx + Hy + Iz + K = 0. Essa

equação contém quatro constantes arbitrárias independentes, logo uma esfera pode ser

determinada por quatro pontos não coplanares.

Coordenadas Esféricas

As coordenadas esféricas são estudadas e consideradas como um sistema de coorde-

nadas no espaço que está estritamente associado a uma superf́ıcie esférica.

Seja P (x, y, z) um ponto qualquer em uma superf́ıcie de centro na origem e raio r. A

equação da superf́ıcie é

x2 + y2 + z2 = r2 (3.3)

Figura 11: Primeiro Octante da Esfera

Fonte: (Lehmann, 1989)

Na imagem acima vemos que pelo ponto P e pelo eixo Z passa um plano que corta
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o plano XY na reta l. θ é o ângulo formado entre l e a parte positiva do eixo X e ϕ o

ângulo formado pelo raio da esfera, OP , e a parte positiva do eixo Z. Designemos por P ′,

A, B e C, respectivamente as projeções do ponto P sobre o plano XY e sobre os eixos

X, Y e Z. Seja |OP ′| = |CP | = s.

Dos triângulos OPC,OAP ′, OBP ′ e OP ′P temos respectivamente as seguintes

relações:

s = rsenϕ.

x = s cos θ = rsenϕ cos θ

y = s senθ = rsenϕ sin θ

z = P ′P = rsen(90− ϕ) = r cosϕ

(3.4)

Utilizando as relações acima, as quais chamamos de coordenadas esféricas do ponto

P (r, ϕ, θ) podemos localizar qualquer ponto P sobre a superf́ıcie esférica quando se conhece

os valores de r, ϕ e θ.

Se considerarmos um ponto P sobre a superf́ıcie terrestre ele se localiza por sua la-

titude (90 − ϕ) e longitude θ medidas a partir do eixo X como uma reta no plano do

meridiano, podemos dizer que as coordenadas ϕ e θ chamam-se respectivamente Colati-

tude e Longitude do ponto P e r chama-se Raio vetor de P .

Para que as coordenadas esféricas (r, ϕ, θ) representem um único ponto no espaço,

seus valores ficam restritos aos intervalos


r ≥ 0

0 ≤ ϕ ≤ π

0 ≤ θ ≤ 2π

Se eliminarmos ϕ e θ de (3.4) obtemos a equação (3.3). Como r é uma constante fixa,

então as relações (3.4) representam as equações paramétricas de uma superf́ıcie de centro

na origem e raio r, sendo ϕ e θ os parâmetros.

As relações (3.4) podem ser implementadas como equações de transformação entre

sistemas de coordenadas retangulares e esféricas.

Teorema 7. As coordenadas retangulares (x, y, z) e as coordenadas esféricas (r, ϕ, θ) de

um ponto no espaço , estão relacionadas da seguinte maneira

x = rsenϕcosθ, y = rsenϕsenθ, z = rcosϕ.
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As transformações entre os dois sistemas de coordenadas podem efetuar-se por meio

das equações e relações obtidas por elas.

r =
√

x2 + y2 + z2, ϕ = arccos
z√

x2 + y2 + z2
, θ = arctan

y

x
.

3.4 Equação de uma Superf́ıcie Ciĺındrica

Uma superf́ıcie ciĺındrica é determinada através de uma reta que se move mantendo-

se sempre paralela à uma reta fixa dada, a qual denominamos geratriz, e passa sempre

por uma curva fixa dada, chamada diretriz. Para o estudo da superf́ıcie ciĺındrica iremos

considera que a diretriz é uma curva contida em um dos planos coordenados. Por exemplo,

seja C parte da diretriz contida no plano Y Z, e seja v = (a, b, c) o vetor diretor da geratriz

da superf́ıcie ciĺındrica. Podemos escrever então as equações de C da forma

F (y, z) = 0, x = 0. (3.5)

Figura 12: Cilindro

Fonte: (Lehmann, 1989)

Sejam P (x, y, z) um ponto qualquer da superf́ıcie e supondo que a geratriz que passa

por P corta C no ponto P ′(0, y′, z′) . Assim as equações simétricas da reta geratriz são

x

a
=

y − y′

b
=

z − z′

c
(3.6)

Além disso, como P ′ esta sobre C, suas coordenadas satisfazem as equações (3.5), e

temos

F (y′, z′) = 0, x′ = 0 (3.7)

Pela definição de superf́ıcie ciĺındrica, o ponto P ′ pode estar sobre a superf́ıcie se, e
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somente se, as coordenadas (x′, y′, z′) satisfizerem as equações (3.6) e (3.7), que constituem

um sistema de quatro equações independentes, das quais podemos eliminar as variáveis

x′, y′ e z′, considerando-as parâmetros. A eliminação dessas variáveis resulta em uma

única equação, que é a equação buscada para a superf́ıcie ciĺındrica.

Exemplo 3.4.1. Encontrar a equação de um superf́ıcie ciĺındrica cuja diretriz é a parábola

x2 = 4y, z = 0 (3.8)

contida no plano XY e cujas geratrizes tem vetor diretor v = (1, 1, 3).

Solução: Suponhamos que a geratriz que passa por um ponto qualquer P (x, y, z) da

superf́ıcie corta a diretriz no ponto P ′(x′, y′, 0). Então, de forma análoga a equação (3.6),

a equação simétrica da geratriz é

x− x′

1
=

y − y′

1
=

z

3
. (3.9)

Como o ponto P ′ está sobre a parábola, temos que

x′2 = 4y′, z′ = 0. (3.10)

Da equação 3.9 temos que: x′ = x− z
3
e y′ = y − z

3
.

Substituindo os valores dados para x′, y′ encontrados pelas equações (3.9) em (3.10),

obtemos o seguinte:

(x′)2 = 4y′

(x− z

3
)2 = 4(y − z

3
)

x2 − 2xz

3
+

z2

9
= 4y − 4z

3
9x2 − 6xz + z2 = 36y − 12z

9x2 + z2 − 6xz − 36y + 12z = 0

que é a equação da superf́ıcie ciĺındrica.
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Figura 13: Superf́ıcie Ciĺındrica

□

No exemplo acima, encontramos equação de uma superf́ıcie ciĺındrica a partir da

equações de sua diretriz e do vetor diretor de sua geratriz. Quando quisermos encontrar

as equações da diretriz e o vetor diretor da geratriz a partir da equação da superf́ıcie,

devemos proceder como no exemplo a seguir.

Exemplo 3.4.2. Demonstrar que a equação

x2 + y2 + 2z2 + 2xz − 2yz = 1 (3.11)

representa uma superf́ıcie ciĺındrica e achar as equações de sua diretriz e o vetor diretor

de sua geratriz.

Solução: Da definição de superf́ıcie ciĺındrica, se deduz que as secções feitas pelos

planos paralelos ao plano da diretriz são curvas congruentes com a diretriz. Assim, as

secções da superf́ıcie (3.11) feitas pelo plano z = k são as curvas

x2 + y2 + 2k2 + 2kx− 2ky = 1, z = k

as quais podem ser escritas na forma

(x+ k)2 + (y − k)2 = 1, z = k (3.12)

As equações de (3.12) representam todas as circunferências de raio 1 para qualquer
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valor assumido por k. De forma particular, para k = 0 temos a circunferência

x2 + y2 = 1, z = 0. (3.13)

Logo, (3.11) é a equação de uma superf́ıcie ciĺındrica circular cuja diretriz é a circun-

ferência (3.13).

A reta que une o centro (-k,k,k) de qualquer das circunferências e o centro (0,0,0)

da diretriz é paralela à geratriz. Como o vetor diretor desta reta é v(−1, 1, 1) então este

também é o vetor diretor da geratriz.

Figura 14: Superf́ıcie Ciĺındrica obliqua

□

Se as geratrizes de um superf́ıcie ciĺındrica são perpendiculares ao plano de sua diretriz,

então essa superf́ıcie é chamada reta, caso contrário se chama obĺıqua.

Através do método usado no Exemplo 3.4.1 podemos demonstrar que a equação de

uma superf́ıcie ciĺındrica reta cujas geratrizes são as perpendiculares ao plano coordenado

de sua diretriz, precisa da variável não medida nesse plano coordenado. Além disso, o

lugar geométrico plano desta equação é a geratriz. Por exemplo, a superf́ıcie ciĺındrica reta

cuja diretriz é a circunferência y2 + z2 = 9, x = 0 se representa pela equação y2 + z2 = 9.
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Figura 15: Cilindro circular reto

De forma rećıproca, pelo método do Exemplo 3.4.2, podemos demonstrar que uma

equação que não tem uma variável representa uma superf́ıcie ciĺındrica reta cujas geratrizes

são perpendiculares ao plano coordenado no qual não se mede a variável ausente e cuja

diretriz é o lugar geométrico plano desta equação. Por exemplo, a equação x2 − y2 =

4, z = k representa uma superf́ıcie ciĺındrica reta, cujas geratrizes são perpendiculares ao

plano XY e cuja diretriz é a hipérbole x2 − y2 = 4, z = 0. Podemos resumir os dados

acima no Teorema abaixo:

Teorema 8. Uma equação representa uma superf́ıcie ciĺındrica, cujas geratrizes são per-

pendiculares ao plano coordenado que contém a diretriz se, e somente se, carece da variável

não medida nesse plano. O lugar geométrico plano dessa equação é a diretriz.

Caracterizamos uma superf́ıcie ciĺındrica pela sua diretriz da seguinte forma. Se a

diretriz for:

� Uma circunferência: a superf́ıcie ciĺındrica é chamada circular;

� Uma parábola: a superf́ıcie ciĺındrica é chamada parabólica;

� Uma elipse: a superf́ıcie ciĺındrica é chamada eĺıptica;

� Uma hipérbole: a superf́ıcie ciĺındrica é chamada hiperbólica;

� Uma reta: a superf́ıcie ciĺındrica é chamada plano.

Coordenadas Ciĺındricas
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Seja P (x, y, z) um ponto qualquer de uma superf́ıcie ciĺındrica circular reta de raio r,

pertencente ao eixo Z. Fica claro que a equação dessa superf́ıcie é

x2 + y2 = r2 (3.14)

Figura 16: Coordenadas Ciĺındricas

Fonte:(Lehmann, 1989)

Pelo ponto P dessa superf́ıcie e pelo eixo Z iremos passar um plano que corta a

superf́ıcie numa geratriz cujo ponto de intersecção com o plano XY é o ponto P ′(x′, y′, 0).

Seja |OP ′| = r e θ o ângulo formado entre OP ′ e a parte positiva do eixo X, então temos

as relações abaixo:

x = rcosθ; y = rsenθ; z = z. (3.15)

Tais relações permitem a localização de qualquer ponto pertencente à (3.14), quando

se conhece os valores de r, θ e z. Por isso, chamamos essa variáveis de coordenadas

ciĺındricas e as escrevemos como P (r, θ, z).

De forma geral, se tivermos um ponto e uma reta fixos e um plano dado, tomando-os

como referência, conseguimos localizar qualquer ponto no espaço, através das coordenadas

ciĺındricas.

Usando a Trigonometria, pode-se medir o ângulo θ com a parte positiva do eixo X

como lado inicial. Para que as (r, θ, z) representem um ponto único no espaço, restringimos
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os valores de r e θ aos intervalos

r ≥ 0

0 ≤ θ ≤ 2π.

A variável z não possui nenhum restrição, ou seja, pode assumir qualquer valor real.

Se eliminarmos z e θ das relações (3.15), teremos como resultado a equação (3.14), logo

(3.15) são equações paramétricas da superf́ıcie (3.14) e as variáveis z e θ são os parâmetros.

Podemos empregar as equações das relações (3.15) em transformações entre o sis-

tema de coordenadas retangulares e ciĺındricas. Das duas primeiras relações, obtemos as

relações:

r =
√

x2 + y2;

θ = arctan
y

x
;

senθ =
z√

x2 + y2
;

cosθ =
x√

x2 + y2
.

Podemos resumir os resultados anteriores no Teorema abaixo:

Teorema 9. As coordenadas retangulares (x, y, z) e as coordenadas ciĺındricas (r, θ, z) de

um ponto no espaço se relacionam do seguinte modo:

x = rcosθ; y = rsenθ; z = z.

Podemos efetuar as transformações entre os sistemas de coordenadas por meio destas

equações e das seguintes relações obtidas delas.

r =
√

x2 + y2;

θ = arctan
y

x
;

senθ =
z√

x2 + y2
;

cosθ =
x√

x2 + y2
.

Com r ≥ 0 e 0 ≤ θ ≤ 2π.
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3.5 Equação de uma Superf́ıcie Cônica

A superf́ıcie gerada por uma linha reta que se move de tal maneira que passa sempre

por uma curva fixa e por um ponto fixo não contido no plano dessa curva, se chama

Superf́ıcie Cônica.

Essa reta móvel é denominada geratriz; a curva fixa, diretriz; e o ponto fixo se chama

vértice, o qual divide a superf́ıcie em duas partes distintas, cada parte sendo uma folha

da superf́ıcie cônica.

Veremos que se conhecemos as equações da diretriz e as coordenadas do vértice, então

podemos obter a equação da superf́ıcie, como fizemos para as superf́ıcies ciĺındricas, pelo

método dos parâmetros.

Exemplo 3.5.1. Encontrar a equação da superf́ıcie cônica cuja diretriz é a elipse

4x2 + z2 = 1, y = 4 (3.16)

e vértice no ponto V (1, 1, 3).

Solução: Supondo que a geratriz que passa por um ponto qualquer P (x, y, z) da

superf́ıcie corta a diretriz no ponto P ′(x′, y′, z′).

As equações simétricas da geratriz são:

x− 1

x′ − 1
=

y − 1

y′ − 1
=

z − 3

z′ − 3
(3.17)

Como P ′ está sobre a elipse (3.16), temos que:

4(x′)2 + (z′)2 = 1, y′ = 4. (3.18)

Podemos eliminar os parâmetros x′, y′ e z′ das equações (3.17) e (3.18) substituindo

o valor y′ = 4 em (3.17). A partir disto, colocamos x′ em função de x e y e z′ em função

de y e z e substitúımos os valores na primeira das equações de (3.18), da seguinte forma:

x− 1

x′ − 1
=

y − 1

y′ − 1
⇒ x− 1

x′ − 1
=

y − 1

4− 1

⇒ 3x− 3 = (y − 1)(x′ − 1)

⇒ 3x− 3 = x′y − y − x′ + 1

⇒ 3x− 3− 1 = x′(y − 1)− y
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⇒ 3x− 4 + y

y − 1
= x′. (3.19)

z − 3

z′ − 3
=

y − 1

y′ − 1
⇒ z − 3

z′ − 3
=

y − 1

4− 1

⇒ 3z − 9 = (z′ − 3)(y − 1)

⇒ 3z − 9 = z′y − z′ − 3y + 3

⇒ 3z − 9− 3 + 3y = z′(y − 1)

⇒ 3z − 12 + 3y

y − 1
= z′ (3.20)

Substituindo (3.19) e (3.20) em (3.18):

4

(
3x− 4 + y

y − 1

)2

+

(
3z − 12 + 3y

y − 1

)2

= 1 ⇒

4(9x2− 24x+6xy+ y2− 8y+16)+ (9z2− 72z+18zy+9y2− 72y+144) = y2− 2y+1 ⇒

36x2− 96x+24xy+4y2− 32y+64+9z2− 72z+18zy+9y2− 72y+144− y2+2y− 1 = 0

Ordenando os termos, encontramos a equação da superf́ıcie:

36x2 + 12y2 + 9z2 + 24xy + 18yz − 96x− 102y − 72z + 207 = 0

Figura 17: Superf́ıcie Cônica

□

Se diz que um polinômio algébrico de duas ou mais variáveis é homogêneo se todos os
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seus termos são do mesmo grau. Por exemplo, a função

f(x, y, z) = x2 + 2y2 − 3z2 (3.21)

é homogênea de grau dois. Podemos verificar a homogeneidade de uma função de forma

simples. Dada uma função f(x, y, z), basta substituir as variáveis x, y e z por kx, ky e kz,

respectivamente, sendo k uma constante não nula. Se a igualdade

f(kx, ky, kz) = kn.f(x, y, z)

for verdadeira, então f(x, y, z) é uma função homogênea de grau n.

Dessa forma, para a função (3.21) temos:

f(kx, ky, kz) = (kx)2 + 2(ky)2 − 3(kz)2

= k2(x2 + 2y2 − 3z) = k2f(x, y, z).

Isso nos mostra que esta é uma função homogênea de grau 2.

Chamamos de Equação Homogênea à uma função homogênea igualada a zero, ou seja,

f(x, y, z) = 0 é uma equação homogênea, e considerando os resultados obtidos acima,

temos que se uma equação tem solução não nula, x = x1, y = y1 e z = z1 também tem

soluções x = kx1, y = ky1 e z = kz1, sendo k uma constante qualquer.

Quando tomamos o vértice sobre a origem, o estudo das superf́ıcies cônicas não perde

a generalidade. No teorema abaixo observaremos que a equação de uma superf́ıcie cônica

é homogênea nas variáveis x, y, z.

Teorema 10. Uma equação representa uma superf́ıcie cônica com vértice na origem, se

e somente se, é homogênea nas variáveis x, y e z.

Demonstração: Se considerarmos uma superf́ıcie cônica com vértice na origem e

cuja diretriz seja a curva

F (x, y) = 0, z = c, (3.22)

e c ̸= 0 uma constante qualquer. Supondo que a geratriz que passa por um ponto qualquer

P (x, y, z) da superf́ıcie corta a diretriz no ponto P ′(x′, y′, z′). Como esta geratriz passa

pela origem, suas equações simétricas são

x

x′ =
y

y′
=

z

z′
. (3.23)
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Além disso, como P ′ está sobre a geratriz, temos que

F (x′, y′) = 0, z′ = c. (3.24)

Substituindo z′ = c em (3.23) temos

x′ =
cx

z
, y′ =

cy

z
.

Substituindo x′ e y′ em (3.24) teremos a seguinte equação para a superf́ıcie cônica:

F
(cx
z
,
cy

z

)
= 0. (3.25)

Se na equação (3.25) substituirmos x, y e z por kx, ky e kz, respectivamente, sendo

k uma constante qualquer diferente de zero, a equação permanece invariável, ou seja, é

homogênea. Assim, demonstramos que a equação de uma superf́ıcie cônica com vértice

na origem se representa por uma equação homogênea nas variáveis x, y e z.

De forma rećıproca, como F (x, y, z) = 0 é homogênea nas três variáveis, a origem

está sobre esta superf́ıcie. Seja P (x1, y1, z1) um ponto qualquer superf́ıcie, então suas

coordenadas satisfazem a equação dada. Como esta equação é homogênea, tem solução

(kx1, ky1, kz1), com k ̸= 0, de maneira que o ponto P ′(kx1, ky1, kz1) está sobre a superf́ıcie

e sobre a reta OP , para todos os valores de k, consequentemente, OP está também sobre

a superf́ıcie. Por isso, F (x, y, z) = 0 representa uma superf́ıcie cônica com vértice na

origem e uma das geratrizes dessa superf́ıcie é a reta OP.

□

Exemplo 3.5.2. Identificar e construir a superf́ıcie de equação

x2 + yz = 0.

Solução: A solução x = y = z = 0 é trivial, mas além desta, a equação dada no

exerćıcio tem infinitas soluções reais, basta atribuiremos a y e z um par qualquer de

valores reais diferentes de zero que sejam de sinais contrários. Para x, a solução terá dois

valores reais, logo pelo Teorema 10 a equação representa uma superf́ıcie cônica de centro

na origem.

Logo, para construir a superf́ıcie, precisamos apenas de uma diretriz. Se z = 2 então

x2 = −2y, z = 2,
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representa uma parábola no plano z = 2. Traçando varias geratrizes obtemos a figura que

representa a superf́ıcie cônica. Para obter a outra folha da superf́ıcie cônica basta trocar

o sinal de z, ou seja,

x2 = 2y, z = −2.

Figura 18: Superf́ıcie Cônica Exemplo 3.5.2

□

3.6 Superf́ıcie de Revolução

Definição 3.6.1. Uma superf́ıcie gerada através de uma rotação de uma curva plana

(geratriz) em torno de uma reta fixa (eixo de revolução) contida no plano da curva, é

chamada de Superf́ıcie de Revolução ou Superf́ıcie de Rotação. Às posições da geratriz

damos o nome de Meridianos, ou secção meridiana e às circunferências descritas por um

ponto da geratriz, nomeamos paralelo da superf́ıcie.
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Figura 19: Superf́ıcie de Revolução

Fonte: (Lehmann, 1989)

Da definição acima temos dois resultados inicialmente:

1) Todo meridiano é congruente com a geratriz e é a intersecção da superf́ıcie com um

plano que passa pelo eixo.

2) Todo paralelo tem seu centro sobre o eixo e está contido no plano perpendicular ao

eixo.

Na determinação de uma superf́ıcie de revolução, não se perde a generalidade to-

mando a geratriz em um dos planos coordenados e como eixo de revolução um dos eixos

coordenados contidos nesse plano.

Teorema 11. Seja S a superf́ıcie de revolução que tem por geratriz a curva G contida

no plano coordenado δ e por eixo de revolução ao eixo coordenado l contido em δ. Então

a equação de S é obtida substituindo na equação plana de G a raiz quadrada da soma dos

quadrados das duas variáveis não medidas ao longo de l, no lugar daquela destas variáveis

que aparecem na equação plana de G.

Demonstração: Supondo que a geratriz G contida no plano XY tem por equação

F (x, y) = 0, z = 0 (3.26)

e supondo que o eixo X é o eixo de revolução. A partir disso, determinaremos a equação

da superf́ıcie pelo método dos parâmetros.
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Seja P (x, y, z) um ponto qualquer da superf́ıcie. O paralelo que passa por P corta G

em P ′(x′, y′, z′) do plano XY e seu centro C está sobre o eixo X. A distância entre C e

P e C e P ′, são iguais, pois são raios do mesmo paralelo, logo |CP | = |CP ′|. Como P, P ′

e C estão no mesmo plano, P ′ tem coordenadas (x, y′, 0) e C tem coordenadas (x, 0, 0),

logo |CP | =
√

y2 + z2 e |CP ′| = |y′|, e

y′ = ±
√
y2 + z2. (3.27)

Como P ′ está sobre G, então

F (x′, y′) = 0, z′ = 0 (3.28)

Utilizando (3.27) e sabendo que x′ = x, eliminamos os parâmetros x′, y′ e z′ em (3.28),

e obtemos:

F (x,±
√
y2 + z2) = 0,

que é a equação buscada para a superf́ıcie de revolução.

Caso o eixo de revolução fosse o eixo Y , então encontraŕıamos outra equação para a

superf́ıcie

F (±
√
x2 + z2, y) = 0.

□

Se obtém equações análogas quando a geratriz está em cada um dos outros planos

coordenados e seu eixo de rotação está contido nesse plano.

Por exemplo: Se a geratriz está no plano Y Z e o eixo de rotação é o eixo Z, sua

equação é dada por f(±
√

x2 + y2, z) = 0.

Exemplo 3.6.2. Encontrar a equação da superf́ıcie gerada pela rotação da hipérbole

y2 − 4x2 = 4, z = 0 (3.29)

em torno do eixo Y .

Solução: As variáveis não medidas ao longo do eixo Y são x e z. Portanto, de acordo

com o Teorema 11, devemos substituir ±
√
x2 + z2 no lugar de x na primeira das equações

de (3.29). Assim teremos

y2 − 4x2 − 4z2 = 4,

que é a equação procurada para a superf́ıcie, a qual se denomina Hipérbole de Revolução

de duas folhas.
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Figura 20: Hiperboloide de Revolução de Duas Folhas

□

Exemplo 3.6.3. Demonstrar que a equação

9x2 + 9y2 − z2 = 9 (3.30)

representa uma superf́ıcie de revolução. Encontrar seu eixo de revolução e as equações da

geratriz em um dos planos coordenados que contenha o eixo.

Solução: Os planos z = k cortam a superf́ıcie (3.30) nas circunferências

9x2 + 9y2 = 9 + k2, z = k,

cujos centros, para todos valores de k, estão sobre o eixo Z. Logo, a equação (3.30)

representa uma superf́ıcie de revolução cujo eixo de revolução é o eixo Z, e o traço da

geratriz está contido no plano Y Z, isto é,

9y2 − z2 = 9, x = 0. (3.31)

Aqui podemos ver que a superf́ıcie (3.30) gera a hipérbole (3.31) em torno do eixo Z.

Essa superf́ıcie é chamada Hiperboloide Revolução de uma folha.
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Figura 21: Hiperbolóide Revolução de Uma Folha

□

3.7 Superf́ıcies Regradas

Definição 3.7.1. Uma superf́ıcie regrada é aquela que pode ser gerada pelo movimento

de uma linha reta, chamada geratriz.

Podemos citar alguns exemplos de superf́ıcies regradas:

� O plano;

� Ciĺındro;

� Cone.

As equações das superf́ıcies regradas podem ser obtidas pelo método do parâmetro,

como no caso das superf́ıcies ciĺındricas e cônicas.

Exemplo 3.7.2. Encontrar a equação da superf́ıcie regrada gerada pela famı́lia de retas

2x− y + kz = 0, 2kx+ ky − 4z = 0. (3.32)

Solução: Qualquer que seja o valor de k, a reta correspondente de (3.32) deve estar

totalmente sobre a superf́ıcie, ou seja, todos os pontos que satisfazem as equações (3.32)

devem estar sobre a superf́ıcie. Assim, as equações da superf́ıcie devem ser independentes
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de k e podem ser obtidos a partir da equação (3.32) eliminando o parâmetro k. Fazendo

isso, iremos encontrar os seguintes resultados:

k =
y − 2x

z
, k =

4z

zx+ y
,

então
y − 2x

z
=

4z

2x+ y
,

ou seja, a equação buscada é

4x2 − y2 + 4z2 = 0.

Essa é uma superf́ıcie cônica circular reta com vértice na origem e cujo eixo se estende

por todo eixo Y .

Figura 22: Superf́ıcie Cônica Circular Reta

□

Considerando agora o problema rećıproco, dada a equação de uma superf́ıcie deter-

minar se ela representa uma superf́ıcie regrada.

Exemplo 3.7.3. Demonstrar que a equação

yz + 2x− 2z = 0 (3.33)

representa uma superf́ıcie regrada.

Solução: Se fizermos z = k em (3.33), então encontraremos que as interseções da

superf́ıcie com o plano são as linhas retas dadas pelas equações reduzidas

2x+ ky − 2k = 0, z = k. (3.34)
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Como as retas do tipo (3.34) estão sobre a superf́ıcie (3.33), qualquer que seja k, então

esta superf́ıcie é regrada e tem as retas (3.34) como geratrizes.

Para construir a superf́ıcie devemos determinar a direção das diretrizes. Para determi-

nar o vetor diretor, consideramos os pontos (k, 0, k) e (0, 2, k), pertencentes à reta, neste

caso o vetor diretor será (k,−2, 0), o que nos mostra que todas as geratrizes são paralelas

ao eixo XY , mas que não são paralelos entre si, pois o vetor diretor depende dos valores

atribúıdos à k.

Através destes dados podemos seguir um método para construir a superf́ıcie. Pri-

meiro encontramos as interseções da superf́ıcie sobre os planos XZ e Y Z, as quais são

representadas pelas equações abaixo:

x = z, y = 0 (3.35)

y = 2, x = 0 e z = 0, x = 0

Esta superf́ıcie é chamada de Paraboloide Hiperbólico.

Figura 23: Paraboloide Hiperbólico

□

3.8 Transformação de Coordenadas Retangulares no

Espaço

Na Geometria Anaĺıtica Plana, estudamos a possibilidade de simplificar a equação

de uma superf́ıcie através da transformação de coordenadas, facilitando o estudo de suas
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caracteŕısticas. De forma semelhante, podemos simplificar as equações de superf́ıcies no

espaço, realizando a translação e rotação dos eixos coordenados.

Uma translação dos eixos coordenados retangulares no espaço nada mais é que mover

os eixos coordenados de forma que os novos eixos sejam paralelos ao eixos originais,

respectivamente, e com a mesma direção.

Podemos ver na figura abaixo, uma translação dos eixos coordenados, de maneira que

a origem O(0, 0, 0) toma uma nova posição O′(l,m, n), e os eixos X, Y e Z tomem as

novas posições X ′, Y ′ e Z ′. Um ponto qualquer P , terá por coordenadas (x, y, z) nos eixos

originais e (x′, y′, z′) nos eixos paralelos.

Figura 24: Translação

Fonte:Lehmann, 1989

Os resultados obtidos dessa translação podem ser resumidos no Teorema abaixo:

Teorema 12. Se os eixos retangulares são transladados a uma nova origem O′(l,m, n)

e se as coordenadas de um ponto qualquer P do espaço antes e depois da translação

são respectivamente (x, y, z) e (x′, y′, z′), as equações de transformação das coordenadas

originais às novas são

x = x′ + l, y = y′ +m, z = z′ + n.

Uma rotação dos eixos coordenados retangulares no espaço é a operação de mover os

eixos coordenados girando-os em torno da origem, de forma que permaneçam mutuamente

perpendiculares entre si.
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Figura 25: Rotação

Fonte: (Lehmann, 1989)

Na Figura 21, vemos uma rotação dos eixos coordenados tal que a origem O permanece

fixa, mas os eixos originais X, Y e Z, tomam novas posições, representadas por X ′, Y ′ e Z ′,

respectivamente. Um ponto qualquer P de coordenadas originais (x, y, z), também tomara

novas coordenadas com a rotação, representados por (x′, y′, z′). Os ângulos formados entre

a nova posição dos eixos e a posição original, são chamados de ângulos diretores de X ′, Y ′

e Z ′, e são representados respectivamente por α1, β1, γ1; α2, β2, γ2; α3, β3, γ3, os quais

aparecem ordenados na tabela abaixo:

Eixo X Y Z

X’ α1 β1 γ1

Y’ α2 β2 γ2

Z’ α3 β3 γ3

Teorema 13. A forma normal da equação de um plano é

xcosα + ycosβ + yzcosγ − p = 0,

sendo p um número positivos numericamente igual a longitude da reta normal traçada

da origem ao plano e α, β e γ são os ângulos diretores da reta normal, direcionados da

origem ao plano.

Os ângulos diretores do eixo X em relação aos novos eixos são α1, α2, α3 e como o

eixo X é normal ao plano Y Z. Segue pelo Teorema 13, que a equação do plano Y Z em
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relação aos novos eixos é dada por

x′cosα1 + y′cosα2 + z′cosα3 = 0.

O primeiro membro desta equação representa a distância do ponto P ao plano Y Z, a

qual também é dada pela coordenada x, logo temos a seguinte relação:

x = x′cosα1 + y′cosα2 + z′cosα3.

De maneira análoga, podemos obter expressões similares para cada uma das coorde-

nadas y e z em função das coordenadas x′, y′ e z′, descritas no sistema abaixo:


x = x′cosα1 + y′cosα2 + z′cosα3.

y = x′cosβ1 + y′cosβ2 + z′cosβ3.

z = x′cosγ1 + y′cosγ2 + z′cosγ3.

Teorema 14. A soma dos quadrados dos cossenos diretores de qualquer reta é igual a 1.

Do Teorema acima temos as seguintes relações:


cos2α1 + cos2β1 + cos2γ1 = 1

cos2α2 + cos2β2 + cos2γ2 = 1

cos2α3 + cos2β3 + cos2γ3 = 1

Teorema 15. O ângulo θ formado por duas retas direcionais quaisquer no espaço, cujos

ângulos diretores são α1, β1, γ1 e α2, β2, γ2, respectivamente, se determina pela relação

cos θ = cosα1cosα2 + cosβ1cosβ2 + cosγ1cosγ2.

Corolário: Para que duas retas direcionais sejam perpendiculares é necessário e sufi-

ciente que a soma dos produtos de seus cossenos diretores correspondentes seja igual a

zero.

Como os novos eixo X ′, Y ′ e Z ′ são perpendiculares entre si, pelo corolário do Teorema

14, temos que:


cosα1cosα2 + cosβ1cosβ2 + cosγ1cosγ2 = 0

cosα1cosα3 + cosβ1cosβ3 + cosγ1cosγ3 = 0

cosα2cosα3 + cosβ2cosβ3 + cosγ2cosγ3 = 0

De forma análoga à utilizada para encontrar as equações das coordenadas originais
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em função das novas, podemos encontrar a equação das novas coordenadas em função das

originais, da seguinte forma:


x′ = xcosα1 + ycosα2 + zcosα3,

y′ = xcosβ1 + yosβ2 + zcosβ3,

z′ = xcosγ1 + ycosγ2 + zcosγ3.

Os resultados acima se resumem no seguinte Teorema:

Teorema 16. Se girarmos os eixos coordenados retangulares em torno de sua origem O

como ponto fixo, de forma que os ângulos diretores dos novos eixos X ′, Y ′, Z ′ em relação

aos eixos originais X, Y, Z sejam α1,β1, γ1; α2, β2, γ2 e α3, β3, γ3, respectivamente, e as

coordenadas de um ponto qualquer P do espaço antes e depois da rotação são (x, y, z) e

(x′, y′, z′), respectivamente, então as equações das transformações de coordenadas origi-

nais para as novas são: 
x = x′cosα1 + y′cosα2 + z′cosα3.

y = x′cosβ1 + y′cosβ2 + z′cosβ3.

z = x′cosγ1 + y′cosγ2 + z′cosγ3.

e as equações de transformação das coordenadas novas para as originais são:
x′ = xcosα1 + ycosα2 + zcosα3,

y′ = xcosβ1 + yosβ2 + zcosβ3,

z′ = xcosγ1 + ycosγ2 + zcosγ3.

3.9 Equação Geral do Segundo Grau com Três

variáveis

Uma das equações de maior importância dentro da Geometria Anaĺıtica de três di-

mensões é a equação geral de segundo grau com três variáveis:

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Exz + Fyz +Gz +Hy + Iz +K = 0, (3.36)

na qual, pelo menos um dos coeficientes A,B,C,D,E e F é diferente de zero. Uma

superf́ıcie que possui equação da forma (3.36), ou seja, do segundo grau, é chamada de

Quádrica. Qualquer superf́ıcie que possua equação do segundo grau é uma quádrica,

logo de maneira geral existem os cones quádricos, cilindros quádricos, superf́ıcies regra-

das quádricas e além dessas superf́ıcies já estudadas, as esferas também são superf́ıcies
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quádricas.

As quádricas possuem uma propriedade importantes, a qual nos atentaremos nessa

sessão. Supondo que cortemos a quádrica (3.36) por um plano qualquer paralelo ao plano

XY , z = k, em que k é uma constante real qualquer. A equação da curva da interseção

se obtém substituindo z por k, na equação (3.36), da seguinte forma

Ax2 +By2 + Ck2 +Dxy + Exk + Fyk +Gz +Hy + Ik +K = 0, z = k.

Essa equação representa uma curva, que é uma secção cônica contida no plano z = k.

Assim, se uma superf́ıcie quádrica é cortada por um plano qualquer, a curva formada pela

intersecção é uma secção cônica, ou uma forma limite de uma secção cônica.

A equação geral de uma quádrica (3.36), ocupa entre as superf́ıcies, na Geometria

anaĺıtica espacial, um lugar semelhante ao lugar das curvas na Geometria anaĺıtica plana,

pela equação

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0, (3.37)

que é a definição anaĺıtica de Secção Cônica. Em estudos mais aprofundados, demonstra-

se que mediante uma transformação de coordenadas, podemos transformar a equação

(3.36) de modo que assuma uma das duas formas abaixo:

I) Mx2 +Ny2 + Pz2 = R

II) Mx2 +Ny2 = Sz

As superf́ıcies do tipo I) tem a origem como centro de simetria, por isso são chamadas de

Quádricas com centro, ao contrário das superf́ıcies do tipo II), que não possuem centro

de simetria e por esse motivo são chamadas de Quádricas sem centro.

Iremos aprofundar o estudos das duas formas nas sessões a seguir.

3.10 Quádricas com centro

As quádricas com centro são aquelas representadas pelas equações do tipo

Mx2 +Ny2 + Pz2 = R,
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em que M,N e P são diferentes de zero. Outra forma de escrever a equação de uma

quádrica com centro é em sua forma canônica

±x2

a2
± y2

b2
± z2

c2
= 1 (3.38)

da qual é posśıvel deduzir que cada quádrica com centro tem três planos de simetria, três

eixos de simetria e um centro de simetria, chamados respectivamente de, planos principais,

eixos principais e centro da superf́ıcie.

Se todos os coeficientes da equação (3.13) forem negativos, isso significa que a equação

não representa uma superf́ıcie, pois não há lugar geométrico. Dessa forma, para que a

equação represente uma superf́ıcie quádrica com centro, ela deve ter pelo menos um dos

seus coeficientes positivo. Desta forma, de acordo com o número de coeficientes maiores

que zero temos as seguintes classificações:

a) Elipsoide:(Possui todos os coeficientes positivos.)

Figura 26: Elipsoide

A forma canônica da equação do Elipsoide é

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (3.39)

Para discutirmos essa equação iremos utilizar os cinco métodos da seção 3.2.

1) Intersecções: As intersecções com os eixos X, Y, Z são ±a,±b e ±c, respectivamente,

os quais recebem o nome de vértices e marcando esses pontos no gráfico, sendo os

pontos A,A′, B,B′, C, C ′, respectivamente. Se a > b > c, então os segmentos AA′,
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BB′ e CC ′ são chamados respectivamente de eixo maior, eixo médio e eixo menor

do elipsoide.

2) Traços: Todos os traços sobre os planos coordenados são elipses.

3) Simetria: O elipsoide é simétrico à todos os planos e eixos coordenados, e também

à origem.

4) Secções: As secções feitas pelos planos paralelos aos coordenados são elipses dentro

dos limites da superf́ıcie, a qual está totalmente contida no paraleleṕıpedo de faces

iguais aos planos x = ±a, y = ±b e z = ±c.

5) Extensão: Se qualquer dos coeficientes coeficientes da equação (3.39) tiverem o

mesmo valor, então a superf́ıcie é chamada de elipsoide de revolução. Se:

� a > b e c = b, o elipsoide é alargado e é obtido com a revolução da elipse de equação
x2

a2
+ y2

b2
= 1, z = 0, em torno de seu maior eixo.

� a > b e c = a, então o elipsoide é um esferóide, que é obtido girando a elipse
x2

a2
+ y2

b2
= 1, z = 0 em torno do seu eixo menor.

� a = b = c, a superf́ıcie é uma esfera de raio a, o que a torna um caso especial de

elipsoide.

□

b) Hiperboloide de uma folha: (Possui dois coeficientes positivos e um negativo.)

Figura 27: Hiperboloide de Uma Folha
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O hiperboloide de uma folha pode obter três equações na forma canônica:

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1, (3.40)

x2

a2
− y2

b2
+

z2

c2
= 1 (3.41)

e

−x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (3.42)

Para analisarmos as suas caracteŕısticas, iremos utilizar o Hiperboloide da equação

(3.40), porém, todos os resultados são análogos para as outras equações, pois se

diferem somente em suas posições.

1) Intersecções: As intersecções com os eixos X e Y são, respectivamente, ±a e ±b,

não existem intersecções com o eixo Z.

2) Traços: Os traços sobre os planos XY , XZ e Y Z são respectivamente a elipse
x2

a2
+ y2

b2
= 1, z = 0, a hipérbole x2

a2
− z2

c2
= 1, y = 0 e a hipérbole y2

b2
− z2

c
= 1, x = 0.

3) Simetria: A superf́ıcie é simétrica em relação a todos os planos e eixos coordenados

e à origem.

4) Secções: As secções feitas pela superf́ıcie pelos planos paralelos a XY são as elipses

x2

a2
+

y2

b2
= 1 +

k2

c2
, z = k. (3.43)

5) Extensão: Da equação (3.43) podemos ver que quanto maior o valor de k, maior

o tamanho das elipses, ou seja, ela se estende indefinidamente ao longo de todo o

eixo Z. Qualquer hipérbole de uma folha se estende ao longo do eixo coordenado da

variável cujo coeficiente é negativo na equação da forma canônica. Se na equação

(3.15) a = b, o hiperboloide de uma folha pode ser gerado girando a hipérbole
y2

b2
− z2

c2
= 1, x = 0 em torno do eixo Z.

Se compararmos a equação (3.40) com a equação

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0, (3.44)

que é a equação de uma superf́ıcie cônica do segundo grau com eixo no eixo Z,

veremos que:

Se cortarmos cada uma das superf́ıcies (3.40) e (3.44) pelo plano y = mx, a curva



3.10 Quádricas com centro 62

de interseção para a superf́ıcie da equação (3.40) é a hipérbole:(
1

a2
+

m2

b2

)
x2 − z2

c2
= 1, y = mx (3.45)

e para a superf́ıcie de equação (3.44), são as retas:(
1

a2
+

m2

b2

) 1
2

x± z

c
= 0, y = mx. (3.46)

Quaisquer que sejam os valores de m, as retas (3.46) são asśıntotas da hipérbole

(3.45), que está sobre o hiperboloide (3.40), e as retas (3.46) estão sobre a superf́ıcie

(3.44). Logo, a superf́ıcie da equação (3.44) se relaciona com o hiperboloide (3.40)

de forma semelhante à relação existente entre as retas asśıntotas e a hipérbole.

Assim, quanto mais o hiperboloide se aproxima do cone, mais a superf́ıcie cônica e o

hiperboloide se distanciam da origem. Por esse motivo, a superf́ıcie (3.44) se chama

cone assintótico do hiperboloide (3.40).

Reescrevendo a equação (3.40) na forma:

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2
(3.47)

e decompondo os membros em fatores, teremos:(x
a
+

z

c

)(x
a
− z

c

)
=

(
1 +

y

b

)(
1− y

b

)
. (3.48)

Dessa forma, fica mais fácil perceber que a equação (3.48) pode ser obtida eliminando

o parâmetro k de qualquer um dos conjuntos de retas abaixo:

x

a
+

z

c
= k

(
1 +

y

b

)
; k

(x
a
− z

c

)
=

(
1− y

b

)
x

a
− z

c
= k

(
1 +

y

b

)
; k

(x
a
+

z

c

)
=

(
1− y

b

)
Portanto, o hiperboloide de uma folha é uma superf́ıcie regrada gerada por um dos

conjuntos de retas acima.

□

c) Hiperboloide de duas folhas:(Possui um coeficiente positivo e dois negativos.)

Assim como no hiperboloide de uma folha, o de duas folhas possui três formas

canônicas, porém iremos utilizar a equação abaixo pra a discussão neste item:

x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 1. (3.49)
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Figura 28: Hiperboloide de Duas Folhas

1) Intersecções: As intersecções com o eixo X são ±a e não existem intersecções com

os eixos Y e Z.

2) Traços: Os traços sobre os planos XY , XZ são, respectivamente as hipérboles
x2

a2
− y2

b2
= 1, z = 0 e a hipérbole x2

a2
− z2

c
= 1, y = 0. Sobre o plano Y Z não há

nenhum traço.

3) Simetria: A superf́ıcie é simétrica em relação a todos os planos e eixos coordenados

e à origem.

4) Secções: As secções da superf́ıcie pelos planos paralelos a Y Z são as elipses

y2

b2
+

z2

c2
=

k2

a2
− 1, x = k. (3.50)

sempre que |k| > a. Para k = ±a, teremos somente os pontos de intersecção com

o eixo X, representados por (±a, 0, 0). Quando −a < k < a, então a equação não

representa uma superf́ıcie. Assim, a superf́ıcie não é fechada mas é composta de

duas folhas diferentes que se estendem indefinidamente.

5) Extensão: A superf́ıcie se estende ao longo do eixo X, e qualquer hiperboloide de

duas folhas se estende indefinidamente ao longo do eixo cuja coordenada corresponde

a variável cujo coeficiente é positivo na forma canônica de sua equação. Se na

equação b = c, a superf́ıcie é um hiperboloide de revolução de duas folhas que pode

ser gerado girando a hipérbole x2

a2
− y2

b2
= 1, z = 0, em torno do eixo X.

Assim como no hiperboloide de uma folha, o hiperboloide de duas folhas também

possui um cone assintótico, o qual para a superf́ıcie (3.49) é representado pela
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equação
x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 0.

Para o hiperboloide de duas folhas cuja equação canônica é

−x2

a2
− y2

b2
+

z2

c2
= 1, (3.51)

a equação do seu cone assintótico é

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0,

que é o cone assintótico do hiperboloide de uma folha (3.40). Quando um cone

assintótico é comum a um hiperboloide de uma folha e a um hiperboloide de duas

folhas, dizemos que esses hiperboloides são conjugados. □

3.11 Quádricas sem centro

As quádricas sem centro são aquelas representadas pelas equações do tipo

Mx2 +Ny2 = Sz,

em que todos os coeficientes são diferentes de zero.

Podemos escrever essa equação de uma quádrica sem centro em sua forma canônica,

que é representada por

±x2

a2
± y2

b2
= cz. (3.52)

Da equação (3.52), deduzimos que as quádricas sem centro possuem dois planos de

simetria(Y Z e XZ), um eixo de simetria (eixo Z), chamados respectivamente de, planos

principais e eixo principal. Em contrapartida, as quádricas sem centro não possuem

nenhum centro de simetria, por isso recebem o nome de Quádricas sem Centro.

Existem apenas dois tipos diferentes de superf́ıcies a serem estudadas nessa seção, que

são os Paraboloides eĺıpticos e os Paraboloides hiperbólicos.

a) Paraboloide Eĺıptico: (Os coeficientes dos termos de grau dois tem o mesmo

sinal.)
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Figura 29: Paraboloide Eĺıptico

A forma canônica da equação do Paraboloide Eĺıptico é

x2

a2
+

y2

b2
= cz (3.53)

Ele possui duas outras formas de equação canônica, representadas por

x2

a2
+

z2

b2
= cy

e
y2

a2
+

z2

b2
= cx.

Porém, iremos analisar a equação (3.53), pois os resultados podem ser obtidos para

as outras equações de forma análoga.

1) Intersecções: Não existem intersecções com os eixos X, Y, Z além da origem.

2) Traços: Todos os traços sobre os planos coordenados XY,XZ e Y Z são respectiva-

mente, a origem, a parábola x2

a2
= cz, y = 0 e a parábola y2

b2
= cz, x = 0 .

3) Simetria: A superf́ıcie é simétrica em relação com os eixos Y Z e XZ e em relação

ao eixo Z.

4) Secções: As secções da superf́ıcie pelos planos paralelos ao plano XY são as curvas

x2

a2
+

y2

b2
= ck, z = k, (3.54)

que são elipses se c e k possúırem o mesmo sinal, caso contrário, não há lugar

geométrico. Se c for positivo, k deve ser também positivo, quando k tiver seu valor

aumentado, as elipses consequentemente tem seu tamanho aumentado e os planos
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de corte se distanciam do plano XY . Nos planos paralelos aos planos XZ e Y Z, as

secções são as parábolas cujos vértices se afastam do plano XY , a medida que os

planos de corte se afastam dos planos coordenados.

5) Extensão: A superf́ıcie se estende indefinidamente, se afastando do plano XY . Se c

for negativo, a superf́ıcie se localiza totalmente abaixo do plano XY e o paraboloide

se estende ao longo do eixo Z. Qualquer paraboloide eĺıptico se estende ao longo do

eixo cuja variável possui grau um na equação da forma canônica.

Se a = b, a superf́ıcie é um paraboloide de revolução gerado através de uma rotação

da parábola y2

b2
= cz, x = 0 em torno do eixo Z.

□

b) Paraboloide Hiperbólico: (Os coeficientes dos termos de grau dois tem sinais

contrários.)

Uma das formas canônicas do paraboloide hiperbólico, e a que iremos analisar neste

item é
x2

a2
− y2

b2
= cz. (3.55)

Figura 30: Paraboloide Hiperbólico

1) Intersecções: A única intersecção da superf́ıcie com os eixos coordenados X, Y e Z

é a origem.

2) Traços: Os traços sobre os planos coordenados XY,XZ e Y Z são respectivamente,

as retas, que se interceptam, x
a
+ y

b
= 0, z = 0 e x

a
− y

b
= 0, z = 0 e as parábolas

x2

a2
= cz, y = 0 e y2

b2
= −cz, x = 0.
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3) Simetria: A superf́ıcie é simétrica em relação com os eixos Y Z e XZ e em relação

ao eixo Z.

4) Secções e Extensão: As secções da superf́ıcie pelos planos paralelos, mas não coin-

cidentes, ao plano XY são as hipérboles

x2

a2
− y2

b2
= ck, z = k ̸= 0.

Quanto maior o valor numérico de k, mais afastado as partes da hipérbole ficam do

eixo Z, sendo assim, ela se estende indefinidamente.

As secções da superf́ıcie pelos planos paralelos aos planos XZ e Y Z, são respecti-

vamente, as parábolas
x2

a2
= cz +

k2

b2
, y = k

e
y2

b2
= −cz +

k2

a2
, x = k,

que se abrem para cima ou para baixo, de acordo com o sinal de c.

Pela figura, podemos ver que um paraboloide hiperbólico não pode ser uma superf́ıcie

de revolução. Podemos escrever a equação (3.55) na forma(x
a
+

y

b

)(x
a
− y

b

)
= cz,

e vemos que a equação da superf́ıcie pode ser obtida eliminando o parâmetro k de

qualquer uma das seguintes retas abaixo,

x

a
+

y

b
= k, k

(x
a
− y

b

)
= cz

x

a
− y

b
= k, k

(x
a
+

y

b

)
= cz.

Portanto, o paraboloide hiperbólico é uma superf́ıcie regrada gerada por qualquer

uma das retas acima. □

(Veja o exemplo 3.7.3).



4 Conclusão

Finalizamos este trabalho analisando o comportamento e propriedades das superf́ıcies

regulares parametrizadas no espaço euclidiano que satisfazem a Proposição 2.4.8, as quais

podem ser representadas por uma equação da forma (3.1). Assim, analisamos na Seção

3.3 as superf́ıcies esféricas, que podem ser representadas pelas equação (x−h)2+(y−k)2+

(z− 1)2 = r2, em que o ponto (h, k, l) é o centro e r é o raio. Na Seção 3.4, estudamos as

superf́ıcies ciĺındricas, cujas equações podem ser encontradas a partir dos vetores diretores

das geratrizes e através da diretriz, utilizando o método dos parâmetros. No estudo das

Superf́ıcies Cônicas, na Seção 3.5, vimos que conhecendo as equações da diretriz e as

coordenadas do vértice, podemos encontrar a equação da superf́ıcie através do método

dos parâmetros. Na Seção 3.6, pelo mesmo método utilizado para as superf́ıcies ditas

acima, vimos que a equação das superf́ıcies de revolução satisfazem a equação (3.1). Na

Seção 3.7, estudamos as superf́ıcies regradas, que são aquelas que podem ser geradas pelo

movimento de uma linha reta, que também podem ter suas equações obtidas pelo método

dos parâmetros, assim como as superf́ıcies ciĺındricas e cônicas. Além destas superf́ıcies,

estudamos as superf́ıcies quádricas, com e sem centro, as quais possuem as respectivas

equações, Mx2+Ny2+Pz2 = R eMx2+Ny2 = Sz, com todos os coeficientes diferentes de

zero. Nas quádricas com centro, podemos destacar três tipos de superf́ıcies: o elipsoide,

cuja equação possui todos os coeficientes positivos; o hiperboloide de uma folha, cuja

equação possui dois coeficientes positivos e um negativo; e o hiperboloide de duas folhas,

cuja equação possui um coeficiente positivo e dois negativos. Nas quádricas sem centro

destacamos o paraboloide eĺıptico, cuja equação possui todos os coeficientes de grau dois

com o mesmo sinal e o paraboloide hiperbólico, cuja equação possui os coeficientes dos

termos de grau dois com sinais contrários.
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METRIA. Dispońıvel em: https://www.ime.usp.br/ gorodski/ps/geom.doc.

69


