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"Profound study of nature is
the most fertile source of

mathematical discoveries."

Jean Baptiste Joseph Fourier



Resumo

As séries de Fourier podem representaruma variedade de fungbes periddicas. HaA uma
diferenca entre estudar séries de Fourier e séries de poténcias, pois, respectivamente,
uma funciona como processo global e a outra como processo local. E assim, em alguns
problemas nao é viavel aplicar as séries de poténcias, ao contrario, tem-se a necessiodade
de aplicar as séries de Fourier. Nesta pesquisa apresentamos uma alternativa rigorosa para
o ensino de séries de Fourier sobre diferentes decomposi¢oes ortogonais de uma funcao,
relacionando-as matematicamente em determinados espagos métricos que sao chamados
de Transformada Discreta de Fourier e Transformada de Fourier, de modo que o leitor
interessado possa continuar seus estudos sob o ambito que preferir, seja este de carater

tedrico ou pratico.

Palavras-chave: Alternativa para o ensino. Séries de Fourier. Decomposi¢oes ortogonais.

Transformada de Fourier. Transformada Discreta de Fourier.



Abstract

Fourier series can represent a variety of periodic functions. There is a difference between
studying Fourier series and power series, because, respectively, one works as a global
process and the other as a local process. And so, in some problems it is not feasible
to apply the power series, on the contrary, it is necessary to apply the Fourier series.
In this research we present a rigorous alternative for teaching Fourier series on different
orthogonal decomposition’s of a function, relating them mathematically in certain metric
spaces that are called Discrete Fourier Transform and Fourier Transform, so that the
interested reader can continue your studies under the scope you prefer, be it theoretical

or practical.

Keywords: Alternative to teaching. Fourier series. Orthogonal decomposition’s. Fourier

Transform. Discrete Fourier Transform.
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Introducao

Talvez a principal diferenca entre as areas Matematica Aplicada e a Matematica
Pura seja a variavel tempo. Em sua totalidade de ramifica¢oes, ha sempre uma disputa
oculta entre a necessidade de uma matematica ainda nao desenvolvida e a espera por uma
problematica concreta, ou seja, quando a sociedade é o fator limitante. Considerando o
nivel de abstragao o qual a matematica pura lida, em maioria, o segundo o caso é o mais

recorrente.

H4, no entanto, correlacoes entre resultados altamente abstratos com as necessida-
des que a evolugao da tecnologia proporciona. A principio, pode ser uma correspondéncia
infima, porém, quando levamos em conta o carater de generalizacdo da matemaética, nao
é estranho pensar que uma teoria bem fundamentada pode possuir aplicacoes de nature-
zas diversas. Nesta linha de raciocinio, o trabalho desenvolvido inicialmente por Joseph
Fourier trata de um conhecimento cujas raizes estdo presentes em setores abstratos da

matematica, dos quais as propriedades se traduzem em poderosas ferramentas praticas.

O francés e contemporaneo de Napoleao Bonaparte, Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830) foi um fisico matemédtico cujo trabalho se concentrava em mecénica clds-
sica, na época, também chamada de mecanica racional. Fourier trabalhava no chamado
Problema dos N-Corpos, um estudo de sistemas de equacoes diferenciais que modelam a
dindmica entreN corpos celestiais. Resolver analiticamente tal problema significaria prever
a movimentagao dos objetos de estudo em fungao do tempo (ROSENBERG, 2012). Foi
ele inicioua investigacao de fungoes periddicas em séries trigonométricas convergentes, as
chamada séries de Fourier, que é utilizado principalmente nas areas: Matematica, Enge-
nharia, Computagao, Musica, Ondulatéria, Sinais Digitais, Processamentode Imagens, e

outras.

Em meados de 1802, Fourier obteve progresso em seus estudos, para pouco depois
se deparar em dificuldades, em determinado momento o fisico voltou-se completamente
para o estudo da difusao de calor. Seus manuscritos foram enviados em 1807 para Institut
de France em esperanca de uma publicacao, porém suas ideias nao foram plenamente acei-
tas, em especial por Lagrange. Quatro anos depois, Fourier consegue a divulgacao de seus
trabalhos em um curto artigo e formaliza seus manuscritos em seu livro Théorie Analytique
de la Chaleur (A teoria analitica do calor), publicado em 1822 (GRATTAN-GUINNESS;
RAVETZ, 1972), baseado na aplicagao da técnica de decomposicao de fungoes periddicas
em séries trigonométricas convergentes nos problemas de conducao do calor. A Figura 1
mostra parte do manuscrito enviado para o Institut de France em 1807, a respeito da

Théorie Analytique de la Chaleur dans les solides.



1
jtﬁi] Y

o Loa j\'.‘ 1§22 iy ; /f -
Coummifary w1 .all*';-'“":." -'_jl -'{Ht"{-’:' :]t" KI/.JELX.TLI'VIH’“’” {'}( (L;'Ll":'_""

J

f'll..

/ 7 : Y v
] -t ;Ih:' o 3 4 r /’ L
Lu Tt Ay i [J'.rr,u/:u;.- {}}{!.!!.T._ ff:u Jrr, It}r-L_:,...
e o 3
Tlcdamty= el
Tl
ﬁﬁﬂ(‘
‘ ] 1 s ) a PN &
‘f‘l L-jﬂ.. .L?!J’l;f-.u foa b fteers £da r:|n_iu-l‘..'nu-ri-l...fl"uﬁuﬂ conlre ot f._rffg'l-“f'h‘ul”“m
o Dt bunu.ill : ‘(x'?.... Grapd Jafide , ef'le Cisce) ab e pueeline. en tt canlbebing tiw pudde Juccs Hrvecen. ed
L'l

'

_-'.lrr'.'hf-'. :JIIM |||.'-|-u.. it q‘_ll'.ll).?ﬂ.u l.l?;'.tq.. .l'.-t.l:-u.--l- ....'q.':d.t.-{.:- ified LG 'rﬂu-— Sl ML R o Vi B Rl
o [\ .
Lesend ﬁ.ci"m&nr Je whbfipre. o elfe-raniina -/Ir.l'uu-‘ £ un
¥

4

H:-'u M‘ir_ m:d rl.\ll'.li‘u{a g.-'-rfr.d:.u-.
o ol Sunfile s diy t
ore dasets QJ: Yiecoe. o el Irivdan e & won el il ion Hﬂ'féhfi‘r i "‘-L‘Sjﬁ""‘]"#ﬁw

.;ll'rln.;wﬂﬁu:e 'I;.hﬂ. abivs & f:...:_';\vtfj. teWet vy, J:m:...fg:; lear ;_.:uuﬂcﬂ.. ._,?nft;-rcﬁ'm?raﬁ'

Eup.:.-"'m.;u ive o L g € ki 'ﬂ'uu';'r{.%%'ufuén;n&m':{. MEL-L'_Q}L.%L_.

.ﬁ( "W&u o LA!-—%&LM . Cm-atmu:ﬁ-ﬁn P ‘}9‘“1 ﬂﬁ&n:_-u! adists
v de J«.‘:j.u.j?wmfa :.umj‘..ﬂ'-f 5 e i ERA Dol o Juzi-j.nrig_ te. i

J_L‘HJE.-mt‘M npitiafem oless, Comietot uumi‘}su-:n':‘:.-t":uﬁunszqui&
TﬁL P &t'fﬁuﬁ)ﬁtﬂ'ﬁm . nL’ap- u.‘-m:.;rrfirs Jm'rﬂ*:.-j- fé.wui-ﬁ‘-‘uw:ﬁz
1&4..4'.- clniissmeeiin i wu Tt Db et ;fu;;fu?v{-

i ﬁrﬁi.:'.-".f-‘% g ‘s Coreds o Qesttiti Lwﬂwﬂu:._?m-.& AT
Bovidus EL efice ,;a'fg'?::ﬂ;. a m '“"_‘_ ‘:}‘w Depeit sere i e Ju
Cirgonference . Laztinsde Co foner eliun Dirable t:ﬁ:g(f:'mm A 7
LII,-M:EE-Li Fz';}f;uﬂfﬁ?m,{;‘_;:,_-,a‘i'?ﬁ.;.ffwmrfﬁ_ agried "4!:—4‘;1?“-*_-'.‘_"?1;*_"1'.

Sl fRun e l:' :-Miwxutﬂ.-ﬂ-ﬂ y srtede uj'tﬂfi:uuua.ﬁ‘ f.:"_
g A <"_/Ir ‘ & ! A .} "3 D f»} LR
Praali Leyactafine. & 5u}ru4f&£pm}kﬁum-wr-:]- Celde Lom =

HM:“l_r:}c-tthtlrm% e 'E:-.ﬂ:;}w-f ﬁL :m:u.g.;pv- ¥ f—"‘-ll-lo-" &f ;n fr’f

t:{zft_ at'e JauT;;:-;'fr tataniead Le Jue "y ffmujrduf- E&I'Lfrni-:f ':}L Grosen e é,
o :

o . . e i Ll
i.?df' wﬁ_l rr:uut:]'sn E:uu«f_;t,r:;.ﬁ'f:;uc .

La c':..:,l e j: m o ¥ Lc;m&utﬁ__'i:._ L'ti.;.;-p?%::tuu_ :uq.?_uu..;_r:}q__,
— I .;‘: 't.,-'?__l;,__'—.}r_u.l L.tﬂd_\_:lruhjauvr Towd &dtpﬁ_wpg&;-('ﬁfﬁlau}-
cirenbaiiet, Ef!m din. it ﬂeruj:g.:tmju t::.;fu.a-uh'cqéuﬁ.up m.r_‘!'a&aih;ﬁt Lonuneac
s o g padieai par G (it De G damean . ke Divaidtas Ve collic Sectipm-
e n.jftj: ;.rc:-{:r;mun';pua‘.f:*_f-:__;ﬂm Jff_,ffm{- erncur end bl | tegun 7" Cenniect
\\q___ _HJ_,/ L':;;-.n-&.-} Cf:dli- Guoeraitinsn. dea g%ﬁﬂm‘ﬂﬂ. 5 O 7 S iy
L)‘ },,.A.;._ ‘F 1;,{!-'-&?-1:_ ﬂu..‘-t‘.-:';-.ei.fumfﬁ:ljujputi %ffw Seltouremtace. .
-;Iuh‘;;(ut- beg ﬁan.:;'r-o-ﬂ'-n.c.rg. o i'.afﬂcm?z_,rnu:-ututm.b . te
Sfyw raed seels & :J:_ﬁffnt.u#% ;W_qucﬁh‘{); ﬂ’{u_&M‘ .’.:r."_.“"‘_
Congpatnd e ecaclfoginin uﬂ-ﬁc_-juhﬂ.ﬂdff?}t}mq’ Fu_c}{p‘tfgu.x. Daard Loud
g:;.jﬁﬂi.nl!br Jelanmaai . e J
I:-L prracaileisand .-u.\f_:iﬂ.f:—.y-: -'uu?&'-fg;,bf‘, f)d..ﬂ{n%-r"{‘diﬂfumwﬁm Jde
i ?;1;-:‘;.1::.1;:.1“ et f"r'adeluhu:'“::'mtfg&ét_,, Bdaid

Lo spoiatidic Ca. salii
i .ﬂm :}m.'_ r_ftﬁ;'{,&};ﬁpmrﬁn_ e Ci. e ..Etn._/rz::tt.:{:&a':jm”*

&

Figura 1 — Manuscrito de 1807 enviado para Institut de France: Théorie Analytique de la
Chaleur dans les solides (Teoria Analitica do Calor em Sélidos).



A seguir, fazemos um breve estado da arte do tema. Pereira e ao (2005) apresenta-
ram uma abordagem especifica sobre a analise da Matematica, utilizando-se de teoremas
importantes com o proposito de descrever uma funcdo em um determinado intervalo, bus-
cando valores para a convergéncia das séries. A investigacdo procurou extrair e despertar
a esséncia da matéria (analise) para melhor contribuir na aprendizagem, fazendo com que
no futuro este possa agir de forma significativa na evolucao da mateméatica que busca a
todo momento o aprimoramento dos conhecimentos matematicos. Chaves (2013) aborda
uma alternativa praxeolégica de se compreender o ensino das Séries de Fourier, uma vez
que tal teméatica constituiu-se em uma das maiores “vilas” no ensino da Disciplina Cal-
culo Diferencial e Integral IV, e apresenta uma roteiro didatico que permita ao discente
compreender a constru¢ao do conhecimento matematico por meio das manipulacoes algé-
bricas, e desperte aos discentes da educacao superior entendimentos sem medos e temores.
Araki e Mollo Neto (2013) exploram uma alternativa didatica para o ensino de séries de
Fourier, buscando uma forte contextualizagao para a confirmacao da sua aplicacao em
situagoes praticas do dia a dia, motivando assim os alunos a se aprofundarem nos estudos
correspondentesde forma a integrar e alinhar o discurso e a maneira de abordagem com
o mesmo formalismo para a transmissao de conhecimentos aos discentes do curso de En-
genharia Eletronica. Pifer e Aurani (2015) promoveram um enfoque com uma analise das
bases conceituais e epistemologicas envolvidas na construcao da teoria da conducao do
calor de Fourier, com contribui¢ao no ensino de fisica mostrando uma visao mais clara da
natureza da ciéncia através de seus procedimentos, seu alcance e suas limita¢oes.bTeixeira,
Medeiros e Menezes (2017) apresentaram um material de apoio - notas de aula - da disci-
plina Métodos Matemdticos I, para as Séries de Fourier e Equacgoes Diferenciais Parciais
com a motivagao para saber qual é o processo de difussao de calor no interior de uma
barra. O material apresenta metodologia didatica formal e usual normalmente utilizada

na Matematica.

A partir das observagoes notadas na revisao bibliografica (estado da arte), surgiu
a ideia da pesquisa, construir um arcabouc¢o matematico necessario para entender a fun-
damentacao tedrica por tras da analise das séries de Fourier, apresentando um contetido
que promova autonomia para o discente posteriormente, ou seja, apresentar um conteido
que promova uma alternativa rigoraso (com mais detalhes) para o ensino das séries de
Fourier. Assim como, motivou a realizar a pesquisa utilizando um tema que esta presente
em diversas areas de conhecimento atuais, como as séries de Fourier, é trazer, a atualidade
e realidade do discente, um conhecimento que de outra maneira seria observado somente
pelo ambito abstrato. Desde filtros de audio a analise de dados meteorolégicos, estuda-la
nao so é entender como a matematica pode traduzir e modular diversos assuntos, agindo
como um incentivo a pesquisa, como também aprofundar nos conhecimentos teéricos que
os alunos de um curso de exatas ja possuem em suas ementas, podendo ser um material

util nao so para os atuais estudantes de Licenciatura, como também aqueles que planejam



participar de uma pesquisa em uma pos-graduagao em exatas.

Para tanto, a metodologia escolhida foi utilizar-se das proposi¢oes matematicas
estudadas ao longo da ementa do curso de licenciatura em matematica, presentes em boa
parte, também, em outros cursos de exatas, para apresentar uma forma rigorosa, porém
acessivel, da intuicdo bdsica por tras da analise de Fourier. Ainda, o trabalho também
estara relacionando diferentes pontos de vista acerca do tema, de modo que o leitor possa
continuar seus estudos sob o ambito que preferir, seja este de carater tedrico ou pratico,

tendo o dominio necessario e suficiente para tal.

O trabalho esté estruturado da seguinte forma: Cap. 1 descrevemos brevemente a
fundamentagao tedrica da trigonometria, calculo, algebra linear, topicos de analise e ané-
lise complexa necessarias para o estudo da "construgao'das séries de Fourier; no Cap. 2
apresentamos algumas defini¢oes, propriedades, convergéncias, métricas e exemplos da
séries de Fourier; Cap. 3 apresentamos as definicoes de bases para as séries de Fourier
e transformada discreta de Fourier, normalizacao e ortogonalidade da base, bases orto-
nomais e a transformada de Fourier. E finalmente, no Cap. 4, os resultados obtidos e

conclusao.



1 Fundamentacao Teorica

Pela natureza do assunto, ¢ imprescindivel que se tenha nocao dos principais resul-
tados do Calculo, como os conceitos basicos de derivadas e integrais, obviamente, assume-
se a familiaridade com fung¢des. Como faremos um tratamento algebrico, os requerimetos
em algebra linear serao menos rigorosos, sendo apresentados durante o trabalho. Séries

também serao brevemente apresentadas, porém recomenda-se a nog¢ao intuitiva.

1.1 Funcoes Periddicas

Os objetos de estudo primordiais que a andlise de Fourier sdo denominados como
periddicos, aqueles cujo estado em qualquer instante é idéntico passado, ou regressado, um
determinado periodo, caracterizando um padrao. Podemos definir uma funcao peridédica

definida nos R, f(t), de periodo igual a T, um nimero real positivo e nao tnico, tal que:

fE+T)=f(t-T)=f(t), —o0o<t< . (1.1)

Seja T = {Ty,T1,Ts,...} o conjunto ordenado com a relagdo T; < T;,,, onde

n € N de todos os possiveis periodos positivos de f, dizemos que o menor periodo deste

conjunto, Ty, é o periodo primordial de f, e o chamaremos de T. Além disso, vale que
(OSGOOD, 2019):

ft+mT)=ft+T)=f(t), meZ (1.2)

Um exemplo natural do caso sao as fungoes trigonométricas, cujo periodo é 27, que
podem representar fendmenos fisicos. Seu uso é justificado, pois a notagao matematica
facilita na manipulacao dos calculos, em especial, ao utilizar a notacado matematica da

analise complexa, denotada como féormula de Euler:
et = cos(0) £ i sen(0), (1.3)

onde 6 ¢é o argumento real (em radianos ou em graus); e ¢ a base do logaritmo natural;
i2 = —1, sendo i é a unidade imaginéria; sin() e cos() sdo fungdes trigonométricas

(ZILL; CULLEN, 2001), (EDWARDS; PENNY, 1995).

Fenomenos periddicos estao presentes em uma amalgama de setores da realidade,
um relégio de péndulo (VIANA, 2020), o movimento da lua (WISDOM; J.; MIGNARD,
1984), e até mesmo na radiacio (PINHEIRO; PAULO, 2011). E natural, portanto, que o
estudo das séries de Fourier esteja presente no ensino de cursos superiores de engenharia
e fisica. A ementa dos mesmos, no entanto, nao justifica o seu uso de forma rigorosa,

reduzindo a importancia das séries comumente a uma ferramenta de aproximacao.
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1.2 Relacoes Trigonométricas

Em nossos célculos sera imprescindivel que se saiba realizar as seguintes substitui-

¢oes:

Propriedade 1.1 Fungdo Seno de argumento A + B:
sin(A + B) = sin(A) cos(B) + sin(B) cos(A). (1.4)

Da Eq. (1.4) implica em:
sin(A+ B) + sin(A — B) = sin(A) cos(B) + sin(B) cos(A)
+ sin(A) cos(—B) + sin(—B) cos(A).
Como cos(—B) = cos(B) e sin(—B) = —sin(B):
sin(A + B) + sin(A — B) = sin(A) cos(B) + sin(B) cos(A)
+ sin(A) cos(B) — sin(B) cos(A)
= 2sin(A) cos(B).
Logo,
sin(A+ B) sin(A — B)

sin(A) cos(B) = 5 + 5 . (1.5)

Propriedade 1.2 Fung¢ao Cosseno de argumento A + B:
cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B). (1.6)

Da Eq. (1.6) implica em:
cos(A + B) + cos(A — B) = cos(A)

+ cos(A)

Como cos(—B) = cos(B) e sin(—B) = —sin(B

cos(B) — sin(A) sin(B)

cos(—B) — sin(A) sin(—B)

cos(A + B) + cos(A — B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B)
+ cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B)

= 2cos(A) cos(B).

Logo,
cos(A) cos(B) = COS(A;— B) + COS(A2_ B). (1.7)
Analogamente:
cos(A + B) — cos(A — B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B)

— cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B)

= —2sin(A) sin(B)
Por fim,

sin(A) sin(B) = COS(AQ —B) _ COS(AQ +5 (1.8)
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1.3 Resultados do Calculo

Definigao 1.1 (Limites e Continuidade) Dizemos que o limite de uma dada fungao
f(z) definida em Dy é igual a L quando x tende a zy, qualquer que seja o caminho tomado

pela vizinhanca de xy. Denotamos matematicamente este enunciado a seguinte maneira:

lim f(z) =L<Ve>0,360 |V axeDy:

T—T0
rg—o0<zx<xot+dxrF#zg=L—€e< f(r)<L+e,

se o limite L existe, e ILm f(z) = f(zo), entdo podemos afirmar que f(x) é continua em
T—To
xo (GUIDORIZZI, 2016; LARSON et al., 2006).

Definigao 1.2 (Derivada de uma fungao) Denotada por f'(z), a derivada de uma
funcdo é um caso especial de limites e um dos conceitos mais importantes do calculo,
possuindo mais de uma interpretacao. Numericamente falando, f’'(zg) (a derivada de f
em ) é igual a inclinagdo da reta tangente ao ponto (o, f(zo)). Obtemos a derivada de
uma fun¢do em um ponto ao realizar o limite:

lim f(zo+ Az,) — f(x0)
Az—0 A(L’

= f'(xo), Ax = z — w0, (1.9)

e para encontrarmos a derivada de uma fungao:

i T+ 82) = F(@)

Az—0 Azx

= f'(), (1.10)

se este limite existe em todos os pontos do Dominio de f, entao dizemos que f é derivavel
(BUSS; FLEMMING, 20006).

Defini¢ao 1.3 (Primitivas e integrais) Dada uma funcao f definida em um intervalo
L arbitrario. Definimos como primitiva de f em L como uma funcao que obedeca a seguinte
equivaléncia:

F'(z) = f(2). (1.11)
Note que F(z) + k, sendo k € R, também o é. Portanto, podemos definir um conjunto de

todas as primitivas de f e denotarmo-as como:
F@y+k:/f@ym, keR, (1.12)

onde o nome que damos ao segundo membro da igualdade na Eq. (1.12) é integral inde-
finida de f. Quando L = [a,b], e a integral neste intervalo existe, esta recebe o nome de

integralde finida em [a,b] e vale a seguinte propriedade:

LU@MMZF@—Fm% (1.13)

sendo elencado o teorema fundamental do calculo. Uma propriedade muito utilizada

de integrais sera:

(/ﬂ@+g@ﬂx:/f@Mx+/ﬂ@dx (1.14)
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1.4 Resultados da Algebra Linear

Ao lidar com espacos métricos, espera-se familiaridade com espagos vetoriais, ainda
que este nao necessariamente possua uma norma. Porém, é de interesse que se tenha nogao
das propriedades que um espaco métrico possui, ja que elas podem e serao herdadas por

espagos métricos mais completos.

Propriedade 1.3 (Espagos Vetoriais) Dotado de elementos que atribuimos o nome
de wvetores, um espaco vetorial é um conjunto munido com duas operacoes principais e
oito propriedades. Seja E um espaco vetorial com u, v e w € ‘E, e «, § pertencentes a um
corpo K, segue que:
1. Adigao: u+v € E;

2. Multiplicacao por escalar: au € Z;

3. Comutatividade: u 4+ v = v + u;

4. Associatividade da Adicao:(u +v) +w =u+ (v + w);

5. Vetor Nulo: 30€Z | v+0=0+v=uv,Yv € E;

6. Iverso Aditivo:V ve E,3—v | v+ (—v) = (—v) +v=0;

7. Associatividade da Multiplicagao: (af)w = a(fw);

8. Distributividade em soma de escalares: (a + f)w = aw + fw;

9. Distributividade em soma de vetores: a(u + v) = au + av;

10. Multiplicacao por 1: 1-v = wv.
Defini¢ao 1.4 (Conjunto Linearmente Independente (L.I.)) Um conjunto X C £

é Linearmente Independente (L.I.) quando nenhum vetor = € X pode ser escrito como

uma combinacao linear de outros vetores pertencentes a X.

Defini¢do 1.5 (Base de um Espago Vetorial) Se existe um subconjunto 8 C ‘£ que
seja L.I., cujo conjunto de todas as combinacoes lineares possiveis seja o proprio £, entao
afirma-se que B é uma base de £ (LIMA, 2018a).

Lema 1.1 (Valor absoluto de um vetor do R?) Denominamos |u| como o valor ab-
soluto ou modulo do um vetor u, sendo calculado a partir do Teorema de Pitigoras. A

Figura 2 mostra geométricamente, a obtencao do valor absoluto de .
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1 2 3

Figura 2 — Obtencdo do valor absoluto de .

Defini¢do 1.6 (Produto Escalar) Definimos o produto escalar entre dois vetores u, v €
R? & seguinte maneira:

2
U,"U:ZU{UZ‘.

1=1

Uma propriedade que conseguimos realizando o produto escalar entre dois vetores do R?

¢é a obtencao do angulo entre ambos através de:

(1.15)

Defini¢ao 1.7 (Produto Interno) Chamamos de produto interno em E uma fungao
(+,-) : EXE — R, que associa um par de vetores u,v € £ a um numero real (u,v), de
modo que se cumpra as seguinte propriedades para quaisquer u,u’,v € E e A € R:

L (u+u,v) = (u,v) + (W, v,);

2. (Au,v) =X (u,v);

3. (u,v) = (v,u);

4. u # 0= (u,u) > 0.

1.5 Topicos de Analise

Definicao 1.8 (Valor absoluto) O valor absoluto de um nimero, ou mddulo, simboli-

zado por | - |, é uma funcdo que retorna os seguintes valores:

x, sex >0
=] =
—x, sex <0.
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Outras formas de trabalhar o médulo: se x < a e —x < a, entdo podemos afirmar que
|z| < a, isso implica em dizer que =z € [—a,a]. Ainda, por valor absoluto, entende-se
também a inequagao |z| > x. Com esses dois entendimentos, podemos fazer o seguinte
raciocinio: |z| e maior ou igual que z e —z, assim como |y| e maior ou igual que y e
—y, logo, podemos afirmar que (z +y) < |z| + |y| e —x —y < |z| + |y|, ora como
—x —y = —(x+y), podemos concluir que |z +y| < |z| + |y|. Além disso, tomando todas
as possibilidades de x - y, temos que podem ser dois valores positivos, dois negativos, um
positivo e outro negativo, e o caso de algum deles ser igual a 0. Portanto, pode ocorrer
de zy < 0 para sinais alternados, xy > 0 para sinais idénticos e xy = 0 para algum deles
nulo, e respectivamente, teremos que |zy| > 0, |zy| > 0 e |zy| = 0, logo, |zy| > 0 ¢

lzy| = |z] - |y].

Defini¢ao 1.9 (Sequéncias) Uma sequéncia de niimeros reais ¢ uma fungao X : N = R,
no qual o n-ésimo temo da sequéncia sera denotado como x(n), n € N. Para indicar a

sequéncia x, escrevemos s, : (1, Zg, ..., Tp,...) (LIMA, 2014).

Definicao 1.10 (Sequéncias Limitadas e Ilimitadas) Uma determinada sequéncia x
sera limitada caso existam termos a e b, tal que a < x,, < b,Vn € N. Isso é o mesmo que
dizer que os termos de x estao contidos no intervalo [a, b]. Se uma sequéncia nao é limitada,
entao ela sera ilimitada. Caso ocorra de existir apenas b, tal que xz, < b,Vn € N, entao
a sequéncia x sera limitada superiomente, analogamente, a denotaremos como limitada

inferiormente caso exista apenas o termo a, tal que a < x,,Vn € N.

Definigao 1.11 (Limite de uma sequéncia) Diz-se que um nimero real a é limite de
uma determinada sequéncia x, quando para qualquer e positivo arbitrario, é possivel en-
contrar um ng pertencente aos naturais tal que, para qualquer n maior que ng, a distancia

de z,, até a seja menor que €. Matematicamente, denotamos:
limz, =a ocorre se:Ve>0,3 nygeN | n>ny= |z, —al <e
Quando este limite existe, dizemos que a sequéncia x converge para a, ou seja, ¢ uma

sequéncia convergente. Caso contrario, a chamamos de sequéncia divergente.

Defini¢do 1.12 (Séries) A soma dos infinitos termos de uma sequéncia qualquer, damos
o nome de Série, portanto S, = > x,. Logo, para definirmos uma série, é necessario o uso
de limites. Tomando os n primeiros termos de uma sequéncia, é possivel definirmos as

reduzidas de S, a seguinte maneira:
§1 =T1,8 = T1 + T, 8 = T1 + T+ -+ Tp.

Se existir s = lim s,, = li_>m (x1 + x9 + -+ - + x,), entdo dizemos que a série S, = >z, é
n oo

convergente, do contrario, S, ¢ chamada de divergente.
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Teorema 1.1 Se S, é uma série convergente entao limx,, = 0.

Exemplo 1.1 Séries da forma Z a ™V com r < 1 sdo convergentes por:

n=1

D R —— (1.16)
n=1 1

- T

> 01
Exemplo 1.2 A Série E — com p < 1 é divergente por:
n=1 n

1+1+1+}+1+1+1+1+...<1+1+1+1+...<1+i+l+i+...
2 2 4 4 8 8 8 8 2 3 4 = 20 3 4P
i.2—1+i.20+7.21+7.22+...<1+1+1+1+...<1+i+l+i+...
20 21 22 23 2 3 4 - 20 3P 4p
o, 2n—2 =1 =1
1;12n71 = n:lﬁ n:lﬁ
<1 1 1 1 1
25 5t tatgt

[o¢] o0
Como Z — é divergente, implica-se que Z —, com p < 1, também o é.
n
n=1 n=1

Defini¢dao 1.13 (Férmula de Taylor) Seja f : I — R definida no intervalo I e n vezes
derivavel no ponto a € I. O polinomio de Taylor de ordem n da fungdao f no ponto a é o
polinémio

//<a>

p(h) = f(a)+ fa) - b4 202 4o f(tifa)

h",

onde f(™ é a n-ésima derivada da funcdo f e h = (z —a). Se f é n vezes derivavel em todo
seu dominio, dizemos que f € C", quando isso ocorre para qualquer n € N, dizemos que
f é de classe C'*™° e consequentemente seu polindmio de Taylor é da forma de uma série
(LIMA, 2018b).

Exemplo 1.3 Série de Taylor da funcao Cosseno, centrada em O:

cos(0) sin(0) cos(0)

cos(d) = p(h), h € N=cos(0)—sin(0)-6 — 5 0% + i -03+T-94+-~-
PR ! ! !
R I TR

(1.17)
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Exemplo 1.4 Série de Taylor da fungao Seno, centrada em 0:

sin(f) — p(h) = sin(0) + cos(0) - 0 — SH;('O) 0 — CO;?O) 0P+ SH;(P) AR
PR - | ' (1.18)

1.6 Resultados da Analise Complexa

No estudo do corpo dos ntimeros complexos é introduzido um elemento primordial:
a unidade imagindria. Em sintese, a unidade imaginaria é tal que seu quadrado ¢ igual a

—1 e é usualmente denotada por 7, seguiremos este costume.

Defini¢ao 1.14 (Numeros complexos) Um nimero complexo qualquer possui a forma
z = a+ib, com a e b nimeros reais. Separado em duas partes, estas também possuem
denonimagdes proprias: a é chamada de parte real de z usualmente escrita como Re(z);
o nimero b, por acompanhar a unidade imaginéria 7, recebe o nome de parte imaginaria

de z, denotada por Im(z) (ZILL; SHANAHAN, 2011).

Propriedade 1.4 (Conjugado) Seja z um niimero complexo qualquer. Portanto z pode
ser escrito como z = a+14b e possui uma contraparte chamada de conjugado de z, denotado
por zZ, no qual Im(z) = Im(z)-(—1), ou seja, Z = a—ib. De forma que, definidas operagoes
de Adicao e Multiplicacao entre z; = a; + ib; e 2o = as + iby & seguinte maneira:

e 21+ 29 = (CL1 + Zb1> -+ (CLQ + sz) = (CLl + CLQ) + Z(bl + bg),’

& 2129 = (a1 + Zbl) . (CLQ + Zbg) = (alag — blbg) + i(b1a2 — bgal);

e 21— R = (a1 + Zbl) + (—1 +17- O) . (CLQ + Zbg) = (a1 — ag) + Z(bl — bg),’
obtemos as seguintes propriedades:

I.z1+t22=21+722, 21— 22=721 — Z2;
2. Z1Z0 = 7122, (ﬂ) = g, Z =z

<2 Z2

3. z+z=(a+1ib) + (a —ib) = 2a;

4. z-z = (a+1ib)(a —ib) = a® + b*;

5. z—zZ=(a—a)+i(b+b) = 2ib.
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Com as Propriedades [3] e [5], podemos reescrever Re(z) e Im(z) na forma:

g@(z):z;—z e In(s) =", (1.19)

Além disso, vemos pela Propriedade [4] que o resultado da multiplicacdo de um nimero
complexo pelo seu conjugado resulta em um niimero real, vamos utilizar essa propriedade

para fugir da problematica de dividir pela unidade imaginaria e definir a divisao como:

21 21 Z2 122

_ a2 (1.20)

29 2o 22 2975

Defini¢ao 1.15 (Plano Complexo) Um nimero complexo z = a + ib possui uma cor-
respondéncia direta a um par ordenado (z,y) do plano Cartesiano, portanto as proprie-
dades de distancias sdo herdadas, de forma que:

Seja z = x +1y:

2l = a2 g2 = =l = Jlwa — 20 + (g2 — )2 (1.21)

Defini¢ao 1.16 (Forma Polar de Ntimeros Complexos) Podemos sobrepor um sis-
tema de coordenadas polares ao plano complexo, de forma que uma ntmero z = = + 1y
forme um angulo f com a origem. Tomando |z| = r, temos que x = rcosf e y = rsinb,
portanto

z=x+1iy =z = (rcosf) +i(rsinf) = r(cosd + isinf), (1.22)

¢é a representacao polar de z.

Defini¢ao 1.17 (Férmula de Euler) Da Definigao 1.13, e utilizando as fungoes de cos(#),

sin(if) e e centradas em 0:

0 e e e e
e’ = ph)=e"+e i+ — PP+ — P + — i+ — P+

2! 3! 4! 5!
:1+i9_ﬂ2_@+ﬁ+ﬁ_i6_ﬁ+...
2! 3l 4 5l 6 7 (1.23)
92 04 6 3 95 97

= cos(f) +isin(0).
Fica claro que podemos tratar um nimero complexo, entdo, na forma:
re', (1.24)

ou seja, € possui médulo igual a 1 e variar # é justamente percorrer os pontos analogos
ao conjunto definido pelo circulo trigonométrico real usual de raio 1. Ainda, vemos que
e = cos(—0) + isin(—0) = cos(f) — isin(d), pois cos(:) é fungdo par e sen(-) é fungio

impar. Logo:
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0 —if

¢ +e 7 =2cos(f) = cos(f) = ¢ +26 (1.25)
. y il _ i

e’ —e " =2isin(f) = sin(h) = , (1.26)
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2 Construindo as Séries de Fourier

Podemos definir a série de Fourier de uma func¢ao como a soma, ou combinacao
linear, de determinada uma determinada base. No entanto, em ordem disso ser possivel,
algumas condicoes se fazem necessarias. A primeira delas e mais elementar é nossa funcgao
original seja periddica, ou seja, existe um T, tal que f(t+T) = f(t —T) = f(t), com
—00 < t < 00. No caso de uma fun¢ao nao periddica, é necessario definir um intervalo L e
entao torna-la periédica de periodo L repetindo a imagem deste intervalo indefinidamente,
formando uma nova fungdo (GONDAR; CIPOLATTI, 2016), como mostra a Figura 3:

Vo VARV VARV VARV,

—

Figura 3 — Periodizacdo de um intervalo qualquer.

Definigao 2.1 (Série de Fourier) Seja f uma fungio periédica de periodo 2L e abso-

lutamente integravel no intervalo [—L, L]. A série de fungbes trigonométricas

o nmnx
2+ZanCOS(L)+b sm<L>, (2.1)

¢ denominada série de Fourier de f quando

an L/ ) cos (mgx) dzx,
b, = Z/—L f(z)sin (T) dz.

Os ntmeros reais (ag, a, ...) € (by, bs, ...) sdo chamados de coeficientes de Fourier, e dado
um n suficientemente grande uma funcao periédica pode ser aproximada por uma série

de Fourier de maneira satisfatéria.

Exemplo 2.1 (Onda "Quadrada") Pela natureza bindria, esse modelo fisico aparece
comumente em dispositivos tecnolégicos (ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2013), sendo um
material classico para estudo com a Anélise de Fourier. Vamos representar este modelo

com a seguinte fun¢do, como mostra a Figura 4:

0 —7m<x<0
f(z) = , fl@+2m) = f(z). (2.3)

h O<z<m
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) h

|
|

—2m —1m 2T 3T

Figura 4 — Gréfico de f(x).

A partir de Eq. (2.2), podemos entao desenvolver os coeficientes. Tomando L =

1 /= 1 =

ap=— [ f(z)cos(0) dx:—/ hdx=h
T J—m
1 s

an = —/ f(z) cos <n7r:c> de = / hcos(nz) dz =0
™ J—7 m
1 ™

b, = —/ f(z)sin (mrx) dr = / hsin(nx) dz
™ J—7 s
) 2h )

—, n impar,
= —(1 — cos(nm)) { nm P

nm 0, n par.

A série resultante é da seguinte forma:

_h  2h (sin(x) sin(3z) = sin(5z)
A Figura 5 mostra a evolugao das somas parciais da Série (Sy), obtidas na aplicagao 77.

Foram computados os 17 primeiros termos.

E possivel extender a série de Fourier para cobrir funcoes definidas nos Complexos.

A partir da Férmula de Euler (Item 1.3), podemos manipular a Eq. (2.1) para:

12TNT
n 2.4
n_z_:ooc exp( 7 ) (2.4)
onde 9
Cn L/ exp( ! 7;n:v> dz, ne€Z. (2.5)

Sendo a forma complexa de uma série de Fourier (HANSEN, 2014). Nao é claro, no
entanto, de onde derivou-se este conhecimento se comegarmos o estudo daqui. De fato, ha
mais de uma forma de se chegar nestas séries, Joseph Fourier, por exemplo, as derivou a
partir de seu trabalho em difusao de calor, através de equacoes diferenciais parciais. Aqui,
vamos seguir uma outra linha de raciocinio. Partindo dos conceitos de topologia, uma
extensao da algebra linear, garantimos a intuicao de diferentes propriedades e concepcoes,

como questoes de convergéncia da série.
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[ 1 [

o B q] ‘

Figura 5 — Da curva de cima para baixo: S, = Sy — S3 = S4 — S5 —
SIO — 517.

2.1 Meétricas, Normas e Produto Interno Hermitiano

Comecaremos com o objetivo de definir a classe de fungdes que iremos utilizar a
frente, para tal, introduziremos alguns conceitos principais da Topologia, como a ideia de
Espacos Métricos. Ocorre que muitos dos espacos vetoriais que um discente estuda em
algebra linear também sao espacos métricos, e, portanto, esta é uma forma de generalizar

um conhecimento que ja possuimos.

Uma das questoes cernes da topologia ¢ a nocao de distancia. Um conceito quase
que natural em nosso cotidiano, na topologia ela possui mais de uma interpretacao, e

portanto pode ser definida matematicamente com o auxilio de uma métrica.

Definicao 2.2 (Métrica) De acordo com Lima (2020), uma métrica num conjunto M
é uma fungao d : MxM — R. Denotamos d(z,y), onde =,y € M, sendo a distancia
entre x e y. Dada uma métrica, ela deve atender a quatro condigoes para quaisquer
x,y,z € M. Intuitivamente, a distancia de um elemento a ele mesmo deve ser nula, a
principio. Embora pareca elementar, esta propriedade serve de ferramenta para a prova de
outros enunciados. Ainda nesta linha de raciocinio, a distancia de dois elementos diferentes
é um numero positivo, o que indica bicondicionalidade da primeira propriedade, no caso:

d(xz,y) = 0 = x = y. Novamente de forma intuitiva, a distdncia entre dois elementos é
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comutativa, ou seja, independe da ordem computada. Por fim, também designada como
desiqualdade triangular, a quarta propriedade dista que o caminho subo6timo é aquele que

percorre por mais elementos, como mostra a Figura 6.

0

O
L d(w,z) =0 z sio y# e
2. Se & # y, entdo d(z,y) >0 y . x
3. d(x7y) = d(y,%) T c Yy
4. d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2) 5

¢

z

Figura 6 — Propriedades de uma métrica valida com amparo visual.

Um espaco métrico, portanto, nada mais é que um conjunto associado a uma
determinada métrica. Além disso, podemos utilizar em vez de um conjunto genérico M, um
espaco vetorial E, conjuntos ja estudados em Algebra Linear, como o Espaco Euclidiano
R™, cujos elementos sdo da forma de énuplas u = (uy,usg,...,u,), com u; € R. Dados
w = (ug, U, ..., u,) v = (v1,0s,...,0,),edenotando a distdncia do elemento u ao elemento

v como d(u,v), usualmente utilizamos a seguinte métrica:

n 1/2
d2(u> U) - [Z(ul - /Ui)2‘| - \/(ul - Ul)2 + <u2 - U2)2 +oeeet (un - Un>2-
i=1
No R?, a métrica ds, também chamada de métrica euclidiana, é coincidente com o
teorema de Pitigoras. Em suma, essa métrica traduz a ideia de que a menor distancia entre
dois elementos distintos ¢ um segmento de reta, sendo sem duvida a métrica mais intuitiva.
Para desvincularmos a nossa nocao de distancia original, vamos apresentar outras fungoes

com que podemos trabalhar e ver como funcionam na pratica:

n
di(u,v) = |ug — vi| = |ug — v1] + |ug — va| + -+ + |un — vyl;
=1

maz (U, v) = max{|uy — vi|, jus — val, ..., |u, — vy} = max |u; — vy
1<i<n
Podemos utilizar um exemplo bem simples para demonstrar como a distancia
pode variar em respeito & métrica utilizada. Utilizando o espaco vetorial R? e os vetores
u=(1,1) e v = (4, 3), podemos ver como claramente como d,,.s(u, v) serd sempre menor

ou igual a d;(u,v), como mostra a Figura 7.
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€= |U1—U1|, 6= |U2—1)2|, u7UER2

£ (% £ v
5 §
U,’ dy (U, U) ’LL/ dmar(u> U)

Figura 7 — Outras métricas comuns.

Quando trabalhamos com espacos vetoriais, possuir uma nocao da extensao ou
dimensao de um determinado vetor adiciona grande valor ao estudo. Podemos realizar
essa quantizacao levando em conta o elemento nulo do corpo utilizado no exemplo para
definir o espago vetorial, os niimeros reais. Tomando como vetor nulo 0 = (0,0,...,0)
aquele que serd associado ao ntimero real 0, e e forma similar a maneira como definimos
matematicamente o conceito de distancia utilizando métricas, utilizamos as normas para

quantificar a grandeza de elementos (LIMA, 2020).

Defini¢ao 2.3 (Norma) Seja £ um espago vetorial. Uma norma em £ é uma fungao
||| : £ — R, que associa cada vetor u € £ a um nimero real ||ul| (leia norma de u). De
forma similar ao conceito de métrica, uma norma deve obedecer as seguintes condi¢oes

para quaisquer u,v € E e \ escalar:

1. Se u # 0, entao |Ju|| # 0;
2. |- ull = [A]- full;

3. Nlu+ vl < lull + o]

Assim, analogamente as diferentes métricas, podemos formular diferentes normas,
ordenando diferentes vetores. Além disso, a partir daqui, ndo precisamos mais referenciar
os conjuntos como espagos métricos, isso porque se determinada aplicacao atende aos
requisitos de norma, entao o conjunto munido desta func¢ao possui também uma métrica

da forma d(u,v) = [Ju — v|| (LIMA, 2020). Podemos provar essa afirmagao:

Demonstragao 2.1 De fato, seja || - || : £ = R uma norma e u,v,w € E. Portanto ela
responde as trés propriedades citadas acima. Queremos mostrar que ||u — v||, verificara
as quatro propriedades de métricas. Pela propriedade 2, temos que ||0 - u|| = [0] - ||u| =
0 = d(u,u) = |Ju — u|| = 0, satisfazendo a primeira propriedade de métricas. Utilizando
as propriedades 2 e 3 temos que |u — u|| < ||ul]] + | —1] - [Jul]] = 0 < 2 - |Ju|. Logo,

a norma de um vetor sempre retornard um elemento pertencente aos RT. Para algum
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v # u temos que u — v = w # 0 = ||w|| > 0 pela propriedade 1, satisfazendo a segunda
condigao de métrica. Utilizando a propriedade 2, temos que ||lu —v|| = ||(=1) - (v —u)|| =
| = 1| ||lv—ul|| = d(u,v) = d(v, u), satisfazendo a terceira propriedade. Provamos a quarta

condi¢ao da seguinte maneira:

d(u,v) = flu =l = [lu —w +w —v|| < flu—w| +[w - (2.6)
= d(u,w) + d(w, v)

Repare que os exemplos apresentados de métricas dy(u,v) e dy(u,v) podem ser

n n
obtidos a partir das funcdes |lull1 = > |ui| e |lull2 = | D_ui, isto é, caso estas fungdes
\ i=1

i=1
atendam as propriedades de normas para quaisquer u,v pertencentes ao espago vetorial

R™ o que, de fato, nao é dificil de provar, vejamos:

Demonstracao 2.2 A primeira propriedade de norma é direta: dado qualquer qualquer
vetor u # 0, entdo é garantida a existéncia de ao menos um u; # 0 para 1 < ¢ < n, o
que implica em |u;| > 0 e, por conseguinte, ||ull; > 0 e |Jul]ls > 0. Dados A e u, temos
que A - u = (Aug, Aug, ..., A\u,) = |[Aullp = |Aug| + [Aug| + - - - + [Auy,|. Pela propriedade

multiplicativa de médulo Eq. (1.8), temos que:
[Aully = [A[- Jua] 4 [A] - o] + -+ AL un]
=D AL ] = (AL D il
i=1 it1

= Al ully

A prova da segunda propriedade para ||ul|> é de forma anédloga a da ||u||;. Resta apenas
provar a terceira propriedade. Provaremos para || - || mais frente. Para || - ||; temos, pela

propriedade da fun¢ao médulo 1.8, que:
lu+vll =D fui+ vl <Y Ju| + D Joil = llull + [Jv]l.
i=1 i=1 i=1

Relembramos agora que espagos vetoriais permitem que func¢des ajam como veto-
res, elementos de um conjunto. Temos, por exemplo, o espaco vetorial P, dos polinémios
de grau n com as operagoes usuais, cujo conjunto p, = {1,z,z% ..., 2"} é uma possivel
base. No entando, nao é tao intuitivo como definir uma norma para um espaco vetorial
de funcoes, afinal, como se define a extensdo, ou a grandeza, de objetos que assumem
diferentes valores ao longo de seus dominios? Queremos definir uma fungao que simbolize

a extensao de uma determinada aplicacao.

Inicialmente, definiremos uma funcao f limitada. Entao, por Lima (2014) existem

c1 e ¢y tal que a ¢ < Im(f) < . Podemos em duas escolhas naturais para a norma:
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o valor C' | C > |f(x)], ou seja, o supremo do médulo da imagem de f (o moddulo é
necessario, visto que uma norma ¢é sempre maior ou igual a 0), repare que C' é também o
maior elemento entre |¢;| e |c2|. Outra ideia possivel é a area que esta fungdo em médulo
cobre, ou seja, integrando | f|. Como uma norma é uma aplica¢ao que retorna um nimero,
¢é necessario ainda que esta seja uma integral definida, logo, restringiremos o dominio de

f para um intervalo onde esta integral possa ser calculada e |f| seja continua.

Portanto, seja © um dominio arbitrario. Queremos um vetor da forma f : D —
R | Vz e D= f(z) <O Cr € R, entdo definimos um conjunto 7 de todas as funcoes

continuas possiveis definidas em D. Vamos provar que
[f]l = sup|f(z)], (2.7)
reD

¢ uma norma valida e que F é um espaco vetorial com as operacoes usuais de adicao e

multiplicagao sobre os R:

Demonstracao 2.3 Primeiramente, vamos mostrar que F é um espaco vetorial. Seja
f,9.h € F e a, € K. Por serem aplicagoes limitadas, f(z) + g(z) ainda é limitada,
assim como A - f(z). Ainda, como a imagem dessas fungbes pertence aos reais, temos
que f(z) +g(z) = g(x) + f(z), [f(z) + g(z)] + h(z) = f(z) + [g(z) + h(z)]. Podemos
definir 0 como tal fungao que Vz € D,0(x) = 0, o que implica que para toda f € ¥ e
x € D temos 0(z) + f(z) = f(x)+0 = f(z). Sendo f limitada por C}, temos que —Cy <
f(x) < Cy, portanto existe —f tal que f(z) + (=f)(z) =0 Ve e D= f+ (—f) =0.
Por mm(f) € R, as proximas propriedades sao diretas: temos que para qualquer f € ¥ e
v €D 1. f(x) = f(x) 1= f(z); (af)f(z) = alf(x)B); (a+ B)f(x) = af(x) + Bf(x);
a(f(z) +9(z)) = af (z) + ag(z).

Demonstracio 2.4 E ficil notar que | f|| = sup,ey|f(z)| é uma norma valida, visto
que para f # 0 existe pelo menos algum zg € D | f(zo) # 0= |f(zo)] > 0= ||f] >0,
satisfazendo a primeira condi¢do de norma. Pela propriedade 1.8 de médulo, temos que
IA-fll = sup A f(x)] =\ sup |f(x)] = |A| - ||f]], atendendo & segunda propriedade de

norma. Por fim, seja s = sup |f(z)| e r = sup |g(x)|, temos que:
zeD zeD

If +gll = sup|f(w) + ()| < sups +r| =15+ r] < s +|r]
= sup | f ()] + sup[g(z)|
reD €D

= [I711+ llgll-
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D

Figura 8 — Visualiacao de || f||.

Provaremos a norma na forma de integral mais a frente. Antes, estederemos o con-
ceito de produto interno para um espacgo vetorial sobre o corpo dos complexos, recebendo
a alcunha de Hermitiano (HANSEN, 2014).

Defini¢ao 2.4 (Produto Interno Hermitiano) Seja £ um espago vetorial, chamamos
de produto interno hermitiano em E uma funcao (,) : ExE — C, que associa um par de
vetores w,v € ‘E a um ntmero complexo (u,v), de modo que se cumpra as seguinte

propriedades para quaisquer u,v,w € E e A pertencente a um corpo K:

1. (v,w) = (w,v);
2. (Av,w) =X (v,w);
3. (u+v,w) = (u,w) + (v, w);

4. u# 0= (u,u) > 0.

Vamos observar como a operagdo 1.6 definida para um produto escalar entre
dois vetores do R" atende ascondi¢oes de produto interno. Seja u,v € R"™ tais que
u = (U, Uz, ..., uy) € v = (v, v,...,0,), queremos mostrar que (u,v) = uy - v + Uy -
Vg + -+ Uy - Uy, OU SEja:

n
(u,v) =Y upvp, YV u,ve€R”,
k=1

é um produto interno véilido. Com z,w € C" tais que z = (21, 2, ..., 2,) e w = (W1, Wa, . .., W),
a fim de que a quarta propriedade seja atendida, z # 0 = (z, z) > 0, ou seja um nimero
real positivo, é necessario que (z,w) = z1 - Wy + 29 - Wg + - -+ + 2, - Wy,. Ainda, como um
numero pertencente ao R"™ pode ser visto como um caso particular de nimero complexo,
que s6 possui componentes reais, temos que a propriedade de comutatividade do Produto
Interno usual é exatamente a mesma & primeira propriedade do Produto Interno Hermi-
tiano, visto que o conjugado de um niimero que s6 possui componentes reais ¢ o proprio

nimero, consequentemente (v,w) = (w,v) = (w,v). Assim, provaremos apenas para o
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caso de z,w € C". Em suma, vamos mostrar que:
n
wy =Y zwy, YV z,weC (2.8)
k=1

¢ um produto interno valido:

Demonstracao 2.5 Seja z,w,y € C" e A € K. Para provar a primeira condi¢ao do pro-

duto Hermitiano, basta usarmos da propriedade de niimeros complexos: Z = z, portanto

A segunda condicao é imediata, visto que
(Az,w) Z =) W = Az, w,);

Ainda, pela propriedade de distributividade de ntimero complexos, z(w + y) = zw + zy,

assim como (z + w)y = zy + wy. Logo,

n

(z+y,w) = Z(Zk+yk Wy = szwk+ Zykwk = (z,w) + (y,w,).
k=1 k=1 k=1

Por fim, também pela definicdo dos niimeros complexos, temos que
n n
— 2
z) = szzk = Z|zk] )
k=1 k=1

Observe que no caso, nosso espaco métrico seja R?, é facil de prosseguimos uti-
lizando a Propriedade 1.6 de produto escalar, basta notar que a funcao cosseno é uma
fungao limitada no intervalo [—1, 1], logo é impossivel que a desigualdade falhe. De certa

forma, o Teorema 2.1 pode ser visto como uma generalizacao desta propriedade.

De acordo com Lima (2020), definido um produto interno (-, -), podemos mostrar
que y/{u,u) atende todos os requisitos de uma norma, ou seja, {(u,u) = ||ul|?, sendo eles:

[ull # 0,¥ w7 0 |A-ulf = [A] - [lull, e [lu+ ol < flul + o]

Demonstracao 2.6 Primeiramente, pela propriedade 4 , para um u # 0 temos que

(u,u) > 0, o que implica que para um u genérico, (u,-) > 0, portanto |/ {u,u) também
0 é, corroborando com a primeira propriedade de norma, pois a igualdade s6 ocorre quando
u = 0. De acordo com a segunda propriedade 2, \/</\u, Au) = \/()\ M) (u,u) = \//\2<u, u) =
|A|/(u, u) = |A|-||ul|, satisfazendo a segunda propriedade de norma. Por fim, para provar

a terceira e ultima propriedade de norma, precisamos mostrar que /(u + v,u+v) <

V(1) +/(v,v) (BUENO et al., 2021).
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Teorema 2.1 (Teorema de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz) Definida a norma de
um vetor u pertencente a um espago £ munido com produto interno tal que (u, u)l/ 2
temos que (BUENO et al., 2021)

[(w, )] < ulllloll, ¥ u,veE. (2.9)

Como definimos ||u|| = y/(u,u), temos que ||u+ v|| = {/{u+ v,u + v). Pela pro-

priedade distributiva 3:

\/<u+v,u+v> = \/<u+v,u>+<u+v,v>
= /{u,u) + (v, 1) + (u,0) + (v,v).
De 1.8 e do Teorema 2.1, temos:
(v, u) < (v, u)| < [|v][[ull
(u, 0) < |(u, v)] < [ulll|v]]

Logo,

\/<u+v,u+v> = \/(u,u)+(v,u><u,v>+<v,v)

< llull? + ol + elllloll + [lv]]

(|l + [|o]])?
= [[ull + [[o]] = /{u, u) + /(v 0).

Ainda, também podemos provar agora a terceira propriedade de norma para || - |2,

onde £ seja o R™. Queremos mostrar que ||u + v|| < ||ul| + ||v]|, ora,

Ju+ol| = | D (u; +v;)? \/u1+v1 + (ug +v2)?2 4+ -+ - 4 (up + vy,)?
i=1

= utol* = (ur +v1)* + (uz +02)* + -+ (up +v,)°
=ui+ui 4o Ul o] oy 2 (ugvr Uty -+ Uy

=D wl ) P+ 2w = |lul]?+ o] + 2(u,v)

=1 i=1 i=1

— (ull + lvll)? + 2(u, v) — 2l ]
Clomo (u,v) < [{u,v)] < [Juf o], temos que
(u,v) — Ilul Joll < 0= 2(u,v) — 2ullo]l =2 [(u,v) — Jullo]] = C <0,

logo,
(el + Ml + 2{u, v) = 2[jull o]l = (lull + [[0])* + C,C < 0=
lu+ol* < [(Jull + I0l)* + C] = C
lu+ ol < (flull + [l0]])?
(

lu+of] < (llull + [lv]])-
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2.2 Decompondo vetores através do Produto Interno

Se o produto escalar ¢ uma funcao que atende aos requisitos de produto interno,
podemos supor que suas propriedades também sao herdadas para o produto interno, e por
esse motivo que foi feita a demonstracao de (u,v) reais e (z,w) complexos. Em especial,
vamos estudar as decomposicoes de vetores em diferentes bases. No caso de vetores reais,
o produto interno sendo definido da mesma forma que o produto escalar nos diz que
para u,v € R™ ortogonais, ou seja, quando existe um angulo reto entre estes veotres, e
diferentes de 0, implica em (u-v) = 0. Daqui, vamos inferir duas coisas, a primeira é que
isto continua sendo verdade para (u,v) pela fungdo ser idéntica, mas também que esta

nogao é consequéncia de uma expansao do conceito de ortogonalidade (LIMA, 2018a).

Propriedade 2.1 (Ortogonalidade) Dado um espago vetorial qualquer £ munido de
um produto interno, dizemos que dois vetores deste conjunto sao ortogonais se o produto

interno entre eles for zero:

(u,v)y =0=u L v, wu,v€EE. (2.10)

Podemos muito bem estender essa ideia para nimeros complexos e espagos de funcgoes,
embora nio sejam tao intuitivos por perda de abstracio geométrica. E interessante perce-
ber que dados w, z € C, nao nulos e definidos por w = w1 +i-ws e z =1-w = —wy+1-wy,
eles nao serao ortogonais entre si (w £ z) ao considerarmos o produto interno hermi-
tiano, ainda que a diferenca do argumento entre ambos na forma polar seja um angulo
reto. Uma forma de interpretar esta informacgao é que definido o espaco vetorial C so-
bre C, z é um multiplo de w. O produto interno hermitiano entre w e z é da forma:

<U), Z> = <w’zw> = {(w, w> = —1-wWw = —1- (U}1UJ1 + U)ng) = —Z(w% + w%) 7£ 0.

Uma analogia seria realizar o produto interno entre dois nimero reais nao nulos e
esperar que o resultado fosse nulo. Por outro lado, dados w, z € C? tais que w = (1+1,0)
e z = (0,1+1), é facil perceber que o produto interno entre ambos serd nulo, e portanto

sao ortogonais.

Generalizando para z = (z1, 22, .. ., 2,) € C" e definida uma base fcr = {e1, €2, ..., €.},
podemos escrever este mesmo nimero como uma combinacao linear inica dos vetores de
Ben, ou seja,

Zz=qr-e1+ay-eat+ -+ ay e, (2.11)

Se fizermos o produto interno entre z e ey, obtemos
(z,e1) = (1 -er+ag-ex+ -+ ay- ey, e),
pela propriedade distributiva de produto internos 3, temos que

(z,e1) = (a1 - e1,61) + (g - eg,e1) + -+ (- ey, €1),
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pela propriedade 2 de produtos hermitianos
(z,e1) = ailer, e1) + aafeg, €1) + - + anlen, €1).
Uma primeira propriedade que gostariamos que a base Scn = {e1, €2, ..., €,} tenha,

¢ que seus vetores sejam ortogonais entre si, e; L e;,7 # j. Dessa forma, nés temos que

(€i,€ej) =0 e fen passa a ser um conjunto ortogonal:
(z,e1) = aq(er,e1) + ag(ea, e1) + - + anlen, e1) = ay{er, e1).

Como definimos a norma de um espago vetorial munido de produto interno como || - || =

v/ (), temos que:

como temos apenas escalares em ambos os lados da equacao, é valido multiplica-los por

<Za €1> = a1<617€1> =a HelHZ’

€1:

<Z7€1>€1 =g ||61||2€17
ainda, caso e; seja um vetor unitario, isto é, |le;|| = 1, finalmente, temos que

(z,e1)e; = aqe;. (2.12)

No caso de e; ndo ser um vetor unitario, é interessante encontrarmos uma forma de
normalizar este vetor, isto é, transforméa-lo em um vetor unitario. Sabendo que a norma
de um vetor ndo nulo retorna um ntimero real positivo, por Iezzi e Domingues (1982)
podemos utilizar o fato de que o conjunto R — 0 possui inversos multiplicativos para
todos seus elementos, ou seja, que R é um corpo, para que, seja e; # 0, entao temos que
ller]] > 0. Logo, existe A também positivo tal que A - ||e1|| = 1:

1
Alefl=1=Ax=—.

el

Como A é positivo, entdao |A| = A. Pela Propriedade 2 de norma, temos que:
Al lleal] = [[Aex. (2.13)
Portanto, podemos definir o vetor ¢/ = Ae; como o vetor e; normalizado.

Finalmente, caso ndo somente o vetor ej, mas todos e; de Sen = {e1,€9,...,€,}
sejam vetores unitarios, ¢ possivel reescrever z da Eq. 2.11 como:

z={(z,e1)e1 + (z,ea)ea + -+ (2, e,)e,
n (2.14)

2= (z,€)€.

i=1
Ainda, neste caso, fSc» passa a ser denominado como ortonormal, ou seja, para i # j
temos que (e;,e;) = 0 e que para todo 4, com 1 < i < n, |le]|| = 1. Alguns exemplos
conhecidos de bases ortonormais sao as chamadas de bases canonicas estudadas, tal que
e; =1 e e; =0 para todo j # i. Elas possuem uma vantagem: ag = 23 = (z,€1) = 21, 0

que facilita a visualizacao do que esta ocorrendo:
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Exemplo 2.2 Dado v = (1,2,3) e fgs = {e1,e2,e3} a base candnica do R3, tal que
er = (1,0,0), e =(0,1,0) e e3 = (0,0, 1). Temos que:

3
Zuez €;

=1

(u,er)e; + (u, ex)es + (u, e3)es

(1-14+2-0+3-0)e3+(1-04+2-14+3-0)ea+(1-0+2-0+3-1)eg
l-eg+2-e3+3-¢€3
1-
(1,

(1,0,0)+2-(0,1,0) +3-(0,0,1)
1,0,0) + (0,2,0) + (0,0,3) = (1,2,3).

H& mais de um nome dado para a Eq.( 2.14), Oliveira (2018) denota como decom-
posicao ortogonal como extensao (HANSEN, 2014). Nossa intencao é utilizar essa decom-
posicao para reescrever aplicacoes em fungao de outras ortonormais, como ja provamos
que a integral definida é uma func¢ao valida como produto interno, é possivel perceber que
as séries de Fourier sao exatamente uma combinagao linear de fungoes trigonométricas or-
tonormais. A principal diferenca, no entanto, é que estaremos lidando agora com espagos
vetoriais de dimensao infinita. Apresentada a principal ferramena em espagos de dimen-
sao finita, a decomposi¢ao de vetores em uma base ortonormal, vamos agora extender o

conceito para espacos de dimensao infinita.

2.3 Definindo a Série de Fourier em espacos de Hilbert

As séries de Fourier possuem espagos especificos de interesse, em aplicagdes prati-
cas, precisamos de dados iniciais. Por mais informagoes que tenhamos, é impossivel rea-
lizarmos um calculo sensivel com computadores: nossos dados representam um conjunto
discreto, do contrario, teriamos infinitas operacoes, e portanto precisariamos também de
um tempo que nao seja finito. Porém eles nao serao os unicos a estudarmos. Principal-
mente porque considerando exemplos mais simples, a intuicdo pouco muda de um para
outro, portanto, comegar com um espacos menos abstrato é benéfico para a absor¢do do

conhecimento.

Isso se traduz no fato de utilizarmos diferentes bases em nossas decomposi¢oes
ortogonais. Se nossos dados sdo discretos, nao modelados por uma funcao, faz sentido
utilizarmos uma lista, uma énupla x = (z1, 29, ..., x,). A base escolhida de um conjunto
desta natureza é utilizada no Calculo da Transformada Discreta de Fourier. No entano,
considerando que as séries de Fourier sao escritar utilizando bases de dimensao infinita,
vamo estudar esse aspecto de espacos vetoriais primeiramente. A primeira vista, pouco
muda quando expadimos nossas defini¢bes para conjuntos de infinitas dimensoes, tanto

que introduzimos alguns exemplos de produto interno para espacos de fungdes sem muitas
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dificuldades. Porém, surgem novos conceitos e, com eles, algumas limitacoes, em especial
na formulagdo de uma norma que seja conveniente. Seja {u,v} e {z,w} vetores perten-

centes respectivamente a R>* e C*°. Um produto interno entre eles se da na forma:
[o.¢]
(u,v) =3 u;
i=1

o
(z,w) =) zw;.
i=1

Repare que as énuplas de R* e C*> podem ser vistas como sequéncias: dado um
vetor z qualquer, termos que a componente x; pertencente a z representa o iésimo termo
da sequéncia equivalente s, : {1, zs,...,2;,... }. Logo, ndo é estranho pensar que, dadas
as propriedades ou caracteristicas que podemos estudar em diferentes sequéncias, também
haverao propriedades equivalentes quando traduzidas em vetores de R* ou C>*. A fim
de diminuirmos a quantidade de equacoes daqui pra frente, vamos tratar os elementos
puramente reais como casos particulares dos complexos, além disso, vamos adicionar um
indice K para generalizar a ideia de corpo algébrico, sendo devidamente substituido por
R ou C.

Naturalmente, como estamos falando de sequéncias, vamos estudar a convergéncia
sobre o ponto de vista topoldgico, isto é, trataremos essa questao de forma similar a
que estudamos usualmente em cursos de analise na reta. Utilizaremos os novos conceitos
introduzidos, em especial, vamo olhar sob a 6tica das métricas, que, por defini¢do, tratam
da no¢ao de distancia entre diferentes elementos de um determinado conjunto (HANSEN,
2014).

Definigao 2.5 (Sequéncias Convergentes) Dada uma énupla = = (x1,zs, ... ), deno-
tada também por (z;) | i € N, representando um vetor pertencente a um espaco vetorial
E tal que lim,,_,~or, = L, e uma constante £ qualquer positiva, existe um N tal que, para

todo n maior que N, d(x,, L) < €.

Repare que como a métrica é uma fungao que toma dois elementos de um conjunto,
podemos inferir que L pertence a ‘E. Além disso, perceba que esta definicao é uma extensao
do conceito presenciado em Anélise na Reta: ao utilizarmos a métrica euclidiana no espago
vetorial R, obtemos que a fungao distancia d(z,, L) < ¢ se traduz em |z,, — L| < €. Ainda,
podemos pensar no caso em que uma sequéncia se aproxima de um determinado L, que
por sua vez nao seja necessariamente um elemento de E, por consequéncia, nao sendo
uma sequéncia convergente, ou seja, o limite da sequéncia nao pertence ao espaco vetorial
original (HANSEN, 2014).
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Defini¢ao 2.6 (Sequéncias de Cauchy) Dada uma énupla x = (21, z5,. .. ), denotada
também por (z;) | i € N, de um vetor pertencente a um espago vetorial £, é dita ser
uma sequéncia de Cauchy se existir uma constante € qualquer positiva e um N tal que,

para todo n e m maiores que N, d(Z,, z,) < €.

Em outras palavras, para uma sequéncia ser considerada de Cauchy, temos que a
partir de uma determinada instancia os elementos de (x;) ficam cada vez mais préximos.
Novamente, isso nao implica que a sequéncia seja convergente, ou seja, que o limite da
sequéncia seja um elemento de £. Um exemplo bastante difundido, citado em Lima (2020),
Hansen (2014) e Oliveira (2018), é o de uma sequéncia @,, de niimeros racionais que se
aproximam de um determinado nimero irracional. Esta é uma sequéncia de Cauchy, porém
nao é uma sequéncia convergente quando ‘£ = Q. A convergéncia somente ocorreria caso

£ =R, ja que teriamos o limite L contido em .

Porém, podemos inferir o contrario? Um sequéncia convergente implica em ser
também de Cauchy? De fato, tome z,, e x,,1 como elementos de uma sequéncia conver-
gente com um n suficientemente grande, logo d(z,, L) < &, positivo, pela definigdo de
sequéncias convergentes é facil perceber que d(L,z,,1) < &,, também o é. Para deter-
minado &, < &,, teremos m > n + 1, tal que d(x,,,L) < €, e d(L,x;m+1 < €5). Na
perspectiva de e; sempre ter sua existéncia garantida, temos que o conjuntos das possiveis
distancias entre x; e x;,1 estarda sempre contido no conjunto de possiveis distancias entre

x; e xjy1 para todo ¢ > j. Assim, d(z;, z,41) < €2;, como mostra a Figura 9:

o en L ey T
P(d(zn, L) < €3) = P(d(tps1, L) < £,) = 1
Tm em L eptmi

V em < En, P(d(xmaxm—&-l) C d(xmmn—&-l)) =1

i g L Ei L

Em suma, P(eg; < €;4x) = 0 = Seq. Convergentes sao de Cauchy.

Figura 9 — Visualizacao das distancias, centrado em L.

Antes de seguirmos em frente, vamos relembrar que mostramos através da De-
monstragao 2.1 como uma métrica pode ser obtida através de uma determinada norma,
fazendo d(u,v) = |ju — v||, dados u,v € E. Quando combinamos este resultado com a

Demonstracao 2.6, que prova que uma norma pode ser obtida através de um produto
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interno, realizando |ju|| = \/{u,u), é facil notar que podemos obter uma métrica a partir

de um produto interno, de forma que d(u,v) = ||[u — v|| = /(v — v, u — v).

Com as defini¢oes de convergéncia entendidas, ndés podemos definir uma classe
de espacos vetoriais denominada de espacos completos, quando todas as sequéncias de

Cauchy em um determinado espaco E convergem, também, em .

Definig¢ao 2.7 (Espagos de Hilbert) Denominamos como espacos de Hilbert os espa-
¢os vetoriais com produto interno cuja métrica induzida os categorizem como espacos

completos (OLIVEIRA, 2018).

Defini¢ao 2.8 (Espagos de Hilbert) Denominamos como espacos de Hilbert os espa-
¢os vetoriais com produto interno cuja métrica induzida os categorizem como espacos

completos.

Em outras palavras, para que um espago métrico ‘£ seja considerado completo, é necessario
que a partir de um n natural suficientemente grande e uma constante € arbitraria, qualquer
sequéncia de Cauchy da forma (x,zs,...) tomada em E, tenha, pelos exemplos usuais
de métrica e norma induzidas, d(z,, L) < €, tal que L seja um elemento de E e igual a
limy, 00Ty Isto é, tomando como exemplo o espago de Hilbert R*>, 3 N e N | V n >

N, tn = i1 2+ [on —vaaP <2 | c €R2

Como estamos tratando de normas, repare que, como pré-requisito, faz-se necesséa-
rio que esta seja bem definida em um espaco vetorial. Perceba que os espagos apresentados
R> e C* apresentam alguns problemas caso procedamos de forma descuidada. Tomando
R*> como exemplo, e definido o produto interno usual, com normas e métricas induzidas,
respectivamente, como ||ul| = 1/{u,u) e d(u,v) = \/(u —v,u — v), dados u,v € R*>. Te-

mos, entdo, que o vetor u = (uq, usg, . .. ) terd como norma \/]u1|2 + |ug|? + - - -. Dada uma

énupla * = (x1,x9,...,7;,...), ji caracterizamos a sequéncia s, : {x1,Ta,..., T ...},
e se queremos agora realizar uma soma infinita, utilizamos o conceito de séries, ou seja,
chamaremos a série respectiva ao vetor x como S, = x1+x2+---+x;+---. Fica claro que
nao podemos admitir que estas fungoes atendem as propriedades requeridas de norma e
métrica pela possibilidade de divergéncia para inifitos elementos de E. Contornamos este
problema selecionando subespacos vetoriais bem definidos a partir das caracteristicas de

seus elementos.

Primeiramente, lembremos da visao de cada énupla como uma sequéncia. Para o
caso da sequéncia nao ser limitada, teriamos divergéncia garantida ao realizar o somatoério,
portanto, nos atentaremos para sequéncias que convergem absolutamente. Nestes casos,

garantimos logo de principio a existéncia de um supremo e podemos avaliar a possibilidade
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de que seja uma norma valida a seguinte funcao:

[2][fxg = sup |2il. (2.15)
1€N

Demonstracao 2.7 De fato, a primeira propriedade de norma é direta, visto que para

z # 0 temos garantida a existéncia de ao menos um z; # 0. Por 1.8, temos que ||Az|/jx) =

1€N 7
utilizando 1.8, que:

sup |Az;| = |A|-sup |z| = |A|-||z]|jx. Por fim, seja s = sup |z| e r = sup |w|, temos, também
eN ieN ieN

|z + wl|jx) = sup |z + wi| <supls+r|=|s+7r] < |s|+ ||
iEN ieN
= sup |z;| + sup |w;|
ieN iEN

= [zl + [l

No entanto, uma sequéncia convergente nao implica que a soma de seus elementos se

11

v 513---), tal qual

traduza numa série convergente, basta tomar como exemplo v = (1

1 _ > 1
a sequéncia equivalente seria s, = () com ¢ € N, cuja série da forma S, = E - é
7 —
=1

divergente conforme a Eq. (1.2), ainda que o limite da sua sequéncia s, seja 0. Esse
problema, no entanto, nao ocorre quando trabalharmos com alguns elementos como u =
(1, %, %, ...), cuja série S, é comumente denominada como série geométrica. Fica claro
que a funcao definida por:

Izl = > I2il, (2.16)
=1

é uma norma vélida para elementos como wu, cuja série é convergente por Eq. (1.5), visto
que todas as propriedades de normas sao diretas ou analogas as propriedades de médulo
(Eq. (1.8)). Também é visivel que esta é a || - ||; definida para um vetor de infinitas

dimensodes.Ainda nesta linha de raciocinio, nossa préxima norma seria andloga a || - ||z

E interessante notar que como estamos tratando de sequéncias que tendem a zero,
lidamos com nimeros em mddulo contido no intervalo (0, 1), e uma forma de descrevermos
séries convergentes é destacando o rapido decaimento de seus elementos. Decaimento,
este, acelerado ao elevarmos tais nimeros alguma poténcia maior do que um. Estudando

. 1 o . L.
a fungao f(z) = — como um limite superior da série
x

> 1
Se=3

i=1

, fica claro esse tipo de situagdo, como mostra a Figura 10.
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Sl i
2 479" 16

1 9 3 4

Figura 10 — Série 5,2 vista como uma aproximagcao da area de f.

Na Eq. (1.5) foi mostrado um caso de uma soma menor ou igual a estudada di-

vergente, implicando a série estudada em questao divergir. Agora, faremos o contrario,

o 1
1 X

mostrar que:

implicaria em S,2 convergir. De fato:

o0 1 a -1
/ — dxz = lim 2 dzr = lim T
1

T2 a—o0 Jq a—oo —1 |1
1 1
= lim (- — -
a—oo \ | a
=1.
Portanto, podemos afirmar que embora v nao convirja na norma analoga a || - ||1,

podemos obter a funcao

oo
12113° = (2.17)
equivalente a norma || - ||2, € que, por sua vez, satisfaz as condigoes de norma para vetores
como v, assim como para aqueles que, assim como u, convergem em || - ||;. Surge, enfim,

uma forma de generalizar alguns espagos vetoriais discretos, ou seja, que possuem uma
propriedade enumeravel, assim como as énuplas de R* e C*: a partir da norma de seus
elementos. Em toda a literatura aqui citada, foi convencionado o uso do simbolo [ como

base de identificacdo dessa classe de espagos vetoriais, seguiremos com a mesma notacao.

Construimos, entao, dois espagos vetoriais distintos, subconjuntos de C*, portanto

herda suas operagoes principais: [, cujo conjunto é a uniao de todos os vetores que

convergem com a norma || - [|3°, e ly, cujo conjunto é a unido de todos os vetores que
convergem com a norma || - ||3°. Repare que s@o conjuntos nao excludentes, visto que se
um vetor converge com a funcao || -[|3°, é garantido que ele também convergird com || - ||5°,

dado que para qualquer z € C*, temos que 0 < |z]? < |2| < 1.

Analogamente as sequéncias e séries de elementos pertencentes a C*, também é

possivel estendermos os conceitos apresentados para os espagos métricos de fun¢des. Como
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estamos olhando sob a Otica de espacos de Hilbert, temos o questionamento: do que se
trata uma sequéncia de fungoes? Nao é um conceito tao intuitivo, mas algebricamente pode
ser tratado exatamente igual tratamos sequéncias até entdao. Uma sequéncia de fungoes,

logo, podera convergir em uma funcao especifica ou divergir.

Observe que a Figura 5 é justamente a representagdo de uma série convergente
de fungoes, o que talvez nao tenha sido visto anteriormente, agora se torna algo trivial
ao repetir. Este também é um caso de fung¢odes continuas convergindo para uma funcao
descontinua, logo, a primeira propriedade limitadora de nosso conjunto é encontrada:
queremos que a série convirja em um elemento do proprio conjunto, logo, £, de cara, ja
deve conter ambas fungoes continuas, quanto fungoes descontinuas. De forma analoga ao
exemplo de uma sequéncia cujo limite ¢ um nimero irracional, inferimos que o espago
de fungdes continuas C? utilizado no exemplo de norma da Figura 8 ndo é um espaco
completo. Resolvemos o primeiro caso adicionando os niimeros irracionais aos racionais,
ou seja, quando passamos dos Q para os R, esse processo de obter um espago métrico
completo é o que chamamos de completamento (OLIVEIRA, 2018) e é o que vamos buscar

realizar em Cg .

Além disso, queremos obter um produto interno para espacos de funcgoes, tanto
reais, quanto complexas. Para fins didaticos, vamos nos ater as fungoes reais inicialmente.
Definidas as propriedades necessarias, entao caracterizamos nosso conjunto tomado para

formar o espaco de fungoes, assim como foi quando tratamos dos espacos [y e [s.

Considere as fungoes
fR—=-R e g:R,—-R

definidas no intervalo real [a, b], de carater arbitrario, como mostra a Figura 11.

; ;

Figura 11 — f e g originais e arbitrarias.

Vamos construir o produto interno entre ambas as fungoes a partir da aplicacao
que j& estamos familiarizados, definida em Eq. (2.8). Repare que as énuplas de elementos
pertencentes ao conjunto C*> sao, no entanto, discretas, ou seja, enumeraveis, logo, vamos
fazer o mesmo para nosso dominio [a,b], e tentemos aplicar a fungdo da Eq. (2.8) para

nossas discretizagoes de f e g, como mostra a Figura 12.
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a az az a4 a5 Gg A7 AaAg }

Figura 12 — f e ¢ discretizadas em nove pontos.

Apontaremos nossa discretizagdo com o indice d. Temos entdo, as fungoes f; e gq4:

fd = {f<a>7f(a2)7 f(a3>7 SRR f(b)}’
gd = {g(a)ag(a2)7g(a3)7 s ,g(b)},

e a aplicagao:

{fa,9a)a = f(a)g(a) + f(az)g(az) -~ + f(b)g(b).

No entanto, esta aplicacdo percorre infimamente nossas fungoes f e g originais,
pois estas sdo a uniao dos infinitos pontos f(i) e g(i) | a <i <b. Logo, o que queremos
fazer é incluir mais pontos, todos os pontos de f e g. Nisso encontramos duas particulari-
dades. A primeira é que diferentemente das énuplas pertencentes a C*°, um intervalo real
é nao enumeravel (LIMA, 2014), além disso, como vimos na problemética de vetores per-
tencentes a espacos de infinitas dimensoes, é comum que as séries destes vetores divirjam.

E interessante, portanto, conter nosso produto interno.

Para resolver ambas as problematicas de uma vez, vamos reutilizar a ideia da prova
da convergéncia de de S,2, utilizando o teste de convergéncia de séries por integrais. Este
teste nos diz que é possivel tratar uma série como uma integral de Riemann, com os
retangulos de base A, = 1, implicando que cada elemento da série possui um peso igual
a 1. Em nosso caso, queremos obter uma série que contemple todos os f(i) e g(i) de
nossa funcgao. Utilizando a métrica usual para R, na Figura 12 podemos ver que o nosso
dominio esté discretizado pela distancia de A, = Z”T‘l, e portanto cada ponto deve possuir
tal peso. Para que f(b)g(b) ndo extrapole nosso intervalo, vamos visualizar uma integral
de Riemann agindo sobre a funcao h = f - g, e sua discretizacao hg, e considerar apenas

até f(ag)g(as) na Figura 13.
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a az asz a4 a5 Gg Q7 AaAg }

Figura 13 — A funcdo h = f - g discretizada e devidamente ponderada por A,.

Utilizamos a funcao hg, pois a altura de cada retangulo de nossa integral de Rie-
mann serd justamente h(a) = f(a)g(a),h(a;) = f(a1)g(ar),...,h(as) = f(ag)g(as), que
sdo justamente os termos da soma obtida por (f4, gq)q. Perceba, portanto, que conforme
utilizarmos mais pontos de f e g originais, menor tera de ser a distancia discretizada, por
consequéncia, é possivel obter uma funcao que contemple todos os pontos de f e g se

aplicarmos um limite em A,, ou seja, calcularmos a integral definida em [a, b] de h:
b
lim hy- A, = lim (fi, ga)als = / F(@)g(@)d,. (2.18)
Az*)O AIHO a

Observe que utilizamos duas fungdes reais, portanto (fq, g4)q retornou apenas va-
lores reais pois g(i) = g(i). Entdo, vamos generalizar nosso conceito considerando f e g
fungdes integraveis no intervalo [a, b]. Definimos o produto interno entre f e g como a inte-
gral definida neste intervalo de f pelo conjugado de ¢, assim como os exemplos anteriores

de produtos internos. Logo:

(.9 = [ 7)ol dta), (2.19)

Vamos mostrar que esta definicdo é um produto interno valido, novamente, apenas para

o caso de complexos:

Demonstracao 2.8 Note que as trés primeiras propriedades sao imediatas, novamente

pelas defini¢oes de complexos, e visto que a integral é uma soma:

provando a Propriedade 1;

(O 1) = [ M@ de) = [ g ) = A (),
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tal qual a propriedade 2;

(4 hag) = [ 1)+ b)) 9 de = [ (@)gla] + ha)gla] da
= [ #ayt@ do+ [ n(w)at)
= {f,9) +(h,9),

satisfazendo a Propriedade 3. Por fim, temos que provar que dada f # 0 = (f, f) # 0.
Por hipdtese, f# 0, implica na existéncia de algum ¢ € [a, b] tal que f(c) # 0. Caso f seja
um fungao continua ou continua por partes, f(c) ndo é um ponto isolado e portanto existe
um € > 0 tal que a integral no intervalo ¢ — €, ¢ + € é diferente de zero. Das definicoes de

ntimeros complexos, temos que zZ = |z|?. Logo,

(f. f) = / bf(x)%d(x) = / b| F@))? > 0.

Assim como Propriedade 4. No entanto, Hansen (2014) ocorre de uma fungao g retornar
0, exceto por um conjunto enumeravel de pontos, definindo-a como 0 em quase todo lugar.
Estes pontos nao afetam nossa integral e portanto (g, g) = 0, também, o que implica que
trataremos g = 0, assim como fungoes que diferem apenas em um conjunto enumeravel

de pontos, iguais em quase todo lugar, serao simplesmente consideradas iguais.

Conforme ji demonstrado por Eq. (2.6), podemos definir a seguinte norma como
a raiz do produto interno de um vetor com ele mesmo, portanto, vamo utilizar o produto
interno ja demonstrado como vélido em Eq. (2.19), cujas propriedades continuarao a ser

atendidas neste conjunto, para definir a seguinte norma:

7=\ [ s as = [ 17y = (2.20)

Repare que esta norma é semelhante a || - ||3° em sua construcdo, sendo a raiz
quadrada de uma soma de termos elevados ao quadrado, portanto, a denominaremos

como || flo. Além disso, é plausivel que

b
£l = [ 17 dz,

também seja uma norma valida. A demonstracgao é trivial, dado que para qualquer f # 0,
temos garantido que [”|f(2)| dz > 0. Pelas propriedades Eq. (1.14) de integrais e de

modulo 1.8, temos a segunda propriedade de norma garantida, obtemos

15+l = [ 17) + g2 dz < [ 7] +1g(2)] az
= [l s+ [[lo)] az

= [Ifllx + llgll-
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Limitamos nosso conjunto, entao, para o de fun¢des que sejam simplesmente ab-
solutamente integraveis com as mesmas operagoes principais ja definidas até entao, e cuja
integral seja finita. Analogamente aos espacos criados anteriormente, temos que: o con-
junto de todas as fungoes que atendam a norma || || é denominado por L?, assim como

o conjunto de todas as fungoes que atendam & norma || f||; é denominado por L.

Este é um ponto delicado, as provas de que CV, 2 ', e L? sdo exemplos de espacos
de Hilbert nao estao no escopo deste trabalho por utilizar de um conteiido mais avancado,
assim como a prova que a base L? 2, a ser apresentada, realmente gere todo o espaco. Este

serd o topico a seguir.

Vale lembrar que as bases sao inerentes a todos os espacos vetoriais, e como tra-
balhamos subconjuntos individualmente quanto a convergéncia de suas normas, ¢ justo
inferir que suas bases também serdo distintas entre si, e é justamente o que buscaremos.
Conforme estudamos na se¢do de Projecao Ortogonal é preferivel que obtenhamos bases
que sejam também Ortonormais e, como vimos, basta normalizarmos um conjunto de

vetores ortogonais, conforme Eq. (2.13).

Portanto, cabe o questionamento, porque utilizamos as fungdes trigonométricas?
H& mais de uma resposta, ou pontos positivos nesta escolha. O primeiro ponto é que como
estamos tratando de fungoes ortogonais, encontrar fungoes que sejam impares é de grande
valia, pois como fungoes impares sao tais que f(—z) = —f(z), é garantido que a integral
definida em um intervalo simétrico especifico retornara zero. Ora, a funcao seno é uma
aplicagdo impar, e cosseno é uma funcao par, ou seja, f(z) = f(—=z), logo, temos que
a multiplicacao entre ambas retornara uma funcao impar. De fato, basta tomar f sendo
fmpar, e g, par: temos entao que f(z) = —f(—z) e g(z) = g(—z), o que implica que
(f(z)-g(@)) = =f(=2) - g(—x) = = (f(—=2) - g(—x)), ou seja, f(z) - g(x) ¢ mpar. O que
implica que ¢ facil de encontrar um intervalo o qual o produto interno entre tais fungoes

retorne que ela sejam ortogonais, como mostra a Figura 14.

—1 +

Figura 14 — Qualquer intervalo simétrico entre fung¢ses impares retorna uma integral nula.

Outro motivo é o fato de podermos utilizar a identidade referenciada em 1.3 para

facilitar a alvebra envolvida. Identidade, essa, que pode ser facilmente alcancada da Série

1 Caso seja de interesse do leitor ver uma prova de que [? é um espaco de Hilbert, consulte (LIMA,

2020).

2 Para uma prova que o conjunto gera L?, ver (OLIVEIRA, 2018).



2.3. DEFININDO A SERIE DE FOURIER EM ESPACOS DE HILBERT 38

de Taylor, ver a prova em 1.17. Por fim, sdo também fung¢oes peridédicas, logo a soma delas

representam bem aproximacgoes de fungoes originais que também o sejam.

No entanto, ainda é possivel estendermos a ideia para fungoes verdadeiramente
aperiodicas, que serd o caso apresentado em tltima instancia na secao Transformada de
Fourier. Inicialmente, voltamos nossos olhos para as fungoes periddicas, a lembrar, se
f(t) é periddica, entao existe um 7' chamado de periodo, ou periodo fundamental, tal que
f(t) = f(t+T). O ponto chave é que estudando um tnico periodo, correlacione com a
ideia de intervalo, estamos olhando ao mesmo tempo para a funcao inteira. Cabe, entao,

definirmos este intervalo de modo que a base escolhida seja ortogonal.

Uma forma de diferenciar as bases a serem utilizadas pode ser a quantidade de
dados que se tém disponivel. Caso tenhamos em mao todos os pontos de um periodo, temos
a propria funcdo e portanto cabe utilizar uma base de fungoes. Caso tenhamos apenas
amostras discretas do objeto a ser estudado, entao utilizaremos uma base da forma de
énuplas, de maneira bem similar a adequacao mostrada do produto interno, como mostra

a Figura 15.

VAR V.V IV, vmn v s R B
o o < o o o
Figura 15 — A esquerda, uma funcéo f € L?; a direita, N amostras de f: utilizamos C.
Definigao 2.9 (Transformada Discreta de Fourier) Seja e = {e,} uma base orto-

normal finita ou nao, e um conjunto finito ou nao de dados arbitrario f Chamamos os

elementos da forma:

(f,en), (2.21)
de Coeficientes de Fourier. No caso de n € N e f € L?, temos
f= > (f.en)en (2.22)
como a Série de Fourier de f. Paran € N | 0 <n < N — 1 e uma sequéncia f
N-1
f=2> (enen (2.23)
n=0

onde (f, e,) é chamada de Transformada Discreta de Fourier (DFT).
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3 Observando as diferentes decomposicoes

na pratica

Sabemos que as fungbes trigonométricas sao periddicas, mas como exatamente
descobrimos o periodo 7T de cada aplicagdo de maneira rapida e simples? A resposta pra
essa pergunta é simples: normalizando o dominio. Com isso, entramos com a ideia de
frequéncia. E interessante realizarmos essa mudanca de visualizacdo, sendo uma forma

clara de perceber as diferencas entre funcoes de diferentes argumentos.

3.1 Bases para Séries de Fourier a luz de frequéncias

Vamos olhar para uma fungao que temos bastante familiaridade: cos(t). E visfvel
= cos(t+
2km), o que implica que nosso periodo fundamental serd obtido quando k = 1 e serd

que sua periodicidade esta representada no circulo trigonométrico, ou seja, cos(t)

T = 27. Quando modificamos no entanto nossa aplicacdo para cos(27t), entendemos
que ela ird percorrer o circulo trigonométrico "2m vezes' mais rapidamente, e portanto
chegamos em cos 27t = cos(2nt 4+ 2km) = cos[27(t + k)], o que implica que agora T = 1.
Em outras palavras, T é o tempo com que o argumento da funcdo percorre uma vez,
a primeira vez, o circulo trigonométrico. Repare, ainda, que multiplicando o argumento
de nossa fungio por 27, normalizamos o nosso perfodo multiplicando-o por (27)~!, como

mostra a Figura 16.

1] f =cost 1 f = cos2rt

—1 + —1 +

Figura 16 — T = 27 a esquerda; T =1 a direita.

De forma anéloga, ao dividirmos o argumento por 7', estamos multiplicando o pe-

riodo por T'. Para obtermos diferentes frequéncias, adcionamos a variavel k£ no numerador,

ol seja, a0 escrevermos cos %, estamos sinalizando que em ¢ = 1", possuimos exatamente

k ciclos. Na Figura 17 é possivel perceber como é simples de entender essas informagoes.
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cos 2tk /T sin 27tk /T
1] k=1 17 k=1
T \/‘
—1 —1
k=2 k=2

AR AT

Figura 17 — Com o Periodo Fundamental = T', encontramos diferentes frequéncias variando-se
k.

Designamos para as série de Fourier e Transformada Discreta de Fourier reais,
bases compostas de sinusoides como os da Figura 17. Variando-se a frequéncia k pelos

numeros naturais uniao zero, temos o conjunto:

2wkt 27kt
e’“[SFR]:{COS( T )’Sm( T )}

com k pertencente aos naturais uniao zero, como uma base ortogonal para nossas Séries

de Fourier puramente reais, a qual sera normalizada.

A partir das bases obtidas, fica claro que uma combinagio linear de e,jgrr] =
{cos(2mtk/T), sin(2ntk/T)} resultard numa expressao tal qual apresentada no inicio do
nosso trabalho em Eq. (2.1), onde o ap nada mais é que o coeficiente do vetor cos 2tk /T, k =
0. O fato de que a fungao que foi utlizada na Eq. (2.1) ser absolutamente integravel advém
do fato de existéncia de sua norma em L', o que, por si s6, ndo garante a sua convergéncia,
e, finalmente, o termo L é analogo a T'. Em meio a todas as literaturas referenciadas neste
trabalho, varias formas de se escrever a equacao da série de Fourier sao utilizadas, o que
pode confundir um pouco o leitor a primeira vista, vamos explicar como todas elas sao

equivalentes e querem carregar a mesma informagao.
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Inicialmente, recordemos a partir da Figura 17 como o periodo fundamental de
nossas fungoes pode ser escrito como o inverso multiplicativo de nossas frequéncias. A
Eq. (2.1) utiliza as fungdes de argumento 7mnx/L, neste caso, n estd fazendo o papel da
frequéncia k, e os limites de integracdo —L e L implicam que o nosso periodo T esta

escrito em funcao de L, ou seja, para

n:k,x:t%sin(n—zx) :sin(%;t) =L = g (3.1)
Observacgao 3.1 A Eq. (3.1) faz sentido, afinal, estamos procurando por intervalos simé-
tricos, e de —L a L, estamos integrando sobre exatamente um periodo. Esta é a explicacao
de como pode-se encontrar diferentes formas de se escrever a Série de Fourier, ndo somente
os intervalos de integracao dependem do periodo da fun¢ao, mas este também depende da
troca ou nao de variaveis no argumento da base escolhida. Além disso, ainda é necessario

normalizar a base, adionando diferentes constantes a equagao. Perceba alguns exemplos
na Tabela 3.1.

Esta normalizacao, por fim, explica o fato de o coeficiente ag estar dividido por
dois na Eq. (2.1). Como precisamos encontrar a norma de cada vetor da base, vamos

aproveitar e obter esse resultado a partir da verificacdo da ortogonalidade da mesma,

ensray ) = (1) { (cos (270 o <2ﬂkt>>}kk/0;
(s () (7))}
(e (7)o (7)),

Dessa forma, quando & = k' em (1) ou (2), basta obtermos a raiz quadrada e

fazendo:

teremos a norma de tal vetor.

(1) : it 2mk't)\ _ /T 2kt 2kt
.\ COS T , COS T = 0 COS T COS T ;
@) (sin [ FH) i (ZF0) 2 /Tsin arkt\ (omk't)
' T ’ T - 0 T T I
UL mht Tkt . k't
@)+ {oos (225 sin ()Y = 1" cos (2280 i (278 a
: { cos R ;S T =/, cos T S - ‘
2

Pelas relagoes trigonométricas de seno e cosseno em Eq. (1.

), podemos trabalhar

as integrais a seguinte maneira:
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T 2kt 21kt 1T 2r(k + k')t
(1)./0 COS<T>COS< T )dt_Q/o cos<T>dt
1
2

T 2mkt 2rk't 1 /T
(3):/0cos<7;>sin<7TT )dt:2osin
Pela relagao trigonométrica (3), temos que a integral é sempre 0:

T 9 !
/ sin (ﬂ(k Lk )t> dt = —
0 T

ek 1T
T - cos (W) T -cos(2m(k £ k) N T - cos(0)
2m(k + k') N 2m(k £ k') 2m(k + k')

T T
=0.

Tk £ k) 2m(k £ K

Para k = k' = 0, temos que:

T 2 21k't 1 /T 1 /T
/ cos () cos ( T > dt = —/ cos(0) dt + 7/ cos(0)dt =T
0 T 2 Jo 2 Jo

wkt

T
T (9 ok 1T 1T
/ sin (m) sin< ”kt> dt = f/ sin(0) dt — f/ sin(0) dt = 0.
0 T 2 Jo 2 Jo

(1) :
(2) :
Ainda,

T 9 /
0 T

logo, para k = k' # 0, temos:

T 2 27kt 1T
/0 cos () cos( T )dt—O—l—2 ; cos(0) =
T

kt T

T 2

T 2rkt 2rk't 1 (T T
/0 sin<T>sin< z )dt:2/0 cos(O)—l—O:E.

, T
T sin (W) _ Tsin(2n(k+k)) 0 (3.2)
- 2n(kxk) 7 |

(1) :
(2):
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Finalmente, para k # k', nenhum termo se cancela para cos(0) antes da integracao,

portanto, por Eq. (3.1), temos

T 2kt 21kt
(1)./OCOS<T>COS< T )dt—O
T (2nkt\ . (2nk't
(2)./0 sm<T>s1n< T >dt—0.

Vemos que o vetores de eyspr) = {cos 2mtk /T, sin 27tk /T'}32, possuem duas nor-

mas, uma em especifico apenas para o caso de k = 0. A fim de clarificacdo da es-
crita, reescrevermos o conjunto ortogonal com a parcela & = 0 destacada: eygpr) =
{1, cos 2tk /T, sin 2ntk /T}32,. A base ortonormal Ejspg) ¢ obtida utilizando o processo

de normalizagdo descrito pela Eq. (2.13):

A lersrrll = 1= A=,  Eisrr] = A €ksFR]
lexnsrrll

12 (omtk\ 2 (2mtk\|
Ek‘[SF]R} = {\/;, \/;COS (T) s \/;Sln <T> }k_l . (33)
Desta forma, o calculo da série toma a seguinte forma:
f= ZfEkEk [ s \[dt\f
2 2mtk 2 2mtk
—I—Z /o f(t)\/;cos< T )dt-\/;cos (T)
< [ 7 2 (2mtk 2 (2mtk
)/ =sin | —— | dt - /= sin | ——
—l—kz::l /0 f()\/;sm< T) \/;sm<T>
Coletamos as constantes das normalizagoes para junto das integrais:
=YL EOB = 7 [ ft)ar
k=1 0
<112 /T 2ntk 2ntk
+k§1 HT/O f(t) cos (7; ) dt] - oS (7; )]
<112 /T 2mtk 2mtk
+kz::1 HT/O f(t)sin <7; )dt] - sin (7; )1 .
Por fim, rescrevemos estas integrais pelos coeficientes a e by e deixamos apenas

2rkt 2mkt
ag + Z ay, cos ( 7; ) + by sin (9) (3.4)

ag = ;/OT £(£) dt (3.5)

um somatorio:



3.1. BASES PARA SERIES DE FOURIER A LUZ DE FREQUENCIAS 44

T/ ) cos ( 7rtk’> dt,k > 1 (3.6)

T/ ) sin ( ”tk> dt, k> 1. (3.7)

Observando que aq é justamente da forma de a; com k = 0, exceto pela constante mul-

a
tiplicada por dois, é comum simlpesmente escrever 50 na Eq. (3.4) e £ > 0 na Eq. (3.6),
excluindo a necessidade da Eq. (3.5). A seguir temos alguns exemplos de escritas usuais

das séries de Fourier.

E possivel carregar ambas as informagoes, senos e cossenos, a partir de um tnico
vetor. Essa é uma das vantagens da utilizacdo dos nimeros complexos. A partir das

identidades referenciadas nas Eq. (1.25) e Eq. (1.26), é possivel estabelecermos bases

o 12kt te B 12wkt
<2mk> P\ *P T
COS =
T 2 (3.8)

() 2 (5) e ()
T 2%

complexas, e obter:

Em outras palavras, nés temos que a base eysrr) pode ser escrita como uma combinagao

linear dos vetores ey(spc), com k € Z. Vejamos,

T i2mkt i2mk't T,
— e — T
/0 exp( - )exp( - )dt /0 e dt )
e, para k # k'

/T 2wkt _i2nk't dt—/T i2m(k — k')t gt
| exp | —— | exp T =) exp | —

Para k = k':

T i2m(k — k)|
“waew ()]
T . '
= o W) lexp (27 (k — ') — 1]
T , .. ’
— e W) [cos(2m(k — K')) +isin(2m(k — k') — 1]

=0.

Portanto, de forma analoga ao modelo real, temos respectivamente, a base orto-

normal complexa, e a Série Complexa de Fourier:
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Funcoes utilizadas Bases Ortonomais utilizadas

|1 /1
Sem mudanca de varidvel ) Normalizada por 7 e/—
™
sin(kz), cos(kx) {1/ 1/— cos (kx) 1/— sin (k:x)}
o’ o1
nrx\ 2 /1 /
Mudanca de variavel: x para (L) Normalizada por 5L ©
sin(nmx/L cos(nmx/L) {HQL ’/ @ ,/zsin (mrx)} .
., 2kt ®)
Mudanga de variavel: x para T Normalizada por
1 2kt 2 2rkt
sin(2mkt/T), cos(2mwkt/T) {1 / T ”T Cos (21) , ”f sin (;) }k:1

Formato final da Série de Fourier

(1): ap + > _ak cos(kxz) + by sin(kz), com limites de integracdo [—m, 7] ou [0, 27];
k=1

(2): ap + Zan cos (nz ) + b, sin <n7lr/x> com limites de integracao [—L, L];

n=1

2rkt 2kt
(3): ap + Zak Ccos ( 7TT ) + by, sin (;), com limites de integracao [0, 7.
k=1

Podendo, ainda, estar na forma %, com a; definido por k > 0.

Tabela 1 — Formas comuns de se escrever a Série de Fourier de uma fungdo qualquer.

1 orkt\ |
Eyisre) = { TGXP < T >} (3.9)

£(t) = i (f, Ey)E), = Z / \/7exp (—iQ;kt>dt-\/;€xp (i2;kt>

k=—o0 k=—o00

= 3 L L e (5 o (57

Escrita pelos coeficientes complexos de Fourier:

> cpexp (Z ;kt> (3.10)

k=—o00
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T ork
cp = ;/o f(x)exp <—Z2; t), ke Z. (3.11)

3.2 Transformada Discreta de Fourier (TDF)

Utilizaremos a mesma ideia das bases de séries de Fourier, porém agora discreti-

zadas. Portanto, para a TDF, temos que a uniao das sequéncias:

oo | F=(T/2)1=T=1 | okt k=(T/2) t=T—1
Ssen & 3 SIN ——
T T

€(k,)[DFTR] =  Scos - {COS

k=0, =0 k=0,t=0

com t, k, T naturais, que implica que T é um multiplo de 2, é uma base ortogonal para a
DFT puramente real, a qual serd normalizada. Este ¢/T surge da discretizacao do nosso
dominio em T intervalos iguais: dessa forma, é possivel obter uma sequéncia periodica.
A visualizacao da periodicidade ficara mais explicita na explicacdo do uso de nimeros

complexos logo em seguida.

Perceba a semelhanga com a Série de Fourier, a fim praticos, a DFT é nada mais
que uma aproximacao computacional, portanto, estda limitada a quantidade de dados
disponiveis, representados por 0 < ¢t < T — 1. Além disso, nosso k estd limitado a T'/2
para que haja vetores igualmente distribuidos entre senos e cossenos. Na Figura 18, um
exemplo para T = 6, ou seja 6 amostras de uma f qualquer:

1 1/6 2/6 3/6  4/6  5/6

Figura 18 — Discretizacdo de uma f qualquer.

A nossa base sera composta justamente pelas discretizagoes da Figura 17, ou seja,
cada uma delas serda um elemento da forma de sequéncia, ou énupla, de 6 elementos.
Considerando que para k = 0, retorna-se 0 para nossa funcdo seno, esta parcela serd

irrelevante:
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Figura 19 — TDF de Dimensao igual a T.

Ainda, para k = T/2, ocorre duas excentricidades: Primeiro, a funcdo cosseno
retornard valores alternados entre 1 e —1, o que, em conjunto com o vetor de k = 0,
. . - T
possui uma norma igual a /7, enquanto os outros vetores terdo norma 7 Segundo,
em k = 0, a fungdo seno retornara sempre zeros, o que torna seguro dizer que a TDF de

T = 6 é uma aproximacao de 6 vetores, 6 énuplas de 6 elementos, de 6 dimensoes, da
nossa série de Fourier original de infinitas dimensoes. De fato, os vetores ortogonais para

seis dimensoes sao exatamente:
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k=0:Co=(1,1,1,1,1,1)

1 1 11
:1: = _ — ., — _— =
k Cl (1727 27 17 272)

5= (0 ¢§\/§ V3 Jﬁ)
1 — Yy o ) 7 Ty Y T a

21 21 12 X 2 (3.12)
=2:C,=(1 ——,1,—=,—=
k CZ (7 27 277 27 2)

V3 V3 V3 V3

=0 0 )

k=3:03=(1,-1,1,—1,1,-1).

E trivial perceber que a base normalizada, realizando os mesmos processos reali-

zados para a base de infinitas dimensoes, agora para e ) (rprr):
2 2kt
\/ 7 cos
T T
AL, —1,1,...,—1]| U
—[1, — e, — Sgen -
T Y ) ? 9

Por sua vez, a expansao de uma amostra de uma funcao f qualquer, designada

k=(T/2)—1,t=T—1
1

Ewnprr) = s1: T[l’ L..., 1]] U Scos

k=1,t=0

k=T/2,t=T—1
2 . 27kt
\/ = sin )
T T

k=1,t=0

U sy

como f[t] = [fio), fayry: feyrys-- s fr—1m)], ou simplesmente f[t] = [fu/m)]{', pode ser
analisada como:

T/2 T-1
11 = AT B By = X fum 5| 3

(T/2)-1 [T-1 2 okt 2 okt
+ ;::1 2 fam Tcos< - Tcos( T
+(T/2) 1 —T—lf [ 2 (27rkt> 2 <27rk:t>

(t/T) — sin — sin
k=1 | 1=0 I T T T T
T—1 1
t t
Z <t/T)\/ —1) —(-1)
— T

Novamente, a maneira mais concisa, analoga a série de Fourier, é denota-la como:

Co L2 A orkt\ C
flt] = 20+ZCkcos< 7r ) ZSkan( 7r >+ ;/2 (3.13)
2 2mkt T
= — =0,1,2,...,— .14
Ok T ; f(t/T) COoS ( T ) ) k Oa ) ) (3 )
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2 ([ 2nkt T
Sk:T;f(t/T)Sln (T) R k:O,l,Q,...,§7 (315)

com 0 < t < T — 1. Em verdade, ¢ facil determinar as sequéncias de cossenos e se-
nos ortogonais para determinados valores de 17" pequenos, sem necessariamente utilizar-
mos a férmula apresentada. Visualmente, fica facil de entender tanto a periodicidade da
sequéncia, quanto o uso dos complexos, quando representamos a Figura 19 como circulo

trigonométrico devidamente seccionado:

k=1
0 t=3 t=0
2T
t=4 t=>
t=1;4
t=1 t=0
t=0 t=3 t=2
t=3 t=5 t=4
t=2;5

Figura 20 — Interpretagdo geométrica utilizando o circulo unitario.

Para valores como T = 6, ou T' = 12, o calculo pode ser feito a mao sem mai-
ores dificuldades, no entanto, é interessante ainda utilizar este recurso como forma de
entender intuitivamente o uso dos complexos. Perceba que os pontos destacados indicam
exatamente os valores das sequéncias de seno e cosseno, e ao dividirmos o circulo em
secoOes iguais, criamos sequéncias periddicas. Nao s6 isso, basta um esboco do circulo de
frequéncia igual a 1, que se obtém facilmente o desenho das proximas frequéncias. Por

fim, os pontos do circulo de frequéncia 1 sdo analogos aos pontos:

e = { exp (
oo

12m-1-0

6

2m-1-3

6

oo
)

O qual, perceba, é o mesmo que:

2m-1-1

6

2m-1-4

6

e
)

2m-1-2

6

12m-1-5

6

).
)}
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w_J, (i27r-1-0>e (z’27r-1-1>e (m-1-2>
e = X s — X s — X —
p o) e g ) o i)

exp (i%él.g),exp (i% . 16‘ (_2)>,exp (ZQW . 16‘ (_1)> }

Ou seja, parte dos vetores sera exatamente o conjugado de alguns previamente ja calcu-
lados, e caso seja uma frequéncia par, com k£ = 2 da Figura 20 como exemplo, nao havera
um vetor da forma exp (imn), n € Z. Portanto, excluindo o trivial exp (0), basta calcular
metade dos coeficientes e adicionar seus respectivos conjugados, otimizando o processo,
onde a parte real da sequéncia de vetores obtidos representa os valores em cos(f), e a
parte imagindria os valores em sin(f). Por conta disso, as oito imagens da Figura 19

foram reduzidas, somente para quatro na Figura 20.

De forma que, uma base ortogonal complexa utilizada para calcular a TDF de uma

i2nkt\1" !
€(k,t)[TDFC] [GXP< T )] . (3.16)
(k,t)=0

funcao é:

A principio, surge uma questao: por qual motivo agora variamos a frequéncia de
0 aT — 1, assim como t? Ha mais de um jeito de pensarmos sobre isso. Uma explicacao
a principio é que dessa forma que estaremos tratando de T vetores complexos de dimen-
sao T, ou seja, trabalharemos sob C?. Caso tivéssemos k limitado a 7'/2 poderfamos estar
tratando com um conjunto insuficiente para gerar nosso espaco. Além disso, vamos olhar

para as normas dos vetores desta base realizado o produto interno:

(b () - Eon(5722),

(k,t)=0 (k,t)=0

Para k = k', temos que a Eq. (3.17) resultard em:

T-1 20 -t T-1
Zexp<m) l=141+---41=T. (3.18)
t=0 T 0

Para k/neqk’, podemos realizar a seguinte manipulagao algébrica:

+ exp

(z’?w(k — k’T) (T — 1)>'

Pelas propriedades de exponenciac¢ao, temos que:
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o (m (k — k) ) i o <i27r(kT— k’)t) - <i27r(k —i')(o + 1))

. <i27r(k —;’)(1 + 1))

2rk—K)- (T —1+ 1))

Desta maneira, por

! i2m(k — k')t i2m(k — k') = i2m(k — k')t

2o (T) - ( > Z o <T> -
-1 2n(k — k))& i2n(k — k)t
o () (0]

os termos entre t = 1 et = T — 1 se cancelardo. Colocando o somatério em evidéncia,

j;:eXp <i27r(k:T— k:’)t) . [1 e (m(kT— k’))} ~ exp <i27r(k; ; k) - 0)

exp <i27r(k ;k’) : T>‘

temos:

Como exp(0) = 1, isolando nosso somatoério original temos que:

o (227Kt ~t o (27Kt B 1 —exp (i2n(k — F)) 210
(o (- sy o

T

Como (k — k') € Z, temos que o numerador desta fracao sempre resultard num complexo
da forma 1 — cos(2m(k — k') —isin(2w(k — k')) =1 —1—0 = 0. Além disso, é impossivel
k — k' ser um multiplo de T, j& que ambos estdo limitados a [0,T — 1], e ndo sdo iguais,
logo, nao ha posibilidade da inderteminacao %. Portanto, para k # k', nosso produto
interno confirma a ortogonalidade do conjunto.

No entanto, perceba que todos os vetores possuem uma norma igual a V7', o que

implica que o conjunto ortonomal deve ser obtido através de A = VT
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. T-1
exp ( zQ;kt )

EspFrC) [\/T (3.20)

(k,t)=0

Portanto, nossa decomposicio complexa, de uma fc[t] pertencente & CT toma a seguinte

forma:
T—1
feltl=>" <f<c[t], E(k,t)[TDF(C]> Ewnirora
k=0
127kt 2kt !
T-1 |T-1 exp | — T €xXp T .

onde o termo

= i2mkt
> fe[t]exp (— - ) (3.21)
=0

¢ a nossa TDF de fclt].

Agora, veja s6 os vetores da base ortgonal para 7" = 6 na Figura 21. Observe

que, os vetores da base real de £k =1 e k£ = 2 se repetem aqui, ou quase: Em verdade, o

vetor () = e(r—k,y), propriedade simétrica que por se tratar de complexos tem a mesma
alcunha do produto interno complexo, isso é: Hermitiano (HANSEN, 2014). Porém, pela
simetria obtida ao dividirmos o intervalo [exp(0), exp(i27)] em intervalos iguais, k =1 e
k =5, assim como k = 2 e k = 4, carregam as mesmas informacoes. O que, de certa forma,
compensa a constante de normalizagdo ser menor (relembre, a constante de normalizagao
ao final para a base real era 2/T, enquanto aqui sempre foi 1/7, independente de k ser

zero ou nao), explicando o fato de k ir até T'— 1, como mostra na Figura 21.

Existe, ainda, mais uma interpretacao, dessa vez algébrica, e agora facilmente
entendida (basta lembrarmos das Eq. (1.25) e Eq. (1.26)): observe que tanto a funcao seno,
quanto a fungdo cosseno, sdo equivalentes a nao um, mas dois complexos somados. Ainda,
um deles também ¢ o conjugado do outro. Por isso, apesar de tanto na série de Fourier
complexa, quanto na TDF complexa, aparecerem somas com o dobro de termos, nao é
necessario calcular todos os coeficientes, afinal, a segunda metade deles serda exatamente

o conjugado dos anteriores.
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t=3 t=0

by

t=1:4

ﬂ* ~
I
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—+ —+
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-+
i

t=2;5

t=2;5 t=4 t=5

ﬂ" ~
s L
ﬂ" ~
g

t=3

Figura 21 — Interpretacio geométrica seccionando o intervalo [e°, e!?7].

3.3 Transformada de Fourier

De forma analoga ao espaco R3, uma frequéncia pode ser miltipla de um tnico
vetor de uma base ou carregar projecoes. E interessante podermos visualizar um gréfico
de tais informacoes, para isso, vamos utilizar uma representacao grafica de Norma por
Dimensao de um determinado elemento, assim, conseguimos representar cada projecao,
ainda que o objeto de estudo tenha mais do que trés dimensoes. Na pratica, um exemplo

com o espaco euclidiano e com uma frequéncia qualquer:
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P
2
1
11
. f . f
ANANAYS
HIRVARVARY
Cos(kx)

Figura 22 — Visualizagao por dimensao.

Vamos apresentar uma aplicacao utilizando-se desta forma de representacao. Fil-

tros de audio, em resumo, possuem a funcionalidade de limpar um espectro de dudio de

ruidos indesejados, sejam eles provenientes do ambiente ou do equipamento de captagao .

Vamos adequar nossas unidades para as usuais, Hertz como medida de frequéncia e deci-

béis para representar a intensidade. A seguir, uma simulagao de uma frequéncia de audio

captada que devera ser filtrada posteriormente:

dB Captagao

t

dB

Hz

Figura 23 — Sinal de audio original e suas proje¢es em frequéncias.

Assume-se que os ruidos indesejados sempre serdo de menor intensidade que as

frequéncias desejadas, portanto, ao tragar um limite minimo de intensidade, pode-se apli-

car uma légica booleana, isto é, uma légica que retorna verdadeiro ou falso, para considerar

apenas aquelas frequéncias que atinjam esse determinado limite. Podemos representar esse

limite graficamente da seguinte maneira:
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dB

Hz

Figura 24 — Delimitacao de intensidade minima.

Até aqui, fizemos a decomposicdo de um audio simulado e entao selecionamos
algumas frequéncias, em outras palavras, o produto interno com uma base para obter os
coeficientes e entao filtra-los. Em seguida faremos a composicao, isto ¢, multiplicaremos
novamente os coeficientes selecionados com as respectivas frequéncias da base utilizadas
para sua obtencao. Realizando a soma desses vetores, criamos uma aproximacao da nossa

captacao original, agora limpa das frequéncias indesejadas, como mostra a Figura 25.

dB dB Sinal Filtrado

Hz t

Figura 25 — Composicao de novo dudio.

Perceba, entao, que esta dualidade de decomposicao e composicao ¢é algo que per-
mite manipulagao do objeto original. Precisamos obter cada vez mais coeficientes se qui-
sermos um resultado cada vez mais preciso, em outras palavras é necessario adicionar cada
vez mais dimensoes. Aqui cabe relembrarmos o trabalho do matematico Georg Cantor, que
nos trouxe a luz infinitos de maior cardinalidade que outros (LIMA, 2014), e novamente
da visualizacao de séries em area da Figura 10. Perceba que a soma das frequéncia acima
sao justamente a mesma forma de representacao, desta vez, do somatorio contido na TDF
ou de uma série de Fourier. Além disso, observe na Figura 17, que todas as frequéncias
obtidas pela variacao de k sao multiplas da obtida por k = 1, podendo-se inferir que ha

talvez uma representacao com intervalos menores entre as frequéncias (LIMA, 2014).

Perceba que se o periodo da funcao (k = 1) na Figura 17 for 2T, obtemos todos
os mesmos coeficientes obtidos com um k' = 2k, no entanto, para um k' impar, encon-
tramos frequéncias novas, que nao foram utilizadas na construcao da fun¢do quando ela
era de periodo fundamental T'. Nas representagdes esquematicas anteriores, temos que os
retdngulos vermelhos s@o representados em largura justamente pelo periodo fundamental

T, visto que para um periodo fundamental duas vezes maior teriamos de encaixar o dobro
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de retangulos neste mesmo intervalo. Se apenas continuarmos a aumentar o periodo da
funcao original, temos que nossos retangulos estarao cada vez mais proximos e culminarao
em uma integral, de forma similar como aprende-se a intuicao por tras dos limites de uma

integral de Riemann:

Figura 26 — Transformando um somatoério em uma integral, novamente.

Podemos visualizar isso algebricamente acontecendo, também, perceba que tanto
nos resultados da DFT, quanto das Séries de Fourier, ocorre uma normalizacao similar a
1/T, que geometricamente representa a largura de cada retangulo. Portanto, quanto maior
o periodo, menor serd esta normalizagdo, ao ponto de se tornar uma diferencial d¢. Em
outras palavras, os coeficientes se tornam uma func¢do, e o conjunto de suas frequéncias
um dominio. Para tal, dilatamos um periodo de uma funcao periédica de modo que T

tenda ao infinito. A funcao f original passa a ser aperidédica, ou de periodo tnico.

Enquanto antes contavamos as frequéncias por k/T', agora elas se tornam um con-
junto nao enumeravel, logo, este termo passa a ser uma variavel, isso implica que a integral
externa das Séries de fourier que percorria em k tera de se adaptar para uma integral,
ou seja, nossa integral interna, que tratava do produto interno de f com a base ortogo-
nal deve continuar variando conforme a varidavel de f. Como dk, nés temos justamente a
largura dos retangulo infinitesimais, ou seja, a normalizacao da base ortogonal. Portanto,

temos:

flz) = / - { / T F()e ™ | e, (3.22)

onde a integral interna, de forma similar a DFT, é denominada como Transformada de
Fourier de f (FT). Note que a Figura 26 esta representando exatamente a integral ex-
terna, ou seja, a composicao de volta pra f, em outras palavras, estamos representando
a mesma funcdo, porém em outro dominio. A FT apresenta varias operacoes calculadas
em fungoes, por exemplo, propriedades de combinacgao linear, diferenciacao, translagao,
dilatacdo, multiplicagdo por polinémios e convolucao (BASSANEZI; JR., 1988; ZILL;
SHANAHAN;, 2011). Matematicamente falando, é uma solugao analitica de determinadas
problematicas, e computacionalmente impossivel de replicar com fidelidade absoluta em

toda sua extensao, ja que depende de infinitos dados e retornos.
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Como estamos tratando essencialmente de somas, existe uma questao interessante
que nao foi levantada até entao é acerca da linearidade destas operagoes.Determine uma
funcao h = f + g, é trivial peceber que a decomposicao de h resulta na soma das de-
composi¢oes de f e g, em outras palavras é similar as Transformacoes lineares da forma
T(A+ B)=T(A)+T(B), ou seja,

o0

/oo h(t)e—ﬁﬂ—kt dt = /C>O [f(t) + g(t>]€—i27rkt dt = / f(t)e—i27rkt + g(t)e—iZTrkt dt
- o o (3.23)
=/ F(t)e~ 27 qr + /_ g(t)e?™ dt.

Em outras palavras, é possivel aplicar a TF em f e g e a soma dos resultados é a

mesma que aplicar TF diretamente em h:

AR ol Wi

MMMﬁ (NI
VP

Figura 27 — Intuicdo da Linearidade: a direita, a TF da funcao a esquerda.

Da mesma forma, podemos aplicar a ideia de dilatacdo do dominio utilizada na
mudanca de variaveis no inicio deste capitulo. Relembre que multiplicando o agumento
de um sinusoide por 27, nossa imagen era inversamente modificada e o periodo da funcao
tornava-se T" = 1. Analogamente, para uma funcao f(¢) qualquer e sua dilatacdo por n,
f(nt), resulta em uma mudanga de alguns paramtros da integral. Em especial, deve-se

atentar ao fato de que para um n negativo, os limites da integral também irao ser afetados:

y:mf:>dy:adt,t:g
n
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—i2wkt - -
/ f(t)e dt, n>0— - [00 f(y)e dy

) - FT()
[rweat <o e g
-, _:O fly)e™ = = _1nFT(fL)
Logo,
f(nt) = FT = |71L|FT(7]2) 50
AAAAN
SN ALA

| |
T A /A

Figura 28 — Intuicdo da Dilatacdo: a direita, a TF da funcao a esquerda.

H& muitas propriedades interessantes ainda presentes neste ambito, como convo-
lugoes, translagdo de fase, e até sobre area (Repare o que acontece na Eq.(3.22) quando
k = 0), no entanto, vamos finalizar com outra nogao intuitiva do significado da TF. Dife-
rentemente das séries de Fourier e da TDF, pensar na TF em um carater mais préximo
da fisica talvez seja mais interessante. Vamos recordar da mecanica, a equacao de centro
de massa de um nimero finito de pontos. Por (HALLIDAY, 2014), o centro de massa de
particulas ao longo de uma linha reta é dado pela média ponderada de suas posi¢oes, com

pesos iguais as suas respectivas massas:

N

S mT;

=1 11

OM:E — NiA.
LMy

No caso de massas equivalentes, importancias iguais, teriamos que o centro de

massa seria justamente a média aritmética das posigoes:

N
Ei:1 X

CM, =
N
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Peceba pelas normalizacoes da base ortogonal complexa de TDF o termo 1/7.

Quando substituimos o pardmetro N da Eq.(?? por 7', encontramos essa normalizacao:

1 T

No espaco, temos que é possivel a soma das posi¢goes como uma soma de vetores,
ou seja, quando tratamos de mais dimensoes, substituimos nosso x; pela posi¢ao do objeto
em questao. Se nosso conjunto de objetos for justamente os pontos de uma fungao, a qual
podemos reescrever como uma soma de suas projegoes ortogonais, teremos

CM; = ; ' i(f, e:)ei, (3.25)

=1

que é justamente a mesma equagao de uma TDF normalizada por 1/T', ou seja, estdvamos
calculando o centro de massa de alguma funcao considerando T pontos. Funcao esta, que
era justamente a discretizagao da aplicacao f(t)exp(—i27kt). No entanto, que cara tem
essa func¢ao? Diferentemente das fungoes seno e cosseno, exp(i6) pode ser entendido como

uma espiral, percorrendo os pontos analogos ao circulo trigonométrico conforme varia-se

6.

Quando multiplicamos a exponencial por f, estamos dilatando os pontos pela ima-
gem de f, ou seja, os pontos da espiral se afastarao da origem quando o médulo da imagem
for maior que 1, se aproximarao da origem se quando o médulo da imagem de f estiver
entre 0 e 1, e retornarao a origem quando for 0. Também é possivel pensarmos o contra-
rio: como os pontos da funcao exp(if) possuem sempre médulo igual a 1, ndo estamos
dilatando os pontos de f, mantendo seu médulo. Ainda, estamos sempre adicionando o
argumento 6 aos numeros de f, ja que pela Eq.(1.24):

i

161 — ,r,ei(6’1+¢92)

€ re

Em outras palavras, estamos "enrolando" f ao redor da origem. Quando nossa fun-
¢ao é um sinusoide, conseguimos visualizar interessantes padroes geométricos provenientes

dessa multiplicagdo, confome podemos observar na Figura 29.

Resumindo, quando tomamos todos os pontos da funcdo, realizamos o processo
apresentado na Figura 26, ou seja, aplicamos a TF de f. Neste caso, estamos descobrindo
o centro de massa, ou como algumas das fontes chamam, como (HANSEN, 2014), a den-
sidade de toda a funcao. O centro de massa da espiral tende a percorrer as redondezas
da origem, porém quando a frequéncia da espiral coincide com a da funcao em k e —k,
ocorrerd um pico, um deslocamento. A imagem respectiva serd mais limpa, também. Re-
pare na Figura 30, como a TF de cosseno ird em determinado momento apontar um valor

real enquanto a func¢ao seno um valor imaginéario, estando ambas as imagens centradas
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Figura 29 — Funcao seno multiplicada por exp(—2imwkt). As diferentes ima-
gens sao obtidas variando-se a frequéncia k.

na origem. De forma andloga ao exemplo feito no inicio da funcao Onda Quadrada, a
depender das funcoes serem reais e pares ou reais impares, suas TF também serao res-
pectivamente real e par, imaginaria e impar. Na série, o fato de ser uma fungdo impar
implicou que somente haveriam coeficientes em senos, enquanto se fosse par, somente

haveriam coeficientes em cossenos.

e )&

Figura 30 — Picos de cosseno e seno.

Por este motivo, nao s6 pode-se observar como a TF de um sinusoide esta sempre
cruzando em torno do eixo da frequéncia, como visto nas Figura 27 e Figura 28, como
também estes mesmo picos se repetirem para valores negativos de k, igualmente distan-
ciados da origem. Esta é mais uma explicacao da simetria que se encontra nos nimeros

complexos e nestas decomposicoes.
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4 Resultados Obtidos e Conclusao

Este trabalho teve o enfoque de apresentar duas visdes interligadas, e ao mesmo
tempo distantes, da analise de Fourier. Com a familiaridade das no¢oes de norma e dis-
tancia, o material estd apto a atender o estudante que deseja prosseguir os estudos com
a nocao de convergéncia e seus diferentes tipos, como pontual e uniforme, sendo possivel
compreender as diferentes generalizagdes das ferramentas aqui apresentadas, como o es-
tudo de espagos LP e [P. Ainda, também atende aquele que deseja seguir com enfoque em
aplicagoes, sendo necessario somente uma breve revisao de matrizes para se aprender o

principal algoritimo utilizado, a Transformada Rapida de Fourier.

Em sua producao, procurou-se um equilibrio entre contetido abstrato e concreto.
Tomando como comparativo as fontes pesquisadas, buscou-se apresentar os quatro princi-
pais temas, convergéncia e as trés decomposi¢oes, em um ritmo acelerado, porém natural.
Nao deixando de lado a base dos conhecimentos tedricos de Anélise, foram apresentados
exemplos, com diferentes formas de se entender seus devidos calculos, permitindo ao leitor

correlacionar seu conhecimento prévio mateméatico com o tema em questao.

Para tanto, cerca de todas as imagens aqui utilizadas, a partir da fundamentacao
teodrica, foram produzidas para o trabalho e pensadas para traduzir os prinicpais pontos
que poderiam causar dificuldades. Estas imagens, ndo somente tornaram possivel provi-
denciar uma visao intuitiva dos temas principais, em demonstracoes e argumentos, mas

também ajudaram a interligar as diferentes areas de conhecimento matematico.
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