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Resumo

Neste trabalho, discorremos acerca da caracterizacao feita por Riveros e Corro
[11], para superficies com curvatura Gaussiana negativa, parametrizada por malha de
Chebyshev generalizada e com angulo de Chebyshev contante, em termos de uma fun-
¢ao meromorfa que satisfaz determinada equagao diferencial. Além disso, estudamos
a propriedade, estabelecida por [11], de que as linhas assintoticas dessas superficies
possuem, a menos de sinal, a mesma curvatura geodésicas. Como aplicacao, esses fatos
corroboram com a propriedade de que existe, para cada dngulo de Chebyshev cons-

tante, uma familia de 4-parametros de superficies completas.

Palavras-chaves: Malha de Chebyshev, Funcido Meromorfa, Curvatura Gaussiana, An-

gulo de Chebyshev.



Abstract

This work, talking about the characterization made by Riveros and Corro [11],
to surfaces with negative Gaussian Curvature, parametrized for Chebyshev net gene-
ralized and with angle of Chebyshev constant, in term of a meromorphic function that
satisfies determine differential equation. Furthermore, we studied the property [11] ,
established for, of that the asymptomatic lines those surfaces owns, the less of signal,
the same geodesic curvature. As application, those facts corroborate with the property
which exists, to each constant Chebyshev angle, a family completes of surfaces with

4-parametrized.

Keywords: Chebyshev Net, Meromorphic Function, Gaussian Curvature, Chebyshev
Angle.
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Introducao

De acordo com Corro e Riveros [11], Bianchi [5], [6] estudou uma classe de super-
ficies com curvatura Gaussiana negativa obtida pela generalizagao das transformagoes
de Bécklund! para superficies com curvatura Gaussiana negativa. Além disso, ainda
em [11], eles completam que Fujioka [1], introduz a nogdo de malha de Chebyshev
generalizada (como uma generaliza¢ao natural das malhas de Chebyshev para superfi-
cies com curvatura Gaussiana negativa) e mostra que uma superficie de Bianchi® com
angulo de Chebyshev constante parametrizada por uma malha de Chebyshev genera-
lizada é um pedago de uma helicoide; neste caso, com angulo de Chebyshev igual a
/2.

No entanto, neste trabalho buscamos apresentar parte substancial do arcabouco
conceitual que nos pareceu ser razoavel para dar fundamentacgao tedrica para a ca-
racterizacao de uma familia de superficies — com malha de Chebyshev generalizada,
angulo de Chebyshev constante e diferente de 7/2, obtida por Riveros e Corro no ar-
tigo [11]. Nesse artigo, tal caracterizacao foi conseguida mostrando que os coeficientes
da primeira e segunda formas fundamentais dessas superficies depende de uma fun-
¢ao meromorfa que satisfaz uma equacao diferencial. A caracterizagao é baseada nos
resultados obtidos por [8], [9] e [10]. Em [11], foi mostrado que estas superficies tém
a propriedade geométrica de que as linhas assintoticas tém curvatura geodésica com
mesmo valor absoluto. Além disso, como aplicacao sao obtidas solugoes destas equagoes

diferenciais que permitem obter uma familia de superficies completas de 4-parametros.

Mais detalhes sobre Transformacdes de Biicklund podem ser encontradas em [12]
2Ver mais detalhes em [3]



Capitulo 1

Preliminares

Tomando como espaco vetorial o espaco euclidiano R3, iniciamos este capitulo
tratando de alguns conceitos basicos do calculo vetorial, por exemplo: produto interno,
produto vetorial, etc. Em seguida, ainda com a inten¢ao de apresentar o fundamental,
descrevemos curvas, superficies, equagoes de compatibilidade, etc., que no contexto da
geometria diferencial — tratada neste trabalho — se mostram tteis para o entendimento
do que é exposto nos capitulos posteriores. Todas as demonstracoes omitidas neste

capitulo sao encontradas em [2], [4], [12].

1.1 Espaco Euclidiano R?

Considere o espaco euclidiano R?® como sendo o conjunto formado pelas ternas
ordenadas de nimeros reais, ou pontos p, de coordenadas (x,y, z). Introduzindo as
operacoes: u+v e Au, para todo u,v € R? e A € R, segue que o R? torna-se um espaco

vetorial. Seja {e, ez, e3} uma base do espago vetorial R3, temos as seguintes definigoes.

Defini¢ao 1.1 Dados os vetores u = (uq, uz, u3) € v = (vy, vg,v3), 0 produto interno

entre u e v € o numero real

(u,v) = ugvy + ugvy + u3vs.

Em particular, temos que (w,w) = |w|? para todo w € R3.
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Proposicao 1.2 Sejam os vetores u,v,w € R e seja o nimero A € R. O produto

interno satisfaz as sequintes condigoes:
1. (u,v) = (v, u),
2. (Au,v) = Mu,v),
3. (u,v+w) = (u,v) + (u,w),

4+ (u,u) =20,

N

(u,uy =0 se, e somente, se u = 0.

Defini¢ao 1.3 Dados os vetores u = (uq, ug, ug) e v = (v1, V9, v3), 0 produto vetorial
de u e v € o vetor

u X v = (UgV3 — VaUg, U3V — U V3, UV — V1Usz).

Proposicao 1.4 Para quaisquer vetores u, v e w em R3, o produto vetorial goza das

sequintes propriedades:
1. |u x v| = |u||lv|sen®, onde O é o angulo entre u e v;
2. (uxv,u)=(uxuv,v)=0;
3. uxv =0 se, e somente se, u e v sao linearmente dependentes;
4. uxv=—(vxu);
5. ux (vV4+w)=uXv+uXuw;
6. (A\u) xv=XAuxv), onde A € R;
7. ux (vxw)=(u,wyv— (u,v)w.

Definigao 1.5 O produto misto entre os vetores u = (uy,ug,uz), v = (vy,v9,V3) €

w' = (wy, ws, w3) em R3 € o nimero real

U U2 Us
(u,v xw) =lvy vy w3,

w; W2 W3

onde as barras verticais indicam o determinante.
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Proposicao 1.6 Dados os vetores u, v e w em R3, o produto misto satisfaz as condi-

coes sequintes:
1. (u,v xw) = (v,w X u) = (w,uxv)y=—(w,vxu =—(UVuxw)=—(u,wXuv).
2. (u,v x w) =0 se, somente se, u, v e w sao linearmente dependentes.

3. Se {u,v,w} € uma base ortonormal, entio (u,v X w) = +1.

Proposigao 1.7 (Identidade de Lagrange) Sejam wy, wy, ws e wy vetores de R3, entdo

(wy X wa, w3 X wy) = (wy, ws) (wa, wy) — (w1, wy) (Wa, w3) (1.1)

Demonstragao: Utilizando os itens 1 e 7 das proposigoes (1.6) e (1.4), respectiva-
mente, segue que
(w1 X wy, w3 X wy) = (Wg X wy, wy X W)
= (wq,wy X w3 X Wy)
= (w1, (Wa, wy)ws — (Wa, wy)wy)
= (w1, w3) (wa, wa) — (Wi, wa) (W2, w3)

Desta forma obtemos a Identidade de Lagrange. [

1.2 Curvas

Para caracterizarmos os subconjuntos de R? que constituem as curvas utilizamos

fungoes diferencidveis. Vejamos a seguir.

Definicao 1.8 Uma curva parametrizada diferencidvel de R® é uma aplicacdo

diferencidvel o : I — R3, onde I C R € um intervalo aberto.

O subconjunto de a(I) C R? - representado pelos pontos da forma «(t) = (z(¢), y(t), 2(t)),
tais que as fungoes reais z(t), y(t) e z(t) sdo diferenciaveis — e a variavel t € I, sdo

respectivamente, o traco e o parametro da curva a.

Definigao 1.9 O vetor o/(t) = (2'(t),y/(t),2'(t)) € R® € denominado vetor tangente
(ou vetor velocidade) da curva a(t) emt, onde 2'(t), y'(t) e 2'(t) denotam as derivadas

primeiras das fungoes x(t), y(t) e z(t) em um ponto t € I.
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Considere uma curva diferenciavel parametrizada o : I — R3, tal que para cada
t € I, tem-se que (t) # 0, isto é, os pontos sobre a curva « sao regulares.

Definigao 1.10 Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R3 chama-se curva

regular quando o/ (t) # 0 para todo t € I.

Sejam I e J intervalos aberto de R, o : I — R? uma curva regular e h : J — I
uma funcao diferenciavel tal que h'(s) # 0, para todo s € J, e h(J) = I. Nestas
condigoes seguem as definigoes.

Definicao 1.11 A reparametrizacao de o por h é uma curva reqular dada pela

fung¢ao composta
B=aoh:J— R

onde a fun¢ao h é denominada mudanca de pardmetro.

A aplicagao s(t) = ft';l |o/(t)|dt é denominada fungao comprimento de arco
da curva a a partir de t5. Além disso, a aplica¢do s(t) é de classe C'°, pois o é uma
curva regular.

Definicao 1.12 Uma curva reqular o : I — R3 € dita parametrizada por compri-

mento de arco quando para cada tg,t; € I, com tg < ti, o comprimento de arco da

curva o de tg a ty € igual a t; — tg, isto €,

s(t) = / Ot =t — to, (12)

to

onde |/ (t)| = /(z'(t))2 + (v'())2 + (2'(1))? € o comprimento do vetor o/(t).

Proposicao 1.13 Uma curva regular o : I — R3 ¢ dita parametrizada por com-

primento de arco se, e somente se, para todo t € I, tem-se que |o/(t)] = 1.

A proposicao seguinte nos diz que toda curva regular pode ser reparametrizada
por comprimento de arco. Vejamos.
Proposigao 1.14 Seja o : I — R?® uma curva reqular e s : I — s(I) C R a fungao
comprimento de arco de o a partir de ty. Entao existe a funcao inversa h de s, definida

no intervalo aberto J = s(I) e f = oo h € uma reparametrizacao de o, onde [3 estd

parametrizada por comprimento de arco.

Assim, a aplicagao [, dessa proposicao, ¢ denominada reparametrizacao de « pelo

comprimento de arco.
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Seja a : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s € I. O
namero |a”(t)| = k(s) denomina-se curvatura de a em s. Quando k(s) # 0, os vetores
n(s) = a’(s)/k(s) e b(s) = t(s) x n(s), onde t(s) = /(s), denominam-se normal e
binormal, respectivamente, de o em s. Ja o nimero 7(s) definido por ¥'(s) = 7(s)n(s)
¢ denominado de torgao, também, de a em s. Os vetores t(s), n(s) e b(s) constituem

uma base ortonormal (o Triedro de Frenet) em R3? e satisfazem as equagoes

n'(s) = —k(s)t(s) — 7(s)b(s) (1.3)

chamadas Formulas de Frenet.

O teorema seguinte, também conhecido como Teorema Fundamental das Cur-
vas, afirma que uma curva regular em R? tem seu comportamento local completamente
descrito quando conhecemos os valores de 7 e k.

Teorema 1.15 Dadas as fungoes diferencidveis k(s) > 0 e 7(s), com s € I C R, existe
a menos de movimentos rigidos uma tnica curva reqular o : I — R3 parametrizada pelo

comprimento de arco s, onde k(s) e 7(s) sao a curvatura e a tor¢ao, respectivamente,

de «.

Observagao 1.16 Um movimento rigido em R? ¢ o resultado da composicio de uma
translagao com uma transformagao ortogonal de determinante positivo (isso quer dizer

que o movimento rigido preserva a orienta¢do).

1.3 Superficies

Nesta secao apresentamos algumas das propriedades de superficies regulares. Para
isso, adotamos um sistema de coordenadas cartesianas z, y, z de R3 e consideremos
uma aplicagdo X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) nas varidveis u e v de um aberto

U C R?. Para cada (u,v) € U, X (u,v) determina um ponto de R?.
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Definicao 1.17 Diz-se que um subconjunto S de R? é uma superficie regular quando
for possivel definir uma aplicagio X : U — VNS, onde U é um aberto de R? e
VNS C R3, na vizinhanca V de cada ponto p € S, tal que

1. X € diferenciavel. Isto significa que suas fungoes coordenadas tém derivadas

parciais continuas de todas as ordens no aberto U C R2.

2. X € um homeomorfismo. Com isso, dizemos que X € continua e que sua inversa
X1:VNnS —Ué também, continua.

3. Para todo q € U, a diferencial dX, : R?* — R3 € injetiva.

Veja na imagem abaixo.

Figura 1.1: Superficie Regular

Na Defini¢ao (1.17), a palavra diferenciavel significa, no contexto da geometria
diferencial, que a aplicagdo X ¢ infinitamente diferenciavel (classe C*°). A aplicagao
X e a vizinhanca V N S sao denominadas, respectivamente, de parametrizacao e
vizinhanga coordenada.

Definicao 1.18 Seja a superficie reqular S, com parametrizacao X : U C R® — S, e

um pontop € S. Dizemos que um vetor w € R3 € um vetor tangente a S em p, quando
w = a/(ty), onde a(t) = X(u(t),v(t)) € uma curva sobre S, tal que X (u(ty),v(to)) = p.

Sejam as coordenadas (u,v) € R? e (z,y, 2) € R?, dado um ponto ¢ = (ug,vp), a

matriz
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[Ox Oz

ou v

- [2X 2X) o oy
ou Ov ou Ov

0z 0z

0w Ov-

¢ a matriz jacobiana da aplicagao dX, : R* — R? em relagao as bases canonicas de
R? e R3. De fato, considere as bases canonicas {e1,es} C R% e {f1, f2, f3} C R3. O

vetor e; é tangente a curva u — (u, vp) cuja imagem por X é a curva

u— (x(u,vo), y(u,vg), z(u, vg)).

Esta ultima curva (chamada curva coordenada v = vy) estd em S e tem em X(g) o

dr Jy 0z\
(%7%7%) _Xu7

vetor tangente dado por

onde as derivadas sao calculadas em (ug, vp) e um vetor é indicado pelas suas coorde-

nadas na base {fi, f2, f3}. Por definigao de diferencial,

ox Oy 8z) X,

dX,(e1) = | =—, =, —
a(e1) (ﬁu’ﬁu’ﬁu
Analogamente, usando a curva coordenada u = wug (imagem por X da curva

v — (up,v)), obtemos

v

Oxr Oy 0z
dX4(e2) = <%7 ' %>

Considere uma superficie regular S com parametrizacao X : U C R? — S. Para
todo p € 5, a Condi¢ao 3 na Defini¢ao (1.17), sugere a existéncia de um plano tangente
as curvas coordenadas de S, que passam por p. A proposi¢ao seguinte mostra que isso
de fato acontece.

Proposigao 1.19 O subespago vetorial dX,(R*) C R® de dimensao dois coincide com

o conjunto de vetores tangentes a S em X, para qualquer ¢ € U, onde S €é uma

superficie reqular com parametrizacio X : U C R? — S.

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que dX,(R?) tem dimensao dois. Para
isso denotemos o nucleo de dX, por N'(dX,). Pela Condigao 3 da Defini¢ao (1.17), dX,
¢ injetiva. Entdo, v € N (dX,) implica que dX,(v) = 0 = dX,(0), isto é, v = 0, logo
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N(dX,) = {0}. Segue do Teorema do Nucleo e da Imagem que
dim N (dX,) + dim dX,(R?) = dim R?,

onde, dimdX4(R?) = 2. Seja w € Tx, S, entdo w = o/(ty), onde a(t) = X (u(t),v(t))

com (u(to),v(tg)) = (ug, vg). Portanto,

w = o (to)
_d X(u(t t
= o (X(u(t),v(?)))

t=to

= Xu(u07 UO)ul(t()) + XU(“Oa UO)UI(t(J)?

isto é, w é uma combinagao linear dos vetores X, e X, em (ug, vp).

Reciprocamente, seja w € dX ,(R?), onde
w = aX,(ug, vo) + X, (uo, Vo),

entao existe uma curva a(t) C S, tal que (u/(0),v'(0)) = (ug, vo) € &/(ty) = w. De fato,

basta considerar

onde u(t) = ug + at e v(t) = vy + bt. [

Denominamos o conjunto de vetores tangentes, pertencentes ao subespaco vetorial
dX,(R?) determinado na Proposigao (1.19), de plano tangente a S em p, denotado

por T,,S, cuja base associada em relacao & parametrizagao X é dada por {X,, X, }.

Definigao 1.20 Seja S uma superficie reqular em R3. A cada plano tangente T,S
estd associado um par de vetores unitdrios, em R®, e normais a T,S; denominados de
vetores normais unitdrios em p. A reta que passa por p na dire¢cao de um desses

vetores normais unitdrios é chamada a reta normal em p.

Para o tratamento de problemas que envolvam noc¢oes de métrica e deslocamento

sobre uma superficie regular temos as seguintes definigoes.
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Definicao 1.21 Seja S C R3 uma superficie reqular com parametrizacio dada por
X:UCR? = S, onde U é um aberto de R?, e T,S um plano tangente a S no ponto

p. Denominamos a forma quadrdtica

I,:T,5 — R

w = Lw)= (o), -

de primeira forma fundamental da superficie S no ponto p € S.

A igualdade em (1.4), da primeira forma fundamental, é a maneira pela qual a superficie
regular S herda o produto interno natural do R®. Além disso, em relacdo a base

{Xu, X,} de T,,S, podemos escrever a igualdade em (1.4) como
L(w) = E(u)* + 2Fu'v' + G(V')?, (1.5)
onde as fungoes E, F' e GG sao dadas por
E(u,v) = (Xu, Xu), Flu,v) = (Xu, Xo), Glu,0) = (Xy, Xo) (1.52)

diferenciaveis, na vizinhanga coordenada correspondente a X (u,v), sao os Coeficien-
tes da Primeira Forma Fundamental. De fato, considere um vetor w € 7,5, uma

curva regular (), com y(0) = p e 7/(0) = w. E, também, considere a curva
B:(—ee) — UCR?
t = Bl = (ud), o)),

tal que, 3 = X1 o~, de sorte que, 8(0) = ¢, com X(q) = p.

Notemos que, para todo t € (—¢, ), temos

= Xu(B(t)u'(t) + X, (B(1))v' (1),
onde, f(t) = (u/(t),v'(t)). Assim, pela Definigao (1.5)

I(w) = (w,w), = (7/(0),7(0))0)
= (X (B(0))u'(0) + X, (6(0))v'(0), Xu(8(0))u'(0) + X, (5(0))2'(0)),

= (X, Xou) (W) 4 2(X,, X)u'v' + (X, X)) (v))?
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Portanto,
L(w) = E(W)? + 2Fuv' + G(v')%.

A fim de determinarmos vetores normais unitarios em cada ponto ¢ € X (U) de uma

superficie regular S, defina a seguinte aplicacao diferenciavel

N:X(U)cS — R?

X, X X,
q — N(q)

T X, X X

(q), (1.6)

onde X : U C R? — S ¢ uma parametrizacao de S em p.

Definicao 1.22 Dados um conjunto aberto V' em uma superficie regular S e uma
aplicagao diferencidvel N :' V C S — R3 como em (1.6). Diz-se que N é um campo

diferencidvel de vetores normais unitdrios em V.

Definicao 1.23 Uma superficie reqular S € dita orientdvel quando pode ser coberta
por uma familia de vizinhangas coordenadas, de tal forma que se um ponto p € S per-
tence a duas vizinhancas dessa familia, entao a mudanga de coordenadas tem Jacobino
positivo em p. A escolha de uma tal familia é chamada uma orientagao de S, e, neste

caso dizemos que a superficie S € orientada.

Proposicao 1.24 Uma superficie reqular S C R? € orientdvel se, e somente se, existe

um campo diferencidvel N : S — R? de vetores normais em S.

Uma superficie regular S que admite um campo diferenciavel de vetores normais uni-
tarios definido em toda sua totalidade é orientavel. A escolha de um campo N é uma

orientagao de S.

Definigao 1.25 Seja S C R3 uma superficie com uma orientagio N. A aplicagdo
N : S — S?% ¢ denominada Aplicacao Normal de Gauss, onde

S? ={(z,y,2) e R*2* +y* + 22 =1}
€ a esfera unitdria.

Vejamos no grafico seguinte



17

Figura 1.2: Aplicacao Normal de Gauss

Com isso, a Definigao (1.25) quer dizer que a aplicacdo normal de Gauss é a
translagao da origem do campo N para a origem de R3, ou seja, N(q) é o ponto final
da translagao do vetor normal em gq.

A diferencial dN : T, — T,S da aplicagao de Gauss ¢ linear e auto-adjunta.

Definicao 1.26 A forma quadrdtica 11,, definida em T,S por
11,(v) = —(dN,(v), v) (1.7)
€ chamada de Sequnda Forma Fundamental de S em p.

Considere uma superficie S com parametrizagao em p € S dada por

X:UCR?> — S

(1.8)
(u,v) +— X(u,v).
E, também, defina a seguinte curva parametrizada em S
a:ICR — S (1.9)

t o alt)= X(ut), (1),

com «(0) = p. Segue que, no ponto p, a curva a(t) tem vetor tangente expresso por

o = Xu' + X0 (1.10)

dN (') = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + Nv'. (1.11)



18
Por outro lado, em relagao a base {X,, X, }, escrevemos a expressao da segunda
forma fundamental da seguinte maneira
II,(a/) = —(dN(),a)
= —(Nu' + N, Xu' + X,0)

= —(Ny, Xo) (') — ((Nu, Xo) + (Ny, X ))u'v" — (N, X,) (V)2

Como, (N, X,) = (N, X)) = 0, derivando em rela¢ao a u e v, obtemos e = —(N,, X,,),
f = =Ny, Xy) + (Ny, Xu)) e g = —(NV,, X,,). Entao, podemos escrever a Equagao
(1.7) como segue

I1,(a) = e(u)? + 2fu'v' + g(v')? (1.11a)
onde e, f, e g sao os coeficientes da segunda forma fundamental.

Proposicao 1.27 A matriz da aplicagao dN, : T,S — T,S na diregao de um vetor
w e T,S, em relagao a base {X,, X,} de T,S, € dada por

fF—eG gF—fG
EG - F? EG - F?
el — fE fF —gFE
EG - F? EG - F?

dN =

onde “E, F, G” e “e, f, g” sao, respectivamente, os coeficiente da primeira e sequnda

formas fundamentais de S em p.

Demonstragao: No ponto p € S, considere a parametrizacao de S e a curva parame-
trizada dadas, respectivamente, em (1.8) e (1.9). Afirmamos que, na base {X,, X, }, a
diferencial da aplicacao N na diregao de um vetor w € 7,,S tem matriz

a1; a2

dN =

Q21 Q22

nao necessariamente simétrica. De fato, como N,, N, € 1,5 em (1.11), podemos
escrever N, = a1 X, + anX, e Ny, = a12X,, + a2 X,. Tomando w = o/ em (1.18),

entao

dN(O/) = (CLHXu + angv)u’ -+ (angu + CLQQXU>U/

= (CLHU/ + alg?}/)Xu + (aglu’ + 0/22U/)Xv,
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isto é,
ailz aig u u 11 Qa2 u
/ JR— —
AN (o) = / = dN| | = ,
21 Q22 v v Q21 A22 v
Portanto,
11 Q12
dN =
Q21 Q22

Além disso, para obtermos os valores de cada a,; em relacao aos coeficientes da primeira

e segunda formas fundamentais, procedemos como segue.
Primeiramente escrevemos os coeficientes da segunda forma fundamental em ter-

mos dos coeficientes da primeira forma fundamental. Vejamos.

Ny, Xo) = (an Xy + an Xy, Xu) = a11(Xy, Xu) + a21(Xy, Xu)

a12Xy, + a22Xy, Xy) = a12(Xy, Xu) + a22(Xy, Xy)

( ) =
( ) = ) (

—f = (Nu, Xo) = (an Xy + a21.Xy, Xo) = a11(Xu, Xo) + a21(X,, X,)
( )= ) = a12( Xy, Xy) + a2 (X, Xy)

Mas, pela primeira forma fundamental, temos que (X,, X,) = E, (X,,X,) = F e

(Xy, Xy) = G, entdo as igualdades em (1.12) se reduzem a:

—€ = CL11E + CL21F

—f = CL12E + a22F
(1.13)

—f = CLHF + a21G

—g = apF + anG.
A forma matricial, das relagoes em (1.13) é dada por

e f an B+ an B apE + agF
f g anF +anG  aoF + axnG

a1 ao1 E F

- )

12 a929 F G
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donde

-1
ap  ag e f||F F

a1z Ao f gl |F G

. —1
Para encontrarmos a matriz [£ £]7", devemos fazer

E F _1_ L [e2aetie] (<1 det(F]]
F ool det[ZE] | (C1)3det[F] (—1)* det[E]
1 —G —F_T

CEG-F*|_p g

E F 1 G -F
F G EG-F*|_p g
Assim,
ai; a2 1 —e —f G —F

T EG_ 2
ayz Qo EG-F —f —g| |-F FE

fF—eG gF - fG

_ |EG—-F? EG-—F?
el — fE fF —gFE

EG—-F? EG-F?

Logo, obtemos

P —eG gF - fG
RS Te gy a2 W= o
el' — fE fF —gFE

a9 = —— A = ———
1T EG — F? 27 EG — F?

que, na verdade, s@o as expressoes para os coeficientes de [a;;] da matriz de dN na base

{Xu, Xu} ]

Considere uma curva regular C' com vetor normal n, contida na superficie regular
S com vetor normal N em p, que passa pelo ponto p € S, onde k é sua curvatura e

cost = (n,N).
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Definicao 1.28 Seja S uma superficie parametrizada reqular e p € S. A fungao
curvatura normal em p € uma aplicagdo k,, : T,S \ {0} — R que associa, para cada

vetor w € T,5 \ {0}, um ndmero

Segue dessa definigao que: se w € 1,5\ {0}, entdo k,(Aw) = k,(w) para todo
A € R\ {0} em p. De fato, seja w = aX, + bX,, onde (a,b) # (0,0). Denotando por

e, f, g os coeficientes da segunda forma fundamental em p € S, temos

I1,(\w)
k,(Ow) = =222
(Aw) I,(\w)
_a’e+2abf + by
a (w, w)

= kp(w).

O fato acima nos permite falar em curvatura normal ao longo de uma dada direcdo
tangente a superficie em p.

Agora, vejamos a interpretacao geométrica da curvatura normal e da segunda
forma quadratica. Sejam S uma superficie regular de parametrizacao dada pela apli-
cagdo X : U — S, definida no aberto U C R?* w um vetor unitario de 7,5 e
a(s) = X(u(s),v(s)) uma curva regular em S, parametrizada pelo comprimento de
arco s, tal que N(s) é a restrigdo do vetor normal N & curva a e o/(sp) = w. Se a

curvatura de o em sy é nao nula, entao
kn(w) = I, (w) = —(dNy(w), w)
= —(N'(s0), &'(50)) = (N(s0),0"(s0))
= (N (u(s0), v(s0), " (50)))
= k(s0) (N (u(s0),v(50)), n(s0))
= k(so) cos 6, (1.14)

onde n(sp) é o vetor normal a « em s, 6 o angulo formado pelos vetores n(sy) e N(sp),
e, k(sp) # 0 é a curvatura de «. Isso significa que k, é o comprimento da projegao do

vetor aceleracao na diregao do vetor normal N em p, com um sinal dada pela orientacao

N de S em p.
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Como [1,(w) e k,(w) nado dependem da curva a escolhida, podemos aplicar a
relagao (1.14) para a curva mais conveniente formada pela interse¢ao do plano normal
com a superficie S. Esta curva é denominada sec¢cao normal de S em p segundo o
vetor unitario w € 7,5, que ¢ obtida pela intersecao de S, em uma vizinhanca de p,
com o plano contendo os vetores w e N(p). Nestas condigoes, a segdo normal é uma
curva regular plana definida por a(s) = X (u(s), v(s)), parametrizada pelo comprimento
de arco, tal que a(sg) = p e &/(sg) = w. Se k(sp) = 0, isto é, o(s9) = 0, entdo
kn(w) = I1,(w) = 0. Se k(sp) > 0, entao o vetor normal n(sy) = £N(p) e, portanto,
segue-se de (1.14) que

kn(w) = 11,(w) = £k(so).

Portanto, concluimos que, se w é um vetor unitario tangente a superficie em p, entao
|kn(w)] € igual & curvatura da sec¢ao normal de S no ponto p, segundo w = a/(sp).

Proposicao 1.29 Dada uma aplicagao linear auto-adjunta dN, : T,S — T,S, existe
uma base ortonormal {u,v} de T,S tal que dN,(u) = —kiu e dN,(v) = —kv. Na
base {u,v}, a matriz de dN, € diagonal e os termos ky e ko (k1 >2) da diagonal sao,

respectivamente, o mdximo e o minimo da forma quadratica 11,(w) : T, — R quando

restrita ao circulo unitdrio em T,S.

Na verdade, a Proposigao (1.29) mostra que os niimeros k; e ko, autovalores da aplicagao
linear auto-adjunta dN,, sao os valores extremos da curvatura normal &, em p, com

n =1,2. Além disso, a matriz
-k 0
0 —k

(1.15)

¢ a matriz diagonal de dN,.

Definicao 1.30 Dado um ponto p sobre uma superficie reqular S e seja dN, : T,S —

T,S a diferencial da aplicagao de Gauss. A curvatura Gaussiana € o nimero
K = kiky (1.16)

onde ky e ko sao as curvaturas principais de S em p.
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Ja que o determinante e o trago da matriz (1.15) nao dependem da base escolhida,

utilizando a Proposigao (1.27), para a curvatura Gaussiana, temos:

fF—eG gF— fG
ay; a EG—-F? EG-—F?

K =detdN =det | = 7| =det . (1.17)
ag1 Q92 €F—fE fF_gE

EG—-F?* EG-F?

Ou seja,
eg — f*
K=———.
EG — F?

Segue da Definigao (1.30) que os pontos sobre uma superficie regular sdo classi-

(1.18)

ficados da seguinte maneira.

Definicao 1.31 Um ponto p de uma superficie reqular S com orientacao N, onde k;

e ko sao curvaturas principais da Equagao (1.16) € denominado:

1. Eliptico quando K > 0, isto €, ki e kg possuem sinais 1guais.
2. Hiperbolico, sempre que K < 0, isto €, ki e kg possuem sinais diferentes.
3. Parabdlico quando K =0, com dN, # 0, ou seja, ou ky =0 ou ky = 0.

4. Planar, sempre que K =0, com dN, = 0, isto €, ky = ky = 0.

As figuras a seguir ilustram graficamente as classificagbes do ponto p, sobre uma su-

perficie regular S, apresentadas na Defini¢ao (1.31). Vejamos.

)\“v([)) N([))

(a) p é ponto eliptico. (b) p é ponto hiperbélico.
N
(p) Np)
| / |
/ i
/ / p
P
(c) p é ponto parabdlico. (d) p é ponto Planar.

Dentre os tipos de pontos em uma superficie regular orientada, classificados pela

Definigao (1.31), os que tém maior relevancia neste trabalho sao os hiperbolicos.
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Proposicao 1.32 (Olinde Rodrigues) Uma condi¢ao necessdria e suficiente para
que uma curva reqular e conexa C' em S seja uma linha de curvatura de S € que
N'(t) = Mt)d/(t), para qualquer parametrizacao a(t) de C, onde N(t) = N o «(t)
e at) € uma fungao diferencidvel de t. Nesse caso, —\(t) € a curvatura (principal)

sequndo o/ ().

Definicao 1.33 Denominamos de dire¢cao assintotica de S em p a uma direcao de
T,S para a qual a curvatura normal € nula. Uma curva assintotica é uma curva
convexa e reqular C' C S tal que, para cada p € C, a reta tangente é uma diregao

assintotica.

Proposicao 1.34 (Férmula de Euler) Considere uma superficie reqular S parame-
trizada pela aplicacio X : U — S, onde U € um aberto de R?. Sejam ki, ko € wy, wo,
respectivamente, curvaturas principais e vetores principais de S no ponto p = X (ug, vo).

Para todo vetor w € T,S, tal que |w| =1, se
w = wy cos 0 + wy sen O

entao
En(w) = ky cos? 0 + kysen® 0 (1.19)

Demonstragao: De fato, como {wy,ws} €, pela Prop. (1.29), uma base ortonormal

de TS, para w = w; cos 6 + wq sen @, temos

kn(w) = Iy (w) = —(dNy(w), w)
= —(dN ,(w; cos § + wy sen ), wy cos O + wy sen §)
= —(dNg4(wy) cos @ + dN,(ws) sen 0, wy cos  + w, sen 0)

= —(—kjw; cos O — kawsy sen 6, w; cos 6 + wy sen §)
Donde,

kn(w) = (kywy cos B, wy cos B) + (kijw; cos b, ws sen H)
+ (kawg sen 0, wq cos ) + (kows sen 0, wy sen 6)
= ky(wy,w) cos® O + (ky + ka)(wy, ws) cos @ sen 6 + ky(ws, wy) sen?

= kq cos® 0 + kysen® 6
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Pois, pelo fato de que os vetores {w;,wy} formam uma base ortonormal de 7,5,

<w17w1> = <w27w2> - 1 (S <’LU1,’LU2> — 0 .

Em outras palavras, a Proposigao (1.34), nos diz que o conhecimento das curva-
turas principais em p permite calcular com certa facilidade a curvatura normal segundo
uma direcao dada de 7,S5.

Proposicao 1.35 Seja K a curvatura Gaussiana da superficie S em p. Se p € um

ponto hiperbolico, entao p tem exatamente duas direcoes assintoticas.

Demonstragao: Considere a expressao da formula de Euler em (1.19), ou seja,
En(w) = Ky cos® 0 + ko sen” 6

onde, em p, k; e ky sao as curvatura principais, w = ucos 4+ vsen @ é o vetor tangente
unitario, e, u e v sdo os vetores principais. Pela Definigao (1.33), as dire¢oes assintoticas
sao determinadas por 6 quando k,(w) = 0. Sendo p um ponto hiperbdlico, segue que
K(p) < 0, isto é, k; e ky tém sinais opostos. Pela Definigao (1.33), devemos resolver
a equagao k,(w) = 0, isto é, devemos encontrar os valores de # que anulam a equagao
(1.19). Suponha cos# # 0, pois nao ocorre sen = cosf = 0. Levando em conta que

ki1 # 0 e ko # 0, a equagao

k1 cos? 0 + kysen® 0 = 0 (1.20)
pode ser reescrita na forma
K
tg?f = ——
g oo

k
onde § = +arctg 4/ _k_l ¢ a solugao da equacao k,(w) = 0. Como a equacdo em (1.20)
2

tem duas solugoes, existem exatamente duas dire¢oes assintoticas em p. |

Proposigao 1.36 Seja a(t) = X(u(t),v(t)), com t € R, uma curva reqular de uma
superficie S. Entao, a € uma linha assintdtica de S se, e somente se, as fungoes u(t),

v(t) satisfazem a equagdo
e(u)? + 2fu'v + g(v')* =0 (1.21)

onde e, f, g sao os coeficientes da sequnda forma quadrdtica de S em (u(t),v(t)).
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Proposicao 1.37 Seja S uma superficie reqular com parametrizacio X : U — R3,
onde U é um aberto de R2. Se p € S € um ponto hiperbdlico, entio existe uma
vizinhanga V', contida em U, de p, de pontos hiperbolicos tal que, para todo q € 'V,

existem duas linhas assintdticas, a(t) = X (u(t),v(t)), em q.

Proposigao 1.38 A fim de que as curvas coordenadas de uma parametriza¢do na vi-
zinhanga de um ponto hiperbolico sejam curvas assintoticas € necessdrio e suficiente

que e = g = 0.

Demonstragao: Dizemos que uma curva regular e conexa C' em uma vizinhanga co-
ordenada de S é assintotica quando para qualquer parametrizagao a(t) = X (u(t), v(t))

de C temos [1,(c/(t)) = 0, para todo t € I; isto é, pela Proposicao (1.36), quando
e(u')? + 2fu'v + g(v')* =0, tel (1.22)

Suponha que as cuvas coordenadas A(t) = X (¢, v(t)) e u(t) = X (u(t), c2) sejam curvas

assintoticas. Pelo fato de que A(t) e u(t) sdo curvas regulares, segue que
N(t) #0e p/(t) #0= X, (t) + X,0'(t) #0.
Como

ut)=cr=u'({t)=0= X' () Z0=1'(t) #0

v(t) =co = V(1) = 0= X,u'(t) # 0= (t) #0,

tem-se, respectivamente, pela Equagao (1.22), que

k(N (1) =0=e(u) +2fuv + g(v')=0=g(v')?’=0=g=0

k(i (1) = 0= e(u)? + 2fu'v' + g(v')? =0 = e(v)* =0 = e = 0.

Reciprocamente, suponha ¢ = g = 0. Como estamos na vizinhan¢a de um ponto

hiperbolico, pela Equagao (1.18), temos que

K<O0=eg—f<0=—-f’<0=f*>0=f#0.
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Assim, considerando as curvas coordenadas A(t) = X(c1,v(t)) e u(t) = X(u(t),c),
segue que

Ea(V (1)) = k(4 (1)) = 2fu' =0,

pois v/ (t) =0 e v'(t) # 0 ou v/(t) # 0 e v'(t) = 0. Entdo, as curvas coordenadas A(t) e

p(t) sdo linhas assintoticas. |

Além disso, a expressao em (1.22) é denominada equagao diferencial da linhas

assintoticas.

1.4 Campos Vetoriais

Apresentamos nesta se¢ao alguns conceitos de campos vetoriais no contexto das

superficies regulares com orientagao.

Definicao 1.39 Uma aplicacao definida por

w:VcsS — 1,8
p  — w(p)

denomina-se campo de vetores (tangentes) no conjunto aberto V-C S de uma super-
ficie regular S. Quando, para alguma parametrizacao X (u,v) em p € V, as fungoes

a(u,v) e b(u,v), dadas por
w(p) = a(u,v) Xy + b(u, v) X,

sao diferencidveis em p € V, na base {X,, X,}, dizemos que o campo de vetores w
¢ diferencidavel no ponto p € V. Além disso, w € diferenciavel em todo o aberto V.

quando € diferencidvel em todos os pontos de V.

Dizemos que uma curva parametrizada diferenciavel a(t) = X (u(t),v(t)) sobre
uma superficie S, parametrizada por X : U — S, é uma trajetéria de um campo de

vetores tangentes w, definido em um aberto V' C S, quando o/(t) = w(«(t)) parat € I.

Definicao 1.40 Sejam f : V — R wma funcao diferencidvel em um aberto V-.C S
de uma superficie reqular S e W C V' uma vizinhanga de p € V tal que df, # 0 para
todo ¢ € W. Dizemos que a f é uma integral primeira (local) de w quando ela é

constante ao longo de cada trajetoria de w na vizinhangca W de p.

Um campo de diregoes em um conjunto aberto U de uma superficie regular S

¢ uma aplicacao  que associa a cada ponto p € U uma reta em 7,S que passa por p.
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Definicao 1.41 Uma curva regular conexa C'° C V € uma curva integral de um
campo de diregoes v definido em um aberto V- C S de uma superficie reqular S, quando
r(p) € a reta tangente a C' em p para todo p € C.

Na linguagem das equagoes diferenciais, as curvas integrais sao os tracos das
trajetorias dos campos de vetores (b, —a) associados ao campo de diregoes representados
pelas equagoes

dv

d
a(u,v)d—? + b(u,v)d—t =0

Teorema 1.42 Sejam w, e wy campos de vetores linearmente independentes em algum
ponto p € U de um conjunto aberto U C S. Entao pode-se parametrizar uma vizinhanca
V C U de p tal que para cada q € V' as curvas coordenadas — dessa parametrizacao —

que passam por q sao tangentes as curvas integrais determinadas por wi(q) e wo(q).

Demonstracao: Seja W uma vizinhanga de p onde as integrais primeiras f; e fy de

w; e wy, respectivamente, estejam definidas. Defina a aplicacao ¢ : W — R? por

©(q) = (fi(q), f2(q)), qgqeWw

Como f; é constante ao longo das trajetorias de wy e (df1) # 0, temos em p

dpp(w1) = ((dfy)p(w1), (df2)p(wr)) = (0, a)

onde a = (dfz),(w;) # 0, pois w; e wq sdo linearmente independentes. Analogamente,

dipp(w3) = (b,0)

onde b = (dfy),(ws) # 0. Segue-se que dyp, # 0, e portanto que ¢ é um difeomorfismo
local. Logo, existe uma vizinhanca U C R? de ¢(p) que é levada difeomorficamente
por X = ¢! em uma vizinhanca V = X (U) de p; isto ¢, X é uma parametrizacio de

S em p, cujas curvas coordenadas

fi(q) = const. f2(q) = const.
sao tangentes em ¢ as curvas determinadas por wi(q) e ws(q), respectivamente. [ |
Corolario 1.43 Dados dois campos de diregoes r e ¥ em um aberto U C S tais que

em p € U, r(p) # 7(p), existe uma parametrizacio X em uma vizinhan¢a de p tal que

as curvas coordenadas de X sao as curvas integrais de r e .
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O corolario a seguir mostra que existe uma parametrizagao ortogonal em qualquer
ponto de uma superficie regular.

Corolario 1.44 Para todo p € S existe uma parametriza¢ao X (u,v) em uma vizi-
nhanga V' de p tal que as curvas coordenadas u = const. e v = const. intersectam-se
ortogonalmente para cada q € V' (diz-se que uma tal X é uma parametrizacao or-
togonal).

Demonstracao: Considere uma parametrizacio arbitraria X : U — S em p, e defina

dois campos de vetores

F_ _
w1 = Xﬁ e Wy = _EX/E —I—X@

onde E e F sao os coeficientes da primeira forma fundamental em X. Para verificarmos

a ortogonalidade de wy(q) e wy(q), para todo ¢ € X (U) facamos

_ F _ _
(wy,wa) = (Xg, —=Xa + Xp)

Obtemos assim dois campos de vetores ortogonais. Segue-se que as curvas integrais
determinadas por w;(q) e wy(g) sdo ortogonais na vizinhanca U de p. Assim, pelo
teorema (1.42), nessa vizinhanca, a parametrizacao X de p é tal que, para cada q € U,
suas curvas coordenadas que passam por ¢ sao ortogonais as curvas integrais determi-

nadas por w;(q) e wy(q). Logo, as curvas coordenadas de X sdo ortogonais. [ |

Observacao 1.45 Duas curvas sao ortogonais em um ponto quando suas tangentes

sa0 ortogonais nesse ponto.

O corolario a seguir apresenta uma condi¢ao para a existéncia de coordenadas
determinadas pelas direcoes assintoticas.
Corolario 1.46 Seja p € S um ponto hiperbolico de S. Entao € possivel parametrizar

uma vizinhanca de p tal que as curvas coordenadas desta parametrizacao sejam as

curvas (linhas) assintdticas de S.
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Demonstracao: Como as curvas assintoticas sao solucoes da equagao
e(u')? +2fu'v' + g(v')* = 0, (1.23)

e em uma vizinhanca de um ponto hiperboélico, temos eg — f? < 0. Considere uma
rotagao do plano wv, de maneira que e(p) > 0. Podemos entdo decompor o lado

esquerdo da equacao acima em dois fatores lineares distintos, o que nos da
(Au' 4+ Bv")(Au' + Dv') =0, (1.24)

onde os coeficientes sao determinados por

A2 =e¢
A(B+ D) =2f (1.25)
BD =g.

Esse sistema de equagoes tem duas solugoes reais. De fato, considerando a primeira

equagao do sistema (1.25), temos que
A== A=/

Dai, substituindo A = /e na segunda equagao do sistema (1.25), obtemos

2f
Je

Agora, substituindo esse valor encontrado para B na terceira equagao do sistema (1.25),

A(B+D)=2f = \e(B+ D) =2f = B = D

isto é,

BD:g:(\Q/—];—D)D:g

Logo, encontramos a equagao

que tem solugoes reais dadas por
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2 _
onde / 9

> 0, pois eg — f? < 0. Assim, a equacao (1.24) nos da o seguinte sistema
de equagoes diferenciaveis
Au' + Bv' =0 (1.26)
Au' + Dv' =0
Cada uma dessas equagoes determina um campo diferenciavel de dire¢oes (por exem-
plo, a primeira equagao de (1.26) determina a diregdo que contém o vetor nao-nulo
(B,—A))), e em cada ponto da vizinhanga considerada as dire¢oes dadas pelas equa-
¢oes do sistema sao distintas. Aplicando o Corolério (1.43), vemos que é possivel pa-
rametrizar uma vizinhanca de p tal que as curvas coordenadas sejam curvas integrais

do sistema (1.26). Mais precisamente, as curvas coordenadas de (1.26) sdo solugoes da

equagao. (1.23); logo sao linhas assintoticas. |



Capitulo 2

Equacoes de Compatibilidade e

Curvas Geodésicas

Neste capitulo, em consonéncia com [11], tratamos de definir parametrizagao de
superficies por malha de Chebyshev generalizada, escrever as expressoes da primeira
e segunda formas fundamentais, e, as equagoes de compatibilidade para superficies —

: : o . . 1
parametrizada por linhas assintéticas — com curvatura Gaussiana negativa K = ——

2 Y
p
onde p é uma funcao positiva em todo seu dominio.

2.1 Equacoes de Compatibilidade em Superficies Pa-

rametrizadas Regulares

Considere uma superficies regular orientada S e uma parametrizacao na orienta-
¢ao de S dada por X : U C R? — S. Nesta secao estudaremos o triedro natural, dado
pelos vetores X, X, e N, associado a cada ponto de X (U). Assim, podemos escrever

as derivadas dos vetores X,, X, e N na base {X,, X,, N} da seguinte maneira
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Xyw = L X, + T3 X, + LN,

Xy = 'L X, + TEX, + LoN,

Xpw =Ty Xy + I3, X, + LyN,

Xopo = L Xy + IS X, + Ly N, 2
Ny = anXy + an Xy,

Equacoes de Weingarten
Ny = a1 Xy + aznX,,

onde, ja sabemos, da Equagao (1.17) que

fF —eG algng_fG 76F—fEea227fF—gE
EG—-F? """ - B

EG_—F2 "™ T EG_F?

ail =

Definicao 2.1 Os coeficientes '

i, para i, j,k € {1,2}, sdo chamados de Simbolos
de Christoffel.

Os simbolos de Christoffel sao simétricos em relacao aos indices inferiores. De
_ ‘ 1 _ 1 2 _ 2
fato, como X,, = X, concluimos que I}, = I e I, = I5,. Tomando o produto

interno dos vetores X, Xuy, Xou € Xyp por N, temos que

(Xyu, Ny = (I', X, + TE X, + LiN,N)
= (I Xu, N) + (IT) X0, N) + (LN, N)
= Iy (X, N) + IT(X,, N) + Li (N, N)

- I,

(Xyo, NY = ("'}, Xy + T% X, + LyN, N)
= 'YXy, N) 4+ I'y(X,, N) + Ly(N, N)

=1,

<X”UUJN> = F212<Xu;N> +F222<X07N> +L3<N7N>

= Lg.

Desses blocos de igualdades acima e do fato de que e = (X, N), f = (Xu, N) €
g = (X, N), temos, respectivamente, que e = Ly, f = Ly = Lo e g = L3. Onde e, f
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e g sao os coeficientes da segunda forma fundamental de S.
Para determinarmos os simbolos de Christoffel, primeiramente, tomamos o pro-

duto interno dos vetores X, Xuv, Xou € Xy por X, e X, isto é,

<qu7 Xu> = <F111Xu + F121Xv + L1N7 Xu>
= <F111Xm XU> + <F121XU7XU> + <L1N7 Xu>
= Iy (X, Xo) + T (X, Xu) 4+ Li(N, X,,)

:F111E+F121F

<qu>Xv> = <F111Xua Xv> + <F121X1}7X’U> + <L1N7 Xu>
= Flll <Xw Xv) + F121<Xv7 Xv) + L1<N7 Xv>

<Xuv7 Xu> = F112<Xu7 Xu> + F122<XU7 XU) + L2<N7 XU>

= I'hE + I'HF
(Xuw, X)) = TLF + %G
(Xpo, Xy) = [0, E + TS F
(Xow, Xo) = T F + TG

Derivando os coeficientes da primeira forma fundamental em relacao as variaveis u e

v, isto é, para

E= <Xu7Xu>7 F = <XU7X’U> eG= <Xv7Xv>

segue que
1
1
Ev - 2<Xuv7Xu> = <XUU7X'LL> - §Ev
1
Gu - 2<Xvu7Xv> = <XvuaXv> - §Gu
1
Gv = 2<vaaXv> = <Xv’v7Xu> = §Gv
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1 1
Fy = (Xuu, Xo) + §EU = (Xyu, Xy) = F, — ZEU
1 1
Fv - <vauXu> + éGu = <va7Xu> = Fv - §G
Assim, obtemos os sistemas de equacoes
(1 2 1
IE+THF = (X, Xy) = 2Eu
1
I'YF+ LG = (X, X)) = F, — 3 E
( 1
I'LE+T5F = (X, X,) = =B,
; (2.2)
1 .
I'YF 4+ TEHG = (X, X,) = 3G
( 1
IYE+THF = (X, X,) =F, — §Gu
S
1
[P + TG = (X, Xo) = 5 G
\
Como |EE| = EG — F? # 0, segue que
) -1
sE, Fl|\E F GE,—2FF,+ FE,
Iy, = ? == Iy, = i
F,—iE, G||IF @ 2(EG — F?)
) -1
E sE, E F 2FF, — FE,— FE,
I = 2 = h="Sge-p
F F,—-1iB||F @ (EG - F?)

Analogamente, resolvemos o segundo e terceiro pares de equagoes dos sistemas (2.2).
Logo, temos os simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da primeira forma

fundamental E, F', G e de suas derivadas primeiras, ou seja

[l — GE,—2FF,+FE, 'L — GE.—FG, Il _ 2GF,—GGy—FG,
1= = 2EG-_F?) 12 = 2(EG—F?) 22 = T 2(EG_F?)
(2.3)
2 — 2BF,—EE,—FE, 2 — EG,—FE, 2 — EG,—2FF,—FG,
11 = 7 2(EG-F?) 12 = 2(EG—F?) 22 = 7 2(EG-F?)

Ja vimos que as expressoes das derivadas de X, X, e N na base {X,,, X,,, N} dependem
apenas do conhecimento dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de
S. Entao, é razoével considerar uma relacao entre esse coeficientes. De fato, considere
as expressoes

(qu)v - (Xuv>u =0
(va)u - (Xvu>v =0.

(2.4)
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Substituindo os valores das derivadas de X,,, X, e N, que se encontram em (2.1), nas

expressoes em (2.4), temos

(qu)v - (Xuv)u = (FlllXu + F121Xv + LlN)v - (F112Xu + F122Xv + L2N>u
= (FlllXu)v + (F121Xv)v + (L1N>v - (F112XU)u - <F122Xv)u - (L2N)u
= (Flll)vXu + FlllXuv + (Ffl)va + F121va + (Ll)vN + L1 N,

- (Fllz)uXu - F112qu - (F122)UXU - F122Xvu - (LQ)UN - L2Nu

(va)u - (XvU>v = (F212Xu + F222Xv + LSN)u - (F211Xu + F221Xv + Z/2N)v
- (F212Xu)u + (F222Xv)u + (LSN)u - (lelXU)v - (F221Xv)v - (E2N)v
= (F212)uXu + F212qu + (F222)uXv + F222Xvu + (L3>uN + L3Ny

- (F211)vXu - F211Xuv - (F221)va - F221va - (E2)UN - EQNU-

Substituindo, novamente, as derivadas Xy, Xuv, Xou, Xow, Nu € N, por suas, respec-

tivas, combinagoes lineares em relagao a base {X,, X,, N}, obtemos

(qu)v - (Xuv)u = <F111>vXu + Flll [F112Xu + F122Xv + LZN] + (Ffl)va + F121 [FQIQXU
+ I3, Xy + LaN] + (L1)oN + Ly[a1n Xy + anX,] — (I'h)u X
- F112[F111Xu + F121Xv + LlN] - (F122)uXv - F122[F211Xu + F221Xv

+ E2N] — (L2)uN — Lala1 Xy + a2 X,

(va)u - (Xvu)v - <F212)uXu + F212 [FlllXu + F121Xv + LIN] + (F222)uXv + F222 [F211Xu
+ F221XU + .Z/QN] + (Lg)uN + Lg[aHXu + (lngv] — (F211)1;Xu
- F211 [F112Xu + F122Xv + L2N] - (F221)va - F221 [F212Xu + F222Xv

+ LgN] - (EQ)UN - Eg[angu + GQQXU].
Em seguida, aplicando distributividade, temos

(Xuaho = (Xun)u = (Th)u X + THTL Xy + THTS X, + DL LN + (TR)u X + T T X,
+ TET5 X, + I LsN + (L) N + Lias Xy, + LianX, — (I'}). X,
- F112F111Xu - F112F121Xv - F112L1N - (F122)uXv - F122F211Xu - F122F221Xv
— I'ZLyN — (Ly)uN — Lya;1 X, — Lyan X,
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(XUU)U - (XUU)U = (FZIQ)UXU _'_ F212F111XU + F212F121XU + F212L1N + (FZZQ)UXU + F222F211XU
+ F222F221XU + F222E2N + (Lg)uN + LgCLllXu + L3G21X,U — (lel)vXu
- F211F112XU - F211F122XU - F211L2N - (F221)UXU - F221F212Xu - F221F222XU

— F221L3N — (.Z/Q)UN — EQCLlQXu — I/QCLQQXU.

Agrupando as parcelas que possuem os fatores X,, X,, N e tendo em mente que

Xy = Xy implica I'ly = I}, T'E, = I3, Entao

(Xuw)o — (Xuw)u = [(IV))o + Ty 4 Liary — (1) — Iy 1y, — Loani] X,
+ [F111F122 + (F121)v + F121F222 + Lyag — F112F121 - (F122)u - F122F221 - L2a2l]Xv

+ [ Lo + T Ly + (L1)o — iy Ly — Iy Lo — (Lo)u]N

(Xow)u — (Xvu)v = [(F212)u + F212F111 + F222F211 + Lzai — (F211>v - F211F112 - F221F212 - L2a12]Xu
+ [F212F121 + (F222)u + Laag — F211F122 - (F221)v — Lyann] X,

+ [y Ly + I35 Ly + (La)y — Iy Lo — I3 Ly — (La)y| N,
Segue da independéncia linear dos vetores X,, X, e N que

(Iy)u — (1) + oIy — I Ty + Loars — Lyays = 0
(F122)u - (Flgl)v + F112F121 + F122F221 - F111F122 - F121F222 + Loagr — Liag =0

Iyl + IyLo — Iy Ly — T Ly + (La)y — (L1), = 0

(F212)u - (lel)v + F212F111 + F222F211 - F211F112 - F221F212 + Lzaiy — Laayz =0
(I5y)u — (I5))s + gy Iy — Ty Iy + Laagy — Loagy =0

I Ly + ThLy — I Ly — T3 Ls + (Ls), — (Lg), = 0.

Donde

fF —eG gF — fG
(F112)u_(F111)U+F122F211_F121F212+fEG_F2_eEG_Fg =0

el' — fE fF —gE
(F122)u_(F121)U+F112F121+F122F221_F111F122_F121F222+fEG_F2_eEG_FQ =0

€F112+fF122_fF111_9F121+fu—€v:0
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fF —eG gF — fG
(lez)u_ (lel)v+F212F111+F222F211_F211F112_F221F212+9EG_F2 —fEG_FQ =0
el — fE fF —gE
(F222)u_(F221)U+F212F121_F211F122+9EG_F2 _fEG—F2 =0
6F212+fF222—fF211—gF221+gu—fU:O.
Segue que
(Fllz)u_(F111)U+F122F112_F121F212:KF
(F122)u - (F121)v + F112F121 + F122F122 - F111F122 - F121F222 =—KFE
eF112—|—fF122—fF111—gF121:ev—fu,
(lez)u_(F112)v+F2I2F111+F222F112_F112F112_F122F212 = KG
(F222)u - (F122)v + F212F121 - F112F122 =—-KF
elyy+ fI5 — [Ty — 9 = fo — Gu-
Portando, obtemos as Equacgoes de Compatibilidade:
< 7
= =
é CC; {_KE = (Ify)u — (I)o + DT + T — T T — THTS, (2.5)
= S
ev—fu:eF112+f(F122—F111)—gF121
(2.6)

fv—gu:er212+f(r222_F112)_9F122-

Equacao
de Codazzi-
Mainardi

O préximo teorema é também conhecido como Teorema Fundamental das Super-
ficies.

Teorema 2.2 (Bonnet) Sejam E, F, G, e, f, g fungées diferencidveis definidas em
um conjunto aberto V.C R?, com E > 0, G > 0. Suponha que as funcoes dadas
satisfacam formalmente as equagoes de Compatibilidade e que EG — F? > 0. Entdo,
para todo q € V' existe uma vizinhangca U C 'V de q e um difeomorfismo X : U —
X(U) C R? tal que a superficie reqular X(U) C R tem E, F, G ee, f, g como
coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais, respectivamente. Além disso,
se U € conexo e
X:U—XU)CR?

€ um outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas condi¢oes, entdo existe uma trans-
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lagio T e uma transformacdio ortogonal propria p em R® tal que X =T opo X.

Em noutras palavras, os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais, sa-
tisfazendo as equacoes de compatibilidade, determinam uma superficie a menos de sua

pOosicao no espaco.

2.2 Curvas Geodésicas

Tratamos nesta secao de sistematizar alguns conceitos de geometria intrinseca.
Para isso, comegamos com o conceito de derivada covariante que é o analogo, para

superficies, da derivada usual de vetores no plano.

Definigao 2.3 Seja w um campo diferencidvel de vetores (tangentes) em um conjunto

aberto U C S epc U. Sejay €T,S, considere uma curva parametrizada
a:(—ee) = U,

com a(0) =p e d'(0) =y, e seja w(t) a restricao do campo de vetores w a curva c,

t € (—¢,¢). O vetor, denotado por
Dw
W(()) ou Dyw(p),

obtido pela projecao de d—l;(O) sobre o plano T,S ¢ chamado a derivada covariante

em p do campo de vetores w em relagao ao vetor y.

Figura 2.1

Seja v : I — S uma curva parametrizada em S. Um campo de vetores tangentes w

ao longo de « é uma correspondéncia que associa a cada t € I um vetor w(t) € To)S.
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Tomando uma curva «(t) em S como sendo a trajetoéria de um ponto que se move
/

sobre a superficie, os vetores o/ (t) e (t) representam, respectivamente, a velocidade

e a aceleragao (derivada covariante) desse ponto sobre S.
Definicao 2.4 Dada uma curva parametrizada o : I — S, um campo de vetores w ao

longo dessa curva é chamado paralelo quando d_;u =0 para todo t € 1.

A definicao seguinte é consequéncia, dadas as condi¢oes iniciais, da unicidade do
campo de vetores paralelo ao longo de uma curva parametrizada sobre uma superficie
regular.

Definigao 2.5 Seja o : I — S uma curva parametrizada e wy € Tyu)S para ty € 1.
Considere w um campo paralelo ao longo de o, com w(ty) = wy; o vetor w(ty), para

t; € I é chamado transporte paralelo de wy ao longo de o no ponto t;.

Definicao 2.6 Uma curva parametrizada, nao constante, v : I — S € chamada geo-
désica em t € I quando seu campo de vetores tangentes ' (t) € paralelo ao longo de
em t, 1sto €,
Dy'(t)
dt
Além disso, v € uma geodésica parametrizada quando € geodésica para todo t € I.

=0.

Note que as defini¢oes de transporte paralelo e geodésica nao dependem da orientacao
de S. No entanto, na Definicao (2.10), que esta apresentada a seguir, a curvatura
geodésica muda de sinal com uma mudanca de orientacao em S.

Proposicao 2.7 Uma curva parametrizada v : I — S, nao constante, sobre uma

superficie orientada S € uma geodésica se, e somente se, satisfaz o sistema de equacoes

u” + I () + 2050 4 (V') =0

2.7
v+ TH (W) + 2I%uy + T (0)* =0 (2.7)

para todo intervalo J C I tal que v(J) esteja contido em uma vizinhanga coordenada

em S.

Demonstragao: Suponhamos, primeiramente que ~y(t) seja uma geodésica para todo
t € 1. Seja X (u,v) uma parametrizagao de S em uma vizinhanga V' de y(to), to € I; e,
J C I um intervalo aberto contendo ¢, tal qu y(J) C V. Além disso, seja X (u(t), v(t)),
t € J, a expressao de v : J — S na parametrizagao de X. Entao, o campo de vetores

tangente w = ~/(t), t € J, é dado por

Y (t) = u' () Xy + V' (1) X,
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Segue que,
D~/ (t
th( ) U Xy A+ (Xt 4 Xopt') + 0" Xy + 0" (Xt + Xput)
D~ (t
th( ) X X 4 Xt 40X+ Xt + X (0)?

= qu(u/)Q + (Xuv + Xvu) u'v' + va(vl>2 + U”Xu + U”XU. (28)

Utilizando as expressoes em (2.1), a equagao em (2.8) é escrita como

D~ (t
th( ) _ (ML Xy + T2 X, + LiN) ()2 + (T Xy + T X, + LoN + T X,

+I5 X, + LoN) v’ + (I Xy + T Xy + L3N) (V') + 0" X, + 0" X,
= (I (W) 4+ 2050 + Iy (V) + ) X,
+ (IT (W) + 20 Hu'v + T3 (V) +0") X,

Como 7(t) ¢ uma geodésica, pela Definigao (2.6), obtemos as equagdes (2.7) desejadas.

A reciproca é imediata. |

Proposicao 2.8 Se os coeficientes E, F' e G da primeira forma fundamental de uma

superficie reqular S sao constantes, entao suas geodésicas sao retas.

Demonstragao: Sendo F, F' e GG constantes, segue de (2.3) que os simbolos de Chris-
toffel sao todos nulos. Nesse caso, a derivada covariante coincide com a derivada usual
de vetores no plano. Utilizando a Prop. (2.7), v é uma geodésica se, e somente se,

u” = 0" = 0. Portanto suas geodésicas sao retas. |

Definicao 2.9 Seja w um campo diferencidvel e unitdrio de vetores ao longo de uma

curva parametrizada o : I — S sobre uma superficie orientada S. Como w(t), para

. . w
t €1, € um campo de vetores unitdrio, %(t) ¢ normal a w(t), e portanto

Dw

= = M x w(t). (2.9)

O nidmero real A = A(t), denotado por [Dw/dt], é chamado valor algébrico da de-

rivada covariante de w em t.

Observe que o sinal de [Dw/dt] depende da orientacao de S e que

2] - (2 ). o0



De fato, pela figura abaixo

Figura 2.2

e a Defini¢ao (2.9) podemos escrever

d
d—zf:ozN—k)\(wa).

Dai, sendo (N, N x w) = 0 e 6 o angulo entre os vetores N e N x w, obtemos

<dcl—1:,wa>:<ozN+/\(wa),N><w)

=a(N,N xw)+ AX(N xw, N xw).

Ou seja,
dw
<E’N ><w> = AN xw, N x w)
= AN x w|?
= X (|N||w|sen §)?
=\
Portanto,
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Definicao 2.10 Considere uma curva reqular orientada C' contida em uma superficie
orientada S e uma parametriza¢io a(s) de C' pelo comprimento de arco s em uma

vizinhanga de p € S. O wvalor algébrico

RGN

da derivada covariante de o/(s) € chamada curvatura geodésica de C' em p.

Assim, as curvas tais que k, = 0 caracterizam as curvas geodésicas que sao curvas

regulares.

O Lema (2.11) abaixo mostra que fixando uma determinagao ¢, do angulo de v(¢,)
a w(t,) é possivel “estendé-lo” diferenciavelmente em I, e isto nos fornece a fungao
diferenciavel ¢ : I — R de tal modo que ¢(t), para t € I, seja uma determinagao
diferenciavel do angulo de v(t) a w(t) na orientagao de S. Onde v e w sdo campos
de vetoriais diferenciaveis ao longo de uma curva parametrizada « : I — S, com
lv(t)| = |w(t)| = 1, para t € I. Além disso, considere o campo de vetores v ao longo
de « tal que a base {v(t),7(t)} seja ortonormal e positiva para cada t € I, e, o vetor
w(t) seja expresso como

w(t) = a(t)v(t) + b(t)v(t),
onde a e b sao funcoes diferenciaveis em I e a® + b = 1.

Lema 2.11 Considere a e b fungoes diferencidveis em I com a* +b*> =1 e ¢, tal que

a(t,) = cosp, e b(t,) = seny,. Entio a fungao diferencidvel

t
g0—900+/ (ab' — ba')dt

to

¢ tal que cos (t) = a(t), sen(t) = b(t), parat € I, e p(t,) = ©,.
Demonstracao: Considera a fungao

¢:1 — R
t o ()= 2%(t) + y*(t)

ondex =a—cospey=>b—seney.
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Afirmamos que £ = 0. De fato, sendo

€ = (a—cosp)®+ (b —sen p)?
= a? — 2acos ¢ + cos? ¢ + b? — 2bsen  + sen’ @
= a® + b? + cos® p + sen? p — 2(acos ¢ + bsen )

=2 —2(acosp + bsenp)
entdo £ = 2 — 2(acos @ + bsen ). Além disso,

t
90/ = (@0"’/ (ab/—ba/)dt)’ — ab =bd e (a2 + b2)’ — 0 — ad — —bV

to

Segue que

& =(2—2(acosp+bseny))
=0—2(a(—senp)¢ + a' cosp +beosp @' + b sen p)
2(a’ cosp + b senp —asen g (ab' — ba') + beos p (ab' — ba'))
2(a’ cos ¢ + b’ sen  — b sen pa® + bsen @ aa’ + acos pbb' — a’ cos p b)

—
— -
= —2(d' cos p + b’ sen p — b’ sen a® + bsen o (—bb') + acos p (—aa’) — a’ cos ¢ b*)
= —2(a’ cos o + ' sen ¢ — b sen pa® — b sen p b*> — a’ cos p a® — a’ cos p b*)

—

2(a’ cos p + b’ sen p — b sen (a® + b*) — a’ cos ¢ (a® + b?)),
isto é,

& =—2(a cosp+ b senp — b senp —a’ cos )

= 0.
O que indica que £ = constante. Assim, para t = t,, temos que

E(to) =2 — 2(alty) cos g, + b(t,) sen ;)
=2 —2(a*(t,) + b*(t,))
=2-2

= 0.
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Entao, £ = 0 o que implica em (a — cos p)?+(b — sen p)? = 0, estd ultima igualdade

ocorre se, e somente se, a = cosp e b = sen . ]

O lema seguinte relaciona a derivada covariante de dois campos de vetores unitario

ao longo de uma curva com a variacao do angulo formado por eles.

Lema 2.12 Considere, ao longo da curva o : I — S, 0s campos de vetores diferencid-

veis v e w, com |[v(t)| = |w(t)| =1, para t € I. Entao

Dw Dv| dy

dt dt | dt’
onde ¢ € uma das determinagoes diferencidveis do dngulo de v e w, dadas no Lema
(2.11).

Segue desse lema que, dadas uma curva regular orientada em S, a(s) uma para-
metriza¢do pelo comprimento de arco s de C' em p, e v(s) um campo paralelo ao longo

de a(s). Entao, tomando w(s) = &/(s), obtemos

O

isto €, a curvatura geodésica € a taxa de variagcao do dngulo que a tangente a curva faz

com uma diregao paralela ao longo da curva.

Proposigao 2.13 (Férmula de Beltrami) Considere w um campo vetorial paralelo
ao longo de uma curva o : I — S, parametrizada pelo comprimento de arco s, na orien-
tacao de uma superficie reqular S com parametrizacao X (u,v). A curvatura geodésica

em um ponto p € C € dada pela expressao

kg = [F121 (U/)g + (2F122 - Flll)(“/>27), + (F222 - 2F112)U/(7/)2

2.11
—F212 (U/)?) + u'v” . u//y/} m’ ( )

onde o0s F;z - com i,7,1 € {1,2} — representam os simbolos de Christoffel e E, F, G

sao os coeficientes da primeira forma fundamental de S.

Demonstracao: Como w(s) = «/(s), obtemos
w(s) = Xu' + X0

Dai,
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w = (X' + X)), + (Xuu' + X0'),
= Xouu (u')2 + X " + X' + X' u + Xy (v')2 + X"

= X (u')2 + 22XtV + Xy (2/)2 + X u" + X0,
Assim, segue da Equagao (2.10), da Def. (2.10) e do item (1) da Prop. (1.6), que

ky, = {%} = <N X w,(fi—ls> = (w x w', N)
— <[qu' + X' X [ X (u')2 + 2X 1V + X, (v’)2 + Xu" + X 0", N>
= ((Xu X Xuu) (W) + 2(Xy X Xo) ()0 + (X X X))t (V) 4 (X X Xy )u't”
+( Xy X X)W + (Xy x X))V (1) + 2(X, x X))t/ (0)? 4+ (X, x X)) (v')?

+(X, x X )v'u" + (X, x X,)v'v", N).
Com isso obtemos a seguinte igualdade

ky = (Xy X Xyu, NY (@) + [2 (X X X, N) + (X X X, N)] () *0
+ [( Xy X Xy, N) 4+ 2 (X, X Xy, NMHt! (V) + (X, x Xy, N) (0')° (2.12)

+ ( Xy X Xy, N) [u'0" — ")
Os coeficientes de (u')3, (u/)?v', o/ (v')?, (v')? e (u/v" — u"v") sdo todos em fungao de E,

F, G e de suas derivadas primeiras. De fato, lembrando que | X, x X,| = VEG — F?

e pela da Prop. (1.7), temos que

(Xu X Xy, X X Xy)

Xy X Xy, N) =
< ) VEG — F?

- <qu7Xv><XU7Xu> - <Xu7qu><Xu7Xv>
N VEG — F?
(ML F +TEG)E — (I'LE+ T3 F)F

- VEG — 2

 TLNFE+T3GE —TLEF — TAFF

VEG — F?

, GE— F?
YVEG - F?
=T'4VEG — F2. (2.13)
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Analogamente, obtemos

= -I,VEG — F?
I'WEG — F2

—I'"WEG = F?

(Xy X Xy, N)
)=
) = (2.14)
) =
)=
)

X, X Xou, N
I'4ZVEG — F?
~I''"WEG - F?

= VEG — F2.

(Xy
(
(Xy X Xpo N
(Xy X Xy, N
(X, x X,, N

Portanto, substituindo os valores encontrados em (2.13) e (2.14) na igualdade (2.12)
obtemos (2.11). [ |

2.3 Equacoes de Compatibilidade em Superficies Pa-

rametrizadas por Linhas Assint6ticas

A seguir considere apenas superficies com curvatura Gaussiana negativa no espaco
euclidiano R®. Pela Prop. (1.35), tais superficies possuem exatamente duas diregoes
assintoticas, isto é, diregoes nas quais a curvatura normal se anula. Assim, podemos
parametrizar essas superficies (localmente) pelas coordenadas assintoticas (u, v) de uma

dada parametrizacao X : U C R? — R3,

Definicao 2.14 O dngulo entre as linhas assintoticas de uma superficie parametrizada

por coordenadas assintdticas é chamado Angulo de Chebyshev.

Proposicao 2.15 Considere X (u,v) uma parametriza¢io por linhas assintdticas de

uma superficie reqular S e uma fung¢io p: D C S — R, tal que p(u,v) > 0 para todo

(u,v) € D. Se a curvatura Gaussiana K = —— em S, entdo a primeira e a sequnda
p
formas fundamentais de S sao escritas, respectivamente, como
I = A%du?® + 2AB cos pdudv + B*dv? (2.15)
2AB
171 = Z22502 o, (2.16)
p

onde p € o dangulo de Chebysheuv.
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Demonstragao: De fato, tomando A = |X,|, B = |X,| e considerando ¢ um angulo

de Chebyshev, os coeficientes da primeira forma fundamental sao
E=A* G=B% e F=(X,X,)=cosp|X,||X,|=ABcosy

mudando as coordenadas se necessério, assumimos 0 < ¢ < 7. Segue da expressao da

primeira forma fundamental de S que

[ =EW)? +2Fuv + G(')?
— | X 2du? + 2(X,, X, )dudv + | X, |*dv?

= A%du® + 2AB cos ¢ dudv + B*dv?

Como K = —p%, onde p > 0, segue de (1.18) que

eg—f*

EG—-F2  p?

Ja que a superficie em questao é parametrizada por linhas assintoticas, pela Prop.

(1.38), segue de e = g = 0 que a equacao acima implica em

—f? 1 EG — F? VEG — F2
re-p- g e = e

pois EG — F? = | X,|?|X,[2(1 — cos? p) = (| Xu|| X senp)? = | X, x X,|> > 0. Além
disso, sendo A = |X,| >0, B=|X,| >0e 0 < ¢ <, entdo
;_VEGF
p
B VA2B2 — A2cos p B2cosp
p
_ AB\/1—cos?¢
p
_ ABsenyp
p

Ademais, para a segunda forma fundamental, temos

2AB
I = e(u)? + 2fu'v' + g(v')? = 2fdudv = sen ¢ dudv
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Proposicao 2.16 Seja X (u,v) uma parametriza¢io por linhas assintéticas de uma

superficie reqular S com curvatura Gaussiana K = — onde p: S — R é uma fungao

T
tal que p > 0 em S. Entao para um ponto p € S as equagoes de Compatibilidade sao

escritas como

pubsen o Pua Sen @
wo —_ ——— | —ab =0 2.17
7 +( 2ap )u+( 2bp ) o 217
2pby + bpy, — ap,cosp =0 (2.18)
2pay, 4+ ap, — bpy cosp =0 (2.19)

Demonstragao: Primeiramente, as equac¢oes de Codazzi-Mainardi em (2.6), sdo es-

critas como

ey — fu=elly+ f(ITy = I'y) — 9Ty, (2.20)

fo=gu=elp+ f(I5 = I'y) — g1 (2:21)

Entao, considerando a = — e b= —, com A = | X,,| e B = |X,|, os termos da primeira
P

e segunda formas fundamentais podem ser expressos por
E = (ap)?, F=abp*cosp, G=(bp)’, e=g=0 e f=abpsenp.

Agora, vamos substituir os valores de E, F, G e de suas derivadas primeiras em termos

de u e v nos simbolos de Christoffel como vistos em (2.3)

GFE,—2FF,+ FE,
2(EG — F?)
(bp)*[(ap)®]u — 2abp® cos ¢ (abp® cos p), + abp? cos ¢ [(ap)*],
2[(ap)?(bp)* — (abp? cos ¢)?]
(b9)?2(ap) (4p)a] — 2abp cos o (abg? cos ) + abp? <05 0 [2(ap) (ap)y]
2(abp)?p*(1 — cos® )
_ 2abp?[bp(ap). — cos g (abp® cos p)u 4 apcos v (ap).]
N 2(ab)?p?p? sen? p
bp(ap). — cos p (abp? cos @), + apcos ¢ (ap),
abp? sen? ‘

1
Fll_




2FF, — FE,+ FE,
2(EG — F?)
_ 2(ap)*(abp® cos ), — (ap)*[(ap)?] — abp? cos ¢ [(ap)?]
2a2b%p2p? sen?
2(ap)*(abp® cos p)u — 2ap(ap)*(ap), — 2apabp® cos ¢ (ap).
2(ap)?b?p? sen?
_ 2(ap)*[(abp’ cos p)., — ap(ap), — bp cos ¢ (ap).]
2(ap)?b?p? sen? p
(abp® cos ) — aplap), — bpcos ¢ (ap).,
b2p? sen? o '

2 _
Fll_

GE, — FG,
2(EG — F?)
(bp)?[(ap)®]s — abp® cos ¢ [(bp)?]u
2a2b%p?p? sen?
~ 2(bp)*ap(ap), — 2abp® cos p bp(bp).,
N 2ab?p3ap sen? p
_ 2ab*p’[(ap), — cos g (bp)u]
N 2ab?app sen? p
(ap)o — cos ¢ (bp)u
apsen? ¢ '

1
F12_

EG, - FFE,
2(EG — F?)
_ (ap)*[(bp)?]u — abp? cos ¢ [(ap)?].
2a2b2p?p? sen? p
_ 2(ap)*bp(bp). — 2abp” cos p ap(ap).
N 2a2bp3bp sen? p
 2a%0p%[(bp)u — cos @ (ap).]
N 2a%bp3bp sen? p
(bp)u — cos ¢ (ap)o
bpsen? ¢ '

2 _
F12_

2GF, - GG, — FG,
2(BG — F?)
_ 2(bp)*(abp? cos @) — (bp)*[(bp)*]u — abp? cos o [(bp)?].
2a2b?p?p? sen?
_ 2(bp)*(abp? cos p)., — 2(bp)*bp(bp)u — 2abp* cos  bp(bp),
N 2(bp)2a?p?sen? ¢
_ 2(bp)*[(abp® cos ), — bp(bp), — apcos ¢ (bp).]
2(bp)2a?p?sen? ¢
 (abp cos 9), — bp(bp) — apeos o (bp),
N a?p?sen? '

1 _
F22_
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EG, —2FF, — FG,

2

I =5 ma—m
_ (ap)?[(bp)?]s — 2abp? cos ¢ (abp? cos p), + abp® cos p [(bp)°*]u
N 2a2b%p?p? sen?
~ 2(ap)?bp(bp), — 2abp? cos @ (abp? cos @), + 2abp® cos p bp(bp).,
N 2a2b%p?p? sen? @
_ 2abp*ap(bp), — cos @ (abp® cos ), + bpcos ¢ (bp).)
N 2abp?abp? sen? '

1o _ aplbp), — cos g (abg* cos o), + bpcos & (bp),

2 abp? sen? ¢ '

Assim, os simbolos de Christoffel em termos de a, b, p e ¢ sao

bp(ap)u — cos  (abp? cos ). + apcos o (ap),

Il = 2.22
1 abp? sen? @ (2:22)
re - (abp® cos ), — ap(ap), — bp cos ¢ (ap). (2.23)
b?p? sen?
v b u
F112 — (ap) COS2SD ( p) (224)
apsen< o
b u v
F122 — ( p) COSSO (a‘p) (225)
bp sen? ¢
F212 — (a'bp2 COS 90)’0 B 2bp2(bp)’l; B a’p COS 90 (bp)'u (226)
a“p® sen®
re _ (B0 = cosi (abp? cos @), + bpcosis (bp) o
abp? sen? ¢

Agora, obtidas essas expressoes para simbolos de Christoffel e como e = g = 0 implicam
que e, = g, = 0, as equagdes de Codazzi-Mainardi (2.20) e (2.21) assumem as seguintes

formas reduzidas

_fu = f(F122 - F111) (2-28)
fo= f(I5 — ). (2:29)

Entao, a equagao (2.28) é equivalente a

(bp)u — cos@ (ap)y  bp(ap), — cos @ (abp® cos @),
bp sen? p abp? sen? ¢

—(abpsen @), = abpsen p [

apcos o (ap),
abp? sen? ¢
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ap(bp)u — apcos v (ap)y — bp(ap)u + cos ¢ (abp? cos p),,

—(abpsen ), = abpsen [

abp? sen? ¢
_apcosg (ap),
abp? sen? ¢
b
= _apr;en © [ap(bp)u - 26Lp COS @ (ap),u — bp(ap)u + cos © (apr coS @)u}
ou seja,
—2abp sen p(abpsen @), = 2ablap(bp), — 2ap cos ¢ (ap), — bp(ap).
+ cos i (abp? c03 9),]

isto é,

— [(abpsen @)Q}U = 2ab [ap(bp), — 2ap cos ¢ (ap), — bp(ap), + cos ¢ (abp® cos o), |

= 2ab {ap(bp)u — 2ap cos ¢ (ap), — bp(ap), + cos ¢ [a,bp? cos ¢
+ ab,p* cos @ + 2abpp, cos p — abp* sen ¢ gpu] }

= 2ab{ap(bp)., — 2apcos ¢ (ap), — bp(ap). + cos ¢ [p(a,bpcos ¢
+ aby,p cos p + abp, cos p — abpsen p @) + abpp, cos |}

= 2ab{ap(bp). — 2apcos ¢ (ap), — bp(ap)., + cos @ [p(abp cos ),
+ abpp, cos v]}

= 2ab [ap(bp). — 2ap cos ¢ (ap), — bp(ap), + abpp, cos® ¢]
+ 2abp cos ¢ (abp cos @),

= 2ab [ap(bp)u — 2apcos ¢ (ap), — bp(ap), + abpp, cos® )

+ [(abpcos )?]

Subtraindo [(abp cos ¢)?], a ambos os lados da igualdade acima, chegamos em

—{[(abpcosp)’], + [(abpsen p)?]  } = 2ablap(bp)u — 2ap cos ¢ (ap), — bp(ap).

+ abpp, cos? gp] .
Dali,

— [(abp)?],, = 2ab [ap(bp)u — 2ap cos @ (ap), — bp(ap)u + abpp, cos® ¢]



23

—2abp(abp)y = 2ab [ap(bup + bpu) — 2apcos @ (ap)y — bp(aup + apy) + abpp, cos” ¢
—p(abp)u = ap(bup + bpu) — 2ap cos  (ap), — bp(aup + ap,) + abpp, cos”

—plabp), = abyp* + abpp, — 2ap cos p (ap), — bayp* — abpp, + abpp, cos? @.
Segue que

—playbp + abyp + abp,) = ab,p® — 2apcos p (ap), — bayp* + abpp, cos® ¢

—aubp® — ab,p® — abpp, = abyp® — 2ap cos ¢ (ap), — ba,p® + abpp, cos® p.
Donde,
2b,p + bp, — 2cosp (ap), + bp, cos® p = 0. (2.30)
Agora, para a equagao (2.29), temos

ap(bp), — cos e (abg? cos 8), + bpos o (bp)a
abp? sen? @

(abpsen ), = abpsen ¢ {

(ap)y — cos ¢ (bp)u
apsen? ¢
ap(bp), — cos p (abp® cos )., + bpcos p (bp) — bp(ap),
abp? sen? @

= abpsen ¢ [

| bpcosy (0p)u
abp? sen? ¢
ab

" abpsen g lap(bp)s — bp(ap), + 2bp cos ¢ (bp)., — cos ¢ (abp® cos ), |,

ou seja,

[(abpsen <p)2h = 2ab [ap(bp), — bp(ap), + 2bpcos ¢ (bp), — cos ¢ (abp® cos ), |
= 2ab {ap(bp), — bp(ap), + 2bpcos ¢ (bp), — cos¢ [a,bp” cos
+ abyp? cos @ + 2abpp, cos ¢ — abp® sen @ gpv] }
= 2ab [ap(bp), — bp(ap), + 2bp cos ¢ (bp),, — abpp, cos? ]

— [(abpcos )?] .

Adicionando [(abp cos ¢)?], a ambos os lados dessa igualdade, obtemos

[(abp)Q]v = 2ab [ap(bp), — bp(ap), + 2bp cos ¢ (bp), — abpp, cos® ¢

2abp (abp), = 2ab [ap(byp + bp,) — bp(avp + ap,) + 2bp cos ¢ (bp)u — abpp, cos” ¢
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(abp), = abyp + abp, — a,bp — abp, + 2bcos ¢ (bp), — abp, cos®
= a,bp + ab,p + abp, — 2a,bp — abp, + 2bcos ¢ (bp), — abp, cos® ¢

= (abp), — 2a,bp — abp, + 2bcos ¢ (bp), — abp,, cos® p.
Donde, simplificado a tltima igualdade acima, obtemos
2a,p + ap, — 2cosp (bp), + ap, cos® ¢ = 0. (2.31)

Logo, das equagdes (2.30) e (2.31) podemos escrever o seguinte sistema de equagao
equivalente ao de Codazzi-Mainardi

2b,p + bpy — 2a,p cos @ + bp, cos®> ¢ — 2ap, cosp = 0
(2.32)

2a,p + ap, — 2b,pcos ¢ + ap, cos® p — 2bp, cos p = 0

Por outro lado, multiplicando a primeira dessas equagoes por cos ¢ e somando o resul-

tado com a segunda equacao,

2b,,p cos  +bp,, cos o — 2a,p cos? o+ bp, cos v —2ap, cos® p=0
2a,p + ap, — 2b,pcosp +ap,cos®p— 2bp,cosp =0

— bpy cos p + 2a,p(1 — cos® @) + bp, cos® p + ap,(1 — cos® p) = 0,

donde,
—bpy cos p + 2a,psen’ o + bp, cos p(1 — sen® ) + ap, sen® p = 0
—bpy cos © + 2a,psen® ¢ + bp, cos p — bp, cos psen® ¢ + ap, sen® p = 0

(2a,p — bpy cos @ + ap,) sen? p=0.
Portanto, assumindo que 0 < ¢ < 7, obtemos
2a,p — bp, cos p + ap, = 0. (2.33)

Ainda utilizando o sistema de equagoes, obtido em (2.32), equivalente ao de Codazzi-

Mainardi. Se somarmos a primeira daquelas equagdes com o produto de cos¢ pela
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segunda delas, vemos que

2a,,p o8 p + ap, cos p — 2b, p cos? o+ ap, cos®  — 2bp,, cos® p=0
2bup +  bpy — 2a,pcosp +bp,cos? o — 2ap,cosp =0

20,p(1 — cos® p) + bp, (1 — cos? ) — ap, cos p + ap, cos * = 0,

ou seja,

2byp — ap, cos ¢ + bp, = 0. (2.34)
Assim, para finalizar a primeira parte desta demonstracao, obtivemos as equagoes de
Codazzi-Mainardi nas seguintes formas

2byp + bp, — ap,cosp =0
(2.35)

2a,p + ap, — bpycosp =0
Agora para a segunda parte dessa demonstracao, lembre que a superficie em
questao é parametrizada por linhas assintoticas. Sendo assim, escrevemos as Equacgoes

de Compatibilidade dadas em (2.5) e (2.6)

—EK = (F122)u - (F121)v +F122 (F122 - Flll) + F121 (F112 - F222)
_fu

¥ :F122_F111
fo
_?:F112_F222-

Ja que

1 1
K = - e F = (ap)2 — —FK = —a2p2 <——2> — —-FK = Cl2
p p

obtemos a seguinte equivaléncia para a equacao de Gauss

fu
f

fo

a® = (ng)u — (Ffl)v -2 - Ffl?. (2.36)

Com essas informagcoes precisamos obter as equivaléncias das derivadas primeiras para
os simbolos de Christoffel. Entao, para conseguir calcular, por exemplo, (I'%),, deve-

mos utilizar a primeira das equagoes em (2.35) e o simbolo de Christoffel em (2.25).
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Vejamos

—2pb, = bp, — acos pp, (2.37)

(bp)u — cos p(ap)
bp sen? ¢
byp + bp, — acos pp, — a,pcos p
bp sen? p
bup + (bpy — acos pp,) — aypcos

_ 2.38
bp sen? ¢ (2.38)

2 _
FIQ_

em seguida, substituimos (2.37) em (2.38)

bup — 2pb, — ayp cos _ —pby — aypcos

F122 =
bp sen? ¢ bp sen? ¢
_ M CosoFbu (2.39)
bsen? ¢
Assim,
9 @y, COS  + by,
([15)u = — ( bsen o >u

B @, COS b,
T (bsen2 go)u a (bsen2 go)u

(ay cos @), bsen? o — (bsen® @), a,cosp  (by)y bsen® p — (bsen? ), b,
- b2 sen a b2 sen? ¢

(@ COS p — aysen p ) bsen? o — (b, sen? o + 2bsen p cos Y ©,,) d, oS
T b2 sent

buw bsen? ¢ — (b, sen? ¢ + 2bsen p cos @ @,,) by

B b2 sen

(@ COS @ — aysen @ @,,) bsen? o — sen @((bsen @), + bcos v v,) a, cos
T b2 sen?

buw bsen? ¢ — sen o((bsen ), + bcos @ @,) by

B b2 sen? '
Portanto,
(%), = — Ly COS Ay Py ay(bsen ), cos Y Ay, cOs?
12/u bsen?p  bsenp b2 sen3 bsen?

2.40
buu by(bsen), by, cosp ( )

 bsen?o b? sen bsend o
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A seguir, vemos como encontrar (I'7),. Para isso, consideremos em (2.35) e

(2.23), respectivamente, as seguintes equagoes

—2pa, = ap, — bcos pp, (2.41)
e _ (abp? cos p)y — aplap), — bpcos p(ap). (2.42)
1 b2p? sen? ' '
segue que
e a,bp? cos o + aby,p* cos @ + 2abpp, cos p — abp?® sen Y, — ap’a,
e b2p? sen? ¢
a’pp, + a,bp? cos ¢ + abpp, cos ¢
b2p? sen?
_ aby p* cos @ + abpp, cos p — abp? sen Y, — ap’a, — a’pp,
b?p? sen?
_ ab,p? cos ¢ — abp? sen ., + ap(bp, cos ¢ — ap,) — ap®a, (2.43)
b2p? sen? ‘ '
Substituindo (2.41) em (2.43), obtemos
re ab,p® cos o — abp® sen pp, + ap(2pa,) — ap’a,
e b2p? sen? ¢
ab,, cos ¢ aay, APy
= — . 2.44
b2 sen? @ + b?2sen?¢  bsenp (244)
Dai,
(r2), = ab,, cos ¢ aay,  apy
P\ B2sen? ¢ b2sen?p  bseny ),
~ (ab,cosp . Ay, apy
-\ W?senZp ) b2sen¢ ), bseng )
Logo,
(), = (aby cos @), b? sen? o — (b*sen? ), ab,cos  (aa,), b*sen?
Hv b*sen? ¢ b*sen? ¢
(0*sen® ), aa,  (apy), bsenp — (bsen p), apy
bsent ¢ b2 sen? ’

isto é,
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aybycosp  aby,cose  abysenpp,  ab, cosp (b sen? ),
b2 sen? bsenyp  b2sen?¢p bt sent
(a,)? aay,  aa,(B*sen’p),  a,bp,sen g
sen?¢p = b2seno  blsenty  bZsen?op
abypyseny  abpy,seny  aby, cosp p,
Psen?¢  bsen¢ b2sen?yp

(F121)v =

Mais precisamente,

ayby cos aby,cosp  abyp,  ab,cos ©(b*sen? ),

(F 121>v =
b2 sen? b?sen?¢  b%sen b*sent
(a,)? Al aa,(b*sen® ),  aypy (2.45)
b?sen?p  bZsen? p bt sent bsen ¢ '

abypy UPuy | APuPy COS P
b senp bseny bsenZyp

Para encontrarmos as derivadas segundas de a e b, e, substituirmos nas equagoes acima,

considere novamente as equagoes de Codazzi-Mainardi em (2.35)

v Ub
Ay —'02; + g—p COS (2.46)
pub | pua
by = —— 2.47
2 + 2 COs ¥ (2.47)
donde
P\ Pub pub
Ay = — — ] cosp— | = |senpp,
<pva) <pub> <pub>
Ay = — + | = | cosp— | = |senpp,
2p /), 2p ), p
’LLb v v
== (5),+ (5), o= (5 ) e
b a a

buu——<pi> - (pu ) cos p — <p” )sengpgou.
P )y 2p ). 2p

A partir de agora devemos proceder substituindo ., Gy, byy € by, Nas expressoes

encontradas em (2.40) e (2.45). Vejamos esse procedimento
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Cos ¢ Dol Pub Pub Ay
]—12 v — 7 5 _ — |\ 5 u
(I2) bsenzgo((Qp)u <2p>ucosgp+(2p)sen¢@>+bsengo

2
AyPy COS™ P 1 pub Pua Pu
T hsent +bsen2<p<<2p>u <2p>uccw+<2p)sew%)

by(bsen),  byp,cosp  a,(bsen), cosy

b2 sen3 bsen3 b2 sen3
_cosp [ pya sen?¢ — 1 [ pub coswsen p p, [ pub Ay Py
~ bsen2 (Qp)u+ bsen? o (Z_p)u+ bsen? p (2_p)+bseng0
L weu(l —sen” ) L1 (@) _ cosy (pva> L Sene gy (pva)
bsen? bsen?p \ 2p /), bsen?p \ 2p ) = bsen?¢p \ 2p
by (by sen ¢ + b cos pp,) N by (py COS N a, (b, sen o + bcos p p,,) cos @
b? sen3 bsen3 b2 sen3

1 ub 1 ub u ub VYU VYU
_ i pub) L (pub) coSppu (pub) | upu | g
bsen?o \(2p ), b\2p/, bsenyp \ 2p bsenp  bsen3p

_ WPu 1 (pib) L P <pva>+ (by)? _l_bucosgogou

bseny  bsen?p \ 2p bsenp \ 2p b2 sen? bsen? ¢
bupycose  ayb, cosp Ay Py Ay Py
bsen3 b2sen2yp  bsen®¢ bseny
Logo,
1 ub COS ¥ Y, ub 20,0, “ v
(2, = L (0 L coseen (pb) 20000 ou (1
b\ 2p bsenyp \ 2p bsen3yp  bsenp \ 2p (2.48)
(bu)2 Aypu  2byp, cOSQ  ayby, cOS @ '
b?>sen? ¢  bsenp bsen3 b2sen?p
E mais,

oy yb,cosp @ Ccos ¢
Y ), () ()

_ gy a — cos v + b se
b>seny  b?sen? 7 He

(a,)*  ab, cosgp(b2 sen ga) aau(b sen® )y,  uPu

b2 sen? p b*sen? bisen'y  bsengp
bopu _ OPuv | 0PuPy COSP
b2senp  bsenp bsen2p
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Portanto,

(Z—,121> _ avbu COs @ g <pva) + abu@v B AP, COS <pva) a Py (p_ub)

senZp b2\ 2p Psenp  b2seng \ 2p ) b?senp \ 2p
(a,)? abyb, cos o abyb,cosp  2ab,p, 2aa,b, 2aa,p, COS P
b2 sen? b3 sen? b3 sen? b2sen3 p  b3sen? b2 sen3

Gopu ab, Wuv | APuPy COS P
bseny  b?seny  bsenp bsen2p

Substituindo (2.47) na sétima parcela da segunda igualdade acima, temos

9 aybycosp a [ pya abypy  ap,cosp [ pya
()= 55—~ 15 T B
b*sen?p  b* \ 2p ), b’senyp  b?senp \ 2p

o (pUb) (av)Q abvpu Ccos ¢ GvaIOv

 b2sen © \ 2p b?sen?p  2b%psen? p 2pb3
B a’b,p, _abbycosp  2abyp,  2aa,b, (2.49)
2pb3 sen? b3 sen? b?send p  b3sen? p
200,y COS P ApPy abypu APy
"~ Wsendp  bseny  b2senp  bseng
APy Py COS P
bsen?¢p

Para calcularmos as formas equivalentes para as parcelas

Ju Jo
F122? e Ffl?v
lembremos que f = abpsen ¢. Entao,
fu  (abpsen ),
f abpseny
_aybpsen ¢ + abypsen ¢ + abp, sen ¢ + abp cos Y
N abp sen
a, by » u COS

a b p senp

Analogamente,

Jo 0w by o puCOSE
f a b p sen

Além disso, de (2.44), segue que
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fo ab,, cos ad, apy a, by, py  @,CO8P
I3 = — —+ -+ =+ —=
oy b>sen?p  b?sen?yp  bsenp a * b + P * sen ¢
_ayb,cosp abyb,cosp abyp, cos e aby sy abyp,
~ b2senZ b3 sen? b’psen?p  b?sendy  b?senp
(a,)? aa,b, Ay, Py A0yPy COS P Ay, (2.50)
b2sen?¢p  b3sen?p  b*psen? o b2 sen3 bsen '

aby,py, APy Pu APy Py COS P
b>senp  bpsen bsen2p

De (2.39), temos que

" a, COos b, a, by w 1 COS
r@f—:—( LA )(—+—+p—+u)

f bsen?yp  bsen? p a b 0 sen ¢
_ auayCOSp ayb, COSY AP, COSY  aypy vy
T abseny  b2sen’y  bpsen®y | bseny  bsend o
auby (bu)? puby  bupy cos
absen?¢  b2sen?¢ bpsen?¢  bsendy

Dai, substituindo (2.46) na primeira parcela da segunda igualdade acima, temos

o fu _Gupycosp  aupy QP ayby, COS
2y - 2bpsen? * 2ap  2apsenp  b2sen? ¢
ApPuCOS Y | AyPy vy auby
 bpsen2¢  bseny bsen®y  absen?

(bu)? Pubu bupu COS @

T B2sen?¢  bpsen? bsen3 p

(2.51)

Agora, vamos substituir as expressoes encontradas em (2.48), (2.49), (2.50) e (2.51)

para os respectivos termos (I'5)., (I'f)v, Ffl% e Ffz% da equagao de Gauss (2.36).

Vejamos isso na pagina seguinte.
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1 ub u ub 2Uu u v bu2 VYU
:_(P_) +M(P_)+ Wpu ¢ (M)+ (bu) G

a* = (I3), = (In), — It

b\ 2p bsengp \ 2p bsen®¢  bsenyp \ 2p b2sen?¢  bsen
n 20,y cOS P ayb,cosp  ayb,cosp  a [ pya ab,p, APy COS P [ Py
bsen3 b2 sen? bsen?¢p b2\ 2p /), b’senp  b’sengp \ 2p

2p
2ab,py 2aa,b, 2aa,p, COs Y Ay Py aby, oy APy APy Py COS P

a, { pub (a,)? abypucos  a’byp, a’b,p, abyb, cos @
b2 sen b?>sen?p  2b%psen? 2pb3 2pb3 sen? b3 sen?

b?2sen3p  b3sen? p b2 sen3 bseny b2senp | bsen o bsen? p
AuPyCOSP  Aypy (P by COS P | APy COSY  aypu Py
© 2bpseny  2ap | 2apsen®o  b2sen? o bpsen®  bseny | bsend
ayby, (by)? Puby by COS  ayb,cosp  abyb, cosp
absen?y  b?sen?¢p  bpsen? bsen? © b2sen? © " b3sen? ©
abyp, cOS @ aby @, aby, @y (a,)? aa,b, Ay Py

psen2¢  b2sendo | b2senp  b2sen?p  bdsenp  b2psen? o
A0y Py COS P UypPy abypu AP Py APuP, COS P
b? sen3 bseny  b%’senp  bpsenp bsenZyp

Agrupando os termos semelhantes e, em seguida, efetuando as devidas operagoes (adi-

¢ao e/ou subtragao) entre esses termos, chegamos em

2 l(pub) L COSPPy (pub) 3avpu  3apupu - 2(b)?

b\ 2p bsengp \ 2p bsen®  2bpseny  b?sen?
3by, oy COS a v ap, Cos v a b
L Bbupucosp a (pua apecosp (pua  apy (pub
bsen? o b2\ 2p /), b*senp \ 2p b?senp \ 2p
2(a,)? abyp,cos  a’b,p, a’b,p, aby,p,
b?sen? ¢  2b%psen? 2pb3 2pb3sen? p  b2Zsen? p
ady, Py aa,b, AQyPy COS Y | APyy  AyfPy COS P
b2psen?p  b3sen? p b2 sen? bsenyp  2bpsen? v
uPu | Oupu ayby Pubu abyp, cos @
2ap  2apsen®@  absen?¢  bpsen?¢  b*psen? p
Uy Py COS P
bpsen?

bsen
Em seguida, multiplicando ambos os lados dessa igualdade por ( go), temos
a
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absen o — (pib) seny (&b) cosp . bayp,senp (M) sen ¢
2p a 2p a 2a?p 2p b
pocosp ((pa  abyp,senp 3avou  3pupu | 2(by)?
b ( 2p > 2k Puw T+ asen? + 2p * absen @
3by Py COS QY PPy 2(ay)? by Py, COS @ abypy by
* asen? p 20  abseny 2bpseny | 2pb?seny | bsen?
Ay Py a,by AuPy COSY Gy Py COS .y pub auby

 bpseny | bZsen bsen? o 2apseny  2a’pseny  a’sen
Pubu bupy COS @ i QU Pry COS P

apsen bpsen ¢ apseny

Assim, reagrupando parcelas convenientemente, temos

b pub\ sen n Pub (a COS Y Py,  Qysen g0> n Pu@\ Sen @
absen p = | — — — —
7 20 ), a 2p a? a? 20), b

Pull bcospp, b,senyp b,
- uv — (2 b b u v
+ (2/)) ( E 7 >+g0 + abpsengp( pby, + bpy, — ap, cos @)

@y
— (2 v v_b U (2 v v_b U
abpsew( pa, + ap, — bp, cos p) + 2bgpsew( pa, + ap, — bp, cos ¢)

ay 30,00 3ppoy(l — cos?
+2—(2pb + bp, — ap, cos p) + i + puul 3 ?)
2a“psen ¢ asen® ¢ 2psen® ¢
3b, Py COS by wPu(1l — cos? Dy COS
L 3bupucose - bupy L Pupu p) | Gupucosp
asen? ¢ bsen? ¢ 2psen? ¢ bsen? ¢

Dai, segue das equagoes em (2.35), que

’LLb v
absen ¢ = (W> + (M) + Oun

2ap 2bp
3Pu
+ —2(2pb oS © — ap, cos® @ + 2pa, + ap,)
2ap sen® ¢
P
m@pav cos © — bpy, cos® @ + 2pby, + bpy,).

Ainda utilizando as equagdes em (2.35), e, somando e subtraindo bp,, cos ¢ e ap, cos @,

respectivamente, na 4* e 5 parcelas acima, obtemos

b sen v SEN
absen ¢ = (—p 2ap S0) + (_p 20 (70) + Puv

3pu
2apsen? p

Pu
2bp sen?

(2pby, cos @ + bp, cos p — ap, cos® @ + 2pa, + ap, — bp, cos @)

(2pa, cos @ + ap, cos p — bp, cos® p + 2pb, + bp, — ap, cos ).
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Isto é,

b sen a4 Sen
absen o = (%) + (%) + Puv-

Portanto, subtraindo absen ¢ em ambos os lados da tultima igualdade acima, obtemos
o resultado desejado.

b sen 0 SEN
(%) + (%) + Yuy — absen g = 0.

Definicao 2.17 Denominamos de malha de Chebyshev generalizada a qualquer

parametrizacio de uma superficie reqular com curvatura Gaussiana negativa em que
A= B, isto €, a=0b.

Mais precisamente, isso significa que os lados opostos de qualquer quadrilatero formado

pelas curvas assintoticas da malhas de Chebyshev sao iguais.

Proposicao 2.18 Uma superficie, com malha de Chebyshev generalizada e curvatura
Gaussiana negativa K = —e 2%, pode ser parametrizada de tal maneira que as formas

fundamentais sejam expressas por

I = """ [du® + 2 cos pdudv + dv?] (2.52)
IT = 2e"" sen pdudv, (2.53)

onde 0 < ¢ < € o dngulo de Chebyshev, u e v sao fungoes de u e v. Além disso, as

equagoes de Compatibilidade sao dadas por

20 + (U, sen ), + (U, sen ), = 2e” sen ¢ (2.54)

Uy + Uy — Uy cos =0 (2.55)

Uy + Uy — Uy cosp = 0. (2.56)

Demonstragao: Como K = —e 2% existe uma parametrizacao por linhas assintéticas

de S. Considere A = B = ap, v = Ina?, © = Inp. Segue das equagoes em (2.15) e
(2.16) que

I = a*p*du® + 2(ap)? cos pdudv + (ap)*dv? e IT = a*psen pdudwv,
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ou seja,
I =ad%p* [du2 + 2 cos pdudv + dvz} e IT = 2a®psen pdudv.
Como
v=1loga® e u=logp — a>=¢e" e p=c"
tem-se que

I = "™ [du® + 2 cos pdudv + dv®] e I1 = 2" sen pdudv.

Pela definicao de malha de Chebyshev, e sendo a? = €”, temos que

IS
I
S
I
g™
[SIIST

Agora, considere as equagoes de Compatibilidade encontradas na Proposigao (2.16),
isto é,
Pup + (—pul;Zan)u + (—pvc;z(;ngo)v —absenyp =0
2pby + bpy, — ap,cosp =0
2pa, + ap, — bp, cosp = 0.

)

Assim, substituindo a = b = e2 e p = €” nessas equacoes, obtemos

u u u vb B
Puw + <(e )QZ—esuen(p) + (—(6 )Qbesuen@> — GU sen = 0

26@(6g> %( a)u - €g<eﬁ)v cosp =0

2e%(e3?) )o — €2 (e"), cos p = 0.

Dai, prosseguimos derivando os termos convenientes nessas expressoes

%+(e uusengo> +(e uvsenso) _ Semp— 0
2et u 2et v

_ oo
Uy, — e2e"U, cosp =0

v g o
2e"U, cosp = 0.

N
e
|

o
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Por fim, multiplicando a primeira das equagoes acima por 2 e as demais por e~ (+3),
obtemos
20uy + (g sen @), + (dbsen ), = 2e”sen g
Uy + Uy — Uy cosp =0

Uy + Uy — Uy cos = 0.



Capitulo 3

Resultados Principais

Antes de entrarmos definitivamente na se¢ao que motiva este trabalho, precisamos
apresentar, brevemente, alguns conceitos — referentes as fungdes holomorfas, séries
de Laurent e geometria diferencial global, pois utilizamos relagoes entre propriedades
locais e globais de curvas e superficies sobre o espaco euclidiano R? — que, por nao terem
sido relevantes até o presente momento, nao foram discutidos nos capitulos precedentes.
Vejamos isso nas segoes (3.1), (3.2) e (3.3) seguintes.

Lembrando que, como dito no Capitulo 1, as demonstragoes aqui, também, sao

omitidas podem ser encontradas em [2], [4], [12].

3.1 Funcgoes Holomorfas e Séries de Laurent

Nesta se¢ao apresentamos algumas defini¢oes e propriedades relacionadas as fun-
¢oes holomorfas e séries de Laurent.

Nomeia-se conjunto dos niimeros complexos, representado por C, ao conjunto dos
nameros

Z=u-+1 tais que u,v € R e i?=—1

Dado z = u + v € C, definimos seu conjugado como zZ = u — iv, onde u é
a parte real e v é a parte imaginaria de z, representadas, respectivamente, como
Re(z) e Im(z).

Sejam 23 = a + ib e zo = ¢ + id, definimos em C as operagao de adigao e
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multiplicagao, respectivamente, por
21+ 2=(a+c)+i(b+d) e 2129 = (ac — bd) + i(ad + cb)

Além disso, considere em C, respectivamente, a métrica e a norma, como sendo os
valores

(21, 22) = ac+ bd e |z| = /{2, 2)

Seja f : U — C uma funcao complexa definida no aberto U C C. Diz-se que a
funcao f é derivavel no ponto z = x + 1y € U quando o limite

o LG H) = 1)

H—0 H =4

existe. O nimero complexo A = f'(z) € C ¢ denominado a derivada da fun¢ao f no

ponto z € U.

Definicao 3.1 Seja f : U C C — C uma funcgao definida no aberto U. Dizemos que f

¢ holomorfa (ou analitica) no aberto U quando possui derivada f'(z) em todo ponto
zeU.

A funcao f é holomorfa em 2, quando possui derivada em alguma vizinhanga V
de zp. A proposigao (3.2) seguinte nos dd uma maneira pratica de determinarmos se

dada funcao complexa é holomorfa. Vejamos.

Proposicao 3.2 Consideremos u(u,v) e v(u,v) fungdes reais tais que suas derivadas
PATCLALS Uy, Uy, Vy € Uy SGo continuas no aberto U C C. A funcao f : U — C, com

f(z) = a(u,v) +iv(u,v) € holomorfa em U se, e somente se, as equagoes
Uy (u, v) = Uy(u,v) e Uu(u,v) = —t,(u,v),

denominadas equacgoes de Cauchy-Riemann, sao satisfeitas em U.
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Proposicao 3.3 Sejam f = fi +ifs, g = g1 + 192 € h = hy + ihy fungoes holomorfas

de z =u+ v e o produto interno (f,g9) = f191 + faga. Entao sao vdlidas as asser¢oes

(i) ({f,9)u = (f's9) +(f 9"
(i) ((f,9))v = (if',9) +(f,id)
(iii) (fg,h) = (g, [h)

Demonstragao: Para o item (i) vamos considerar a defini¢ao de produto interno e

aplicar a derivada em termos de u, isto é,

((f:9))u = (J191 + f292)u
= (f191)u + (f292)u
= fru g1+ [191, + for 92 + S92,
= fru 91+ fou 92 + [1914 + f2924
= (f1u + if2us 91 Fig2) + (f1 +if2, 914 +1920)
={f"9)+({f.9)

No item (ii), além da derivada em rela¢do & variavel v, devemos utilizar as equagoes

de Cauchy-Riemann

((f:9)o = 1o 91 + [191, + fou 92 + f292,

= —fow 1 — 1920 + J10 92 + f291,

= —fou 91+ f1, 92 = f192, + fa91,
(=f2o + if10, 91 +ig2) + (1 +if2, —g2, +101,)
(i(fro +if20), 91 +ig2) + (f1 +if2, (g1, +192,))
(if',9) + (f.ig).

Agora, para o item (iii), segue do produto de nimeros complexos que
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(fg.h) = {(fr +if2)(91 +ig2), hn + ihs)
= (/191 — fog2 + i(f192 + fog1), 1 + iha)
= (f191 = fag2)h1 + (192 + fog1)he
= g1(fih1 + f2h2) + g2(f1he — f2hu)
g1 + g2, frhy + fohe +i(fihe — fah1))
1+ ig2, (f1 = if2) (M + iha))

=
=
= (9. fn).

g
g
|

Lema 3.4 Considere f = fi1+1ify e g = g1 +1ige fungoes holomorfas de z, onde f # 0.
A fim de que (f,g) = 0 € necessdrio e suficientes que g = ikf, onde k € R € uma

constante.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, sendo f # 0, considere o caso em que

f1 #0. Como (f,g) = fig1 + fago = 0, entao g, = —% e valem as igualdades
1
g=g1t+igs= ——f292 + g0
fi
.92 . .go
=1 +1 =1=F.
Ut =t

Utilizando a hipétese de que sao fungoes holomorfas concluimos que a fungao if =

i
92 + 10, também, é holomorfa. Nesse caso podemos utilizar as equagoes de Cauchy-

Riemann para obter (%) =0,¢€ (%) = —0,, isto é, % = k € R. Reciprocamente,
1/ 4 1/, 1

suponha que g =tk f, onde k é uma constante nos reais, entao

(f,9) = (fi +ifs, —fo+if1)k
= (fifa— f2f1)k = 0.

Abordamos, a partir de agora, conceitos sobre séries de fungoes que sao utilizados

no tratamento de certas propriedades de fung¢oes holomorfas. Mais precisamente, vemos
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que o desenvolvimento de uma fun¢ao holomorfa na vizinhanca de um ponto zy em séries

de fungoes é sempre possivel, mesmo que essa fungao nao seja analitica em z.

Proposicao 3.5 Seja f uma fungio holomorfa no aberto G :r < |z — z| < R, onde
r e R pertencem a R. Entao, para todo z € G,

o0

f(z):Z =) +Zanz—z0 = Z an(z — 29)", (3.1)

n=1 n=-—o00

onde os coeficientes a,, n = 0,+1,+2,... sao dados por

G
= om /C (¢ — zo)dc’

sendo C' um caminho fechada em G, envolvendo zy uma vez no sentido positivo.

A expressao em (3.1) da Proposigao (3.5) anterior denominada Série de Laurent
da funcao holomorfa f é muito til pois nos permite estudar as singularidades isoladas

de fungoes complexas.

Definicao 3.6 Diz-se que um ponto zg € singularidade isolada de uma funcaio f
quando existe uma vizinhanga de zg na qual a f € holomorfa, exceto no proprio ponto

20-

Um ponto (de acumulagao) para o qual convergem singularidades isoladas é uma
“singularidade” nao isolada.
Considere z; uma singularidade isolada de uma fungao f, de forma que o desen-

volvimento de Laurent

f(z)= Z an(z — 29)" (3.2)

seja valido em uma vizinhanga 0 < |z — 2| < r de zp. Dizemos que uma singularidade
isolada de f é removivel quando, para a expansdo (3.2) em série de Laurent de f

(regular em z), temos
oo
Z an(z — 20)",
n=0
isto ¢, os coeficientes a_,, = 0 paran =1,2,3,...
Definicao 3.7 Uma singularidade isolada de f é um polo quando, dada a expansao

em série de Laurent de f na vizinhanc¢a de zy, existe m > 0 tal que

f(z):a_—m—i—... —i—Zanz—zo ,

(z — z9)™ z—z2
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onde, a_,, #0 e a_, = 0 para n > m. Neste caso, zy € chamado de polo de ordem

m da fungao f. Um polo de ordem m =1 é também chamado de polo simples.

Além disso, quando a série de Laurent de uma funcao f possui uma infinidades
de termos (z — zp) com poténcias negativas, dizemos que zy ¢ uma singularidade

essencial dessa funcao.
Agora, considere uma funcao f : U — C, onde U C C ¢é aberto, e U é o conjunto

de suas singularidades. Nessas condigoes,

Definicao 3.8 Dizemos que a funcao f é meromorfa no aberto U quando, sua res-
tricio f : W — C com W = U \ U, satisfaz as sequintes condigoes:

(i) U € discreto;

(i1) f € holomorfa em W

(i4i) para cada z € U e r > 0 tal que D(z,7) C U e U N D(z,7) = {2}, a funcdo

flpemzy tem polo (de ordem finita) em z; isto €, f possui um polo em cada

ponto de U.

As vezes, informalmente, dizemos que uma funcdo meromorfa em U é uma funcio
em U que é holomorfa, “exceto nos polos”. Implicito nesta descricao é a ideia de que
um polo é uma “singularidade isolada’”.

Ou ainda, podemos dizer, que uma fungao meromorfa é uma func¢ao holomorfa,

exceto em seus polos; e, cujas singularidades isoladas sao polos.

3.2 Equacgao de Liouville

A equacao de Liouville em duas variaveis reais é a Equacao Diferencial Parcial
Semilinear

At = Re %", (u,v) € U,

onde R € R é uma constante, u uma funcao real de classe C? e U C R? ~ C ¢ um
dominio plano, isto é, um subconjunto aberto e conexo do plano.
Em fevereiro de 1853, Liouville obteve uma formula (local) para a solucao (geral)
de
0% 1In \ A

+ = =0
020z 2a2
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em termos de uma fun¢ao holomorfa.
O teorema seguinte fornece uma solucao para a equagao de Liouville, cuja de-

monstragao pode ser encontrada em [10].

Teorema 3.9 A solugdo u(u,v) da equagio de Liouville é dada por

a(u,v) __ 1+ R‘f(Z)P

=7 z=u+1v eC,
2[f'(2)|

onde f € uma fungao meromorfa global tal que f'(z) # 0 em todos os pontos regulares

e admite somente polos simples.
Proposicao 3.10 Uma solugao da equacao
Al = Re™%, S,ReR

€ dada por
~ 2—|—R5|h(z)|2)5 .
u(u,v)zln(/— : z=u+1w € C,
4h'(2)]

onde h € uma fun¢ao meromorfa global tal que h'(z) # 0 em todos os pontos regulares

e admite somente polos simples.

Demonstracao: Segue da equacio At = Re " que

Assim,

E uma equacao de Liouville, cuja solucdo é dada por

su_ (14 he)P
> U\ el )

isto é,

IS}

:m(mjﬁgﬂvé'
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3.3 Superficies Completas

Introduzimos a seguir a nogao de superficie completa, que segundo Manfredo [4],
¢ o ambiente mais adequado para o tratamento da geometria diferencial global.
Definicao 3.11 Uma superficie reqular e conexa S € denominada completa quando,
para qualquer ponto p € S, for possivel estender qualquer geodésica parametrizada

v i [0,€) — S que comeca em p = v(0) e estd contida em S, por uma geodésica
parametrizada 7 : R — S definida sobre toda a reta real R.

Dizemos que uma aplica¢ado continua « : [a,b] — S, de um intervalo fechado
[a,b] C R sobre uma superficie S, ¢ uma curva parametrizada, diferenciavel por
partes, ligando «(a) a a(b) quando existe uma partigao de [a,b] por pontos a = ¢y <
ty <ty < -+ <ty <trr1 = 0btal que « é diferenciavel em [t;, t;11] e i =0,1,--- k. O

comprimento [(«) de a é definido como

I(a) = Z/t ).

Proposicao 3.12 Dados os pontos p,q € S — de uma superficie regular (conezxa) S,

existe uma curva parametrizada diferencidvel por partes que liga p a q.

Segue dessa proposi¢ao que o conjunto das curvas parametrizadas diferencidveis por

parte ligando p e ¢ é ndao vazio. Assim podemos definir uma métrica intrinseca a S.

Defini¢ao 3.13 A distdncia (intrinseca) d(p,q) do ponto p € S ao ponto g € S € o

numero

d(p,q) = infl(a,,),

onde o inf € tomado sobre todas as curvas diferencidveis por partes ligando p a q, o, 4 €

uma curva parametrizada regular por partes ligando p a q el(oy, ) € 0 seu comprimento.

Proposicao 3.14 A distincia d definida acima tem as sequintes propriedades,

1.d(p,q) = d(q,p) 8. d(p,q) >0

2.d(p,q) +d(q,r) > d(p,r) 4.d(p,q) =0 & p=gq

com p, q er sendo pontos quaisquer em S.
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Corolario 3.15 [d(p,r) — d(r,q)| < d(p,q).

Dizemos que uma geodésica ligando os pontos p,q € S é minimizante quando
seu comprimento ¢ menor do que ou igual ao comprimento de qualquer curva regular

por partes ligando p e q.

Teorema 3.16 (Rupf-Rinow) Seja S uma superficie completa. Dados dois pontos

p,q € S, existe uma geodésica minimizante ligando p a q.

Uma sequéncia {p,} de pontos em uma superficie regular S C R? é uma sequén-
cia de Cauchy na distancia (intrinseca) d se dado € > 0 existe um indice ng tal

que quando n,m > ng entao d(pmy,, pn) < €.

Teorema 3.17 Uma superficie reqular S € completa se, e somente se, toda sequéncia

de Cauchy em S converge para um ponto de S.

Teorema 3.18 Sejam S e S superficie requlares e seja o : S — S um difeomorfismo.

Se S € completa e existe uma constante ¢ > 0 tal que

Lp(v) = ey (dipy(v)), (3.3)

para todo p € S e todov € T, S, onde I e I denotam as primeiras formas fundamentais

de S e S, respectivamente. Entdo S € completa.
Demonstracgao: Seja
a: [, t1]) — S, com afty) =p e alty) =q,

uma curva parametrizada diferenciavel por partes ligando p e ¢. Como S é completa,

pelo Teorema (3.16) podemos definir

a:[to,t1] = S, com a(ty) = ¢(p) e a(t) = ¢(q),

sendo uma geodésica minimizante ligando ¢(p) e ¢(q). Entdo, pela definigdo de geo-

désica minimizante, temos o comprimento

l_(@cp(p),cp(q)) = d(e(p), v(q)). (3.4)

Segue da desigualdade (3.3) que
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1+1 i+1
(Bl = clday(a/ () ey :Z [ rpdt>c2 [ sl
i+l tit1
;»Z/ |o/(t)|dt202/ &' (t))]dt
i=0 Yt i=0 i

= l(ap,g) 2 cl(Qpp)pg) (3.5)

para todo p,q € S.

Sendo & uma geodésica minimizante, de acordo com (3.4) e (3.5), temos que

lapq) > cd(p(p), p(q)), (3.6)

isto &, cd(¢(p), ©(q)) é cota inferior do conjunto dos comprimentos das curvas regulares

por partes ligando p e ¢g. E mais,
l(apq) > infl(ay,) = d(p,q). (3.7)
Pela definigao de infimo, segue de (3.6) e (3.7) que

d(p, q) > cd(e(p), ©(q))- (3.8)

Seja {p,} C S uma sequéncia de Cauchy em S segundo a distancia d. Dado

ec > 0, exite ng > 0 tal que n,m > ng tem-se

cd(@(pm), ©(pn)) = d(pm,pn) = d(o(pm), o(pn)) < €

Assim, {¢(p,)} C S é uma sequéncia de Cauchy. Como S é completa,

{opn)} = w(po) € S, onde py € S.

Mas, ¢! é continua, pois ¢ ¢ um difeomorfismo. Entao,

{7 (ePn))} = ¢ (epo) = {pa} = D0 € S.

Logo, pelo Teorema (3.17), S é completa. |
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3.4 Resultados Principais

Como apontam Riveros e Corro em [11], o teorema a seguir caracteriza superfi-
cies em R® que possuem malha de Chebyshev generalizada com curvatura Gaussiana

negativa, angulo de Chebyshev constante e diferente de 7/2.

Teorema 3.19 Seja M C R3 uma superficie de Riemann conexa orientada e @ uma
constante diferente de w/2. Existe uma imersao X : M — R® com malha de Chebyshev

—2a

generaliza, curvatura Gaussiana negativa K = —e se, e somente se, exriste uma

funcao meromorfa global h : M — C que admite somente polos simples, satisfaz a

€TPressao
2e¢(1 + e cos )| |2 (h, (1 + i)h') — [1 4 (1 4+ ecosp)|h|*|(W, (1 +ci)h”) =0 (3.9)

e h'(z) # 0 em todos os pontos requlares. Além disso, localmente, as formas funda-

mentais de X sao dadas por

[ = el'm=eos@)itelqy? 1 2 cos pdudv + dv?], (3.10)
IT = 2e°%¥"“ sen pdudv, (3.11)

onde

2
1+ec(1+€cos¢)|h(z)|2>HECOW 7 (3.12)

o) = (S

eceR, z=u+iwelC, ==l

Demonstragao: Se existe uma imersao X : M — R? com malha de Chebyshev

generalizada, curvatura Gaussiana K = —e 2% e angulo de Chebyshev ¢. Considere a

equacao de Gauss (2.55). Essa equagao pode ser assim desenvolvida

2e” sen ¢ = 2., + (U, sen ), + (4, sen ),
= 2@y + Uyy SEN P - Uy, COS PPy, + Uy SEN O + Uy COS PPy,

= 20y + (Uutpu + Uypy) €08 @ + (U + Uyy) SEN P.
Sendo o angulo ¢ constante,

2e” sen ¢ = (lyy + Uyy) SEN
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ou, equivalentemente,

Uy, + Uy = 2€°

pode ser escrita como

At = 2¢". (3.13)

Agora, as equagoes (2.55) e (2.56) podem ser diferenciadas em termos das variaveis u

€ v, Ccomo segue

Uy F Uyy — Uy cOs p = 0, Uy + Uy, — Uy, cOS @ = 0,

Uy F Uy, — Uyy cOS 0 = 0, Vyy + Uy — Uyy cOs @ = 0.

Em cada um desses pares de equacoes subtraimos a segunda equagao da primeira.

Vejamos

Vup F Uy — Uy COS Y — (Vyy + Uy — Uyy cOS ) = 0,

Uy + Uiy, — Uy COS P — (Vyy + Uy — Uy COS @) = 0.
Assim, sendo Uy, = Uy € Uyy = Uyp, Obtemos

(U — Uyyy) cOS p = 0, (3.14)

Uy — Upy + Uy, — Uy = 0. (3.15)
Como ¢ # /2, segue de (3.14) e (3.15) que
Uy, = Uy € Uy, = Uy

Substituindo ,, = U, em (3.13), temos

Uy, F Upy = 2Uyy = 2Upy = 2€° ==  Uyy =€" € Uy, = €°.

Diferenciando 1, = €’ e i,, = €’ em relacao a v e a u, respectivamente, obtemos

Uy = €° = Uy = € Uy Upy = € = Uppy = € Uy
_ = = U= — U= = o
:> uuuvv - e U’UU’U _'_ e U’UU :> uvvuu - e U’LLUU —"_ 6 /UU/LL

= Uyuor = eﬁ[(@v)Q + ,va] = Uyyoy = 66[(@11)2 + @uu]
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Como Uyyvy = Upyuy € Uy = Uyy, SEGUE qUE

e [(Dy)? + o] = €°[(0u)? + Tuo),

ou seja,

donde
(Uy + 0y) (0 — 0y) =0 = U, +70,=0 ou v, —1,=0.
Dai, tomando € = %1, temos
Uy + €0, = 0. (3.16)

Agora, substituindo em (3.16) as derivadas v, e ¥,, provenientes, respectivamente, das

equagoes de Codazzi (2.55) e (2.56) chegamos em

0 =7, + €0, = —Uy + Uy COS P — €Uy + EUy, COS Y
s _ _ 2
= —[Uy, — £l €S P + €ll, — €71, COS |

= —[(Uy + ety) (1 — ecos p)].
Como (1 — ecosp) # 0, pois assumimos que 0 < p < 7, tem-se
Uy + ey, =0 = Gy = —cily. (3.17)
Substituindo (3.17) nas equagoes de Codazzi em (2.55) e (2.56), temos

Uy = — [ty — Uy cos ) Uy = —[t, — Uy cos @]
= —[ty + €ty cos ¥ = —[u, + €ty cos ¥
= —[1 +ecos ¢, = —[1 + e cos pla,,

entao
Uy, = —[1 + e cos |, e U, =—[1+ecosy|u,.
Assim,

v=—(14¢ecosyp)u+c, ceR. (3.18)
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Substituindo em Au = 2¢Y, obtemos
Al = 2€cef(l+scosgo)ﬂ

Em seguida, se considerarmos R = 2¢ e S = (1 + ecos ), pela Proposigao (3.10),

obtemos (3.12), isto &,

2

_ 1+€C<1+€COS¢)UL<2)|2 1+ cos
=1

u(u,v) n( el 7

onde h é uma funcao meromorfa global que admite somente polos simples, tal que

R'(z) # 0 em todo ponto regular. Segue de (3.12) que

2
¢ 2\ 1+¢cos
a(u,v) = In 1+ ef(1+4ecosp)|h(z)]? tHecose
2| (2)]

“Ticooso {In [1+€°(1 +ecos ) |h(2)]*] —2|W(2)]]}.

Dai, utilizando os itens (7) e (i7) da Proposi¢ao (3.3), obtemos

2e(1 + e cos ) |[I'|* (b, ') — [1+ e“(1 +ecos ) |h|*] (B, B
(1+ecosp) [1+ec(1+ecose) [h*] || '

(3.19)

Uy =

Analogamente, temos

~ 2e%(14ecosg) |I)? (h, i) — [1+e°(1+ecosyp) |h|2] (W, eih) (3.20)
el = :
(1+ccosp) [1+es(1+ecose) [h*] ||

Logo, de (3.19) e (3.20), a igualdade em (3.17) é equivalente a
2e“(1 + e cos ) ||W|* (h, (1 + €i)R') — [1 + €“(1 + e cos ) |h°] (I, (1 + i)h") = 0

o que nos da a expressao (3.9).
E mais, substituindo (3.18) nas expressoes (2.52) e (2.53) encontradas na Propo-

si¢ao (2.18), temos as expressoes (3.10) e (3.11)

[ = ell==eos@lite[qy2 4 9 cos pdudv + dv?],

IT = 27 ¥"* < sen pdudv

A reciproca segue do Teorema (2.2). |
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Corolario 3.20 Considere S uma superficie com malha de Chebyshev generalizada,

curvatura Gaussiana negativa K = —e™?" e dngulo de Chebyshev constante ¢ # /2.

Entao as linhas assintdticas da superficie S tém curvaturas geodésicas com mesmo valor

absoluto.

Demonstragao: Seja X (u,v) uma parametrizacao da superficie S por linhas assinto-
ticas. Segue do Teorema (3.19) que os coeficientes da primeira forma fundamental sao

dados por
E=0G= e(l—acosgo)ﬂ—&-c’ I = COS()0e(l—ecosa,a)ﬂ—‘,—c7 (321)

onde € = &4-1.

Considera em S as seguintes linhas assintoticas

parametrizadas pelo comprimento de arco s, onde ¢ = constante. Segue que
|/ (s)] = [B'(s)| =1
implica em

WP =B =1 — X% . e (2 2:1
ds ds

du dv
— X, | = +1 X,|— =+1
[ Xul e | Xl
d 1 d 1
— u—j: e v

M4 e YWog o
ds VE ds VG

Donde, para ¢ = 41

du 1

duw _ 1 22

Pl (3.22)
€

d 1

Ve (3.23)

ds V@
Assim, segue de (3.22), (3.23) e da formula de Beltrami em (2.11), que as curvaturas

geodésicas das curvas assintoticas «(s) e (s) sao, respectivamente,

VEG — F?

k v=const. — 5F2 - = 3.24

( g) t 11 E\/E ( )
VEG — F?

(kg)u:const. = _5F212 (325)

GVG
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onde € = +1. Segue dos valores de I'Z, I'),, obtidos em (2.3), e de (3.17) que

2FF, - FEE, - FE,

2
=" ma - m
_ 2EF(1 —ecosg)i, — EE(1 —ecos )i, — FE(1 — ecos ),
B 2(EG — F?)
_ 2EF(uy + Uy, cos p) — EE(t, + U, cos ¢) — FE(t, + U, cos p)
B 2(EG — F?)
_ EF(ty + 1, cosp) — EE(t, + U, cos p)
2(EG — F?) '

Mas, em (3.21) vimos que

E=G= F = FEcosy.
Assim,

EF(u, + @, cos p) — EE(t, + @, cos @)
2(EG — F?)

E? cos (il + 1, cos ) — E?(ty + Uy cos @)
2(E? — (E cos¢)?)

€08 P(Uy, + Uy, €08 ) — (Uy, + Uy, COS )
2(1 — cos? )

€08 p(ty, + Uy o8 @) — (Uy + Uy cOs Q)
2(1 — cos? )

Y (3.26)

2 _
Fll_

Por analogia, temos

2GF, - GG, — FG,
2(EG — F?)
_ 2GF(Uy + Uy cos ) — GG (ty + Uy cos ) — FG(t, + 1, cos @)
B 2(EG — F?)
_ GF(tu, — ty cosp) — GG(ty, — U, cos @)
2(EG — F?)
G? (i, cos p + 1y 082 ©) — G%(Uy + Uy cos P)
B 2(EG — F?)
Ty COS @ + Ty €O8% @ — Uy, — Ty COS
B 2(1 — cos? )

1
F22_

— au
2
U
_ v 3.27
5 (3.27)
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Em seguida, substituimos os valores encontrados nas igualdades (3.26) e (3.27) em

(3.24) e (3.25), respectivamente, obtemos

€U, Sen
= 3.28
Wic (3.28)

VEG_F?
(kg)u:const. - _€F22—
GvG

Uy SEN Y

WE

Por fim, substituindo (3.29) em (3.28), obtemos

(3.29)

(kg)vzcongt, == E(kg)u:const.7

onde € = &+1. [ |

Corolario 3.21 FEuziste uma familia de superficies de 4-pardmetros com malha de Chebyshev
generalizada, dngulo de Chebyshev ¢ constante e diferente de 7/2, onde

2(1—¢ cos )

14+ecose
) [du? 4 2 cos pdudv + dv?]  (3.30)

J: (1 + e(1 + € cos p)ekleu—v)+2a
=e
2\/§|k’6k(6u—v)+a
—2e cos
1+ (1 + € cos p)e?hEuv) T2\ Thecosy iy
2/2|k|ek(zu—v)+a Sen pdudv

11 = 2¢° ( (3.31)
sao, respectivamente, as expressoes da primeira e sequnda formas fundamentais. Além

disso, se ¢ > —In(l + ecosy), as formas fundamentais (3.30) e (3.31) determinam

uma superficie completa.
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Demonstragao: Defina a fungao holomorfa

h: C — C

3.32
z +— h(z) = elEthzta, (3:32)

onde z; = a+1ib, com a,b, k € R e k # 0. Derivando h uma vez em termo de z, obtemos
W = eEtkta o 4k = h(e +4)k. (3.33)

Derivando novamente,

R =K (e + i)k = h(e +i)%k>. (3.34)
Multiplicando (3.33) e (3.34) por (1 + €i), temos
(1+ei)h' =n'+eib’

= h(e + i)k +cih(e + 1)k

= hek + hik + 2hki — ehk

= 12kh,
isto é,

(1+ei)h' =i2kh (3.35)
e, analogamente, obtemos

(1 +ei)h" = i2kh'. (3.36)

Como h # 0, pelo Lema (3.4), as igualdades em (3.35) e (3.36) nos fornecem
(h, (14 i)y = (h,i2kh) =0 e (B, (1 +ei)h")y = (B i2kh") = 0;

logo, h e solugao da Equagao (3.9) do Teorema (3.19). Além disso, sendo z = u +iv e

21 = a + b, a fungdo em (3.32) pode ser reescrita como

h(Z) — ek(sufv)+a+i[k(ev+u)+b]

= eMeu=oFa Loog[k(ev + u) + b] 4 isen[k(ev 4 u) 4+ 0]} .

Desta forma,

|h(2)|2 _ 62[]?(611,*1))4*(1] <3.37>
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implica em

1 (2)] = v2k|ekEu—vr+a, (3.38)

Dai, substituimos as expressoes (3.37) e (3.38) em (3.12), como segue

2
1+ ¢e(1+ecos go)|h(z)|2) L+ecos o

st =t (SR

2

| (1 + e“(1 + £ cos cp)e%(w_”)”“) l4ecosp

= In .
2v/2|k|ek(eu—v)+a

Agora, substituindo u(u,v) em (3.10) e (3.11), obtemos

I = ellmecos@ute[qy? 1 2 cos pdudv + dv?]

2(1—e cos )
1+4e(14€ cos p)e2k(eu—v)+2a\  1+ecosep
_ eln 2v/2|k|ek(eu—v)+a

+c

[du? + 2 cos pdudv + dv?]

2(1—e cos )

1+4ecosep
) [du? + 2 cos pdudv + dv?]

. (1 + €¢(1 + € cos ) e2klEu—v)+2a
=e
2\/§|k|ek(au—v)+a

1] = 2e~Eos@)u4e gon pdudy

2
1+ec(1+€ cos LP)GQk(su—v)+2a> 1+ecosp

B 2€5cos<pln< 22| k[ek(=u—o)Ta +c

sen pdudv

—2ecos

14+ecose
sen pduduv.

0o <1 _|_€c(1 4 £cos (p)€2k(au—v)+2a
= 2e

2\/§| k|ek(au—v)+a
Portanto, pelo Teorema (3.19), existe uma familia a 4-parametros X : C — R3 de

superficies com malha de Chebyshev generalizada e angulo de Chebyshev constante.

Por outro lado, como ¢ > —In(1 4 € cos ¢), segue que

1
D e — (1 >1
€= 14+¢ecosyp e( +€COS¢) B

60(1 + £cos s0)62]€(5u—v)+2a > 62k(au—v)+2a

11

1+ ec(l + £cos cp)62k(€u—v)+2a 2 1+ 62k(6u—v)+2a' (339)

Seque que

1+ e?k(su—v)-‘r?a > 6k(au—v)+a‘ (340)
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De fato, a fim de que
(ek(sufv)+a)2 . ek(eufv)Jra +1>0

é necessario e suficiente que o discriminante A do polindémio
plo)=0*—0o+1, (3.41)

kleu—v)ta geja negativo. Ou, mais precisamente, que (3.41) tenha

onde o = e
A= (-1)*-4(1)(1)=-3 = A <0.
Logo, segue de (3.39) e (3.40) que

1+ ec(l + £ cos (p)GQk(sufv)JrQa > ek(z—:ufv)Jra. (342>

Ademais, dividindo ambos os lados da expressio em (3.42) por (2v/2|k|eF(eu—v)+a),

obtemos
1+ 66(1 4 £cos 90)62k(5u—v)+2a - ek(eu—v)—i—a
2\/§’k|ek(5u—v)+a - 2\/§|k|ek(su—v)+a
1

= 375 (3.43)

Portanto, segue de (3.43) que

2(1—ccos p) 2(1—ecos )

(1 + ec(l +€COS g0)e2k(€u—’v)-‘r2a) 1+ecos ¢ S ( ) 1+€ cos ¢ (3 44)
2\/§|k|ek(su—v)+a = 2\/§’k| . .

Agora, considere por simplicidade de notacao,

2(1—ecos )

W= <1 + (1 + e cos ga)ezk(5“”>+2a) T cos
= Qﬁ‘k‘ek(sufv)ﬂl

(3.45)
Assim, segue de (3.44) que a métrica ds* de X, dada por
ds® = We[du® + 2 cos pdudv + dv?]

é tal que
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ds® = e“W[du® + 2 cos pdudv + dv?]
2(1—ecos )

9 1 1+ecosp 9 9
>e TQW [du® 4 2 cos pdudv + dv]

= Cldu® + 2 cos pdudv + dv?]

= Cds°.
Ou seja,
ds* > Cds?, (3.46)
2(11—5cos<p)
onde C' = ¢? (2\/1§|k|> TP e ds? = du? + 2 cos pdudv 4 dv?. Em relacao a métrica

ds? os coeficientes da primeira forma fundamental sao
E=F=G=1,

isto é, sdo constantes. Pela Proposigao (2.8) as geodésicas da superficie, segundo a
métrica ds?, sao retas; logo as superficies que as contém sio planos do espaco euclidiano
R?, entao ds* é completa. Por outro lado, a desigualdade em (3.46) significa que a
métrica ds* é mais fina que a métrica® ds*. Entdao podemos tomar o difeomorfismo do
Teorema (3.18) como sendo a identidade correspondente a essa desigualdade. Dai, o
Teorema (3.18) nos assegura que ds? é completa. Portanto a superficie determinada

pelas formas fundamentais em (3.30) e (3.31) é completa. |

3Veja em [7], Capitulo 2, mais detalhes sobre o fato de a métrica ds? ser mais fina que a métrica
ds>.



Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho estudamos a caracterizagao feita por Riveros e Corro [11] de uma
classe de superficies com curvatura Gaussiana negativa parametrizada por malha de
Chebyshev generalizada e com angulo de Chebyshev constante e diferente de 7/2 no
espaco Euclidiano de trés dimensoes. Para tanto, fizemos estudo, a grosso modo, de
alguns conceitos de Geometria Diferencial, de Algebra Linear, de Variaveis Complexas
e de Equagoes Diferenciais Parciais com intuito de darmos suporte para o entendimento
do Teorema (3.19) e seus respectivos corolarios.

Além disso, nesses estudos, tivemos a oportunidade de nos aprofundarmos em
conceitos, propriedades e expressoes encontradas na Geometria Diferencial como, por
exemplo, as Equacoes de Compatibilidade, que neste caso, foram investigadas, nao
somente para superficies parametrizadas por curvas coordenadas, mas também para
as superficies parametrizadas por malha de Chebyshev generalizada e com curvatura
Gaussiana negativa e constante.

Ademais, ¢ interessante notar que o coeficiente (1+¢i) da Equagao (3.9), além de
ser nao nulo, é comum a ambas as parcelas dessa equacao. Isso sugere que, apos fazer-
mos os devidos ajustes no espaco onde as superficies estao imersas, talvez a Equacao

(3.9) possa ser reescrita sem esse coeficiente.
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