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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre Polindomios Auto-inversiveis, em especial, os
Polinémios Palindromicos. Para isso apresentamos resultados classicos referentes a teoria
classica de polinomios, bem como o estudo do comportamento de suas raizes no plano car-

tesiano, defini¢oes e propriedades acerca dos polinomios auto-inversiveis e palindromicos.

Apresentamos um método Alternativo para a Reducao do Grau dos polinomios pa-
lindromicos P, no caso deste ser de grau 2n (n € N) utilizando as relagoes de Viete e
as caracteristicas inerentes as suas raizes, obtemos um polinomio ) de grau n, que cha-
maremos de polinomio reduzido de P. No caso de P ser de grau impar (2n + 1,n € N)
isto também é possivel, ja que —1 é uma raiz de todo polinomio palindromico de grau
impar. Uma vez que o polinomio reduzido () associado a P contém todas as raizes deste,
é possivel determina-las resolvendo n equacoes quadraticas ou a partir dos coeficientes
de () podermos inferir a cerca da natureza de suas raizes e por consequéncia acerca das

natureza das raizes de P e a localizacao destas em relagao ao circulo unitario.

Palavras-chave: Zeros de polinomios, Localizacao de zeros de polinomios, Po-

linomios Auto-inversiveis, Polinomios Palindromicos, Circulo Unitario.



Abstract

This paper presents a study on self-inverting polynomials, especially the palindromic
polynomials. For this we present classic results referring to the classical theory of polyno-
mials, as well as the study of the behavior of its roots in the Cartesian plane, definitions

and properties about the self-inverting and palindromic polynomials.

We present an alternative method for reducing the degree of palindromic polynomials
P in case this is of degree 2n (n € N) using Viete’s relations and the inherent charac-
teristics of its roots, we obtain a ) degree n polynomial, which we will call the P short
polynomial. If P is odd-grade (2n + 1,n € N) this is also possible, since —1 is a root of
every odd-grade palindromic polynomial.Since the reduced ) polynomial associated with
P contains all its roots, it is possible to determine them by solving n quadratic equations
or from the coefficients of () we can infer about the nature of its roots and consequently

about the nature of the P roots and their location in relation to the unit circle.

Keywords: Polynomial zeros, Polynomial zeros localization, Self-inverting polyno-

mials, Palindromic polynomials, Unitary Circle.
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1 Introducao

Os polinomios formam uma classe importante de fungoes que devido a natureza de
suas estruturas sao muito simples de se avaliar e resultados relacionados aos zeros de
polinomios sao utilizados em diversas areas da matemaética para se estudar solucoes de
inimeros problemas. A busca por solugoes de equagoes polinomiais é um assunto estudado
ha muitos anos. Os babilonios, por volta de 1700 a.C., e os hindus por volta de 600 a.C
ja conheciam regras para encontrar zeros de polinomios quadraticos. Tartaglia, no século
XVI determinou um método para a resolucao de equacoes ctibicas do tipo 22 +px?+q =0
e nos séculos seguintes importantes matematicos como Gauss, Cauchy, Hermite, Jensen,
Dieudonné e Pélya contribuiram nessa drea. Atualmente as fungoes polinomiais sao tema
de muita investigacao, tanto do ponto de vista computacional quanto tedrico, motivando

ainda hoje, o trabalho de varios pesquisadores.

Neste trabalho abordamos uma classe especifica de polinomios, conhecidos como po-

n
linémios palindromicos. Considere o polinémio P(z) = Zakzk,ak # 0coma, € C, e
k=0
—1 n
associado a P(z) seja o polinoémio reciproco P*(z) = z"P (—) = Z ap2" ", Se existir
z
k=0
u € C,lul = 1, tal que P*(z) = uP(z), entao P(z) ¢ dito auto-inversivel. Em parti-
1
cular, se P(z) = z"P | — |, entdo P(z) é dito palindromico. Neste caso, os coeficientes
z

de P(z) satisfazem a,,_j = ap, k = 0,1,2,....,n. Se ap € R,k = 0,1,2,...,n observe que

PH(z) = 2P (1)

z
Abordamos, em especial, o comportamento dos zeros dos polinomios palindromicos
no circulo unitario, bem como o estudo de um método para a reducao do grau de um

polinomio palindromico.

No segundo capitulo sao apresentados resultados classicos de polinomios e resultados
sobre o comportamento dos zeros de polinomios, assim como propriedades bésicas, a

relacao entre coeficientes e raizes e os limitantes para zeros de um polinomio.

No terceiro capitulo abordamos a definicao e resultados referentes aos zeros de po-

10



1 Introducao 11

linomios auto-inversiveis e palindromicos, enfatizando o comportamento das raizes destes

em relacao ao circulo unitério.

No quarto capitulo sao apresentados dois métodos para a obtencao das raizes de

polinomios palindromicos.
No quinto e tltimo capitulo sao apresentados as consideracoes finais do trabalho.

Varios exemplos sao apresentados para ilustrar os principais resultados. Para a ela-

boragao das figuras apresentadas neste trabalho foi utilizado o software GeoGebra.



2 Preliminares

Nesta capitulo serao apresentados alguns resultados sobre zeros de polinomio, relacoes
entre coeficientes e raizes e limitantes para os zeros de um polinomio. As principais
referéncias utilizadas foram FAZINAZZO [5], MARQUES [8] e PEREIRA [7].

2.1 Propriedades basicas

Dada uma sequéncia de nimeros complexos (ag, ai, ..., a,), n > 1, considere a fungao
P :C — Cdada por P(z) = ag+ ajz + ... + a,2". A fungao P é denominada funcao
polinomial ou polinémio associado a sequéncia dada. Os numeros (ag,ay, ..., a,) sao
denominados coeficientes e as parcelas ag, a1z, ..., a, 2" sdo chamadas termos do polinomio

P. Considerando a,, # 0, a,, recebe o nome de coeficiente dominante.

Teorema 1. (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinémio nio-nulo P(z)
de grau n, n > 1 com coeficientes complexos ai, k = 0,1,...,n tem exatamente n zeros

complexos zy, ..., z,.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrado em NETO [1].

Este teorema garante que toda equagao polinomial nao-constante com coeficientes
complexos possui todas as solucoes em C. A seguir sera apresentado um resultado como

consequéncia imediata do Teorema Fundamental da Algebra.

n
Proposicao 2.1.1. Seja P(z) = Z ai2® um polinémio de graun,n > 1, com coeficientes

k=0
complexos ap, k =0,1,...,n.

(i) « € zero de P(z) se, e somente se, (z — «) divide P(z).

(ii) se a € zero de P(z), entao existe um m > 1 tal que (z — )™ divide P(z). Assim,
P(z) = (z — a)"Q(z) com Q(z) um polinomio complexo de grau n — m onde
Q(a) # 0. Neste caso, diz-se que o € zero de P(z) de multiplicidade m. Se m =1,

a ¢ dito zero simples de P(z).

12



2.2 Relacao entre coeficientes e raizes 13

(iii) Se ay, g, ..., ay forem zeros de P(z) dois a dois distintos, entdo o polinomio (z —
ar)(z — ag)...(z — ag) divide P(z).

Teorema 2. (Teorema da Decomposicdo) Seja P(z) = Zakzk um polinomio de
k=0
grau n, n >1, com coeficientes complexos ay, k = 0,1,...,n. O polinomio P(z) pode ser

representado por P(z) = an(z—21)(2—22)...(2— 2,), onde z1, 29, ..., 2, SG0 zeros complexos

do polinémio P(z).

Demonstracao. A prova deste teorema sera dada através de inducao sobre o grau
n de P(z).

. , . . . - Qo
Considerando n = 1 o resultado é imediato, pois se P(z) = a1z + ag entao z; = ——
1
. . . ao
¢ zero de P(z). Desta forma, P(z) pode ser escrito como P(z) = a; |z — | —— =
ay

ar(z — z1).

Suponha que o resultado vale para n — 1. Sera provada a validade para n. De fato,
se z; € C é um zero de P(z), o item (ii) da Proposi¢ao 2.1.1 garante a existéncia de um
polinoémio Q(z) com coeficientes complexos, tal que P(z) = (z — 21)Q(z). Note que Q(2)

tem grau n — 1 com coeficiente dominante a,,.

Assim, por hipétese de indugao, existem 2, ..., z, € C tais que Q(z) = a,(z — 29)(z —
23)...(2 — zp).

Portanto P(2) = a,(z — 21)(2 — 22)...(2 — 2)

2.2 Relacao entre coeficientes e raizes

Agora serao deduzidas as relagoes entre coeficientes e raizes de uma equagao polinomial

de grau n,(n > 1). Dada a equagao polinomial
Pz)=ayz"+...+a1z4+ay=0 (2.1)

com ag, ay, ..., a, € C e a, # 0, cujas raizes sao z1, ..., z,. Pelo Teorema da Decomposi¢ao

segue que:

P(Z) - an(z - 21)(2 - 2’2)(2 — Zn) = a,2" — an(zl + ...+ Zn)Zn_l +
S1
t(azet 52 4 2z (DS (1 (s 2)
Sz —
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Logo, comparando a expansao anterior com os coeficientes ay, k = 0,1, ...,n de P(z), segue

que:
p—1
S1221—|—...+2n:— — 01
an
Apn—2
SQ = 2129+ 2123+ ... + Zp_12n = = 09
n
ap—3
S3 = 212923 + 212324 + ... + Zp_92p_12n = — = 03

an

1)han—h

Sh = 212222, + 21232021 o 2 (he1) e ne1 20 = (— ,
n

:O'h

n 20
Qn

Sp = z129...2, = (—1) = 0,

As expressoes acima estabelecem as relagoes entre os coeficientes do polinomio P(z)

e suas raizes.

As relacoes acima entre coeficientes e raizes de uma equacao polinomial sao conheci-
das como formulas de Viete ou relagoes de Girard. Essas relagoes sao referentes aos ma-
temdticos franceses Francois Viete (1540-1603) e Albert Girard (1595-1632). No século
XVI, Viete havia descoberto estas formulas para o caso de zeros positivos de um po-
linomio. Mas a generalizacao das férmulas para zeros quaisquer de um polinomio foi

primeiro desenvolvida por Girard no século XVII.

O resultado abaixo representa uma aplicagao das formulas de Viete ou relacoes de

Girard.

n
Lema 2.2.1. Se o polinomio P(z) = Zakzk, ax € R tem todos os seus zeros em |z| <1

k=0
entao |ag| < |an|. Mas, se pelo menos um desses zeros estiver no interior do disco unitdrio,

entao |ag| < |ay|

Demonstracao: Seja zy, zg, ..., 2, zeros de P(z) em |z| < 1. Usando as férmulas de

., , Qo
Viéte, obtém-se (—1)"— = 212923...2,.
Qp

. a
Assim, a_o = |z12925...20| = |21]]22]...]2n] < 1.
n

Logo, |ag| < |a,|. Sendo a desigualdade estrita se pelo menos um dos zeros estiver no

interior do disco unitério.
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2.3 Limitantes para os zeros de um polindomio

Nesta se¢ao sao apresentamos alguns resultados sobre a localizagao de zeros de po-
linomios, limitando-os em uma regiao anelar ou em |z| < r,r > 0. As principais referéncias
foram MARQUES [8] e PEREIRA [7].

Teorema 3. Seja P(2) = ag+ a1z +asz® + ... + a,2", onde ag, a, # 0, um polinomio com

coeficientes complexos,

M = max |a
0<k<n—1

M' = max |ay]
0<k<n

Entao, todos os zeros de P(z) satisfazem

|ao|

M
agj;7ﬁﬁ <:|Z|<:1'+'___

|an

Demonstracao: Considere |z| > 1. Deste modo.

|P(2)] = lao+ a1z +agz® + ... + ap2"|

lan2™ — (—ap-12""" = ap_02"" % — ... — a1z — ap)|

Aplicando a desigualdade triangular:

|P(2)] > |an2"| = | = @no12"' — ap_92" % — ... — a1z — ao|
= an2"| = |an-12""" + an_o2" 2+ ... + a1z + aol
> an|[2"] = (Jan1l]2" 7 + lan—a| [2" 7% + ... + |aa|2] + |aol)
> Janlle = M| 7 e )
-l (1= 2 31
ol (1 3 22
TL
Este tultimo somatdrio representa uma série geométrica de infinitos termos de razao — <

||
1, cuja soma ¢é dada por:

i(m) Z - |z||z—|1

k=0 |2]
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Assim, voltando em (2.2), tem-se

|P(2)] > an||2|" - L <|Z|’Z—| 1 1)]

(2.3)

M
Agora veja que se |z| > 1+ |—, segue que P(z) > 0, isto é, P(z) # 0 e portanto, os zeros
n
M
de P(z) estdao em |z| <1+ —.

|an

Para mostrar que A < |z| considere
lag| + M’
ap
1

Ao aplicar o resultado obtido anteriormente observe que os zeros do polinomio (Q(z)
!

1
encontram-se em |z| < 1+ ——. Seja zx um zero de Q(z). Entao — é zero de P(z). Desta
2k

|
!

1 M
maneira — < 14+ — = |z| >
2k |ao|

|ao|
|a0| + M

Portanto, todos os zeros do polindémio P(z) estao localizados na regiao anelar

M
A= {zEC|| ||+|M’ <|z!<1+a}

Exemplo 2.3.1. Seja P(z) = 32°+421+2234+1.52+1. Pelo Teorema 3 seque que a regiao
A ¢ dada por A = {z € C|% < |z| < I}. Note que todos os zeros de P(z) encontram-se
nesta regiao, sendo z; = —0.81 — 0.687, zo = —0.81 4+ 0.68iz3 = —0.58, 24 = 0.43 — 0.57 ¢
25 = 0.43 + 0.574, conforme sugere a Figura 1.
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2.5

35 3 25 iy 15 - 05 Q/ 05 1 15 2 25 3 35

Figura 1: Localizacdo dos zeros do polinomio P(z) = 32° + 42* + 223 + 1.5z + 1

Teorema 4 (Teorema de Pellet). Dado o polinomio
P(z) =ag+ a1z +a2? + ...+ apzf + ... + ap2™,a, # 0
se o polinomio
Fyp(2) = |ao| + lar]z + [az]2? + ... + |ap-1[2P71 — |ap|2P + [apsa|2PT + o+ |an[2”

tem dois zeros positivos r e R, v < R, entdo P(z) tem exatamente p zeros no disco |z| <r

e nao tem zeros na regiao anclar r < |z| < R

A prova do teorema de Pellet encontra-se em MARDEM [9]

Exemplo 2.3.2. Considere o polinomio P(2) = 32" + 1523 + 1022 + 2 + 2, logo Fs(z) =
324 — 152341022 4+ 2 + 2. Note que r = 1.08 e R = 4.17, sao zeros de F3 como € possivel
observar na Figura (a). Assim, pelo Teorema 4, o polindmio P(z) = 32'+1523+102%+2+2
contém trés zeros em |z| < 1.08 e P(z) nao possui zeros em 1.08 < |z| < 4.17. De fato,
0s zeros de P(z) sao z1 = —4.22, 29 = —0.92, z3 = 0.07 — 0.414, 24, = 0.07 4+ 0.414¢, onde
|2k] < 1.08,k=0,1,2 e |z1| > 4.17, como mostra a Figura (b).

O préximo teorema nos diz como determinar a regiao do plano onde estao localizados
os zeros do polinomio P(z) = ag + a1z + as2% + ... + a,2" de grau n tal que ag < a; <

as < ...<a,ea,#0.
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(a) Localizagao dos zeros do polindémio F3(z) = (b) Localizacao dos zeros do polindmio P(z) =
3z — 1523 + 1022 + z + 2. 320 +1523 41022 + 2 + 2

Teorema 5. Seja P(z) = ag + a1z + a22® + ... + a,2™ um polindmio de grau n tal que

ag < a; < ay < ... < a, ea, # 0. Entao, todos os zeros de P(z) estio no disco

determinado por

Q(2) = a,2"™ 4+ (1 —2)P(2)

= a, 2"+ (1 - 2) (a0 + a1z + ag2® + ...+ a,2")

n
= ag+ Z(ak — aj_1)2F
k=1

Entéo, para |z| < 1 e utilizando a desigualdade triangular,

caf)-

Como |z| < 1, tem-se que

n

< laolle"+ 3 | (@ — asr)=" ]
k=1

|R(2)| =

n
apz™ + Z(ak —ap_1)2"F
k=1

[R(2)] < lao| +

Pelo Fato de a;_; < ag, para todo k =1, ..., n, segue que

n
[R(2)| < laol + Y [(ax — ax-1)| = [ao + a — ao,
k=1

ou seja,



2.3 Limitantes para os zeros de um polinomio 19

1
Q(;)‘ <lao| + an — ao

o)< iz
z

Kl

2"

1
Substituindo z por —, obtém-se que
z
Q(2)] < (lao| + an — ao)[2]", |2] = 1.

Para |z| > 1, tem-se que

(z=DP@)] = lanz"" = Q(2)]
> an| " = 1Q(2)]
n+1‘ o (

> an||z |aol + an — ao)[2|"

= |2"[lanll2] = lao| — an + ao]

12" ] [|z| _ (M)]
|an|

Como ax_1 < ag para todo k=1, ...,n, entao

an — g = |ay — ag| > |an| — |aol

e assim

Note que se |z| > r, entao |(z — 1)P(z)| > 0. Portanto, P(z) nao possui zeros em |z| > r,

ou seja, todos os zeros de P(z) encontram-se em |z| < r

Exemplo 2.3.3. Seja P(z) = 102° + 52% + 32% + 1.52 — 2, pelo Teorema 5 temos que
7

os zeros de P(z) estao localizados no circulo |z| < 5 De fatos, os zeros de P(z) sao

2 = —0.67 — 0.47i, 29 = —0.67 + 0.474, 25 = 0.16 — 0.75i, 2 = 0.16 + 0.75i e 25 = 0.51.

Veja a figura a sequir:
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-2

Figura 2: Localizacdo dos zeros do polinémio P(z) = 102° + 52* + 323 + 1.5z — 2

O teorema a seguir, resultado classico da teoria da distribuicao de zeros de polinomios,
é uma consequeéncia do resultado anterior, que tem por finalidade localizar zeros de

polinomios.

Teorema 6 (Enestrom-Kakeya). Seja P(2) = ag + a1z + az2* + ... + a,2" um polinémio
cujos coeficientes reais ay, k = 0,1, ..., n satisfazem a, > a,_1 > ... > ag > ay > ag > 0..
Entao P(z) nao possui zeros em |z| > 1, ou seja, os zeros de P(z) encontram-se em
|z] < 1.

Demonstracao: Pelo Teorema 5 tem-se que os zeros do polinomio P(z) estao em
lao| + an —

a
] 9 Pelo fato de Qp = QAp_1 > ... > Ay > a1 > ap > 0. segue que
Qp,

2] <
lag| + an — ag

z|l <
2] < i

=1

Portanto, os zeros do polinémio P(z) encontram-se em |z| < 1.

Observe que, nas condi¢oes do Teorema de Enestrom-Kakeya, todos os zeros do
polinémio P(z) atingem o circulo unitario se, e somente se, ar = 1,k = 0,...,n. De
fato, se |zx] = 1,k =0, ..., n tem-se por uma das relagoes de Girard que

ao

— | = |z12225...20] = |21||22]|23]...| 20| = 1.
n

. ~ . -, ag
Como os coeficientes ag, k = 0,...n sao reais e positivos tem-se que — = 1. Agora,
n
utilizando a ordenacdo dos coeficientes de P(z), ou seja,
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Ap 2 Ap—1 2 ... 2 G 2 41 2= o,

segue que

Portanto, ap = 1,k =0, ...,n.

Por outro lado se ay = 1,k = 0,...,n segue pelo Teorema 28 de PEREIRA [7] que os

zeros de P(z) estao no circulo unitério.

Exemplo 2.3.4. Seja o polinomio P(z) = 102° + 52 +32% + 1.5z + 1. Observe que P(z)
salisfaz as hipdteses do Teorema 6. Portanto os zeros de P(z) encontram-se em |z| < 1.

A figura a seguir mostra a localizag¢do dos zeros de P(z) em relagao a |z| < 1.

\
18 -16 -14 -12 W 08 -06 -04 =02 0 o2 o4 o6 o8 'i 2 lele T Hile 2
|

Figura 3: Localizacio dos zeros do polinomio P(z) = 102° + 52* + 32% + 1.5z + 1 em relacio a |z| < 1

O préximo teorema é uma generalizacao do teorema de Ernestrom-Kakeya, onde é
determinada a regiao anelar que contém todos os zeros de certo polinomio. Esse resultado
encontra-se em ANDERSON [10].

n

Teorema 7. Seja P(z) = Zakzk um polinomio de grau n tal que n > 1 e ap > 0 para

k=0
. ag
G = Imin
0<k<n | Qp41

Qf
£ = max
0<k<n | Qg41

k=20,1,..n. Considere
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. Todos os zeros de P(z) estao na regidao anelar A = {z € Cla < |z| < f}
Exemplo 2.3.5. Seja o polinomio P(z) = 825 4+ 52° + 32* 4+ 22?2 + 2 4+ 0.5. Temos que

9 5% 0592 208 % — 0083334, 1 — 06 ¢ D
ay a9 as Qy as Gg

= 0.625

. Qg
o = min =05
0<k<n Aly1

ﬁ:max{

0<k<n

a’“ } — 0.83334

A1

Pelo Teorema 7 seque que os zeros do polinomio P(z) se encontram na regiao anelar
A ={z€C|0.5 < |z] <0.83334}. De fato, os zeros de P(z) sao z; = —0.57 — 0.29i, z9 =
—0.57+0.29¢, z3 = —0.14 — 0.54¢, 24 = —0.144-0.54¢, 25 = 0.41 — 0.567 e 2 = 0.41 4-0.56z.

Observe a figura a sequir:

Figura 4: Localizacdo dos zeros do polinémio P(z) = 82% +52° + 324 + 222+ 2+ 0.5



3 Polindmios auto-inversiveis

Nesta secao sao apresentadas defini¢oes e propriedades de polindomios auto-inversiveis
e polinomios palindromicos que sao tema desse trabalho, além de exemplificagoes para

a melhor compreensao da teoria. Para este estudo, as principais fontes foram FAZI-
NAZZO[5], MARQUES [8] e PEREIRA [7]

3.1 Polinomios auto-inversiveis e Palindromicos

Seja z — P(z) um polinomio de grau n,n > 1, dado por

p(z):a0+alz+...+anz"Zzakzk:GnH Z_ZJ (3'1)
k=0 Jj=1

Cujos zeros zi, 2o, ..., z2p € Ce a, € C

Defini¢ao 3.1.1. Associado ao polinémio P(z), considere o polindmio P *(z), chamado

de reciproco de P(z), dado por:

n

1 N n
P (z) = 2"P <:> =Gp2" + @2 A, = Y g H (2 — 2 (3.2)

N

k=0
: R : :
cujos zeros z,* = = sGo o0s inversos conjugados dos zeros de zj, de P(z)
k
: 9 . N 1 3. 1 3.
Exemplo 3.1.2. Seja P(z) = 5z° + 22 + 2 cujos zeros sao z; = FTplen=¢ + o

Logo o polinémio P*(z) serd dado por

1
P*(z) = 2*P <:> =542z +22°
z
. o 1 3 1 3.
Cujos zeros $ao z, = 23 = 5_52 ez =24 = §+§Z
Ob . 11 3. 1 1+3‘
SETve que z4 — — = - — <1 € Zy — — = < —1.
! ! Z1 2 2 2 51 2 2
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‘ ‘ 1 . L
Assim, satisfaz 2, = — conforme a defini¢ao de P*(z). Os zeros do polinomio P(z)
2k
sao os inversos conjugados aos zeros de P*(z) com rela¢ao ao circulo unitdrio, como sao

mostrados na Figura 5.

z
o 15

Figura 5: Representacio dos zeros dos polinomios P(z) = 522 + 2z +2 e P*(2) =222 + 2245

n
Definicao 3.1.3. Polinémio auto-inversivel Dado P(z) = E arz® um polinémio de

k=0
grau n. Se existiru € C, |u| = 1, tal que P*(2) = uP(z), entdo P(z) € dito auto-inversivel.

Observacao 1 Considere o polinémio P(z) de grau n com zeros zi, zs, ..., 2, auto-
inversivel, segue-se da definicao anterior que:

11 1
{217227“')271} - {__ __7“')__}

zZ zZ 7z,

Exemplo 3.1.4. Sejam P(z) = (1 —v/3) — (1 + v/3)i)2? + (3v/3 — 3i)z + (2 + 2i) um
1

polinomio e u = 5 + Ti. Serd provado que P(z) é um polindmio auto-inversivel.

Observe que:

Assim,

| =

P*(z) = 2P < ) = (2—20)22 4+ (33 +3i)z + (1 — V3) + (1 + V3)i),
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Além disso,

uP(z) = (% + ?0 [((1 —V3) = (14+V3)i)22 + (3V3 —3i)z+ (2 + 2@)]
= (2-2022 4 (3V3+3)z+ (1 —V3) + (1 +V3)i)

Logo, |u| =1 e P*(z) = uP(z). Portanto, P(z) é auto-inversivel

Vale observar na Figura 6 a simetria entre os zeros do polindmio auto-inversivel P(z)

com relacao ao circulo unitario, onde z; = —0,37 —1,37i e 2z = —0,18 — 0, 68:

Figura 6: Representacio dos zeros do polinomio P(z) = ((1—+/3) — (1+/3)i)2z + (3v/3 — 3i)z + (2 +2i)

Exemplo 3.1.5. Scja P(z) = 22* + 623 + 922 + 6z + 2 um polinomio cujos zeros sao

) 1 )
21:—1+z',22:—1—i,23:—§+% 624:—5—%.
Seja
1
P*(z) =2'P <:> = 22" +62° + 922 + 62 + 2
Z
1 1 4 ,
Observe que P(z) = P*(z). Logo z,* = —3 + 5,22* it 5,23* =—1+14,2"=
—1—i.

Seque ainda que



3.1 Polinomios auto-inversiveis e Palindromicos 26

1
2t =—=—-141
5 T3, +
2y = —=—1—1
4 24

‘ . ‘ ‘ ‘ 11 1
ou seja, P(z) e P*(z) sao polinomios que satisfazem {z, 29, ..., 2.} = ¢ —, —, ..., — ¢,
Z1 29 Zn
1 1 1 1
onde 21 =23 = —, 290 =2,"=—,m=2"=—ez=2"=—.
Z3 24 21 22
Portanto, P(z) € auto-inversivel. A figura abaixo representa os zeros do polindmio
auto-inversivel P(z), ressaltando a simetria entre os zeros do polinomio tanto em relagdo

a reta real quanto ao circulo unitdrio.

Figura 7: Representagao dos zeros do polinémio P(z) = 22* + 623 + 922 + 62 + 2

n
Teorema 8. Se P(z) = E a2, an # 0, entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
k=0

(i) P ¢ auto-inversivel;
L 1 )
(ii) a,P(z) = apz"P (| = | para cada nimero complexo z;
z

(iii) ap = ua, , k=0,1,...,n, onde

ul = 1.

Demonstracao: (i) = (ii)

P(2) = zn@ _a ] (% - zj)

Note que



3.1 Polinomios auto-inversiveis e Palindromicos 27

isto é,

P = al](C-m)=a]l0- =)

Agora, utilizando a Observacao 1 seque que,

P(z) = m(zl—z)(zg—z)...(zn—z)
- :;2—@;(2—21)(2—22)...(2—2”)

Através das relacoes de Viete segue que

e assim,

(i) = (iii)

Para pontos em |z| = 1 seque que |P*(z)| = |P(z)|. Desta forma, de
_ np 1
|G, P(2)| = |agz"P | = ||,
Z
pode-se concluir que |a,| = |ag|. Tem-se que u = In onde lu| = 1. Como a,P(z) =
Qo

ST

apz" P (:), segue que
ulag + a1z + ... + ap2"] = [@p + Ap_12 + ... + @p2"]
Logo, ay = ua,_, k=0,1,...,n.

Observe que P*(z) = z"P(

N

> = Gy + Ap_12 + ... + Gpz". Como ap = UG,_,



3.1 Polinomios auto-inversiveis e Palindromicos 28

k=0,1,...,n, tem-se
P*(2) = ua,z" + ... + uayz + uag = uP(z)

Sendo |u| = 1, segue pela Definigdo 2.3.3 que P é auto-inversivel.

Defini¢ao 3.1.6. Polinémio Palindrémico P(z) ¢ palindromico se, e somente se,

P(z) = 7P G)

Exemplo 3.1.7. Seja P(z) = 52 — 423 + 22 — 42 + 5. Note que

1
AP (—) =5 —4z+222 —42° + 524
y4

1 1
Logo, 2*P | = | =5—42+422%>— 423+ 521 ou seja, P(z) = 2"P (—) . Portanto P(z)
z 2

¢ um polinomio palindromico.

A Definicao 3.1.6 determina algumas consequéncias para um polinomio palindromico
P(2).

Propriedades: Considere P(z) um polinomio palindromico. Tem-se:
) . . n 1 1 . .
(i) Considerando ay € R, entdo P(z) = z"P |- | = z"P | =] = P*(z), ou seja,
z z
P(z) = P*(z) e, segundo a Defini¢ao 3.1.3, considerando u = 1, segue que P(z) é
auto-inversivel. Em outras palavras, todo polinomio palindromico com coeficientes

reais e auto-inversivel.
(ii) Se P(z) é de grau n, tem-se a,_j = ax, k = 0,1, ..., n.

(iii) Seja P(2) = an2z™ + ... + a1z + ag, com a, # 0. Observe que z = 0 nao é zero de
nenhum polinémio palindromico. De fato, suponha que z = 0 seja um zero de P(z),
isto é,
P0)=0& P(0)=a,0"+...+a10+as = a =0
Porém, pelo item anterior, a, = ag e, por hipdtese, a,, # 0. Entao ag # 0. Logo

z = 0 nao é zero de P(z).
1
(iv) Se z; é zero de P(z), entdao — também serd zero de P(z). De fato, supondo z; zero
21
1
de P(z) e utilizando P(z) = 2"P <—>, segue que
2

P(21) = 0= 2P <1> ~0

21
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1 1
Como, pelo item anterior, z; # 0, entao P (—) =0, ou seja, — é zero de P(z).
Z1 21

(v) Temos que z = —1 é raiz de todo polindémio palindromico de grau impar Py, €

como consequéncia Py, 1(z) = (z + 1)Qa,(z). Para provar isso basta observar que:

. 1
Popii(—1) = (—1)2"+1P2n+1 (—1) = 2P 1 (1) = 0= Popyi(—1)=0

(vi) Sea, € RjkE=0,1,...,n, entdo 2 e Z; sao zeros de P(z). Logo, pelo item anterior,

— e — também sao zeros de P(z).
z 21

3.2 Zeros de Polinomios Auto-Inversiveis

Nesta secao serao apresentados resultados sobre zeros de polindmios auto-inversiveis.

As demonstracoes de alguns teoremas aqui omitidos podem ser encontrados em MARDEM

9] e MILOVANOVIC [4].

n

Teorema 9. Seja P(z) = Zakzk,an # 0, um polindmio auto-inversivel e P'(z) sua

k=0
derivada. Entao

ISTH

Gu[nP(2) — 2P'(2)] = apz""' P’ (_)

nP(z)

‘ 2P'(2)

- 1‘ =1 para cada z em |z| = 1.

n

Demonstracao Seja P(z) = Z ax2* um polindomio auto-inversivel. Pelo Teorema 8
k=0

a4, P(2) = aoz"@ (3.3)

Derivando tal expressao em relacao a variavel z segue que

1 1 1 1
anP'(2) = nagz" ' P (:) —apz" P’ (:) (27?) = 2a,P'(2) = naygz"P (:) —ag" P (:)

z z z

N

Substituindo a equacao (3.3) na equagao acima tem-se
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z

= @ [nP(2) — 2P'(2)] = apz" "' P’ <1>

Isso mostra a primeira parte do teorema. Agora tomando o médulo na expressao acima
e z no circulo unitério, sabe-se que |P*(z)| = |P(2)| e, consequentemente, |a,| = |ao|.

Assim é obtido o resultado, pois,

1
P ()~ 2P = | (3
Como |ay| = |ag| e |a,| # 0, implica que agz""'P’ (1) # 0. Dai,
fulloP() 2Py 0P =P P P
lao|zn=LP" (1) ] [P (2)] [P'(2)]
nP(z) —zP'(z)| nP(z) B nP(z) B
Pl =1=|z7| P) ll=1= P(2) 1|=1

Teorema 10. Se P(z) é um polindmio auto-inversivel, entao P'(z) ndo tem zeros no

circulo unitdrio, exceto os zeros multiplos de P(z).

Demonstracao Seja P(z) um polindémio auto-inversivel de grau n com zq, 29, ..., 2,
zeros simples de P(z). Suponha, por absurdo, que exista & um zero de P’(z) de modo que
€] =1 e & # 2, para todo k = 1,2,...,n. Pelo Teorema 9,

2P'(2)

nP(z) — zP'(2) =1

para z com |z| = 1. Assim,

§P'(E)

YT ape) e

-0

o que é absurdo. Portanto P’(z) nao possui zeros em |z| = 1.

Agora supondo que P(z) possua um zero r de multiplicidade m > 1,

P(z) = (z = 1)"Q(2)

entao

Pz)y=m(z—r)""+ (2 —r)"Q'(2).

Logo,
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P'(z) = (z = )" [mQ(2) + (z = r)Q'(2)]

Como

mQ(r) + (r —r)Q'(r) = mQ(r) # 0

decorre que r é zero de multiplicidade m — 1 de P'(z).

n
Teorema 11. Se o polinomio g az®, a, # 0, ¢ um polindmio auto-inversivel, entdo

k=0
P(z) tem o mesmo nimero de zeros em |z| < 1 que o polinémio

3
—

Hi(2)=[P(2)] =Y (n—k)a,_z"

B
Il

Isto é,P(z) e P'(z)possuem o mesmo numero de zeros em |z| > 1.

Exemplo 3.2.1. Seja P(z) = 62% + 32° — 42* 4 323 — 42% + 32 4+ 6 um polinémio auto-
inversivel com um zero em |z| < 1, como mostra a Figura 8. Segue ainda que P'(z) =
362°+1521—1623+922 —82+3 e, desta forma [P'(2)]" = 32°—82*+923 — 1622+ 152+ 36.
Observando a Figura 9, seque que [P'(2)]" possui um zero em |z| < 1, isto €, P(z) e [P'(2)]"
possuem o mesmo numero de zeros em |z| < 1. Os zeros de P(z) sao z; = —1.41, z9 =
—0.71,2z3 = —0.07 — 4,24 = —0.07+ 4,25 = 0.88 — 0.48¢ e z5 = 0.88 + 0.48i. Os zeros
de [P'(2)]" sdo 21 = —0.86,20 = —0.2 — 1.76i,23 = —0.2 + 1.76i,24 = 1.96 — 0.78i e
25 = 1.96 + 0.7&

Z6

Figura 8: Representagio dos zeros do polinomio P(z) = 626 +32° — 42% +32% — 422 + 32+ 6
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Z

Z

—1:5

Z
@2

Figura 9: Representagio dos zeros do polinémio [P'(2)]" = 32% — 82% + 923 — 1622 + 152 + 36

Teorema 12 (Cohn). Seja P(z) um polindmio auto-inversivel de grau n. Suponha que
P(z) tenha exatamente T zeros no circulo unitario (contando a multiplicidade) e exata-

mente v pontos criticos em |z| =1 (contando a multiplicidade). Entao

T=2r+1)—n.

Para mais informagoes ver KIM [11] e COHN [2]. Como consequéncia desse resultado,

segue o Teorema 13.

n

Teorema 13. Seja P(z) = g arz®, an # 0 um polinomio de grau n. P(z) possui todos
k=0

os seus zeros em |z| = 1 se, e somente se, P(z) é auto-inversivel e todos os zeros de

P'(z)estao em |z| < 1.

Exemplo 3.2.2. Seja P(2) = 32° — 424 +223 4+ 222 — 42+3 um polinémio que possui todos
0s seus zeros em |z| =1 como mostra a Figura 10. Seque que P(z) auto-inversivel, cujos
zeros sao z1 = —1, 2o = 0.28 —0.96¢, z3 = 0.284-0.967, 24 = 0.88—0.477 e 25 = 0.88+0.473.
De fato

1
P*(z) = 2°P (:> =342 +22% +22° — 4zt + 327,
Z
ou seja, P(z) = uP*(z) comu = 1. Note que P'(z) = 152* —1623+62%+42—4, sendo que

todos os seus zeros estao em |z| < 1, como mostra a Figura 11, exemplificando o teorema

anterior. Os zeros de P’(z) sao z; = —0,56, zo = 0.46—0.677, 23 = 0.46+0.67i e 24 = 0.72.
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25

/
Ny

—0:f

-08

Figura 10: Representacio dos zeros do polindmio P(z) = 32° — 42% +22% 4222 — 42 +3

Z.
@3

=Y )

22

Figura 11: Representacio dos zeros do polindmio P’(z) = 15z% — 1622 + 622 + 42 — 4

Convém ressaltar que todos os resultados sobre zeros de polinomio auto-inversiveis
apresentados nessa secao sao, também, validos para polinomios palindromicos com coefi-

cientes reais.



4 Meétodo alternativo para a
reducao do grau dos Polindmios
Palindromicos com coeficientes
reais

Neste capitulo sao apresentados dois métodos para a obtencao das raizes de polinomios
palindréomicos do tipo Py, = z,Q(z + —), onde () é um polinémio de grau n de tal forma
z

que a partir das raizes de ) obtemos as raizes de Py, (2)

4.1 Zeros no Circulo Unitario

n
Teorema 14. Seja P(z) = Z aiz® um polinémio palindrémico irredutivel de graun > 1,

k=0
com a € Rk =0,1,....,n. Se P(z) tem uma raiz no circulo unitdrio, entdo n € par e

P (%) — P(2).

Demonstracgao: Seja o uma raiz de P(z) tal que |a| = 1. Como P(z) tem coeficientes
1 1

reais, segue que & = — também serd raiz de P(z). O produto 2" P | — | é um polinémio de
a z

grau n (seu coeficiente dominante ¢ P(0)) com « raiz. Como P(z) é irredutivel, temos que

1
2"P (—) = ¢P(z), para algum racional ¢ # 0. Definindo z = 1, temos que P(1) = ¢P(1),
z

1
desde que P(1) # 0, portanto, pelas nossas hipdteses, ¢ = 1. Assim, P(z) = z"P <—>

z
Definindo agora z = —1, obtemos P(—1) = (—1)"P(—1), desde que P(—1) # 0, assim,

(—1)" =1, portando n é par

Teorema 15. Considere o polinémio P(z) = a,2" + ap_12" " + ... + as2* + a1z + ag, de

grau n > 1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) O polinémio tem coeficientes palindromicos quando ay = a,_y para todo k, k =
0,1,....,n;

34
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(2) =P G) _ P(2);

n 1
(3) P(z)=22Q (z + ;) onde () € um polinomio de grau 5. (Uma versio para quando

1
o grau de P é impar é P(2%) = 2"Q (z + —), onde o grau de Q € igual a n).
z

Demonstracio: B simples verificar que (1) e (2) sio equivalentes e que (3) = (2).
1

Para provar que (2)=-(3), defina n = 2m, reescrevendo a equagao z"P | — | = P(z) como
z

1 "
2" P (;) = <;) P(z). Como P(z) tem grau 2m

1

m
a a
<—> P(2) = agm2®™ + agm12""" o F . -

Zm—l om

(4.1)

z

o 1 - : : :
que é um polinémio em z e — de grau m. A condi¢ao de simetria em (1), nos diz que
z

1
2% e 2™k tem coeficientes iguais. Podemos dizer entdo que ao, | 2 + — | tem termos
z
L . _(1\" 1\ |,
iniciais e finais que correspondem aos de (4.1), entao [ — | P(z2) —agn ( 2+ — ] é um
z z

polinomio em z e — de grau menor que m. E palindromo ja que a diferenga de polindmios
z

. . 1 -
palindromicos ¢ palindromico em z e —. Portanto, por indugao no grau, podemos escrever

" " 1
(—) P(z) —agp, (z -+ —) =H (z - —), onde H é um polindomio que tem grau menor
z z z
1 m
que m. Agora adicione as, | 2 + — a ambos os lados.
z
A conclusdo do item 3 do Teorema 15 nos diz, essencialmente, que P(z) pode ser
expresso em termos de z + —.
z

8 5

Exemplo 4.1.1. O polinomio 2% — 25 — z* — 23

+ 1 € palindrémico. Dividindo por z*,

, 11 , 1\*
temos 2° — 2z — 1 — — + —. Agora, subtraindo  z+ — | :
z oz z

, 11 ' , 1 4
ezt =2+ =42 —2-T—=-— =
z 2t z z 22

1\ 2
Adicionando 4 (z + —) , tem-se
z

) 11 1" 1\? 1
Azl ) (24+-) +4(2+-) =—2+1-=
z z z z z

1
Adicionando z + — :
z
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, 11 N 1\’ 1
emz—l-—F+ -2t ) H4lz+- ) +H |2t ) =1
z z Z z z

Isolando z*, temos

1 1
28—z5—z4—z3+1=z4(24—2—1———1——2)=
z oz

G ) ()

No Teorema 15 nao fizemos suposigoes sobre sua irredutibilidade ou que os coeficientes
sao racionais.(O teorema foi, no entanto, inspirado na situagao do Teorema 14 onde P(2)é
irredutivel). O Teorema 15 fornece uma bijegao entre todos os polinémios Q(z) de grau
m e todos os polindmios palindromicos P(z) . No proximo teorema faremos uma ligagao

entre as raizes no circulo unitario e raizes reais.
n

Teorema 16. Considere o polinomio P(z) = E arz® com grau uniforme n = 2m,
k=0

1
satisfazendo a = a,_y para todo k, escreva P(z) = 2™Q(z+—), onde o grau do polinomio
z

Q € igual a m. As raizes de P(z) no circulo unitdrio, considerando como pares reciprocos,

1 1
correspondem, as raizes de () no intervalo [—2,2] por {oz, —} o+ —.
o) o)

1
Demonstragao:Temos que P(z) = 0 se, e somente se, Q(z + —) = 0. (Note que
z
P(0) =ag=ua; #0). Se |z| =1 ¢ z=cosf +isinf, entao z + — = 2cosf encontra-se 1o
z

intervalo [—2,2]. Por outro lado, se —2 < ¢ < 2, fazendo ¢t = 2 cos § para algum angulo 0,
entdo ¢ = z 4+ — para os dois nimeros z = cos@ +isind (que sdo realmente um nimero
z

quando t = £2), ou seja, z = 1 parat =2 e z = —1 para t = —2.

Definindo z = £1 na equagao P(z) = z"Q(z + %), nos temos P(+1) = £Q(£2). Ja
que realmente estamos interessados nos polinémios P(z) que sdo irredutiveis com grau
maior que 1, P(41) ndo serd 0, para que ) nao desaparega em +2. Portanto, os extremos
de [—2, 2] realmente nao importam quando falamos de raizes, embora devamos especificar
que uma raiz de @(z) é em (—2,2) nao apenas em |[—2, 2| para ter certeza de que tem a

forma z 4+ — para dois valores de z.
z

6

Exemplo 4.1.2. O polinomio P(z) = 210+ 2% — 27— 26 — 25 — 24— 33 4 >+ 1 € conhecido

como polinomio de Lehmer. Para provar que ele possui 8 raizes no circulo, vamos escreve-
1 . : :
lo em termos de z + —. Utilizando o método do Exemplo 4.1.1, o polinomio de Lehmer é

z
cquivalente a:
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1\° 1\* 1\° 1\2 1
2° <z+—) +<z—|——> —5(z+—> —5<z+—) +4(z+—)+3
VA VA ya zZ ya

O polinomio Q(z) = 2° + 2* — 523 — 522 + 42 + 3 possui todas suas raizes reais, que sio

aprovimadamente z; = —1.89, 29 = —1.47,23 = —0.58,24 = 0.91 ¢ z5 = 2.03, sendo 4
delas localizadas no intervalo (—2,2), na Figura 12 estdo representadas as 10 raizes do

polinomio de Lehmer, onde 8 delas estao sobre o circulo unitario.

Figura 12: Representagao dos zeros do polinémio de Lehmer P(z) = 210429 — 27— 26 25 24234 241

Ne

ol o2 o3 Ik
- = o : 05 1 15 25

-1

Figura 13: Representacio dos zeros do polinémio Q(z) = 2° + 2* — 523 — 522 + 2+ 3

Exemplo 4.1.3. Considere o polinomio palindromico P(z) = 2* — 223 — 22+ 1. Podemos

escrever
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4 3 2 1) 1
25 =222 —2z+1=2z 2+—-| —2(z+—-) =2
z z

Entio raizes de P(z) = 2* — 223 — 22 + 1 no circulo unitdrio estio relacionadas com as

raizes reais do polinomio Q(w) = w? — 2w — 2 no intervalo [—2,2]. As raizes de @ sao

aproxzimadamente —0.732 e 2.732, onde uma delas pertence ao intervalo (—2,2)

05

Figura 14: Representacio dos zeros do polinomio P(z) = z* — 223 — 2z 41

-2 =15 -1 -05 0 05 1 15 & 25 3

-05

Loyl 1

-2

Figura 15: Representacio dos zeros do polinémio Q(w) = w? — 2w — 2

6

Exemplo 4.1.4. O polinomio palindromico P(z) = 2° — 2% —22% — 22+ 1 pode ser escrito

como:
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39

I 1
26— 2t -2 22 4+1=28 (z—l——) —4(z+—)+2
2 2

6

entao as raizes de P(z) = z

com as raizes do polinomio Q(w) =

— 24— 223 — 22 41 no circulo unitdrio estao relacionadas

aprorimadamente —2.214,0.539 e 1.675

1.2
| -
C
22 06
0.4
0.2
oL
-2 -18 -16 -14 -12 1 -08 -06 -04 .2 0 0.2 04 1.2 14 16 18
-0.2
~0.4
\ -0.6
\o;
ESSSEEREES { | }, ESaaaSHARE % P ! EREasE
ERESRESEES \ \ \ \ \

Figura 16: Representacio dos zeros do polinémio P(z) = 26 — 2% —22% — 22 41

Z1

0.8

0.6

04

0:2

e R RS f e T ANE D AREE)

-1 -08 -06 -04 -0.

Figura 17: Representacio dos zeros do polinémioQ(w) = w? — 4w + 2

w® — 4w + 2 no intervalo [—2,2], cujas raizes sao



4.2 Método Alternativo para a reducao do grau dos polinémios palindrémicos 40

4.2 Método Alternativo para a reducao do grau dos
polindmios palindromicos

O Exemplo 4.1.1 mostra um procedimento que envolve varias manipulacoes algébricas
as quais dependem integralmente das expressoes que a precedem. O procedimento abaixo
que tem como base as relacoes de Viette permite de maneira alternativa e genericamente

expressar
1
Pgn(Z) = ZnQn z 4+ ;
Sem perda de generalidade, considere o polinomio palindromico de grau par
Po(2) = 22"+ a12”" L+ 02”2+ L+ a2 a2 + 1.

Das relagoes de Viette tem-se que se z;,i = 1,2, ..., 2n sao raizes de P»,(z), entao:

2n 2n 2n

E Zi = aq, E ZiZj = 2, E ZiZjRk = A3,y ..y Z12223..-Zon—1%2n = 1.

i=1 jAi=1 i£j#k

) . 1
Uma vez que estas raizes ocorrem em pares inversos (zu; 1, zy;), onde zy; = =
1 22i—1
1,2, ...,n a partir da mudanca de variavel x; = zo; |+ 29;, 29; = yi=1,2,...,nde P(z)
Zi—1

é possivel construir um polinéomio @, (),
1 n n—1 n—2 2
Qn z+; =Qu(x) =2"+byx" " + bz + ...+ by ox” + b, 1T+ by

onde os coeficientes by, k = 1,2, ...,n sdo obtidos a partir das relagoes entre os coeficientes
e as raizes de P(z) além do fato de zy; 129; = 1,4 = 1,2,...,n. De posse do polinomio
Q. () e a partir de suas raizes x;,7 = 1,2, ...,n, obtemos as 2n raizes de P(z), decorrentes

das n equacoes quadraticas:

T; = Z9j_1 + Z9; = Z9;_1 + ,i=1,27...,n

29i—1

De fato se

Qn(r) = 2" + bya™ t + by 2 + ... + by_ox® + by_17 + by,
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n

n 2n
by = Z%‘ = 2(22@‘—1 + 29i) = Z 2 = ay (4.2)
i1 i=1

i=1
n n 2n n
bQ = Zl’il'j = Z(ZQi-]_ + Zg,’)(ZQj_l + Zgj) = ZZiZj — Z Z9i—1%22; = Qg — n(43)
i#j i#] i#] i=1
2n
uma vez que Zztzj contém termos do tipo z9;_129; = 1 que nao estao presentes no
i#j

n

desenvolvimento de Z(Zgi_1+22i)(22j_1+22j). O numero excedente deste tipo de parcelas
i#£]

de valor 1 é dado por

C3, —2°C% =n.

Por outro lado,

n

n
b3 = Z LTy = Z (22¢—1 + 2’2@‘)(22]'—1 + sz)(zzk—l + ZQk) (4-4)
i#j#k i#j#k

Precisamos escrever o desenvolvimento de (4.4) em fungao de z;z;zy,1 # j # k, isto é,

_ E : E : 1
by = ZiZj2k — 292i-122i %k

i#j#k

Uma vez que ternas do tipo zs;_129;2r = 2, nao estao presentes nas 230;1’ parcelas do

desenvolvimento de (4.4). Logo o ntimero excedente deste tipo de parcelas é dado por
C3 —2°C3 =2n(n—1)

pois Z z;zj2) tem C3 . ternas. Portanto,
i#j#k

2n 2n
bg — E ZiZjRl — (’TL - 1) E Z29i—1%i %k

i#j#k k#i

2n
by = ag—(n—l)sz=a3—(n—l)a1 (4.5)
k=1
No célculo de

n

mn
by = Z TiT;TpTy = Z (29im1 + 22i)(22j-1 + 295) (Z2k—1 + 2o1) (221 + 221)  (4.6)
i#jFhAl i#jFhAl

I'Nos somatérios nao foi indicada a quantidade de parcelas, pois esta ainda serd determinada. Utili-
zaremos este tipo de notacao toda vez que o ntmero de parcelas nao seja imediato
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Observe que esta tltima expressio no seu desenvolvimento contém 2*C? parcelas. Uma

vez que parcelas do tlpO R2i—1R2i%Zj2 = ZjZL 7é 1e 22i—1%2i%22j—1%25 = ]., que nao estao
2n
presentes em (4.6). Dessa forma se substituirmos E 22j2p2 por (4.6) teremos

i#i kAL

2n
by = E ZiZj K2 — g 29i-1%22i%j21 T g 29i—122j22j—-1%2j
i#j Akl zjz#1

O total excedente destes dois tipos de parcelas é,

(n—1)(4n —17)

n
an - 24073 = 9

das quais C? parcelas sao do tipo Zoi_122i%2j—1%25 = 1, logo

2n
—1
by = | Z 2222 — Z 22 + % (4.7)
iF#jFkFEL 2z #1

Por outro lado, o total de parcelas do tipo z9;_120i2j2 = 2z;21 # 1 é

Cy, —2*CH — C?* =2n(n—1)(n — 2) (4.8)
2n
uma vez que Z 2jz; contém C2 parcelas, das quais n 20 do tipo zy;_120; = 1 e O3 —n =
J#l
2n(n — 1) do tipo zjz # 1, de (4.8) segue-se que Z 2;z contém exatamente (n — 2)
zjzm#1
2n
vezes a quantidade deste tipo de termos contidos em Z 2j7, portanto,
J#
2n
Z zizp = (n —2) (Z 22 — n>
zjz7#1 J#l

Substituindo esta rela¢do em (4.7) temos

2n om
n(n —3
by = Z 225202 — ((n —2) Z 2z — %)

iR i#

b4 = a4—(n—2)a2+w
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Temos ainda que

n

by = E T T T Ty
i Akl A
2n

= Z (29i—1 + 29i)(22j-1 + 295) (Z2k—1 + 2ok) (2211 + 221) (227 -1 + 227)
i AR AT
2n

= E ZjZjRR 21 Zr — <E Zoj122i%Zj2K21 + E 221712%22]'7122]'21:)
(Gakal oy
2n

= Z 23252521 2 — <Z Zjzp2 + Z Zk) (4.9)

ikl

Uma vez que a quantidade de parcelas do tipo zo;_129;20j 122521 = 25 de (4.9) é (2n—4C?)

logo o nimero de termos do tipo z;2,2 de (4.9) é dado por,

dn(n —1)(n —2)(n — 3)

Co —2°C2 —2(n —2)C2 = 2 (4.10)
2n
Por outro lado Z 22z, contém Cj parcelas, das quais (2n —2)C,, sao do tipo 2252, =
i#jFk

dn(n —1)(n — 2)
3
Z 22,2 contém exatamente (n — 3) vezes a quantidade deste tipo de termos presentes

zjz#1
2n

2 eC3 —2(n—1)Cl = termos tal que z;z; # 1, de (4.10) segue-se que

em g 2;Zj 2k, portanto
i#j#k

g Zoi1%29i%j 22 = (N — 3) E 2252 — E 2
ijl#l
De (4.9) segue-se que o nimero de parcelas do tipo 22z, = 2z, serd

(n—4)(n—1)n
2

(—(n—=3)C2+2(n—2)C?) =

Substituindo esta relacao em (4.10) temos

2 (n—4)(n—1)
by = | Z 2z 222y — (n—3) Z 222 + 5 sz
1£jEkFElF#r zjz#1 k=1

bs = as— (n—3)az+ (n—4)2(n— 1)a1
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Pelo exposto acima, conclui-se que cada coeficiente by, de subindice par/impar depende
de todos os coeficientes a; de subindice par/impar inferiores ou iguais a k. Seguindo
um procedimento andlogo ao supracitado é possivel obter os bg, k > 6. No caso de um

polindmio palindromico de grau 8 e 6

Py(2) = 28 + a12" + a92® + a3z’ + ag2? + azz® + ap2® + a1z + 1

Ps(2) = 2° + a1 25 + ag2* + a3z + a2 + ajal + 1
seus correspondentes polinomios reduzidos sao respectivamente
Qa(z) = 2" + a12° + (ag — 4)2* + (a3 — 3a1) + (ay — 2a3 + 2)
Qz(r) = 23 + a12” + (ay — 3)z + (a3 — 2a4)

5

: . , 6 _ 8 5 A
Assim, por exemplo, no caso especifico do polinomio FPs(z 28— 25 — 24 — 2% + 1 temos

que
Qur)=a"—42> -z +1

uma vez que a3 = 0,a9 —4 = —4,a3 — 3a; = —1 e ay — 2as + 2 = 1, ou equivalentemente,

P8(2>=z4@4<z+g)224(<z+g)“_4(2+3)2_(Hg)ﬂ)

O proximo teorema estabelece uma relacao entre a localizacao dos zeros de um po-

lindbmio palindromico e os zeros de seu polinoémio reduzido.

Teorema 17. Considere o polinomio palindromico de grau par e com coeficientes reais

e seja Qn(x) seu polinomio reduzido. Entao x é uma raiz real de Q,(x) se, e somente se,
P(z) possui duas raizes z, tais que z € real ou |z| = 1. Reciprocamente, para cada raiz

complexa de Q,(z), P(z) possuird duas raizes complezas, |z| # 1 e reciprocamente.

Demonstracao Seja z = a + i uma raiz qualquer de P(z). Logo as raizes de Q(x)

sao tais que:

+ ! + - (1 + ! ) + (1 ! )
T = 24+-—=z2+—F =« — — Tt
2 |22 |2 |22
(4.11)

Logo x sera real se, e somente se, z é real ou |z| = 1. De (4.11) tem-se
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—r+ Va2 -4
2

z =

2
o ST — 2
logo z € (—2,2) <» z € C. Além disso, |z| = <—L> + (TL

2
5 ) = 1. Reciproca-

mente |x| > 2 <> z € C, de tal sorte que z e — nao estao no circulo unitério.
z

Exemplo 4.2.1. Considere o polinomio reduzido Q(z) = x° + 2% — 623 — 322+ 72 +5 do
polinomio P(z) = 210+ 2% — 28 + 27 — 26+ 525 — 24+ 23 — 22 + >+ 1 A partir das 5 raizes
x; de Q(x), i = 1,...,5 resolvemos as 5 correspondentes equagoes quadrdticas para achar

as 10 raizes de P(z). Por exemplo para x = —2,58

1
—2,08 =2+ -
z

08
06
04

02

Z, Z,
24 -22 -2 -18 -16 -14 -12 1 08 -06 -04 -02 0 02 o4 o6 o8 1 12 14 16

-02

04

-06

-08

Figura 19: Representacio dos zeros do polinémio Q(z) = x° + 2% — 623 — 322 + 72 +5
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2.
o33

Figura 20: Representacio dos zeros do polinomio P(z) = 210429 — 28 427264520 24423 224 241

Exemplo 4.2.2. Considere o polinomio P(z) = 2% 4+ 428 + 327 + 226 4+ 25 + 2% + 223 +
322+ 42+ 1. Uma vez que P(2) = (2 + 1)(2% + 327 +22° — 24 + 22 + 32 + 1), logo o
polinomio reduzido de R(z) = 284+ 32" +22° — 2" + 223+ 32+ 1 é:

Q(z) = 2" + 32% — 222 — 10z

A partir das 4 raizes x; de Q(x) resolvemos as 4 correspondentes equagoes quadrdticas

pra achar as 8 raizes de R(z). Por exemplo, para © = 1.69, temos:
1
1.69 =z + —
s

que correspondem a z; = 0.85 + 0.53¢ e z9 = .85+ 0.53¢ que correspondem as duas raizes
de P(z)

Figura 21: Representacio dos zeros do polinémio Q(z) = x* 4 323 — 222 — 102
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Z
— et
al N
25 N
3] \\
o N
N
\, 2,
8
05 \\
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\
\
\
Z, ' Zy 1
35 3 25 2 —15 o 05 ) 05 I 15 2
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\ /
\ /
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Figura 22: Representacio dos zeros do polinomio R(z) = 28 + 327 4+ 22° — 24 + 223 + 32+ 1

/-'- a

2

4 08
06
04
02

22 Zs
:32 -3 -28 -26 -24 -22 -2 -18 -16 -14 -12 1 -08 -06 70.4' -02 0 0.2 04 06 08 12

Figura 23: Representacio dos zeros do polinomioP(z) = 2% +428+ 3274220+ 254 24 4223+ 322 + 42 +1

O procedimento apresentado no inicio de capitulo faz uso de varias manipulagoes

o P o 1
algébricas para escrever um polinémio palindromico P(z) em termos de z + —.

z
essas manipulagoes dependem integralmente das expressoes que a precedem. O método

Porém,

alternativo para a reducao do grau de um polinomio palindromico apresenta a vantagem
de depender apenas dos coeficientes do polinémio palindromico P(z)para encontramos
seu polinomio reduzido correspondente, ¢ dada a relagao existente entre os zeros de um

polinomio reduzido e os zeros de um polinomio palindromico conseguimos determinar a

posicao desses em relagao ao circulo unitario.



5 Consideracoes Finais

Neste trabalho foram estudados vérios resultados sobre a localizacao de zeros de po-
lindbmios no plano, determinando uma regiao onde estes podem ser encontrados, bem como
os casos onde esses zeros se encontram localizados sobre o circulo unitario. No Capitulo
2 foram vistos resultados gerais sobre zeros de polindmios, muito interessantes, visto que
quanto maior o grau do polinomio maior a dificuldade de controlar o comportamento dos
seus zeros. No Capitulo 3 foram estudados propriedades de polinomio auto-inversiveis,
utilizados posteriormente na anélise dos zeros de polinomios palindromicos. No Capitulo
4 foi abordado um procedimento para onde escrevemos um polinémio palindromico Py, (2)
onde escrevemos P, (z) = 2"Q | z + % , onde () ¢ um polinomio de grau n, de tal forma
que a partir das raizes de Q obtemos as raizes de P»,. Tal procedimento pode ser viso
em [6]. Neste trabalho foi apresentado um método alternativo para tal propdsito. E in-
teressante observar como a geometria intrinseca das raizes dos polinomios palindromicos
simplifica o cédlculo das mesmas. Observamos que impondo condigoes aos coeficientes
br do polindémio reduzido @Q,(x) que definem a natureza de suas raizes de acordo com
o Teorema 17, obtemos condi¢oes necessarias e suficientes acerca dos coeficientes a; do
polinémio palindromico Ps,(z) e consequentemente a cerca da localizagdo do seus zeros
no circulo unitario. Convém destacar que esta sendo elaborado um artigo com esse ultimo

resultado com o objetivo de publica-lo.
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