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Resumo

Inserido no campo da Geometria Diferencial, privilegiando sobretudo os conceitos curvatura,
torcao, equacgoes de Frenet, evoluta e involuta de curvas especiais, esse trabalho objetiva
obter as evolutas e involutas de curvas especiais no R? e no R3. Para isso, a metodologia
utilizada foi a pesquisa bibliografica em livros renomados da area contemplada, bem como
o auxilio do software MAPLE. Conclui-se, dentre outros fatos, que muitas curvas ditas nao

regulares podem ser estudadas na geometria diferencial dentro de um intervalo regular.

Palavras-chave: Geometria Diferencial (GD); Software MAPLE; Curvas; Evolutas; Invo-

lutas.
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Introducao

Sabe-se que as idéias primitivas de geometria surgiram da necessidade de medir
terras. Algo tao aplicavel e primitivo se tornou uma ciéncia com a contribuigao de grandes
matematicos. A geometria como conhecimento cientifico teve origem na Grécia com
Euclides (325 a.C. - 265 a.C.). A GD uniu a geometria ao calculo diferencial integral
para analisar o comportamento de curvas e superficies no R? e no R3. Os estudos de
Christian Huygens (1629 - 1695) originaram os conceitos das curvas involuta e evoluta.
Seguido de outros matematicos, anos mais tarde, Gaspard Monge (1746-1818) conceituou
tor¢ao. Entretando, os principais teoremas da GD moderna tiveram inicio com Carl Gauss
(1777-1855) (COIMBRA, 2008).

Buscando aplicar os conceitos de calculo diferencial integral, geometria analitica e
geometria diferencial estudados na graduacao e pdés-graduagao desenvolvemos este trabalho

voltado para anélise do comportamento de curvas no R? e no R3.

Pela relevancia do estudo de GD na analise do comportamento das curvas, no
plano e no espaco, os propositos deste trabalho sao: primeiramente investigar curvatura e
torcao e depois analisar as involutas e evolutas a partir de uma dada curva. Para obtermos
curvatura e tor¢ao introduzimos o conceito de equagoes de Frenet e suas aplicages ao
longo das curvas aqui abordadas. Os conceitos mais importantes para o nosso estudo sao
os de curvas regulares, e se nao regulares determinarmos se existe um intervalo regular.
Também verificamos quando é conveniente uma reparametrizacao por comprimento de

arco.

Analisamos as caracteristicas como curvatura, torgao, evoluta e involuta das curvas:
Limagon, Tratriz, Cicloide, Hélice circular e Hélice conica. A metodologia deste estudo é
uma investigacao bibliografica, bem como aplicagao de calculos e graficos verifados pelo
software MAPLE.

O objetivo geral é obter as curvas evolutas e involutas de curvas especiais no plano

e no espago. Este trabalho tem como objetivos especificos:



o Estudar as curvas regulares planas C*° parametrizadas por comprimento de arco ou

por um parametro qualquer;
o Estudar curvas regulares dentro de um intervalo;
o Estudar os elementos geométricos: Diedro, Triedo e equagoes de Frenet;
o Aplicar os conceitos de evoluta e involuta das curvas especiais aqui abordadas;

e Usar o software MAPLE.

Este trabalho esta divido em quatro capitulos. No primeiro capitulo abordamos
os conhecimentos prévios de geometria diferencial para o desenvolvimento deste estudo.
Toda a fundamentacao tedrica basica de calculo diferencial integral, geometria analitica e

conceitos proprios de geometria diferencial foram definidos com base nos autores estudados.

No capitulo dois apresentamos as curvas em R? que foram analisadas em duas
secOes: curvas nao simples e curvas regulares por partes. As curvas nao simples apresentam
auto-interseccao, por tanto escolhemos estudar um caso de Limacom. Enquanto na secao

de curvas regulares por partes analisamos a tratriz e a cicldide por apresentarem cuspides.

O capitulo seguinte é composto pela andlise de curvatura, tor¢ao, Triedro de Frenet,
evoluta e involuta em R3. As curvas especiais abordadas foram as Hélices circulares e

coOnicas. Por fim, no capitulo final, concluimos brevemente o nosso estudo.



Capitulo 1

Fundamentacao Teérica em GD -

Estudo das Curvas

Neste capitulo trataremos dos principais conceitos que consolidam a GD. Todas as

defini¢oes e proposicoes apresentadas estao contidas no R", entretando o nosso estudo se
concentraem n =2en = 3.
Temos o intuito de construir a cada secao a ideia de parametrizacdo por comprimento
de arco, o Diedro e Triedo de Frenet, curvatura e tor¢ao. Tais defini¢goes conduzirao as
conhecidas Evolutas e Involutas. Este capitulo tem como principais referéncias Tenenblat
(2008), Carmo (1971), Faria (2017), Biezuner (2019).

Uma observacao valida é que utilizamos o parametro s para curvas reparametrizadas
por comprimento de arco e mantemos o t para curvas com um parametro qualquer.
Deixamos claro, porque os autores referenciados podem usar letras diferentes e causar

estranhamento.

1.1 R" como um espaco vetorial com um produto interno

O R ¢é definido como o conjunto de todas as n-tuplas de niimeros reais, que sao

definido como = = (z1,--- ,z,). Dada a adigdo componente, temos
r+y= (o, @)+ W yn) = (@ T+ ),
bem como a multiplicacao escalar por nimeros reais, obtendo
a(xy, -+, x,) = (axy, -+ ,axy,), (1.1)

o espaco R™ é um R espago vetorial. Neste espaco vetorial temos que o produto interno

Euclidiano (forma bilinear) é definido como
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As propriedades do produto interno sao as seguintes:

L (z,y) = (y, 7), (simetria)
2. (a1x1 + a9y, y) = a1 (x1,y) + az (x2,y), (bilinearidade)
3. (z,x) >0, VO0#uzeR" (definida positiva)

Neste espaco vetorial, os trés vetores Z:(l,0,0), f:(O,l,O), E:(0,0,l) formam uma
base canonica no R?®. Sejam & = (214, &3, .773];;) e = (Y11, ), yglg) os vetores no R3, entdo

o produto vetorial Euclidiano é dado por
T Xy (1.3)
Isso nos permite definir o comprimento dos vetores pela norma

[l =/ {z, ), (1.4)

bem como introduzir o angulo ¢ entre dois vetores z,y # 0 para

cos(oy — (Y N\ _ (@)
@ = in) = T T (15)

A distdncia (métrica) entre dois pontos x, y ¢ entao definida como a norma do vetor
diferenca y —x. Isso torna R™ um espaco vetorial normado por um lado e um espago métrico
por outro. A geometria euclidiana pode entao ser baseada nessas no¢oes de comprimentos
e dngulos (KUEHNEL, 2015).

1.2 Definicao e Métodos de Apresentacao de Curvas

No mundo prético, as curvas surgem de muitas maneiras diferentes, por exemplo,
como curvas de perfil ou contornos de objetos técnicos. O desenho no papel em branco, as
curvas aparecem como o trago do lapis para desenha-lo. Para os fisicos, as curvas surgem
naturalmente no movimento de uma particula no tempo t. Associar o pardmetro ¢t com a
posigao c(t) é importante, e este processo é chamado de parametriza¢io da curva; a curva
¢ entao chamada de curva parametrizada (KUEHNEL, 2015).

Nesta Secao fazemos uma breve revisao dos conceitos e propriedades das curvas no
R™ sendo n = 2, 3.

Defini¢ao 1.1 (Curva Parametrizada) Chamamos curva parametrizada a uma fungao
continua,

a: I —R"?

= (fl(t)a fZ(t)v "'7fn(t>>7
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onde I C R é um intervalo, as fungoes reais (fi(t), f2(t), ..., fn(t)) s@o denominadas por
fungoes coordenadas, e a variavel t designada por pardmetro de a. A funcao o chamamos
parametrizacao (FARIA, 2017).

Definigao 1.2 (Trago de uma curva parametrizada) Dada uma curva parametri-
zada o : I C R". O conjunto imagem Im(a) = a(t) € R* : t € I é chamado trago
de o (FARIA, 2017).

Definigao 1.3 (Curva parametrizada simples) Uma curva parametrizada « é sim-
ples, se « for injetiva em I, isto é, se t1 # ty = a(ty) # alta), V t1,ty € I, exceto se o
intervalo I for fechado [a, b], 0 qual admite-se a(a) = a(b). Quando nao é simples, dizemos
que a tem auto-intersegdo (FARIA, 2017).

Definicdo 1.4 (Curva parametrizada diferencidvel) Uma curva parametrizada dife-
rencidvel é uma funcao vetorial localmente injetiva, continuamente diferenciavel, oo : I — R™.
Dizemos que o é uma curva parametrizada de classe C* se o é k vezes continuamente

diferenciavel. Se o é de classe C*° também dizemos que o é uma curva parametrizada
suave (BIEZUNER, 2019).

Definigao 1.5 (Vetor tangente) Seja o : [ — R"™ uma curva parametrizada diferen-
ciagvel. O vetor tangente de @ em T € [ é definido por (TENENBLAT, 2008; FARIA,
2017)

a: I = R"

to= (i), fo(1), . (). (1.6)

Defini¢cdo 1.6 (Curva Parametrizada Diferencidvel no Plano) Uma curva parame-
trizada diferenciavel do plano é uma aplicagao diferenciavel v de classe C'*°, de um intervalo
aberto I C R em R?. A vériavel t € I é dita parAmetro da curva, e o subconjunto de
R? dos pontos a(t), t € I, é chamado trago da curva (TENENBLAT, 2008).

Definigao 1.7 (Curva Parametrizada Diferenciavel no R?) Uma curva parametri-
zada diferencidvel de R?® é uma aplicacdo diferenciivel a de classe C*, de um intervalo
aberto I C R em R3. A vériavel ¢t € I é dita parAmetro da curva, e o subconjunto de
R3 dos pontos a(t), t € I, é chamado trago da curva (TENENBLAT, 2008).

Defini¢do 1.8 (Vetor Aceleragao) O vetor aceleracio de aw em ¢ € I é a primeira
derivada do vetor tangente de a e tem-se (TENENBLAT, 2008; FARIA, 2017)

o I - R"

b= (), S50, f(1)).
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Teorema 1.1 Se « é diferenciavel e ||a(t)|| é constante, entao o/(t) é ortogonal a «a(t)
para todo ¢ no dominio de o (EARL, 1994).

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada na Ref. Earl (1994).

Defini¢ao 1.9 (Vetor Unitério) Se v # 0, entao o vetor unitario u de mesma dire¢ao
que v é (EARL, 1994; REIS; SILVA, 2002)

N v
U= ——

oIl

Definicao 1.10 (Vetor Tangente Unitario (T)) Seja 7 : I — R™ um vetor tangente
unitério a curva o em ¢ € I com |o/(t)| # 0 (FARIA, 2017)

T(t) = . (1.7)

Defini¢ao 1.11 (Curva Regular) Uma curva parametrizada diferenciavel a: I — R™
é regular, se o/(t) # 0,V t € I (TENENBLAT, 2008; FARIA, 2017; BIEZUNER, 2019).

Defini¢ao 1.12 (Reta Tangente) Seja o : I — R™ uma curva parametrizada regular.

A reta tangente a o em ty € I é a reta que passa por «(ty) na direcao de o/(ty), isto é,

g(r) = alty) +rd(ty),r € R.

Defini¢ao 1.13 (Curva Regular por partes) Uma curva parametrizada o : [ — R
com o/ (t) # 0, exceto para um namero finito de pardmetros, ty,ts, ..., t, € I, é chamada

regular por partes. Os pontos com o/(t) = 0 sdo chamados pontos singulares da curva
(FARIA, 2017; BIEZUNER, 2019).

Defini¢ao 1.14 (Difeomorfismo) Um difeomorfismo f : U — V é uma bije¢do cuja
inversa é também diferencidvel. Se ambas, f e f~! sdo de clase C*, dizemos que f é um
difeomorfismo de classe C* (LIMA, 2011).

1.3 Reparametrizacao por Comprimento de Arco

Na se¢ao anterior relembramos conceitos béasicos da Geometria Analitica e do
Calculo Diferencial Integral. A partir destes conceitos é possivel fazer uma mudanca de
parametros em uma dada curva a regular de forma conveniente a calculos futuros, a essa

reparametrizagdo chamaremos de Parametrizagdo por Comprimento de Arco (P.C.A.).
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Definigdo 1.15 (Reparametrizagdo) Seja o : [ — R"™ uma curva regular de classe C*,

Se J ¢ um intervalo e h : J — I é um difeomorfismo (C*), entao
B=aqoh:J—R",

é uma curva regular de classe C*, que tem o mesmo traco que «, chamada reparametrizacao
de v por h. A fungao h é dita mudanga de pardmetro (TENENBLAT, 2008; BIEZUNER,
2019; FARIA, 2017).

Definigao 1.16 (Funcdo Comprimento de Arco) Seja o : I — R™ uma curva para-
metrizada e ty € I. A fungdo comprimento de arco de « a partir de tg é a funcdo s : I — R
definida por (TENENBLAT, 2008; BIEZUNER, 2019; CARMO, 1971)

s(t) = /“ o/ ()] dt, (1.8)

to

onde

o/ ()] = \J(F1()2 + (F3(8)2 + .. + (Fo(E)2.

Definigao 1.17 (Parametrizagdo P.C.A.) Uma curva regular o : I — R" é dita para-

metrizada pelo comprimento de arco se, para cada tg,t; € I,tg < t1, o comprimento do
arco da curva a de ty a t; é igual a t; — to (TENENBLAT, 2008; FARIA, 2017). Isto é,

t1
/ /()] dt = t1 — to.
to

Proposicao 1.1 Uma curva regular o : I — R" esta parametrizada pelo comprimento de
arco se, e s6 se, Vt € I, (TENENBLAT, 2008; FARIA, 2017)

|/ (t)] = 1. (1.9)
A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada na Ref. Tenenblat (2008).
Defini¢ao 1.18 (Reparametrizagao P.C.A.) Sejam a : I — R"™ uma curva regular,
s: I — J a funcdo de comprimento de arco (bijetiva de classe C1') com J, I C R. Entao,

existe a fungdo inversa s™' = 3 : J — I de s(t) (TENENBLAT, 2008; FARIA, 2017). A

reparametrizacao de o por h = s~! é dado por

s:J — R"
s — (aoh)(s).

A Def.1.18 diz que toda curva regular pode ser reparametrizada por comprimento
de arco (BIEZUNER, 2019).
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1.4 Curvatura e Torcao de uma Curva

Nesta secao vamos discorrer as defini¢bes de curvatura e torcao através do Diedro
e Triedo de Frenet de acordo com referéncias Tenenblat (2008), Faria (2017), Biezuner
(2019), Carmo (1971). Vimos a construgao de uma curva [ através da parametrizacio por
comprimento de arco de uma curva a. Todas as defini¢oes ja apresentadas sao principios

intuitivos para o desenvolver desta secao.

As referéncias citadas acima, descrevem curvatura como um numero real que mede
o quanto uma curva se afasta da dire¢do de sua tangente, ou mesmo, indica a velocidade
com que as retas tangentes mudam de dire¢do. Em palavras simples: "o quanto a curva
se curva'. A definicdo dessa secao trata do calculo da curvatura para uma curva do tipo
P.C.A.. Uma mesma curva permite parametrizagoes diferentes, portanto podemos calcular
a curvatura de curvas regulares nao parametrizadas pelo comprimento de arco como sera

mostrado na Proposicao 1.2.

Em R? cada par de vetores do Triedo de Frenet (N, T, B) (Segao 1.4.2.1) vao
determinar um plano. Sendo assim, podemos concluir o plano em que a curva « esta contida.
Estes planos podem ser: normal, osculador e retificante. A tor¢ao vai nos permitir o calculo
do quanto a curva se afasta de estar contida nesses planos (FARIA, 2017; TENENBLAT,
2008).

Defini¢ao 1.19 (Curvatura para curvas P.C.A.) Se a : I — R" é uma curva regular
parametrizada pelo comprimento de arco. Entao, a curvatura de e em s € I é o niimero

real dado por (TENENBLAT, 2008; FARIA, 2017; BIEZUNER, 2019; SIMMONS, 2008)
K(s) = [a"(s)], (1.10)
ou seja,

k(s) =1T"|. (1.11)

1.4.1 Curvatura e Diedro de Frenet no Plano

No R2, como definido anteriormente, se a curva é do tipo P.C.A. aplica-se a Def. 1.10.

A Prop. 1.2 a seguir, mostra o cdlculo da fungao curvatura para para um t qualquer.

Proposigao 1.2 (Curvatura para um pardmetro qualquer) Seja « : I — R? uma
curva regular parametrizada por um parametro arbitrario t. Entao, a func¢ao curvatura
k: 1 — R é dada por

",/ 1,11

"y + 2’y
(@) + ()2

K(t) = (1.12)
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A demonstragao da Proposigao 1.2 pode ser encontrada nas Ref. Faria (2017), Tenenblat
(2008).

1.4.1.1 Diedro de Frenet

Em curvas planas chamamos a base ortonormal T'(s), N(s) de Referencial de Frenet,
trata-se, respectivamente, do vetor tangente unitario e o vetor normal unitario ortogonal a

T(s). A curvatura nada mais é do que um fator de propocionalidade entre os vetores T’(s)
e N(s).

Da definicao 1.10, o vetor tangente unitario de uma curva P.C.A é dado por
(TENENBLAT, 2008),

T = (a'(s),y/(s)), (1.13)

tendo em vista que o denominador |/(t)| = 1 ja que a curva é P.C.A.. O vetor normal

unitario é

N = (='(s),y/(s)). (1.14)

Proposigao 1.3 Seja a(t) = (2/(t),y'(t)), t € I, uma curva regular parametrizada por

um parametro qualquer ¢. Entao,

/ /
T = Y (1.15)
(@) + (v')
A
N(t) = =) (1.16)
(@) + (v)?
Note que a funcao curvatura com uma parametro qualquer decorre de
T'(t), N(t
n(t) = ST N ) (1.17)

T(t)’

A demonstragao da Proposicao 1.3 pode ser obtida na Ref. (TENENBLAT, 2008).

Observagao 1.1 Note que a Eq. (1.12) é equivalente a Eq. (1.17).

1.4.2 Curvatura, Triedo de Frenet e Torcao no R3

Em R? a curvatura para um curva do tipo P.C.A. segue a Def. 1.19. A Prop. 1.4

apresenta as equagoes para o calculo de curvatura e tor¢cao em uma parametro qualquer.
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Proposicao 1.4 (Curvatura e Torgao para a em um pardmetro qualquer) Seja o :
I — R? uma curva regular de pardmetro t e 5 : I — R3 uma reparametrizacao de « pelo
comprimento de arco, isto é, 5(s(t)) = a(t), Vt € I. Sejam k(s) > 0 e 7(s) a curvatura e a

torgao  em s € J, entao (TENENBLAT, 2008)
_|o/(t) x a"(1)]
K(t) = P (1.18)
{a/(t) x (1), " (1))
o/ (t) x a”(t)|”

(1.19)

Observacao 1.2 Para o calculo da funcao curvatura no R? e no R? optamos por aplicar
a Eq. (1.18).

1.4.2.1 Triedro de Frenet

O Triedro de Frenet para um curva parametrizada por comprimento de arco é
composto por T, N e B, que foram explicitos nas Eq. (1.23), Eq. (1.24) e Eq. (1.26). Caso

a curva nao seja P.C.A. o Triedro de Frenet é dado por

0w

) = O] (1.20)
o/ (t) x o (t)

PO = e <o (.21

Vi = SOWOR - a6, o) o

Da Eq. (1.13) temos que o vetor tangente (1) de uma curva P.C.A. é dado por
(TENENBLAT, 2008)

T = |d(s)]. (1.23)

Definigao 1.20 (Vetor normal) Seja o : I — R? uma curva regular parametrizada

pelo comprimento de arco tal que H(S) > 0. O vetor

O//(S) B O//(S)

K(s)  |a(s)

é denominado vetor normal a o em s (BIEZUNER, 2019; TENENBLAT, 2008).

N(s) = (1.24)

Definigao 1.21 (Vetor binormal para um curva P.C.A.) Seja a : I — R? uma
curva regular parametrizada pelo comprimento de arco tal que k(s) > 0. O vetor bi-

normal é o em s é

B(s) = T(s) x N(s). (1.25)
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Figura 1 — Triedro de Frenet (B, N, T) numa curva (cor azul) qualquer.

Observe que caso a curva seja do tipo P.C.A., o vetor binormal é equivalente a escrever

a/(s) x a"(s)

Bl = =)

(1.26)

Na Fig.1, podemos observar que a curva (azul), préximo ao eixo z, apresenta uma

ideia de tor¢ao, diferente de nula.

Proposigao 1.5 (Curvatura nula) Seja o : [ — R3 uma curva reguar parametrizada
pelo comprimento de arco. Entao, a(I) ¢ um segmento de reta se, e s6 se, x(s) =0, Vs € I.
A demonstragdo da Proposigao 1.5 pode ser obtida na Ref. (TENENBLAT, 2008) pag.62.

Definigao 1.22 (Plano Osculador) Seja o : [ — R® uma curva regular parametrizada
pelo comprimento de arco. O plano osculador de @ em s € I é um plano que passa em
a(s) e é paralelo aos vetores tangentes T'(s) e normal N(s) (FARIA, 2017).

Defini¢ao 1.23 (Torg¢ao para uma curva P.C.A.) O numero real 7(s) definido por
(TENENBLAT, 2008)

B'(s) = 7(s)N(s) (1.27)

¢ denominado tor¢ao da curva P.C.A. em s.

Em outras palavras,

7(s) = (B'(s), N(s)). (1.28)

Proposigao 1.6 (Torgao nula) Seja « : I — R3 uma curva regular, de curvatura nao
nula. Entao, a é uma curva plana se, e s6 se, 7 = 0.
A demonstragdo da Proposicao 1.6 pode ser obtida na Ref. (TENENBLAT, 2008) pag.72.
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Defini¢io 1.24 (Equagdes de Frenet) Seja o : I — R? uma curva regular parametri-
zada pelo comprimento de arco, tal que k(s) > 0, Vs €. Entao para cada s € I temos as
equagoes de Frenet de a definidas por (TENENBLAT, 2008)

T'(s) = k(s)N(s), (1.29)
N'(s) = —k(s)T(s)+ 7(s)B(s), (1.30)
B'(s) = —7(s)N(s). (1.31)

1.4.3 Evolutas e Involutas

No decorrer dos capitulos 2 e 3 veremos que o estudo de evolutas difere bastante
no R? e no R3. No plano encontraremos uma tnica evoluta, enquanto que no espaco

encontraremos uma familia infinita de evolutas e involutas (TENENBLAT, 2008).

Em R? o circulo de raio p(s) = e centro

1
[k (s)]

o(s) = als) + ——N(s) (1.32)

é denominado circulo osculador e ¢(s) centro de curvatura. Conforme variamos o pardmetro
¢ descrito uma curva 5 (Eq.(1.33)) chamada de evoluta de o« (TENENBLAT, 2008).

Definigao 1.25 (Evoluta no R?) Seja o : I — R? uma curva regular. A evoluta de « é
uma curva 3 : I — R? definifa por (CARMO, 1971; FARIA, 2017)

1
5(t) = a(t) + 5N () (1.33)

Definigdo 1.26 (Involuta P.C.A. no R?) Seja a(s),s € I, uma curva regular de R3.
Uma involuta v é uma curva a(s) tal que, Vs € I, a(s) intercepta a reta tangente a o em
s ortogonalmente, dada por (TENENBLAT, 2008; FARIA, 2017)

a(s) =a(s) + (a—s)T(1). (1.34)
Proposi¢ao 1.7 (Involuta) Sejam « : I — R™ uma curva regular parametrizada por

um pardmetro arbitrario t com n = {2,3}, e @ uma constante real arbitraria. A involuta
de v em t € I a partir de a é uma curva § : I — R™ definida por (FARIA, 2017)

a(t) = alt) + (a — s(t))T(t), (1.35)

sendo a uma constante, pela Eq. (1.35) podemos encontrar uma familia infinita de involuta

de a.
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Observacao 1.3 Na Eq. (1.35), s(t) € a fun¢io comprimento de arco dada na Def. 1.16.

Definicao 1.27 (Evoluta e Involuta) Se @ ¢ uma involuta de «, entdo definimos «
como sendo uma evoluta de & (TENENBLAT, 2008).

Proposigao 1.8 (Evoluta no R?) Seja o : I — R? uma curva regular parametrizada
por comprimento de arco. Uma evoluta de o é uma curva 8 : I — R? definifa por
(TENENBLAT, 2008; FARIA, 2017)

a(s) = a(s) + ——N(s) + —— cot (f7)+a) Bes). (1.36)

R(s) K(s)

A demonstragao da Proposicao 1.8 pode ser obtida na Ref. (TENENBLAT, 2008; FARIA,
2017).
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Capitulo 2

Curvas Regulares Especiais

2.1 Curvas Especiais

Neste capitulo trataremos de curvas regulares especiais, aquelas que apresentam
auto-interseccao e também curvas que sao regulares por partes. A atencao inicial é verificar
a existéncia de uma reta tangente a curva especial para cada valor do parametro t visto
que temos a intencdo de encontrar a curvatura em R2, e consequentemente a involuta e a

evoluta de cada curva.

Quando falamos de curvas paramétricas que possuem auto-intersec¢ao, denomi-
nadas como curvas nao simples, observamos que este fendémeno ocorre quando t; < t,
e (z(t1),y(t1)) = (x(t2),y(t2)) (COIMBRA, 2008). Nestes pontos, quando possivel, de-
terminaremos o vetor tangente, pois existem casos em que o vetor tangente a curva no
ponto de interseccao nao esta bem definido. No entando, nao significa que nao hé vetor
tangente. Curvas parametricas diferenciaveis regulares por partes possuem pontos singu-
lares onde |a/(t)| = 0, no entanto, em um dado intervalo a curva apresenta regularidade
|/ (t)] # 0,Vt € I, onde I é o periodo regular.

As curvas, abordadas aqui, dentro de um intervalo sao suaves, nao apresentando
saltos, apenas possuem picos onde os tangentes de a(t) = (z(t),y(t)) sdo z'(t) = y/'(t) = 0.

Observando que, as curvas regulares por partes nao sao em um todo ditas regular.

Se pensarmos em curvas como o percurso descrito por uma particula, nesses intantes
em que podemos observas x'(t) = y/'(t) = 0, a particula ndo apresenta velocidade nas
direcoes do eixos x e y, o mesmo vale para z em R3, podendo afirmar que ela estéd parada,
pois a &/(t) é o nosso vetor tangente (77), conhecido como a velocidade em que uma
particula se move. A velocidade (vetor tangente) é a taxa de variagdo de posigao, por
isso podemos afirmar que para estes casos x'(t) = y/'(t) = 0 a particula estd parada. E
nestes pontos singulares nao faz sentido trabalhar a GD com célculos de curvatura, torcao,

evoluta e involuta. Afim de atender ao interesse desse estudo, nos restringiremos a curvas,
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seja com auto-interseccao ou com cuspides, que pelo menos possam ser ditas regulares

dentro de um intervalo.

2.2 Curvas no MAPLE

As curvas especiais foram plotadas no software MAPLE!. Como pode ser observado
na Fig. 1 fizemos uso do pacote VectorCalculus e o comando PlotPositionVector que mostra
os vetores tangente, normal e birnormais unitarios, nessa ordem, podendo estes serem
vizualizados explicitamente na curva hélice. Ao longo de todo nosso trabalho os pacotes
necessarios e corriqueiro para o estudo foram VectorCalculus e Plots. Usamos o softwares
para vizualizar a forma geométrica dos calculos de curvatura e tor¢ao. O comando Display
nos permitiu ver a sobreposi¢ao das curvas em um mesmo plano como na Fig. 5. Em
muitas figuras preservamos a estrutura de comandos para que possam auxiliar em estudos

futuros.

2.3 Curva nao simples

Como vimos no capitulo 1 as curvas nao simples apresentam auto-interseccao. Nesta
secao escolhemos estudar a Limagon com laco, em algumas referéncias, podemos observar
que tal curva é denominada Cardibide. No entanto, a curva descrita na Eq. (2.1) pode ser
escrita na forma polar como r = 2 - cos(f) — 1, sendo assim a # b e a curva se trata de
uma Limagon com lago (EARL, 1994; OLIVEIRA; FONSECA, 2018). Neste caso, temos
a=1eb=2, logicamente a < b, forma o lago interno da Fig. 2. O nome Limagon tem
origem francesa e significa caracol. Mais exemplos de Limacgons, bem como mudancgas de
coordenadas paramétricas para polares, podem ser vistos detalhadamente em Thomas Jr.,
Weir e Hass (2018), Oliveira e Fonseca (2018), Baptista (2017).

2.3.1 Limacon com laco

O nosso estudo teve inicio com uma curva diferencidvel em R? regular conhecida e

bastante aplicavel no universo matematico, a Limacon com lago descrita pela equacao:

a(t) = (cost(2cost —1),sint(2cost — 1)). (2.1)

A Fig.2 monstra a curva 'Limagon com lago'"dada na Eq. (2.1). A trajetéria de

Marte vista da Terra descreve uma Limacon.

1 A coordenacdo de Matemética tem a licenca do Software MAPLE adquirida em 2007.
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> Plot( [ (2%cos(#) —1) *cos(f), (2¥cos(f) — 1) *=n(1), =0.2*Pi], scaling = consfrained color=red);

Figura 2 — Limacon com lago

Por se tratar de uma Limagon com laco sabemos que a curva nao ¢ simples, pois
possui uma auto-itersecgao. Buscamos estudar o comportamento da sua curvatura, bem
como o seu sinal, o circulo osculador e a sua evoluta. Faremos o calculo da primeira
derivada que nos fornece o vetor tangente dado na Eq. (1.6) e permite uma andlise de

critérios para o nosso estudo. Segue da Eq. (2.1) que,

o' (t) = (—sint(2cost — 1) + cost(—2sent), cost(2cost — 1) + sint(—2sint))
o/(t) = (sint—4sintcost,—cost — 2(sint — cos®t))
a(t) = (sint—2sin2t, —cost — 2 (1 — (;OSQt _ I 2082t>
o/ (t) = (sint — 2sin 2¢, 2 cos 2t — cos't). (2.2)
E facil observar que,
a'(t) = (cost — 4 cos 2t, —4 sin 2t + sin t). (2.3)

Um critério a ser observado é a regularidade da curva, ou seja, se o (t) = (2'(t),y'(t)) #
(0,0) para Vt € (0,2m).

Lawrence (1972) apresenta um resumo da geometria da curva Limagon, (ver
Ref (LAWRENCE;, 1972), pag. 115 e 116).

2'(t) = sin(t) — 2sin(2t) =0
4m
— t=0 ou t=2m ou t:?.
y'(t) = 2cos(2t) —cos(t)) =0
3T

— t= ="
7T ou 9
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Observe que nao existe um pardmetro ¢t comum para anular simultaneamente 2'(t) e y/(t).
Concluimos que o/(t) = (2/(t),y'(t)) # (0,0) para Vt € (0,27), podendo afirmar que a

curva dada na Eq. (2.1) é regular.

Algo a se levar em conta, que também tornou a curva (Eq. (2.1)) especial para
este estudo e que pode gerar duvidas observando a Figura 2, no ponto de auto-intersecgao.
Lawrence (1972) mostra que esse ponto é gerado nos parametros ¢t = %. Se pensarmos na
Limagon com la¢o como o percurso descrito pelo movimento de uma particula, neste ponto
a particula passa duas vezes, mas em tempos de percurso diferentes. O que de fato nos
interessa é a existéncia do vetor tangente (/(t)) ao trago da curva neste ponto. Mesmo
que a curva toque a origem para estes parametros, o/(3) # o/(—7%), dizemos que o vetor

tangente nao estd bem definido na origem.

2.3.2 Curvatura da Limacon

Para determinar a fungao curvatura da curva limagon é necessario calcular o médulo

do vetor tangente, assim determinarmos a variagao deste ao longo da curva. Entao,

/()] = \/(sint — 2sin 2t)? + (2 cos 2t — cost)?
|o/(t)]* = sin®t — 4sin2tsint + 4sin® 2t + 4 cos® 2t — 4 cos 2t cos t + cos’t
|o/()]? = 144 —4(sin2tsint + cos 2t cost)
|o/(t)]*> = 5 —4(2sintcostsint + cos2tcost)
/(1) = 5+ 4cost(—2sin®t + 2sin’t — 1)

|/ (t)| = /B — 4 cost]|, (2.4)

onde usamos as identidades trigonométricas sin(2t) = 2sin(t) cos(t) e cos(2t) = 2 cos*(t)—1.
A Eq. (2.4) mostra que a curva nao é do tipo P.C.A. como é dado na Prop.1.1. Perceba que
encontrar a inversa da funcdo comprimento de arco, neste caso, nao sera tao simples. Por
este motivo ndo reparametrizamos a curva a(t) por comprimento de arco. Neste caso, serd
necessario o cdlculo da curvatura para um parametro qualquer. Pela Prop. 1.4 e Eq. (1.18)
podemos obter |o/(t) x o (t)| usando as Eq. (2.2) e Eq. (2.3). Desenvolvendo o produto

vetorial temos,
1 J k
a/(t) x o'(t) = |sint — 2sin2t 2cos2t —cost 0
cost —4cos2t —4sin2t+sint 0

/.1

|2'y" — 2"y'| = —(cost — 4 cos 2t(2 cos 2t — cost) + (sint — 2sin 2t)(—4 sin 2t + sin t))
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|/ (t) x o (t)| =9 — 6 cost. (2.5)

Finalmente vamos aplicar os resultados Eq. (2.4) e Eq. (2.5) em Eq. (1.18),

9 —6cost
K(t) = ——. (2.6)
(5 —4cost)?

A Fig.3 é a fungao curvatura dada na Eq.(2.6), observe:

k= piot Lﬁs(”j__ t=0.2PL color= .5.5!.’2]

3 — 4cos(t)

[

x L .4
4 4 2

1]

3n
4
Figura 3 — Funcdo curvatura da Limacon com lago.
Observando a Fig.3 no ponto (3,0) para o pardmetro a(m) a Limagon atinge curvatura
minima. Pois, pela Eq. (2.1) quanto ¢t = 7 temos,
a(m) = (cosm(2cosm — 1),sinm(2cosm — 1)) = (3,0). (2.7)

A Fig.4 destaca em vermelho o ponto de méxima curvatura para os parametros «(0) e

a(2m). Este ponto pode ser obtido aplicando o pardmetro t = 0 ou ¢t = 27 na Eq.(2.1)

a(0) = (cos0(2cos0 —1),sin0(2cos0 — 1)) = (1,0). (2.8)
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maxima curvatura ¢ onde a curva é mais curvada, ou seja, onde esta mais distante de ser
aproximar de uma assintota. Observe as curvas da Fig. 5, a parte em vermenho representa
os intervalos onde a curvatura é maior e a parte em azul é o intervalo do parametro ¢

em que a curvatura decresce, de acordo com a fungdo curvatura da Eq. (2.6) explicita na

Fig. 3.

> with VectorCalculus) -
> R2 = Poszrionl’gcra:'[[cos(f)-(2- cos(f) — 1), sin(#) (2 cos(#) — 1) ], cartesian, ]
g cos(r) (2cos(f) — 1)

T | sin(f) (2 eos(2) — 1)

> PlorPositionVector(R2. t =0 .2 n tangenr = false, poinis = [2- ])

1.5

Figura 4 — Ponto de maior curvatura na Limagon

> gi= pfor[ cos(t) (2 -cos(t) — 1), sin(f)-(2-cos{t) — 1).t= 0..% . color = rad];
> h= pfor[ cos(t) (2 -cos(t) — 1), sin(f)-(2-cos{t) — 1).t= % 3")_1'[} color= EJ.Eue];
> | = plot| |cos(t)-(2 -cos(t) — 1), sin(t) - (2- cos(t) — 1), 1= sl?—n._??t ,col’or:rad];
: L
1
05 - A ] =

Figura 5 — Intervalos de pardmetros para curvatura maxima e minima.

Matematicamente de forma grosseira podemos interpretar que nos pontos de
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2.3.3 Evoluta Limacon

Sabemos que evolutas sao descritas conforme a varicao do circulo osculador. Logo
a evoluta da Limagon seguindo a Eq. (1.33) é,

3 : :
B = (cost(2cost — 1), sint(2cost — 1)) + (b —4cost)2 (cost —2cos2t,sint — 2sin 2t)
’ 9 —6cost (5_4(3051&)%

B = (cost(2cost — 1) + 3=2%L(cos t — 2cos 2t),sint(2cost — 1) + 5=5<%L(sint — 2sin 2t)).

9—6cost

A Fig. 6 mostra a curva Limagon com lago a em azul e a sua evoluta 5 em vermelho.

> with( plots) :

> bim p[or[[cos(r)-(z cos(f) — 1) + [ ;:‘; ;’:((:)) J-(cos(r) — 2-cos(2-4)).sin(f) (2 -cos(r) — 1) + [%)(ﬂn(r] — 2 sin(2-4)).1=0.2 i, fo?or=='ad]:
> ag= p[or[[cas(r) (2cos(f) — 1), sin(f) - (2cos(t) —1),i=0.2 7(]: ro?or=5r"ue) :

> display(b, a)

Figura 6 — Limacgon com laco e sua evoluta.

2.4 Curvas regulares por partes

2.4.1 Tratriz

A curva Tratriz é dada pela funcao a(t) = (sint, cost+1In (tan £)), conforme mostra
a Fig. 7.
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> with| plots) :

sin(7), cos() +1n[tan[ %J ] i=0._m

> p.f'oz‘[

. color = blue ]

I
ol
il

Figura 7 — Curva Tratriz no Maple.

A curva Tratiz dada na Fig. 7 é uma curva parametrizada diferenciavel, no entanto
nao se encaixa na defini¢do de regular, pois graficamente apresenta um cuspide (vértice).
Isso quer dizer que existe um pardmetro ¢ onde a curva o/(t) = (0,0) impossibilitando sua
regularidade. Porém, podemos estudar essa curva por partes, desprezando o ponto onde

ela é irregular. Vamos desenvolver o estudo da curvatura da Tratriz dada pela equacao:

a(t) = (sin(t), In(tan(%)) + cos(t)), t € (0, ). (2.9)

Vamos determinar o/(¢) para uma maior analise da curva,

2t
sec 3

"(t) = t,—sint .
o' (t) (cos, sin +2tan§>

Por relagoes trigonométricas sabemos que a secante é a razao trigonométrica inversa do

; 5 sint .
cosseno (sec = —t) e a tangente é a razao entre o seno e o cosseno (tan = ), assim
cos
t
cos £
a'(t) = |cost,—sint+ %
2cos? 5sin 5
2 P 3
a(t) = [cost,—sint+ ————
2cos 5 sin 5

at) = (cost sint+1)
B ’ sin ¢

a(t) = (COS t, cos” t) . (2.10)

sint
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Facilmente determinamos a derivada de segunda ordem,

sin?t

3t
() = (— sint, —2cost — ) . (2.11)

E facil ver que a curva é diferencidvel. No entando, observando o comportamento de 3/ (t)
na Eq. (2.10) durante todo o intervalo (0, 7) existe uma restrigao, pois sin(t) # 0, ou seja,
o parametro deve ser t £ 0 e t £ w para que a curva exista. De fato, nao é esta restricao
que interfere na regularidade da curva, mas o pardmetro em que ocorre o/(t) = (0,0).

Coimbra (2008) mostra detalhadamente a analise do pardmetro singular da curva (ver
Ref. (COIMBRA, 2008), pag. 16). Assim,

2(t) = cost=0
LT
-2
2
, cos“t
t = =
yt) sint
- t:g 0<t<m.

Podemos concluir que o/(3) = (0,0) e portanto a curva nao ¢ regular para qualquer
pardmetro. Essa irregularidade ocorre no ponto a(%) = (1,0), exatamente onde se forma o
cuspide da Tratriz. Por este motivo, denominamos a Tratriz uma curva regular por partes,
de forma que o/(t) # 0 para todo ¢ # 7, pois podemos considera-la dentro do intervalo em

que ela se faz regular.

2.4.1.1 Curvatura da Tratriz

Por teorema sabemos que moédulo da primeira derivada nos permite dizer se a

curva é ou nao P.C.A.. O médulo de o/(t) é

4
t
/()] = COSQt—f—C(')SQt
sin
/(1) = cos®t-csc?t
cos? t
/t 2 -
o ()] sin?t

@/(0) = ) . (2.12)

A Eq. (2.12) permite concluir que a nao é P.C.A., pois |&/(t)] # 1. Encontramos a

curvatura para um parametro qualquer, pois a reparametrizacdo P.C.A. nao é conveniente,

no intervalo ]0, 5[. * Para isso, determinamos antes o produto vetorial |o/(t) x a”(t)|, tal

que
2

No caso da curva descrita pela Eq. (2.9), consideramos que aplicar os conceitos do capitulo 1 para
um pardmetro qualquer se torna mais pratico e rédpido. Domingues (2013) pag. 45-47 mostra a
reparametrizagdo por comprimento de arco para uma Tratriz genérica e o calculo de sua curvatura.
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i J k
2t
'(t) x o'(t) = | cost €on
o( - sin ¢
. cos®t
—sint —2cost — ——- 0
sin“¢
cos?t cos*t
|2’y —a"y/| = —— -sint —2cos’t — — 5
sint sin“ ¢
|2’y — 2"y | = cos*t-(—1—cot*t)
lz'y” — 2"y| = cos*t-(—csc?t)
2
1o "o _COS i
A B D
/ 1 1
Facilmente podemos encontrar a fungao curvatura x,
1
K(t) =  tan?t
1 \2
(tan2 t)
1 \2
k) = —(——
®) (tan2 t>
k(t) = —|tant|. (2.14)

Usamos o MAPLE para auxiliar na interpretacao da fun¢ao encontrada na Eq. (2.14). A
Fig. 8 permitiu uma construgao ilustrativa dos parametros onde temos o crescimento e o

descrescimento da curvatura na Fig. 9.

> plot(~[tan(r)]. 1= 0 .Pi)

0
L =L
B 4

Figura 8 — Funcao curvatura da Tratriz no Maple.
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Note que, como ja haviamos analisado, a curva dada na Fig. 8 esta dividida em duas
partes, pois a Tratriz dada na Eq.(2.9) ndo é totalmente regular. A primeira parte da curva
se encontra no intervalo ¢ € ]0, 5[ e a segunda parte nos parametros ¢ € |7, 7[. Novamente,
em vermelho temos os pardmetros onde a curvatura é maior e em azul onde a curvatura é
menor. Ampliamos a Fig. 9 em a),b), ¢) para uma melhor vizualizacdo e escolhemos os
parametros t de forma conveniente. A Fig. 9 mostra a curvatura da Tratriz, e os tragos
na cor azul da curva sao os momentos em que ela se aproxima de uma reta, tendo uma
curvatura bem pequena. Enquanto que, os tracos na cor vermelha temos os parametros

em que as retas tangentes mudam de direcao em uma velocidade maior.

> 1= p.f'or[ [sm L cos(t +1n[tan[ %]] ,% color= 5.?'1.’6] :
> 2= p."’or[ [sm . cos(t +1n[tan[ %]] t= —Pl % . color= .5."'1.’2] :
> 13 =p.f'or[[5m . cos(t +ln[tan[L]] t= i_ 3 P . calor —am"]
2 32 g
> 4= p."’or[ [sm . cos(t +1n[tan[ %]] t= % . )'SPI . color = .5."'1.’2] :
> 15= p.f'or[ [sm . cos(t +ln[tan[ %]] t= EID:3 = Pi|. color= EJ.f'ue] :
> 6 —pa'or[[ . cos(t +1n[tan[%]] t= )-Pl - 31 Pl . color —:ad]
> display(tl, 12,13, 14, 15, 16)
6 4 2
4 3
2 1
2
1
0
61 -1 0 1 2 -04 0] 02040608 1
-1
-2
-2 -1
_4 -3
-4 -2
a) b) c)

Figura 9 — Curvatura da Tratriz no Maple.
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2.4.1.2 Evoluta da Tratriz

A variacao do parametro do centro de curvatura nos permite encontrar uma nova

curva 3, conhecida como evoluta de a. Pela equacao 1.33 a evoluta da tratriz é dada por,

cos?t
—— ,cost
1 ( sint )

—|tant| 1

g = (sint,ln(tan(%)) + cost) +

°t
B = (sint,In(tan(}) + cost) + (C(,)S o~ cos t>
sin

2

3 = <sint—|—C(,)S tt,ln(tan(;))>

S11n

8= (Siit,ln(tan(é))). (2.15)
> beta:= pfor[ sinl(r) ._ln[tan[ %]] t=0.Fi| rofos:red] :
> alpha = pa"or[ sin(1), cos(f) +1n[tan[ %D r=0.m| fol’o.f'=5fi.'e] :

> display(alpha beta)

]

\

Figura 10 — Evoluta da Tratriz no Maple.

A Fig. 10 mostra a Tratriz (curva azul) e sua curva evoluta (cor vermelha).

2.4.2 Cicléide

Assim como a Tratriz, a Cicléide nao é uma curva regular apresentando ctipides.

Estudamos a Ciclbéide dada por:

a(t) = (t —sint, 1 — cost). (2.16)
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O calculo da primeira e segunda derivada de o nos permite uma analise maior da curva.

Logo, obtemos

o/ (t) = (1 — cost,sint) |, (2.17)

o(t) = (sint, cost) |. (2.18)

A Fig. 11 mostra a curva cicléide dada na Eq. (2.16). Da Eq. (2.17) vamos definir como
2'(t) =1 —cos(t) e y/(t) = sin(t) para determinar o intervalo em que podemos considerar

a curva regular. Segundo Faria (2017). Assim,

1—cost = 0
(1) = (0,0) @{ o8 , Et=2mkel, (2.19)

sint =
Isso nos diz que o/(2k7) = (0,0), portanto a curva cicldide nao é regular conforme sua

vizualizagao na Fig.11.

> alpha = [r—sin(r).1 — cos(r).7=0 .6 7]
o= [t — sinif), 1 — cos(?). t=0.6x]

> plot(alpha color = blue)

Figura 11 — Cicléide no Maple.

Porém, podemos considerar a regularidade por partes dentro do intervalo |0, 27[. A

Fig.12 mostra a curva cicléide regular por partes, em t € [0, 6].

> alpha == [r—sin(z),1 — cos(f), =0 2 7]
o:=[f—sin(f).1 — cos(r).1=0.2 x|

> plot(alpha color = blue)

b

Figura 12 — Cicléide regular por partes no Maple.



2.4. CURVAS REGULARES POR PARTES 27

2.4.2.1 Curvatura da Cicléide

Ja é conhecido que toda curva permite parametrizacdo do tipo P.C.A.. Pela
Eq. (2.16) o médulo da primeira derivada nos diz se a curva ja possui tal parametrizagao

vejamos,
/()] = (1 —cost)?+sin’t

/(1) = 1—2cost+ cos®t +sin’t
o/ (t)]? = 2—2cost

|/ (t)| = /2(1 — cost)|. (2.20)

Podemos observar da Eq. (2.20) que o mddulo é diferente de 1, portanto a curva
dada na Eq. (2.16) nao é P.C.A. e mais uma vez, consideramos que nao sera conveniente
tal reparametrizacdo. 3 Sendo um célculo trabalhoso e portanto incoveniente, calculamos a

curvatura para uma parametro arbitrario, dada por,
a(t) — |(1 — cost, sint) x (singz}f, oS t)] (2.91)
( 2(1 — cos t))

Desenvolvento o produto vetorial, temos:

i ik
() x a’(t) = |1 —cost sint 0

sint cost 0

|2'y” — 2"y/| = cost — cos®t — sin®t

lo/(t) x o' (t)| = cost — 1.

Logo a funcao que descreve a curvatura da cicléide a é,

cost —1
K(t) = 20— cost))% ) (2.22)

3 Cicléide P.C.A. é dada por s — (2arccos(l— %) —sin(2arccos(1—%)),2—2(1— %)?), (ver
Ref.(FARIA, 2017), pag. 16). Observa-se que determinar a reparametrizagdo por comprimento de arco
nao é trabalhoso, no entanto os cédlculos futuros de curvatura e evoluta se tornariam extensos.
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2.4.2.2 Evoluta da Cicléide

> beta = plot{ [t + sin(t), cos(t) — 1, =0 _6-Pi], color =red, stvle = poirnr)
> alpha = plot([t - sin(t), 1 - cos(?).t=0 6 Pi], color = blue) -
> display(beta alpha)

Figura 13 — Evoluta da Cicléide no MAPLE.

Aplicando a equacao 1.33 temos

(2(1 — cost))2 (—sint, 1 — cost)
cost—1 (2(1 — cost))?
(2(1 — cost))
cost — 1
f = (t—sint+ 2sint,1 —cost — 2+ 2cost)

g = (t—sint,1—cost)+

f = (t—sint,1 —cost)+ - (—sint, 1 — cost)

B = (t+sint,cost — 1) (2.23)

Dizemos que  (Eq. (2.23)) ¢ a evoluta da Cicléide dada na Eq. (2.16). Na Fig. 13 podemos

vizualizar o em azul e sua evoluta # em vermelho.

s

-2

Figura 14 — Retas tangentes a evoluta da cicléide ortogais a & no MAPLE.

Observe que na Fig. 14 as retas tangentes (verdes) de [ s@o ortogonais a «,

atendendo a Def.1.27 de que 3 ¢é a evoluta da Cicldide, e portanto, a é a involuta de [3.
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Capitulo 3
Curvas Especiais no R’

Neste capitulo escolhemos estudar as curvas do tipo hélice, isso porque uma de
suas caracteristicas é curvatura e tor¢ao constantes. As hélices sao curvas que podem ser
observadas, por exemplo, no nosso DNA, nos avioes, em perfuradores, parafusos... No geral,
temos dois tipos de curvas hélices: circulares que estao inscritas dentro de um cilindro e as

hélices conicas circulares que se assemelham a um cone (ROVENSKI, 2000).

No triedo de Frenet (T, N e B) temos que os trés vetores que indicam o desloca-
mento da curva no espago (ver Fig.1; Eq. (1.20-1.22)) e suas equagoes (Eq. (1.29-1.30)))
determinam curvatura e tor¢ao. O vetor binormal (Eq. (1.21; 1.26)) é o responsavel pelo
conceito de torcao em R3. Fizemos o estudo das familias de curvas evolutas e involutas

geradas pelas curvas denominas hélices.

Defini¢do 3.1 (Hélice) Uma curvar regular o : I — R3 é uma hélice se existe um vetor

(o'(t), v)
o/ (1)]

unitario v que forma um angulo constante com o/(t),Vt € I, isto é, é constante

(TENENBLAT, 2008).

Proposicao 3.1 Seja o : I — R3 uma curva regular de curvatura e tor¢io nao-nulas.

Entao, o é uma hélice se, e sé se, £ ¢ constante (TENENBLAT, 2008) (FARIA, 2017).
T

A demonstragao da Proposigao 3.1 pode ser obtida na Ref. (TENENBLAT, 2008) pég.74.

3.1 Hélice circular

Nesta segdo vamos verificar se a curva regular
a(t) = (cos(t), sin(t),t) (3.1)

descreve uma hélice de acordo com a Prop. 3.1. Obviamente o nosso objetivo é determinar

a curvatura (k) e a torgdo (7) para verificar se a razao = ¢ de fato constante. Como ja
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sabemos pela Prop. 1.1, vamos verificar se a curva é do tipo P.C.A., calculando a derivada

e o médulo de «(t). Assim,
a(t) = (—sin(t),cos(t), 1)

logo,

o ()] = V2

como |o/(t)| # 1 e pela Prop. 1.1, a curva nao é P.C.A.. Podemos perceber pelo médulo
que a reparametrizacao por comprimento de arco da curva é conveniente, pois simplificara

os calculos futuros. Portanto, aplicando as Def. 1.16 e Def. 1.18, temos
t
= / V2| dt = Vat.
0

Portanto, a fung¢ao inversa é dada por t = Assim a reparametrizagdo de a(t) por

7

comprimento de arco é

a(s) = (COS 7 sin 7 \/§) : (3.2)

Agora que temos «(s) do tipo P.C.A. facilmente determinamos sua curvatura (x) dada na

Eq. 1.10. Vejamos,
W) = (-

o'(s) = (

k=a"(s)]" = (

M‘HS\
[a—
[\}
E
-
. )
QI%
[N}
—_
[N}
N~

Segue que

k= la(s)| = M <cos2 g i \%)

K== (3.3)

Antes de determinar a torgao (7) vamos obter o triedro de Frenet dado nas Eq. (1.23),
Eq. (1.24), Eq. (1.26), Eq. (1.29), Eq. (1.30) e Eq. (1.31) a hélice circular parametrizada
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pelo comprimento de arco. Vejamos
T = a(s) = <—\/1§ sin %, \}5 cos 82, 12> : (3.4)
N = (— cos — , smi, O), (3.5)
V2T V2
B = TxN= IQSin\%, —12005\55, 12> , (3.6)
T = ; <— cos \;é, — sin \ji, 0) : (3.7)
N = (\}5 sin \2, —\}5 cos \j_, O) , (3.8)
B = ; (cos \j_, sin \ji’ 0) (3.9)

Usando o software MAPLE e as Eq. (3.4)-Eq. (3.6), a Fig. 15 mostra os vetores T, N, B do

Triedro de Frenet na curva hélice, dada por a(t). Observe que, os comandos do MAPLE

usados estao indicados na Fig 15, de modo a facilitar o leitor, caso tenha interesse a
trabalhar com o software MAPLE.

> with( VectorCalculus) -

5 . 5 5
> beta = PositionVector| | cos . sin . | cartesian, | _ |-
7T ST RN
WL V< Vo<
> Pl’orPosfﬁ'oancroa{beta 5=0_4r tangent = true, normal = true, binormal = true, vectornum = 1]
B
T
N

Figura 15 — Triedro de Frenet da Hélice.

Aplicando os resultados obtidos nas Eq. (3.5) e Eq. (3.9) em Eq. (1.28), temos a

torcao:

s s

sin —, 0], | —cos—=, sin
2 S

sin“ — +0
V2

S

ﬁ,

)
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T=—=| (3.10)

1
o1
S=-2=1 (3.11)
2

Observe que a razao (Eq. (3.11)) é uma constante, portanto a curva a é uma hélice circular.

3.1.1 Involuta da hélice circular

Nesta secao, vamos obter a equacgao geral para a familia de curvas involutas da
hélice circular P.C.A.. Utilizando o resultado obtido na Eq. (3.2) na Eq.(1.34), temos

.S 1 1 )
SN —— COS —=, —=
2

s
V2 V2

-
9
3

a(s) = (cos \jﬁ’ sin \ji’ 82> + (a—s) <—

- 1 . s . s 1 5 s 1
a(s) = <cos\/§ — (a—s)ﬁsmﬁ,smﬁ—k (a—s)ﬁcos 7 + (a—s)\/i> :

Fig. 16 mostra a curva involuta &(s) (cor vermelha) da hélice circular parametrizada por

comprimento de arco quando a = 1. Observe que, os comandos do MAPLE usados estao
indicados na Fig. 16, de modo a facilitar o leitor, caso tenha interesse a trabalhar com o
software MAPLE.

[
> beta = spacecurve
.

[ [
COE. L_] sin i] i]:5=0..4'ﬁ oolor=blue]:
L2 L2 J2

Il
> fvolutal = spacecurve 5=0.4-Pi color=red | :

\

Il [ Il
cos _S_]—[l—s}- _I_-Sin _S_] sin _S_]+[1—s}-
k'\‘"z

\Vz \Vz T 77|

y

V2

Figura 16 — Involuta da hélice circular para a = 1.

Uma familia infinita de curvas podem ser geradas variando a. Cada involuta gera
uma familia infinita de evolutas, que pode ou nao corresponder a curva original em azul

na Fig. 16 (FARIA, 2017).
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3.2 Hélice conica circular

A hélice conica circular também é conhecida como hélice logaritmica, isso decorre
porque no plano (R?) a curva descrita é a espiral logaritmica. No entando, no espaco (R?)

esse tipo de curva esta inscrita em um cone, por isso também é denominada hélice conica.

Vamos verificar se a curva regular
a(t) = (e cost, e’ sint, e) (3.12)

é uma hélice conforme a Def. 3.1. Entao,

o/(t) = (e' cost — e'sint, e’ sint + €’ cost, ') (3.13)

o/ (t)] = e'V/3|. (3.14)

Assim, seja v = (0,0, 1) um vetor unitario, temos

(d/(t),v) = €.

(a/(t),v) e 1

@) et3 VB
((t),v)

(3.15)

Concluimos que a curva a(t) é uma hélice, pois é constante. A Fig.17 mostra a

ontuimos v @)
hélice conica circular dada na Eq. (3.12).
> withl plots)
5 e 5, _— 7oz _ T
> spc?fefi.we[ e~ -cos(t),e” -sin(f), e ] t=0.1_6 n aves = normal, thickness =2, color= bme]:

<:
>
—2—

Figura 17 — Hélice Conica circular.

Também podemos verificar que a curva é uma hélice conica pela Prop.3.1 através

do célculo da curvatura e da torgao. Pelo resultado obtido na Eq. (3.14) sabemos que a
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curva nao é P.C.A., obter esta reparametrizacao nao é dificil, no entanto os calculos sao

mais extensos e portanto incovenientes. ! Por este motivo aplicaremos a Prop. 1.4 para

encontrar a curvatura e a tor¢cao em um parametro qualquer, entao

a(t) = (—2e'sint, 2€! cost, e') |.

O produto vetorial entre a primeira e segunda derivada
0 J k
o' (t) x o(t) = |e*(cost —sint) e(cost +sint) e

—2etsint 2¢et cost et

o/ (t) x o (t) = (e*(sint + cost) — 2e* cost, e (sint — cost) — 2¢’ sint,

2¢* cost - (cost — sint) + 2esint - (sint + cost))

0/(t) x a"(OF = (€ (sin) — cos(t))? + (e (cos(t) + sim(t)))? + (26¥)?)
|/ (t) x " (t)]* = e*((sin(t) — cos(t))* + ((sin(t) 4 cos(t))? + 4)

o/ (t) x o(t)] = v/Ge .

Logo a curvatura ¢ dada por

\/gezt
(\/get):a

V21/3e
3\/§63t

V2

K= ——1

3et

Para a torcao temos

a"(t) = (—2e'sint — 2¢' cost, 2e’ cost — 2e’ sint, ') |.

Substituindo Eq. (3.17) e Eq. (3.19) na Eq. (1.19)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

((e*(sint — cost), —e'(cost + sint), 2e'), (—2e!(sint + cost), 2¢f(cost — sint), et))

T =
(Voer)?

_ —2e¥(sin®t — cos? t) — 2e¥(cos’t — sin t)) + 2
T = Gedt

_ —2e¥(sin®t — cos? t + cos? t —sin®t + 1)
T = Gedt

2€3t

T T Get

1
(2008) pag. 50.

A reparametrizacdo por comprimento de arco da hélice conica circular pode ser obtida em Coimbra
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T=—| (3.20)

A razao entre a curvatura 3.18 e a torcao 3.20 é

o3 (3.21)

T

Logo a constante da proporcao entre a curvatura e a razao nos diz que a curva é

uma hélice conica, assim como verificamos pela definicao.

3.2.0.1 Involuta da Hélice Conica

Pela Eq (1.35) podemos determinar a familia de involutas da curva « (Eq. (3.12)).
Para isso vamos calcular previamente 7'(t) (Eq. (1.20)) e s(t) (Eq. (1.8)), logo

cost —sint cost +sint i
V3T V3 TVB
s(t) = V3(et —1). (3.23)

Tt) = ( ), (3.22)

Finalmente,

cost —sint cost+sint 1

N R BV

a(t) = (e' cost, el sint,e') + (a — V3(e —1))(

a(t) = (et cost + (a — v/3(et — 1))°°St’\/§i“t, etsint + (a — /3(e! — 1))C°S”\/§Si“t, el + 7(1_\/5\/(?_1)) .

O resultado obtido anteriormente para a(t) gera uma familia infinita de curvas involutas
conforme variamos o pardmetro arbitrario a. A Fig.18 mostra uma involuta (cor vermelha)
da curva dada na Eq. (3.12)(cor azul) quando a = 1. Temos na Fig.18 as curvas em dois

momentos: a) no espago e b) no plano.

> nvoluta ==sp(rrefuwe[ e’-ms(r)+(1f""? (elfl]] [w]ie‘-sin[r)Jr(lf\:’? (etfl]] [w]jé‘k(l*‘q (elfl]]

Li=02m roa’or:rad] :
N Ay

1
NE)
> h= sjmrerirrve[ e? -cos(1), e? -sin( 1), e?
> display( b, involuta)

]. t=10.1..6 . aves = normal, thickness = 2, color= bi'ire]

a) b)

Figura 18 — Uma involuta da hélice conica circular.
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No R? cada involuta gera uma familia infinita de evolutas, que pode ou nao

corresponder a curva original (FARIA, 2017).
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Capitulo 4
Conclusao

Por meio de exemplos basicos, mais acessiveis para compreensao, iniciamos a
pesquisa com o objetivo de estudar e compreender o conceito de curvas regulares parametri-
zadas por comprimento de arco. Em muitos livros e exercicios resolvidos é facil de encontrar
este assunto. No decorrer dos estudos bibliograficos comecamos a investigar as curvas
que nao eram totalmente regulares, pois apresentavam "picos", o que conhecemos como
descontinuidade. Surgiu entao, o interesse de determinar curvatura dentro do intervalo
regular e também verificar o que o grafico de curvatura nos mostra. Assim, foi possivel
analisar, para as curvas escolhidas neste trabalho, os momentos em que a curvatura é
maior (a curva é mais "curvada') e os momentos onde é menor (a curva se aproxima de

uma reta).

O calculo diferencial integral foi nosso grande aliado, assim como o software MAPLE.
Nas figuras é possivel observar os comandos necessarios para plotar as curvas no software.
Como ja dito previamente, tinhamos o interesse de abordar as curvas do tipo P.C.A., no
entando, apds reparametrizarmos as curvas, pois como ja sabemos também toda curva
regular admite uma reparametrizacao do tipo P.C.A., os cédlculos futuros seriam muito
trabalhosos. Para a maioria das curvas aqui abordadas, calculos de curvatura, torcao e
determinar as equacgoes de Frenet se tornariam extremamente trabalhosos. Portanto, o
que inicialmente era conveniente e facilitaria os calculos se tornou inviavel. Por isso, na

maioria das curvas aplicamos as equacoes de Frenet para uma parametrizacao qualquer.

Disso concluimos que, muitas curvas ditas nao regulares podem ser estudadas na ge-
ometria diferencial dentro de um intervalo regular. Para o nosso estudo, a reparametrizacao

por comprimento de arco nao foi o mais conveniente e aplicavel.
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