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Resumo

Este trabalho tem como proposta a investigacao de evolutas usando como ferramenta o
software GeoGebra e a Investigacao Matematica com o GeoGebra, proposta por Vaz, nas
etapas: experimentar, conjecturar, formalizar e generalizar. Apresentamos definicoes e te-
oremas de curvas planas e propomos a investigagao matematica afim de determinar quais
curvas possuem evolutas semelhantes a si mesmas, ou seja, sua evoluta é a composicao de
transformacoes como translacao, rotagao, dilatacao ou contracao. Em particular, investi-
garemos as familias das cicloides e epicicloides e deixamos uma sugestao para trabalhos

futuros.

Palavras-chave: Curvas planas, investigacao matematica, GeoGebra, tecnologias.
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Abstract

This work has as proposal the investigation of evolutes using GeoGebra software and
GeoGebra Mathematical Research, proposed by Vaz, as a tool in the stages: experiment,
conjecture, formalize and generalize. We present definitions and theorems of flat curves
and propose the mathematical investigation in order to determine which curves have evo-
lutions similar to themselves, that is, their evolution is the composition of transformations
such as translation, rotation, dilation or contraction. In particular, we will investigate the

cycloid and epicycloid families and leave a suggestion for future work.

Keywords: Flat curves, mathematical investigation, GeoGebra, technologies.
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Introducao

O estudo da Geometria Diferencial teve inicio com o estudo de curvas, e foram Eucli-
des e Arquimedes quem estudaram as retas tangentes. Segundo [2], o desenvolvimento
da Geometria Diferencial se deu com o avanco Célculo Diferencial, tendo como princi-
pais colaboradores os matematicos Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wihelm Von
Leibniz (1646-1716), mais tarde, com Gaspard Monge (1746-1818), considerado o pai da
Geometria Diferencial.

Nesse trabalho, exploramos algumas curvas planas com o GeoGebra, um software
de matematica dinamica que possibilita a manipulacao de objetos matematicos, tanto
algébricos quanto geométricos. Acreditamos que o mesmo pode auxiliar alunos na per-
cepcao de diversas relagoes dos objetos matematicos, facilitando que se apropriem dos
conceitos e que tenham autonomia durante o processo de aprendizagem.

De acordo com [5], a pratica pedagigica é complexa e é composta pelo contetido
de aprendizagem, pelo aluno, pelo professor e, sobretudo, pelo modo de apropriacao da
cultura e do desenvolvimento humano. A funcao do professor, nesse sentido, é maior
do que apresentar o conteido a ser desenvolvido. E preciso que suas atividades sejam
permeadas pela intencionalidade de ensinar. De acordo com o mesmo autor, o professor
deve estar atento para permitir ao aluno, sempre que possivel, refletir, repensar e refazer
as atividades.

Nesse sentido, propomos uma investigagao inspirada na proposta de [11], baseada nas
acoes: experimentacao, conjecturagao, formulagao e generalizacao do saber matematico.
Estas permitem, tanto ao professor quanto ao aluno, se articularem no processo de ensino-
aprendizagem, transformando a informagao em um modelo fundamentado na construcao
do saber. [11] reafirma a importancia de se trabalhar metodologias nas aulas de ma-
temadtica, e apresenta o software GeoGebra como potencialidade pedagdgica que permite

ao discente um aprendizado significativo, promovendo o carater dedutivo e generalizante



da matematica.

No primeiro capitulo, fazemos uma breve apresencao do software GeoGebra, posibili-
tando ao leitor a familiarizacao com suas ferramentas basicas. No segundo capitulo, apre-
sentamos os principais conceitos das curvas planas e passos para a construcao das mesmas
no Geogebra. No tltimo capitulo, sugerimos um experimento investigativo aplicando as
quatro etapas de [11] as curvas planas, afim de determinar quais possuem evolutas seme-
lhantes a si mesmas, ou seja, a evoluta é a composicao de transformagoes como translacao,
rotacao, dilatacao ou contracao da prépria curva.

Sugerimos também para uma possivel continuidade desse trabalho a investigacao dos
casos de epitrocoides nao abordados; das hipocicloides e a seguinte questao: ”Existem
curvas, além das apresentadas neste trabalho, tais que sua evoluta é semelhante a si

mesma?”’.



Capitulo 1

O Software GeoGebra

O software GeoGebra foi desenvolvido por Marcus Hohenwarter, como proposta para
melhorar e facilitar o ensino de matematica. O GeoGebra tem recebido varios prémios
na Europa, sendo utilizado atualmente em 190 paises e traduzido em 55 idiomas. E um
software livre, de facil acesso, e possibilita novas estratégias de ensino-aprendizagem de
matematica, ja que as construcoes sao dinamicas e permitem varias possibilidades de
visualizacao e experimentacao com conteidos diversos.

O GeoGebra é um software educativo que apresenta intiimeras capacidades funcionais,
que podem vir a ser reconhecidas e aproveitadas por professores e alunos na obtencao de
resultados eficientes no processo de ensino-aprendizagem. Acreditamos que a utilizacao
de softwares, neste processo, pode ser um caminho para despertar o interesse do aluno, e
torné-lo sujeito do seu préprio conhecimento.

Portanto, o GeoGebra é uma possibilidade de promover a compreensao do conceito
pela autonomia do aluno, e pelo desenvolvimento da atividade de cunho investigativo,

para atingir a esséncia do objeto.

1.1 Breve introducao ao software

O GeoGebra é multiplataforma e pode ser obtido de forma gratuida através do site
oficial! na secao Downloads. Estao disponiveis versoes para dispositivos portéteis Android,
10S e Windows Phone, além das versoes para os sistemas Linuz, Mac e Windows.

O site funciona também como uma espécie de rede social para compartilhamento

Thttps://www.geogebra.org



de material e disponibiliza ainda um blog com atualizacoes sobre o projeto. Estao dis-
poniveisj, também, manuais de ajuda e um férum para discugoes.

Apesar de ja disponivel a versao 6.0, usamos neste trabalho a versao 5.0 por ser, em
nossa opiniao, por enquanto, melhor em alguns aspectos que a versao mais recente.

A tela principal do software é, em geral, independente do sistema operacional, seme-

lhante a que apresentamos na Figura 1.1. Descrevemos a seguir cada item que a compoe.

© GeoGebra Classic 5 — [m] b4
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda - 5

-A_ / /i't" .t'\' C;) Q ":f'._ x o '%' - 4

b Janela de Algebra /| » Janela de Visualizaciao X
: \ &
4
3
:1 ] ] 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 ] 0
3 B
/ i

Entrada:

Figura 1.1: Tela de trabalho do GeoGebra

1. A Janela de Visualizagao é o ambiente de visualigao geométrica, na qual podemos
criar objetos como pontos, retas, poligonos, conicas e etc; pode-se inserir e interagir
com figuras; texto comum e texto formatado em latex, e possui eixos cartesianos e

malha, que podem ser ocultos se necessario.

2. A Janela de Algebm ¢ o ambiente onde sao exibidos os objetos ntimericos, equacoes

e fungoes, coordenadas de pontos e listas (conjuntos).

3. O Campo de Entrada tem o propésito de receber as férmulas, func¢oes, coordenadas
de pontos e comandos a serem executados. Nas secoes seguintes, apresentamos, com

exemplos, os principais comandos que serao utilizados nos capitulos posteriores.



4. A Barra de Ferramentas, como o préprio nome diz, possui as principais ferramentas
para criacao e manipulagao de objetos geométricos, texto, desenho e imagens. Na
segao 1.3 mostramos como criar novas ferramentas (comandos) e disponibilizé-las

nesta posicao.

5. O Menu Principal fornece, como a maioria dos softwares, opcoes relacionadas ao
salvamento de trabalhos, abrir trabalhos criados anteriormente, exportar imagens,
editar objetos, exibir janelas, arredondar e definir o nimero de casas decimais,
idiomas, gerenciamento de ferramentas, ajuda através de tutoriais e informacoes

sobre versao do software.

6. Ao ativar o botao Ajuda, nos é apresentada uma janela com a listagem de todos
os comandos divididos por categorias, com a possibilidade de ajuda através do guia

disponivel no site oficial (em inglés).

Além das Janelas citadas (1 e 2), temos ainda a Janela CAS, Planilhas, Janela de
Visualizacao 3D, Protocolo de Construcao e a Calculadora de Probabilidades. Nao apre-
sentaremos cada janela citada, pois nao serao utilizadas no desenvolver do trabalho. O

leitor interessado pode encontrar mais informagoes no manual do GeoGebra [3].

1.1.1 Opcoes Habilitar Rastro e Animar

Estas opgoes podem ser bastante tteis para investigagoes matemaéticas sobre a dinamica
de movimento de objetos. Para habilitar o rastro de algum objeto, basta clicar com o
botao auxiliar do mouse sobre o mesmo e ativar a opcao Habilitar Rastro. De forma
andloga, ativamos a animacao de algum objeto através da opcao Animar. Esse objeto

deve estar vinculado a outro ou ser uma variavel (controle deslizante).

Exemplo 1.1. Nesse exemplo, exibimos uma construgao que utiliza as opgoes habilitar

rastro e Animar para reproduzir um circulo.
1. Crie um circulo de centro em um ponto A e raio R qualquer;
2. Crie o vetor u paralelo ao eizo x;

3. Defina o ponto B vinculado ao circulo, ou seja, B deve variar somente sobre o

circulo;



4. Defina o ponto C' = B + u;
5. Ative a opgao habilitar rastro para o ponto C;
6. Clique com o botao auxiliar do mouse sobre o ponto B e selecione a op¢ao animar.

Veja o resultado na Figura 1.2.

Figura 1.2: Opcao Habilitar Rastro e Animar

1.2 Alguns Comandos do GeoGebra

Nessa secao apresentamos a descricao e exemplos de alguns comandos do GeoGebra,

0S quais serao essenciais para as construgoes e investigagoes nos capitulos seguintes.

1.2.1 Ponto

Ponto (<Objeto>)

Cria um ponto vinculado ao objeto geométrico, ou seja, o ponto resultante pode ser

movido sobre o objeto.

EEEEEEEEEESSSS

Figura 1.3: Comando Ponto.



Exemplo 1.2. Seja r uma reta qualquer, o comando P = Ponto(r) cria um ponto sobre

a reta. Veja a Figura 1.3.

1.2.2 Tangente

Tangente( <Ponto>, <Curva ou Cénica> )
Pode ser usado de duas maneiras; na primeira, cria todas as retas tangentes através
de um ponto P até uma secao conica; na segunda, cria a tangente no ponto especificado

pertencente a curva.

Exemplo 1.3. Sejam P = (—1,1) e a curva c:= x?+y* = 2, objetos definidos em uma
construgao do GeoGebra. Usando o comando Tangente(P, c¢), obtemos a reta —x+y = 2,

como podemos ver na Figura 1.4b.

Exemplo 1.4. Para a mesma curva ¢ do exemplo anterior e o ponto P = (2,0) retorna
asretasr: —x—y = —2es: x—y =2 pelo uso do comando Tangente(P, c). Veja a

Figura 1.4a.

(a) P exterior ao circulo (b) P sobre o circulo

Figura 1.4: Exemplo do uso do comando Tangente.

1.2.3 Girar

Girar ( <objeto>, <angulo> ,<ponto>)
Gira o objeto geométrico pelo angulo em torno do ponto. Caso o argumento ponto seja
omitido, o objeto geométrico é girado em torno da origem, exceto vetores, que sao girados

em torno de seu ponto inicial.



Exemplo 1.5. Podemos criar uma reta s perpendicular a reta r : x + y = 10 através do

comando s: Girar(r,Pi/2,P), sendo P um ponto pertencente a r.

Figura 1.5: Retas perpendiculares.

1.2.4 Sequéncia

Sequéncia( <Ezpressao>, <var>, <a>, <b>)
Cria uma sequéncia de objetos definidos pela Fxpressao na variavel var, iniciando sua
contagem em a e terminando em b. A expressao pode definir objetos de varias formas,

como pontos, fungoes, conicas e outros.

Exemplo 1.6. O comando Sequéncia(2k, k, 1, 10) cria uma lista contendo ntiimeros pares

entre 2 e 20.

Exemplo 1.7. O comando Sequéncia((k,k), k, —2, 2) cria uma lista contendo pontos

com coordenadas inteiras sobre a reta x = y no intervalo [—2,2]. Veja a Figura 1.6.

Figura 1.6: Exemplo Sequéncia 2.



Exemplo 1.8. O comando Sequéncia(z’, i, 1, 3) cria a lista de fungoes L = {z,x? x3}.

Veja a Figura 1.7.

Figura 1.7: Exemplo Sequéncia 3.

1.2.5 Se

Se( <Condi¢ao>, <a>, <b>)

Retorna a caso a condicao seja satisfeita ou b caso contrario.

Exemplo 1.9. Inserindo f(z)=Se(x==0, 0,1/z) no campo de entrada, definimos a fungao

f(x) = 1 para z # 0 com f(0) = 0.

1.2.6 Spline

Spline(< ListaPontos>, < Grau>)
Interpola uma curva por spline de Grau maior ou igual a 3, que passa por todos os

pontos da lista (conjunto) ListaPontos. O argumento Grau pode ser omitido.

Exemplo 1.10. Usando o comando Spline(L) para a lista L = {(-1, 1), (0, 0), (1, 1)}

obtemos a curva a dada por

r=28e(t<050+0t*+2t—-1,08240t*+2¢—1)
a: 0<t<1

y=2S8e(t<054t34+0t2—3t+1,-4t3+12t> -9t +2) -

Veja a Figura 1.8 a seguir.



Figura 1.8: Curva gerada por spline com 3 pontos.

Exemplo 1.11. Considere a lista L={A, B, C, D, E, F, G, A} composta pelos pontos de
A a G dispostos conforme a Figura 1.9. O comando Spline(L,3) cria a curva com inicio

e fim no ponto A.

Figura 1.9: Curva criada por um spline de grau 3.

1.2.7 Curva

Curva(<curva parametrizada>, <parametro>, <a>, <b>)

Define o trago de uma curva parametrizada por um parametro no intervalo [a, b].

Exemplo 1.12. O comando a: Curva((t,t**2), t, -1, 1) define a pardbola f(x) = z? no

intervalo [—1, 1]. Veja o resultado na Figura 1.10

1.2.8 LugarGeométrico
LugarGeométrico( <P>, <A> )
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Figura 1.10: Parabola definida pelo comando Curva.

Determina a curva definica pelo ponto do lugar geométrico P que deve depender de
outro ponto A. Também pode ser usado de outras maneiras, o leitor interessado pode

buscar mais informagoes através da ajuda do proprio GeoGebra.

Exemplo 1.13. Considere A um ponto vinculado ao eizo x. Definimos um ponto B por
B = A + sen(z(A))*(0, 1) e um ponto C por C = B + cos(z(A))*(1, 0), sendo que
z(A) assume o valore da abscissa do ponto A. Ao usar o comando LugarGeométrico(C,A)

obtemos o resultado apresentado na Figura 1.11.

Figura 1.11: Parabola definida pelo comando Curva.

1.2.9 Derivada

Derivada(< fung¢ao ou curva>, <n>)

Determina a n-ésima derivada da funcao ou curva.

Exemplo 1.14. Seja f(z) = z**2. O comando Derivada(f) retorna g(x) = 2z, ji o
comando Deriwada(f,2) retorna g(z) = 2.
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1.2.10 Vetor

Vetor( <A>, <B>)

Cria o vetor com ponto inicial A e ponto final B. Caso A seja omitido, o ponto inicial

seré a origem.

Exemplo 1.15. Considere os vetores u = Vetor(A, B) e v = Vetor(B,C), sendo A = (1, 1),
B =(1,2) e C = (2,2), o resultado pode ser visualizado na Figura 1.12.

Figura 1.12: Exemplo do comando Vetor.

1.2.11 Comprimento

Comprimento( <curva>, <a>, <b> )
Determina o comprimento da curva no intervalo [a,b]. Também pode ser usado de
outras maneiras, como para determinar o comprimento de um vetor ou segmento. Para

mais detalhes, consulte a ajuda do GeoGebra.

Exemplo 1.16. Vamos determinar o comprimento da parabola apresentada no exemplo

1.12. O comando d = Comprimento(a, -1, 1) retorna d = 2.96.

1.3 Criando Ferramentas

Além dos comandos oferecidos pelo GeoGebra podemos criar novos comandos, denomi-

nados por ferramentas, que executam e retornam algum resultado (um ou mais objetos)
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para um determinado processo que podemos ”ensinar”’ao software. No exemplo a seguir,

mostramos como criar uma nova ferramenta personalizada.

Exemplo 1.17. Vamos criar uma ferramenta que ird determinar a projecao de um ponto
sobre uma reta. O primeiro passo é construir o processo a ser executado pela ferramenta,
ou seja, dado um ponto A e uma reta r, queremos o ponto P sobre a reta tal que o

segmento AP seja ortogonal a mesma (veja a Figura 1.13¢). Os passos sdo:

Crie um ponto A;

Crie uma reta 7;

Crie a reta s perpendicular a r passando por A;

Determine a intersecao P entre as retas r e s;

Apoés esses passos, o processo a ser reproduzido pela nova ferramenta esta concluido.
Assim, selecione criar nova ferramenta na aba Ferramentas, especifique o objeto final
(ponto P), os objetos iniciais (ponto A e reta r) e, finalmente, os nomes da ferramenta
e do comando. Uma observacao importante é que o nome do comando nao pode conter
espacos, e a ordem dos objetos finais determina a ordem dos argumentos do comando. Em
nosso exemplo, nomeamos a ferramenta por Projecao de ponto em reta e o comando
por ProjecaoP. Agora, o comando ProjecdoP pode ser usado no campo de entrada da
forma ProjecaoP(A, 1), sendo A e r um ponto e uma reta quaisquer. As Figuras 1.13a e

1.13b ilustram, respectivamente, o antes e o depois do uso do comando.

(a) (b) (c)
Figura 1.13: Uso da ferramenta ProjecaoP

Finalizamos esta breve apresentagao do software recomendando os livros [1] e [7]. O

primeiro apresenta detalhadamente cada ferramenta do GeoGebra e trabalha contetudos
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de matematica basica como angulos, triangulos, quadrildateros, teorema de Tales, fungoes
afim e quadraticas, razao aurea e trigonometria basica. O segundo livro é um projeto
ainda em desenvolvimento do Instituto GeoGebra de Goids, que fornece uma versao, em
portugués, adaptada do guia oficial> de comandos em inglés.

Acreditamos que estas leituras complementares sao de grande importancia para o

desenvolvimento critico construtivo do leitor interessado neste tipo de trabalho.

Zhttps:/ /wiki.geogebra.org/en/Commands
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Capitulo 2

Curvas Planas

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos para o desenvolvimento da inves-
tigacao proposta no capitulo 3. Faremos uma breve introducgao as curvas planas tomando

como referencial tedrico [9] e [10].

2.1 Curvas parametrizadas e diferenciaveis

Definicao 2.1. Uma curva parametrizada diferencidvel do plano é uma aplicagao
diferencidvel a de classe C*, de um intervalo aberto I C R em R? que associa para cada

t € I o elemento « (t) € R? na forma

onde t é o parametro e o subconjunto dos pontos « () de R? é dito o trago de a.

Exemplo 2.2. Considere as curvas a(t) = (t + 1,t +2) e B(t) = (¢, ]t|]) com t € R. A
curva « ¢ uma curva parametrizada diferenciavel e seu traco é uma reta paralela ao vetor
(1,1) que passa pelo ponto (1,2). J& 5 nao é uma curva parametrizada diferencidvel, pois

|t| ndo é diferenciavel em t = 0.

Definigao 2.3. Seja C' uma conica. A aplicacio a : G C R — R? tal que a(t) =
(x (t),y(t)) é uma parametrizacao de C' se o conjunto imagem « (G) coincide com C, ou
seja,

C=a(G) ={(z@),y(t); teG},

onde G é um subconjunto de R.



Exemplo 2.4. Uma elipse é obtida ao cortar uma superficie conica circular com um plano
que nao é paralelo a nenhuma das geratrizes do cone, e corta apenas uma de suas folhas.

Sua equacao ¢ da forma

332 y2
@ et

e pode ser representada pela aplicagao
a(t) = (acost,bsint).

Assim, «(t) é uma curva parametrizada diferenciavel. Note também que, se a = b, temos

uma circunferéncia.

Para criar a curva do exemplo no GeoGebra, basta inserir sua forma paramétrica
(acost,bsint) no campo de entrada e apertar o botao enter. Caso os coeficientes a e b
ainda nao estejam definidos, uma janela sera exibida sugerindo que controles deslizantes

sejam criados para elas. Veja o resultado na Figura 2.1.

1

~ T _ 6 _ 1
Figura 2.1: Elipse com a =2 e b= 3.

2.2 Vetor tangente
Definicao 2.5. Dada uma curva parametrizada
a: I CR—R?

definimos para todo t € I o vetor & (t), denominado vetor tangente de o em t pela

expressao
by a(t+h)—at)
() = fimy =

onde h é suficientemente pequeno de tal modo que t +h € I. O limite acima equivale a

a (t) = (' (1), y' (1)) - (2.1)



Exemplo 2.6. Uma cicloide é a curva obtida pela trajetéria de um ponto P pertencente
a uma circunferéncia quando esta gira sem deslizar sobre uma reta (veja a Figura 2.2).
Suas equagoes paramétricas sao x(t) =t —sint e y(t) = 1 — cost. Derivando «, temos

2'(t) =1—cost e y(t) =sint. Entao, o vetor tangente a «(t) é dado por

o/ (t) = (1 — cost,sint).

Figura 2.2: Cicloide e seu vetor tangente em ¢ = 7.

Assim, a equacao da reta r tangente a curva a(t) em um ponto ¢, qualquer é
r(t) = alty) +t-a'(ty), t€R. (2.2)

No GeoGebra, podemos obter de forma dinamica o vetor tangente. Apresentamos a

seguir, os passos para sua construgao, sendo a uma cicloide, sem perda de generalidade.

1. Crie a cicloide inserindo sua forma paramétrica a = (t - sin(t), 1 - cos(t)) no campo
de entrada. Note que, por padrao, o intervalo de variacao para o parametro sera

[0, 27];
2. Crie o vetor tangente com o comando d = Derivada(a);
3. Crie um controle deslizante ¢_( variando no intervalo de definicao da curva;
4. Crie o ponto P pertencente a cicloide através do comando P = a(t_0);

5. Finalmente, para obtermos o vetor tangente a curva partindo do ponto P, inserimos

o comando v = Vetor(P, P + d(t.0));

6. O tltimo passo é criar a ferramenta (comando) VetorTangente como explicado
no Capitulo 1, na Secao 1.3. Os objetos de entrada sao o parametro ¢ 0 e a curva a.
O objeto de saida é o vetor tangente v. Qualquer que seja a curva, o vetor tangente

sera calculado de acordo com a mesma.
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Ao variar o parametro ¢ 0, o GeoGebra atualiza as coordenadas de P e calcula no-
vamente o vetor v (veja a Figura 2.3). Podemos, ainda, obter a reta r tangente a curva

usando o comando r = Reta(P, v) ou r = Tangente(P,a).

\"
/\ /—N
0 m 2m 0 m 2m ?

(a) £.0 = 2.2 (b) t.0 = 3.6

Figura 2.3: Exemplo de variagao do parametro ¢ 0
Exemplo 2.7. Considere a pardbola f(z) = z? e sua parametrizagao a(t) = (¢,1?),
t € R. Temos « parametrizada e diferencidvel. No GeoGebra, inserindo o no campo de
entrada com a = Curva((t, t**2), t, -5, 5) e usando a ferramenta VetorTangente criada
no exemplo anterior, obtemos as Figuras 2.4a, 2.4b e 2.4c para os valores —2.25, 0.1 ¢ 1.4

de t_0, respectivamente.

v
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

(a) VetorTangente(a, —2.25) (b) VetorTangente(a, 0.1) (c) VetorTangente(a, 1.4)

Figura 2.4: Exemplo do uso da ferramenta VetorTangente.

2.3 Curva Regular
Definigao 2.8. Dada uma curva parametrizada diferencidvel o : I C R — R?, dizemos
que « é regular quando o (t) # 0 para todo t € I.

Exemplo 2.9. A parabola apresentada no exemplo 2.7 é uma curva regular, ja que

a/(t) = (1,2t) nunca é nulo.

Exemplo 2.10. A curva 3(t) = (t3,1®), t € R ndo é regular, pois '(t) = (2t, 3t?) ¢ nulo
se t = 0.
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Proposigao 2.11. Se a: [ — R? ¢ de classe C' tal que o/(t) # 0 para todo t € I, entdo

a € localmente injetiva. Em particular, o € uma curva reqular de classe C*.

Seja a(t) = (x1(t), z2(t)) e tg € I. Como /() # 0, temos z (ty) # 0 para algum 1.
Se  (ty) > 0, como por hipétese a derivada x; é continua, existe um intervalo aberto
Ji, C I contendo t, tal que  (t) > 0 para todo t € Jy,; segue que z; é crescente neste
intervalo, em particular injetiva, logo a tambem é. Se x (ty) < 0, o mesmo argumento
implica a existéncia de um intervalo aberto J;, C I contendo ¢, onde x; ¢ decrescente, em

particular injetiva. Logo, o também é.

2.4 Comprimento do Arco

A aplicacao
t
s(t) = / |/ (t)|dt (2.3)
to
¢ denominada funcao comprimento de arco da curva « a partir de to. A deducao
para s estd disponivel em [8, p. 658-659)].

No GeoGebra, o comprimento de uma curva a em um intervalo [to, t,,] pode ser obtido

com o comando Comprimento apresentado no Capitulo 1, Secao 1.2.11 ou pelo comando
Integral(sqrt(z(a’ (z))**2 + y(d'(x))**2), t.0, t_n).

Exemplo 2.12. Para a cicloide apresentada no exemplo 2.6, usando o comando s =
Comprimento(a, 0, 2*Pi), obtemos como resultado s = 8. Isso significa que, para uma
cicloide formada por um circulo de raio r = 1, temos, a cada ciclo completo, um incremento
de 8 unidades no comprimento da curva. Apresentamos os cédlculos formais no exemplo

2.14.

Definigao 2.13. Uma curva regular o : I — R? é dita parametrizada pelo comprimento
de arco se, para cada t,,t; € I tal que ty < t1, o comprimento do arco da curva « de ty a
t; éigual a t; — ty. Isto é,

t1
/ |/ ()] dt =t — to.

to
Conclui-se que uma curva regular I — R? estd parametrizada pelo comprimento de

arco se, e somente se, V¢ € I tivermos |o/ ()| = 1.
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Exemplo 2.14. (Comprimento da Cicloide) Neste exemplo vamos calcular o compri-
mento de uma cicloide gerada por um circulo de raio R. Como dito anteriormente (exem-
plo 2.6), a curva é formada pela trajetéria de um ponto fixo em um circulo de raio R
que gira sem deslizar sobre uma reta. Uma parametrizacao para a cicloide sobre o eixo x
partindo da origem é «(t) = R (t —sin(t),1 — cos(t)). Dai, o/(t) = R(1 — cos(t), sin(t)),

de modo que

[N

&’'(t)] = R (1—2cos(t)+ cos®(t) + sin®(t))
— VER(1 - cos(t))

— R (2 (3))

= 2R-[sin (%)].

N[

N

Consequentemente, o comprimento de um arco completo da cicloide (quando o ponto que

era o ponto inferior do circulo volta a ser o ponto inferior do circulo) é

27
s(2r) =2R sin ! dt = 8R,
O 2

confirmando o resultado exibido no exemplo 2.12.

2.5 Mudanca de Parametro

Definigao 2.15. Sejam a : I C R — R? uma curva regular e h : J — I uma funcao
diferenciavel de classe C* tal que sua derivada primeira nao se anula em todo ponto de
Jeh(J)=1I. Assim, a aplicacio 3 = ao h : J — R? é dita a reparametrizagao de a por

h e a funcao h é chamada mudanca de parametro.

Exemplo 2.16. A fungaot = (b —a)0+a, 6 € [0,1],a < b é uma mudanca de parametro
do intervalo 6 € [0, 1] sobre t € [a,b]. A inversa 0 = (t —a)/(b—a) é a mudanca de

parametro do intervalo ¢ € [a, b] sobre 6 € [0, 1].

Proposigao 2.17. Seja o : I — R? uma curva reqular e s : I — s(I) C R a fungao
comprimento de arco de o a partir de ty . Entao existe a func¢ao inversa h de s, definida
no intervalo aberto J = s(I) e f = « o h € uma reparametriza¢io de «, onde [ estd

parametrizada pelo comprimento de arco.

Segue a demonstracao desta proposicao dada por [10].
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a é uma curva regular, portanto s’ (t) = |/ (t)| > 0, isto ¢, s é uma fungao estritamente
crescente. Logo existe a fungao inversa de s, h : J — I, onde J = s(I). Como V t €
I,h(s(t)) =t, temos que

dhds
dsdt

portanto,
dh 1 1

ds (1) o (?)
Concluimos que 5 (s) = aoh(s), s € J, é uma reparametrizacdo de o e

dap
ds

> 0.

do di
dt ds

o (t)
o’ (2)]

Portanto, pela definicao 2.13, estd parametrizada pelo comprimento de arco.

-1

Exemplo 2.18. Considere a cicloide o do exemplo 2.14, temos

s(t) = 4R (1 — cos (%)) t € [0, 2x].

h(s) =2cos™! (1 - ﬁ__{), s € [0,8R].

Portanto,

A curva f = ao h que a cada s associa

B(s) = (2 cos ! (1 — ﬁ%) — sin (2 cos ! (1 — %)), 1 — cos (2 cos (1 — &))) ,

é uma reparametrizagdo de « pelo comprimento de arco com s € [0, 8R).

2.6 Teoria local das curvas Planas e Formulas de Fre-
net

Definicao 2.19. Seja o : I C R — R? uma curva parametrizada pelo comprimento arco,

ou seja, |a’ (s)| = 1. Denotamos o vetor tangente a curva o em cada s € I, por

t(s)=a(s) = (' (s),4 (5)). (2.4)

21



Sabemos, da Geometria Analitica, que o vetor (—y' (s),2'(s)) é ortogonal ao vetor
t(s). Este vetor é denominado vetor normal de a em cada s € I. O indicamos por n (s)
isto é,

n(s)=(=y (s),2'(s)). (2.5)

O conjunto de vetores ortonormais {t(s),n(s)} forma, em cada ponto, uma base
ortonormal de R? e é denominado Referencial de Frenet. Como t(s) é unitario,
tem-se |t (s)] = 1. Elevando ao quadrado, obtemos |t (s)|> = 1 ou, (t(s),t(s)) = 1.
Derivando esta igualdade com relagdo ao parametro ¢, tem-se: 2(t'(s),t(s)) = 0, logo
(' (s),t(s)) = 0; concluimos que ¢ (s) e t’ (s) sdo ortogonais para todo s € I.

Assim, t' (s) é proporcional a n (s), com fator de proporcionalidade que denotaremos

por k (s). Portanto,

t'(s)=k(s) -n(s). (2.6)
O numero k (s) é denominado a curvatura de o em s € I, e pode ser obtido por
k(s)=(t'(s),n(s)) = k(s)=—z"y +y"2".

Se fizermos os mesmos célculos para n (s) que é unitério, obtemos (n (s),n(s)) = 1,

logo (n/ (s),n(s)) = 0; temos também que n/(s) é proporcional a t(s),

dai,

Portanto,

n' (s) = —k(s)-t(s). (2.7)
As expressoes (2.6) e (2.7) sao conhecidas como formulas de Frenet.

Exemplo 2.20. Considere a curva a(s) = (7“ cos (§>,Tsin <§)> , 0 <60 <27 Observe
r r

que

S s
2+ y? =17 (0052 (—) + sin® <—)> = 2?4yt =17
r r

22



logo, o é um cicurlo de raio r e esta parametrizado pelo comprimento de arco, pois

o'(s) = (— sin (;),cos (;)) = | (s)] =1

Concluimos que o Referencial de Frenet para o é

A curvatura é

1
k(S) _ —x”y' _{_x/y// _ ;

A proposigao a seguir exibe uma forma para o calculo do Referencial de Frenet e da

curvatura para curvas parametrizadas regulares.

Proposigao 2.21. Seja o : I C R — R? uma curva reqular dada por a (r) : (z (1) ,y (r)) .

Entao
)= BT
(@)" + (¢)
wry = Y02 ()
(@) + (v)°

A demonstracao detalhada pode ser encontrada em [10, p. 46-47].

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Exemplo 2.22. Para a cicloide formada por um circulo de raio R = 1, mostramos, no

exemplo 2.6, que o vetor tangente a a(r) é dado por /(r) = (1 — cosr,sinr), logo

o (r) = (sinr, cosr).

Portanto,
(1 —cosr,sinr)

(2 —2cosr)z

t(r) =
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(—sinr, 1 — cosr)
(2 — 2cosr)?

cosr — 1
(2 —2cosr)?

Exemplo 2.23. Podemos obter o Referencial de Frenet no GeoGebra. Seguem os passos:

1. Seja a uma curva qualquer determinada como na segao 1.2.7;

2. Determine as derivadas de a por vl = Derivada(a) e v2 = Derivada(a, 2);
3. Determine o médulo de vl por m = sqrt(z(vl)**2 + y(v1)**2);

4. Determine t(r) por t(r) = vi(r) / m(r);

5. Determine n(r) por n(r) = ( -y(t(r)),z(t(r)) );

6. A curvatura pode ser determinada pelo comando Curvatura( <Ponto>, <curva> )

ou pelo comando

k(r) = (-x(v2(r))*y(v1(r)) + x(vi(r))*y(v2(r)) ) / m(r)**3 ;

7. Para obter a representacao geométrica de t(r) e n(r), crie um ponto P vinculado a

curva;

8. Crie os vetores u e v com origem em P,

u = Vetor(P, P + t(z(P))),
v = Vetor(P, P + n(z(P)));

9. Finalmente, crie o ponto K = (z(P), k(x(P))). Na Figura 2.5 apresentamos o re-
sultado da construcao para «a(t) = (¢,t%). Ao mover o ponto P, os vetores sao
atualizados de maneira que terao sempre a origem no mesmo, como definimos. Na
Janela de Visualizacao 2, temos a funcao que representa a curvatura, dada pela

ordenada do ponto K.
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Figura 2.5: Referencial de Frenet e Curvatura.
rd
2.7 Circulo Osculador
Se a(s) é uma curva regular de curvatura k (s) # 0, a quantidade p(s) = m é denomi-
nada raio de curvatura de a em s. O circulo de raio p(s) e centro
1
c(s)=a(s)+ n(s) (2.11)

é denominado circulo osculador e ¢ (s) é dito centro de curvatura.

Teorema 2.24. A curvatura de uma curva reqular o, parametrizada pelo comprimento

de arco em s, € dada por k (s) =

Pela equacao (2.11) temos

dai,




Como « é parametrizada pelo comprimento do arco, segue que:

Portanto,

O circulo osculador é a melhor aproximacao da curva por um circulo em algum ¢, ou

seja, possuem a mesma curvatura e a mesma tangente. Veja a figura 2.6.

(a) t =0 (b) t=1

Figura 2.6: Circulo osculador da pardbola

Exemplo 2.25. Vamos determinar o circulo osculador da pardbola «a(t) = (¢,t?) na
origem e em ¢ = 1. Teremos o/(t) = (1,2t) e &”(t) = (0,2). Assim, k(t) = (1+42t2)%.
Portanto, na origem temos k(0) = 2, raio p = % = % e centro (0, %) Concluimos que a
equacao do circulo em t = 0 é 2% + (y — %)2 = %.

Ja para t = 1, teremos k(1) = 5%, raio p = % e centro (—4, %) Concluimos que
a equagao do circulo em ¢t = 1 é (z +4)* + (y — %)2 = 25 Nas Figuras 2.6a ¢ 2.6b

ilustramos os dois casos.

Exemplo 2.26. Para obter o circulo osculador no GeoGebra, damos sequéncia aos passos

apresentados no exemplo 2.23.

1. Crie o ponto C' de acordo com a equagao 2.11 pelo comando C = a(z(P)) +
n(x(P))/k(x(P));
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2. Crie o circulo pelo comando ¢: Circulo(C, P).

Temos, assim, o circulo ¢ com centro em C' e raio = Distancia(P, C). Veja a Figura

2.7

Figura 2.7: Circulo Osculador da Pardbola

2.8 Evolutas

Nesta secao, chegamos ao foco da investigacao a ser desenvolvida no proximo capitulo.
Seja a uma curva como descrita na secao anterior. A curva formada pelos centros de

curvatura de a é chamada de evoluta de « e é dada por

(2.12)

Pelo fato do centro de curvatura estar univocamente determinado, independente da

orientacao da curva, temos que a evoluta de « é tinica.

Exemplo 2.27. A evoluta de uma curva regular pode nao ser regular. Mostramos, neste
exemplo, que a evoluta de um circulo se degenera em um 1nico ponto, em especifico, seu

centro.

Consideremos a circunférencia « (s) = (coss,sins), s € [0,2n]. E claro que esta é

parametrizada pelo comprimento de arco. Como

k(s)={t"(s),n(s)) ={((—coss,—sins), (—coss,—sins)) = 1.
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Segue que

B (s) = (coss,sins) + 1 (—coss, —sins) = (0,0).

Portanto, a evoluta de uma circunferéncia é seu ponto central.
Teorema 2.28. Seja (B evoluta de av. A normal a curva o € tangente a (3.

Seja 3 : [a,b] — R? a evoluta de a parametrizada pelo comprimento do arco. Se
B'(s) # 0,V s € [a,b], entdo B é regular. Note que a reta tangente a 3 (s) = « (s)—l—ﬁn (s)
é dada por r(t) = 3 (s) + 3 (s). Como B(s) = k) femos

K2 (s)
=S ! nis)— ul <S) nis
T(t>_ <)+k'(8) () tk'2<8) ()7

logo,

r(t) = a(s) + <k(13) —t:;((z))>n(s).

Concluimos que a reta r é normal a em s, ja que n(s) é o vetor normal a «.

Exemplo 2.29. Vamos determinar a evoluta de uma elipse.

Considere a elipse parametrizada por «(t) = (acost,bsint), onde a > b > 0 e
t € [0,2n]. Temos o (t) = (—asint,bcost), " (t) = (—acost,—bsint) e curvatura
ab

(a2 sin? t + b2 cos? t) :

k() =

Como k (t) #0V t € [0,27], a evoluta é dada por

3
a?sin®t + b% cos? t)?
B(t) = (acost,bsint) + ( ) (—bcost,—asint).

1
ab (a2 sin? t + b2 cos? t) 2

Simplificando, segue que

[lustramos, na Figura 2.8, uma elipse e sua evoluta.

Teorema 2.30. A evoluta de uma cicloide € também uma cicloide.
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Figura 2.8: Elipse definida por a =2 e b= 1.

Considere a cicloide dada pelo traco da curva «, definida por
a(t) = (t —sint,1 —cost), t € [0,27].

Temos 2'(t) = 1 — cost, z”(t) = sint, y/'(t) = sint e y’(t) = cost. Substituindo na

expressao da curvatura, segue que

k() = cost —1
(2 — 2cost)%
—sint, 1 — t
Como n (t) = (=sint, cols ), a evoluta serd

(2 —2cost)?

(2 — 2COSt)% (—sint, 1 — cost)

B (t) = (t—sin(t),1— cos (t)) + pr— (2—2(:ost)%

Simplificando, obtemos

B (t) = (t +sint,—1 + cost).

Observe que « (t) = (t —sint, 1 —cost) e f(t) = (t +sint, —1 + cost), portanto,

p(t) =a(t+m)—(m,2).

Concluimos que a evoluta S também é uma cicloide, ja que € a translacao de a. Veja

a Figura 2.9.
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Figura 2.9: Cicloide e sua evoluta.

Exemplo 2.31. Para obtermos a evoluta de uma curva a no GeoGebra, damos conti-
nuidade aos passos apresentados no exemplo 2.26, criando a curva que representa o lugar
geométrico de C' ao mover P, como descrito na secao 1.2.8 do capitulo 1. Veja o resultado

do comando b = LugarGeométrico(C, P) na Figura 2.10.

Figura 2.10: Evoluta criada pelo comando LugarGeométrico.

Definicao 2.32. Chamamos de envolvente de uma familia de curvas do plano, a uma

curva que é tangente a cada membro da familia em algum ponto.

Com base na definicao 2.32, se considerarmos a uma curva regular qualquer, suas retas
normais aparentam ”envolver”uma outra curva (3, que por sua vez pertence a familia das
retas normais a «. Pelo teorema 2.28, se 3 é a evoluta de «, entao a normal a curva « é

tangente a 3. Portanto, a envolvente S da familia das normais a « é a evoluta de a.

30



Exemplo 2.33. Para visualizarmos a curva (3 envolvente das retas normais a a no Geo-

Gebra, executamos os seguintes passos:
1. Definir a curva a;
2. Criar um ponto P sobre a;
3. Criar a reta r tangente a curva no ponto P;
4. Criar a reta s reta normal a tangente no ponto P;
5. Habilitar Rastro na reta s;
6. Animar P;

Veja na Figura 2.11 o resultado da execucao destes passos na cicloide e compare com

a Figura 2.9.

2m

Figura 2.11: Envolvente da familia das normais a cicloide.

Para a investigacao proposta no proximo capitulo, usaremos os passos do exemplo
2.33 pela simplicidade, visto que os passos apresentados nos exemplos 2.23, 2.26 e 2.31

sao bastante trabalhosos.
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Capitulo 3
A Investigacao

[11], usando as ideias de Investigagao Matemédtica em sala de aula de [6], propoe a Inves-
tigacao Matemadtica com GeoGebra. Ele percebeu, em suas pesquisas, que as atividades
mediadas pelo software poderiam levar a uma compreensao melhor das esséncias dos ob-
jetos estudados. Vaz ressalta a importancia do aluno enxergar o objeto, e o software
possibilita ver a representacao geométrica e algébrica de forma dinamica. As articulacoes
entre as representagoes possibilitam, ao aluno, a compreensao do objeto em toda a sua
essencia.

A proposta da Investigagao Matematica com GeoGebra tem como objetivo integrar
pesquisa e ensino, garantindo que o professor faca pesquisa enquanto ensina e o aluno
participe ativamente do processo, fazendo investigacao dos problemas sugeridos com o
objetivo de se desenvolver matematicamente.

Na proposta de [11], a Investigacdo Matemadtica acontece a partir do desenvolvi-
mento das etapas de experimentacao, conjecturacao, formalizacao e generalizacao. Estas
permitem, tanto ao professor quanto ao aluno, se articularem no processo de ensino-
aprendizagem, transformando a atividade de ensino para a construcao do saber.

O instrumento bésico, em todas as etapas, é o laboratorio de informatica onde, na ex-
perimentacao, utiliza-se o software para visualizar conceitos, propriedades, representagoes
algébricas e geométricas, e a movimentagao dos objetos matematicos. Na etapa de len-
vantar conjecturas, sao analisadas as propriedades, relagoes e resultados gerais tteis no
desenvolvimento do ensino da matematica, permitindo que o aluno anuncie um problema
a ser investigado.

Na fase de formalizacao, torna-se necessario a demonstracao matematica do fato pro-



priamente dito, ou uma contra proposicao da conjectura levantada, levando em conta o
nivel (fundamental, médio ou superior) em que se estd trabalhando. A generalizacao trata
de investigar outras situagoes e explorar o alcance do resultado obtido.

Nos baseamos nesses ideais para a proposta apresentada neste capitulo. Apresen-
tamos uma sugestao para um experimento que utiliza a Investigacao Matematica com
o GeoGebra, aplicando as quatro etapas de [11] as curvas planas, afim de determinar
quais possuem evolutas semelhantes a si mesmas, ou seja, a evoluta é a composicao de
transformacoes como translacao, rotagao, dilatacao ou contracao. Em particular, investi-

garemos as familias das cicloides e epicicloides.

3.1 Investigacao matematica com GeoGebra

Mostramos, no Teorema 2.28, que a normal a uma curva « é tangente a (3, sendo 5 evoluta
de a, e a definicao 2.32 nos leva a concluir que a evoluta pode ser definida pela envolvente
das normais a «a. Através desse resultado, podemos ter nocao de como se comporta a
evoluta de uma curva, sem fazer grandes cédlculos, apenas usando as funcoes Habilitar

rastro e Animar do GeoGebra.

Exemplo 3.1. No exemplo 2.27, mostramos que a evoluta de uma circunferéncia é um

unico ponto, e especificamente, seu centro.

Figura 3.1: Evolutas.

Na Figura 3.1a, mostramos esta representacao no GeoGebra através do rastro da reta
normal a circunferéncia, como descrito no exemplo 2.33. E possivel notar que a familia de

retas normais sao todas tangentes ao ponto central. De forma andloga podemos verificar
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que a evoluta da pardbola a(t) = (¢,¢%), t € R nao é uma parabola (veja a Figura 3.1b).

Portanto, estas curvas nao se enquadram a classe de curvas que estamos investigando.

3.1.1 Trocoides

Definigao 3.2. Considere um circulo de centro O e raio r e uma semireta OB. A trocoide
é o lugar geométrico do ponto B, quando o circulo gira sobre uma reta s, sem deslizar. A

curva parametrizada e diferenciavel é dada por
a(t) = (Rt — bsin(t), R + bcos(t)), t € [0,2m]. (3.1)

Se b = R, temos a cicloide como exibimos no exemplo 2.14. Caso b > R, teremos
curvas conforme a Figura 3.2, as chamadas cicloides alongadas. Ja se b < R, teremos

curvas conforme a Figura 3.3, estas chamadas de cicloides reduzidas.

Figura 3.3: Trocoide com b < R.

Na primeira etapa da investigacao, a experimentacao, consideremos inicialmente a
cicloide (caso b = R). Apesar de conhecermos sua forma parametrizada e j& termos de-
monstrados alguns resultados que sao apresentadas nesta investigacao, faremos sua cons-
trucao pela definicao, utilizando, apenas, as ferramentas do GeoGebra, mostrando assim,
que é possivel investigar uma curva sem o conhecimento de sua forma parametrizada.

Os passos para a construcao da cicloide sao:
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Crie inicialmente um ponto A qualquer; este sera o ponto de contato entre o circulo

e uma reta paralela ao eixo x;

Crie um controle deslizante r que ira determininar o raio do circulo;

Crie o centro O do circulo com o comando O = A + (0,1)*r. Note que AO é paralelo

a0 eizo y;
e Crie o circulo de centro em O passando em A.
e Crie o ponto B sobre o circulo através do comando

B = Girar(A, -z(A)/r, O).

Ao mover o ponto A, o ponto B gira em torno da circunferéncia causando a ilusao de
deslize da mesma na direcao do eizo x.

Como o comando LugarGeométrico nao possibilita criarmos a reta tangente a uma
curva dada por ele, podemos criar uma sequéncia de pontos com o comando Sequéncia
e obter uma aproximagao da cicloide pelo comando Spline (descrigdo na subsecao 1.2.6).
Para isso, precisamos criar uma ferramenta que retorne para cada ponto A as coordenadas

do ponto B.

e Vamos criar a ferramenta PontosCicloide como descrito no capitulo 1 secao 1.3.

O objeto final é o ponto B e os objetos iniciais sao o ponto A e o niimero 7;

e O préximo passo é vincular o ponto A ao eizo z. Para isso use o comando A =

Ponto(FizoX);

e Crie os controles deslizantes m e n inteiros e positivos. O controle m ira determinar
o numero de voltas completas da circunferéncia sobre o eizo z, ja o controle n
determinara a quantidade de pontos sobre a cicloide. E importante que n > 3, pois,

usaremos em seguida o comando Spline para interpolar a curva.

e Use o comando L = Sequéncia( PontosCicloide( (2*Pi*r*m*i/n, 0), r), i, 0, n)
para criar o conjunto L contendo n + 1 pontos pertencentes a cicloide no intervalo

[0, 27rm]. Veja a Figura 3.4.

e Para criar a curva, use o comando a = Spline(L).
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2 3n 4

Figura 3.4: Pontos da lista L.

Ocultando o conjunto (lista) L, temos, finalmente, a cicloide, como podemos ver na
Figura 3.5.

r=1 m=2 n=30

Figura 3.5: Aproximagao da Cicloide pelo comando Spline.

e Repetindo os passos do exemplo 2.33 e ocultando a reta tangente, obtemos a en-
volvente das retas normais a cicloide. O resultado pode ser visualizado na Figura

3.6.

R m=2 n 120
N //R \

P \ -

Figura 3.6: Retas tangentes a Evoluta da Cicloide

Analisando a Figura 3.6, percebe-se que a evoluta da cicloide também é uma cicloide
) Y
ja que a envolvente das retas normais possui traco semelhante a uma cicloide. Conjec-

turamos que:
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1. A evoluta 8 de uma cicloide o é também uma cicloide e pode ser descrita na forma
Bt) = alt +) — (m,2); (3:2)

2. O comprimento da evoluta é igual ao comprimento da cicloide em um mesmo inter-

valo.

A primeira conjectura esta formalizada no Teorema 2.30. Quanto a segunda, derivando

a equacao 3.2, obtemos

B(t) = (t + ). (3.3)

No exemplo 2.14, mostramos que |o/(t)] = 2R - [sin (%),

. (t—i—w)‘
sin .
2

No mesmo exemplo, mostramos que o comprimento da cicloide no intervalo [0, 27] é

1B't)| = |/ (t+m)| =2R

8R. Agora, calculando o comprimento s, da evoluta nesse mesmo intervalo, segue que

56(27r):/02ﬂ]()|dt—2R/2ﬂs1n( >’dt_4R/sm( >dt_8R

Confirmamos, assim, nossa segunda conjectura através da formalizacao.

Nos resta a tentativa de generalizar os resultados que conseguimos obter nas etapas
anteriores, verificando se as mesmas conjecturas sao validas nos dois casos restantes, ou
seja, quando b > Re b < R.

Para esses dois casos, inserimos a equagao 3.1 no GeoGebra pelo campo de entrada e
nos ¢ solicitada a criagao dos controles deslizantes R e b. Ao executar os passos descritos
no exemplo 2.33, obtemos as Figuras 3.7 e 3.8.

Concluimos, ao analisar estas, que as conjecturas levantas na segunda etapa nao se
aplicam aos casos em que b # R, ja que as evolutas de trocoides nesses casos nao sao

trocoides.

3.1.2 Epitrocoides

Definicao 3.3. Uma epicicloide é uma curva ciclica definida por um ponto P de um

circulo centrado em C' de raio r, que rola sem deslizar sobre um circulo de centro O de
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Figura 3.7: Aproximacgao da Evoluta do Trocoide com b > R.

Figura 3.8: Aproximacao da Evoluta do Trocoide com b < R.

raio R. O caso geral da epicicloide é chamado de epitrocoide, e é obtido quando P nao

pertence ao circulo de raio r e possui distancia b de C', como representado na Figura 3.9.

Figura 3.9: Ilustracao da construcao de uma epitrocoide.

Uma epitrocoide o possui as seguintes equacoes paraméticas:

R+r T

(R4 r)cos(t) — bcos t
a(t) = " L tef0,2r]e R>r>0.  (3.4)
)

(R + r)sin(t) — bsin (R:T
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Temos « parametrizada e diferenciavel. Detalhes sobre como obter estas equacoes
paramétricas sao apresentados em [4, p. 160-161].

Vamos analisar nesta investigacao os casos em que r divide R, ou seja, o circulo menor
completa apenas um ciclo do circulo maior, e o ponto P finaliza o ciclo no mesmo lugar

: L : R
geométrico que inicia. Assim, fazendo n = — em (3.4), obtemos
r

T

alt) = r(n+1)cos(t) —bcos[(n + 1)t] Cteo.2n] (3.5)
r(n+ 1)sin(t) — bsin [(n + 1)t]

(d)n=4
Figura 3.10: Epicicloides comb=r=1en = R.
Como na se¢ao anterior, iniciamos a investigacao pela etapa de experimentacao com
as epicicloides, ou seja, b = r na equagao (3.5). Note que, fixando r = 1, teremos n = R,
e n determinard o ntimero de ciclos do circulo menor. Seguindo novamente os passos do

exemplo 2.33, obtemos as Figuras 3.10a, 3.10b, 3.10c e 3.10d, variando n.

Nos quatro casos da Figura 3.10, podemos observar que a envolvente da familia de
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curvas normais a epicicloide, aparentemente, também sao epicicloides rotacionadas e re-
dimensionadas. Essas informagoes sao suficientes para congecturarmos que, sendo «
uma epicicloide com equagoes paramétricas dadas por (3.4), com b = r e  sua evoluta,

temos:
1. B8 é uma epicicloide e pode ser expressa na forma
B(t)=p-alt)- M, (3.6)

sendo p um fator de proporcionalidade e My a matriz de rotagdo em torno da origem

com = I,
n

Figura 3.11: Relacao de proporcao

Podemos obter o fator p de maneira simples. Observe os segmentos a, b, ¢ e d na
Figura 3.11. Temos que b estd para a, assim como c esta para d. Portanto, d que é

o raio do circulo diretor da evoluta, é dado por

ac
d=—.
b
Comoa=R=n,b=R+2r=n+2e¢c= R =n, concluimos que d = n 22.
n

Isso significa que o raio do circulo diretor da evoluta é dado pelo produto entre o

raio do circulo diretor da curva e o fator

2. O comprimento de 8 é uma contracao do comprimento de «, sendo p o fator de

proporcionalidade descrito na conjectura anterior.

40



As conjecturas reforcam a potencialidade desta proposta de trabalho. Percebe-se que
o software fornece ferramentas de facil acesso e possibilita investigacoes profundas, mesmo
em conteidos mais avangados.

O proximo passo é formalizar as conjecturas levantadas. Assim, sendo « descrita

na equacao 3.5, com r = b = 1, segue que

alt) = (n+1)cos(t) — cos[(n + 1)t] Cteo.on, (3.7)
(n+ 1)sin(t) — sin [(n + 1)t]

—(n+ 1)sin(t) + (n + 1) sin[(n + 1)t] !

(n+1)cos(t) — (n+ 1) cos[(n + 1)t]

. telo0,2n] (3.8)

a’(t) = ‘ ! , t€l0,2n]. (3.9)

Calculando o médulo de o/, obtemos a expressao 3.10 apds as devidas simplificacoes.

&/ (t)] = (n + 1)y/2 — 2cos (nt). (3.10)

Das equagoes (3.8), (3.9) e (3.10) concluimos que o vetor normal é

—(n+1)cos(t) + (n+ 1) cos[(n+ 1)t] '

—(n+1)sin(t) + (n + 1) sin [(n + 1)¢]
n(t) = (3.11)
(n+1)y/2 — 2cos (nt)

e a curvatura é

k(t):n+2- 1 — cos (nt) .
n+l ( 2—2008(nt)>3

(3.12)

Finalmente, substituindo (3.7), (3.11) e (3.12) na equagao (2.12) da evoluta, segue que
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(n+ 1) cos(t) — cos[(n + 1)t]

5y = e e
(n+ 1) sin(t) — sin[(n + 1)t] i
—(n+1)cos(t) + (n+ 1) cos[(n + 1)t])

(n+1) < 2 — 2cos (nt)> ((n + 1) sin(t) + (n + 1) sin[(n + 1)¢]

" (n+2)(1 —cos (nt))(n+1)y/2 — 2cos (nt)
_ ((n + 1) cos(t) — cos [(n + 1)t]) ' N 2(n +1) ( cos(t) + cos [(n + 1)t]) :
(n + 1) sin(t) — sin [(n + 1){] n+2 \ —sin(t) + sin[(n + 1)t]

(n 4 1) cos(t) cos <%> —cos [(n + 1)t] cos (
—(n + 1) sin(¢) sin (

+sin [(n + 1)t] sin (

3133133 |y
N—"

s
(n+ 1) cos(t) sin (g) —cos [(n 4 1)t] sin (g)
+(n + 1) sin(t) cos (%)
—sin [(n 4 1)t] cos (g)

n+ 2

n
a(t)- My, =1,
n+2 a(t) - Mo, n

Confirmamos, assim, a primeira conjectura. Usaremos esse resultado para demonstrar
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a segunda. Assim,

Claro que a rotacao da curva nao altera seu comprimento, portanto,

)= [1pena= [ w=t [,

mostrando que a segunda conjectura também estd correta. Nos resta a tentativa de

n ,
A M
n -+ 2 a() o

generalizacao das propriedades conjecturadas e formalizadas para a epitrocoide nos
casos b > r e b < r. Mais uma vez, seguindo os passos do exemplo 2.33, usando a equagao

3.7, obtemos as imagens a seguir.

(a)b>len=1

(c)b<len=3 (d)b<len=7

Figura 3.12: Etapa da generalizacao.

A experimentacao com o software é suficiente para percebermos que as conjecturas

levandadas para a trocoide, no caso b = r, nao se aplicam aos demais casos. Finalizamos,
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assim, a proposta investigativa de [11]. Espera-se do aluno uma melhor compreensao
das propriedades das curvas planas, com o auxilio da investigacao matemética com o

GeoGebra.

3.1.3 Hipotrocoides

Definicao 3.4. Uma hipocicloide ¢ uma curva ciclica definida por um ponto P de um
circulo centrado em C' de raio r, que gira sem deslizar, tangencialmente no interior de um
circulo de centro O de raio R. O caso geral da hipocicloide é chamado de hipotrocoide e
¢ obtido quando P nao pertence ao circulo de raio r e possui distancia b de C'. Sua forma

parametrizada é:

(R — 1) cos(t) + bcos (R - Tt) '

r

(R — ) sin(t) — bsin (R — Tt)

r

at) = , tel0,2r] e R>r > 0. (3.13)

Detalhes sobre como obter estas equagoes paramétricas estao disponiveis em [4, p. 165-

168].

Figura 3.13: Hipocicloide e a envolvente de suas retas normais.

Deixamos como sugestao a investigacao das hipotrocoides, note pela Figura 3.13 que
a hipocicloide aparenta possuir propriedades semelhantes as demonstradas para as epici-

cloides.
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Conclusao

O desenvolvimento do presente trabalho possibilitou a andlise de como o software
GeoGebra pode melhorar os conhecimentos matematicos, desenvolver habilidades praticas
fundamentadas em teorias consistentes e amplas, como a de [11], sobre o desenvolvimento
das etapas de experimentagao, conjecturacao, formalizacao e generalizacgao.

Apresentamos construgoes, utilizando conceitos matematicos e as ferramentas do soft-
ware, que permitiram-nos fazer investigagao matematica de uma forma mais atraente.

Mostramos que o software permite um aprendizado significativo, devido a sua pra-
ticidade, facilitando, ao aluno, a percepcao das propriedades e relacoes entre objetos
matematicos.

Apresentamos uma investigacao que possibilita a consolidacao de praticas de ensino
articuladas com investigacoes matematicas e o desenvolvimento de um ensino de mais qua-
lidade, cuja finalidade principal é provocar mudancas na percep¢ao dos alunos, agucando
sua atividade mental e despertando seu interesse por meio da acao e da reflexdao pelo
contato visual.

O objetivo de determinar quais curvas possuem evolutas semelhantes a si mesmas por
meio de transformacoes como translagao, rotacao, dilatacao ou contracao, foi parcialmente
concluido. Em particular, investigaremos as trocoides e as epitrocoides.

Sugerimos, para uma possivel continuidade desse trabalho, a investigacao dos casos
de epitrocoides em que r nao divide R; das hipocicloides e a seguinte questao: ”Existem
curvas, além das apresentadas neste trabalho, tais que sua evoluta é semelhante a si

mesma?”’.
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